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PREFAZIONE

Con piacere presentiamo questa raccolta di esercizi, curata con competenza e profes-
sionalita da G. Calvaruso e R. Vitolo, che hanno tanta esperienza di esercitazioni agli
studenti di Matematica, Fisica ed Ingegneria.

Si tratta di esercizi, per la maggior parte, dati a prove d’esame o assegnati durante
I’anno. Alcuni sono semplici applicazioni di concetti studiati, altri richiedono intuizione
geometrica, sia nel piano sia nello spazio ordinario.

Gli esercizi sono quasi tutti svolti, ma lo svolgimento va visto solo dopo aver provato a
risolverli senza aiuto. Sappiamo che la difficolta maggiore per gli studenti e proprio quella
di immaginare la soluzione spaziale e di tradurre il problema geometrico in equazioni:
seguire un percorso di soluzione ¢ certamente pitt comodo ma non aiuta a sviluppare
il “saper fare”, essenziale in Matematica, una disciplina che non puo essere studiata in
modo passivo. Naturalmente ¢ molto utile ed istruttivo vedere come il docente si ¢ posto
di fronte al problema, qual’e stata la sua preoccupazione di rigore e come ha esposto il
procedimento, apprezzando 1’equilibrio tra le motivazioni ed i calcoli. Negli esami sara
elemento di valutazione anche la chiarezza espositiva: una eccessiva trascuratezza puo
essere scambiata come mancanza di rispetto verso chi corregge.

Ringraziamo gli autori di questo testo, i quali si sono sottoposti alla fatica, convinti
di fare cosa gradita agli studenti, e, cosa piu importante, convinti di contribuire alla
formazione matematica di base, utile in ogni circostanza della vita, poiché essa fornisce
un allenamento al pensiero razionale e quindi, in ultima analisi, al “ben ragionare”.

Lecce, Dicembre 2001
Giuseppe De Cecco
Rosanna Marinosci
Domenico Perrone



INTRODUZIONE

Questa raccolta di esercizi € pensata per gli studenti di Geometria I (Corso di Laurea
in Matematica) e di Geometria ed Algebra (Facolta di Ingegneria) come sussidio nella
preparazione delle prove scritte dei suddetti corsi. E stata realizzata utilizzando i con-
tributi dei corsi di esercitazione di Geometria I e Geometria ed Algebra tenuti dagli autori,
con 'aggiunta di prove scritte assegnate per I'esame di Geometria ed Algebra. La gran
parte degli esercizi ¢ corredata da soluzioni.

Si suggerisce agli studenti che utilizzeranno tale raccolta di provare a risolvere au-
tonomamente gli esercizi proposti, confrontando poi il metodo ed i risultati con quelli
riportati. E inoltre buona pratica tentare di risolvere gli esercizi con piu di un metodo,
rendendosi conto di vantaggi e svantaggi di ciascun approccio. Infine, ogni risultato degli
esercizi deve essere verificato: solo un controllo approfondito delle soluzioni puo dare la
certezza della loro validita.

Infine, una raccomandazione fondamentale: la conoscenza della teoria e indispensabile
per risolvere gli esercizi. Viceversa, lo svolgimento degli esercizi costituisce il banco di
prova dove si puo verificare se la teoria e stata veramente compresa. Non serve, tuttavia,
svolgere centinaia di esercizi: e sufficiente avere capito a fondo pochi esercizi per ogni
argomento al fine di ottenere una perfetta padronanza della materia.

Lecce, dicembre 2001
G. Calvaruso
R. Vitolo

Ringraziamenti.

Universita di Lecce.

Queste note sono state scritte in I¥TEX2e con l'estensione amsmath della American
Mathematical Society.



CAPITOLO 1

PREMESSE

1.1 Matrici e determinanti

Esercizio 1.1. Siano date le matrict

2 3
A:(é?'f), B=|-31], c=
1 0
Provare che A(B+ C) = AB + AC. Inoltre, calcolare 2B — C.
SOLUZIONE. Infatti,

3 3
MB+®A(33)(B4>,
-3 3
31
-9 5 —9 -1
AB_(_gl), AC—(O 2),

dunque A(B + C) = AB + AC'. Inoltre, si ha

3 6
2B-C=1| -6 0 .
0 -1

Esercizio 1.2. Siano date le matrict

(4 2) o=(00).

Verificare che AB # BA e dedurne che (A+ B)* # A*> + 2AB + B~

SOLUZIONE. Infatti,
0 2 0 0
s (92). ma-( 9 0).

6

1
0
2

0
2 1.
1
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Inoltre, (A + B)?> = A> + AB + BA + B? # A* + 2AB + B2, poiché AB # BA.

Esercizio 1.3. Siano date le matrict

2 -1 0 1 -1 3
A=|1 2 1|, B=|1/2 5 1
2 0 2 -1 =1/2 2

Provare che (AB)' = B'A', e che (AB)" # A'B'.
SOLUZIONE. Infatti,

3/2 -7 5 3/2 1 0
AB = 1 17/2 7 , quindi (AB)Y = -7 17/2 -3
0 -3 10 ) 7 10
Inoltre, essendo
2 1 2 1 1/2 -1
A=l -1 2 0|, B'=|-1 5 -1/2 ],
0 1 2 3 1 2
si ottiene
7 8 3/2
A'B'=| -3 19/2 0
D 7T 7/2

Esercizio 1.4. Si calcoli det A, dove

1 2 0
A= -1 =3 2
2 5 3
SOLUZIONE. Si ha:
1 2 0
-1 =3 2| = 0(_1)1+3 I -3 4 2(_1)2+3 L 2 + 3(_1)3+3 1 2
2 5 2 5 -1 -3
2 5 3
—0-2-3=-5

Esercizio 1.5. Verificare con un esempio che det(A + B) # det A + det B.
SOLUZIONE. Infatti, si ha

1ol | -1 o0 0 0
’01‘+‘0 —1’_2#‘00‘_0
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Esercizio 1.6. Calcolare il determinante della matrice

2 1 3 0
-1 1 2 2
A= 2 0 -1 -1
-3 1 0 1

usando il metodo di triangolarizzazione.

SOLUZIONE. Operando per righe otteniamo

2 1 3 0 2 1 3 0
~11 2 2| |0 3/2 772 2
2 0 —1 —1 0 -1 —4 -1/’
-3 1 0 1 0 5/2 9/2 1

dove rg = 1o+ 1/27ry, r3 =13 — 711, T4 > 14+ 3/277;

2 1 3 0 2 1 3 0

0 3/2 7/2 2 0 3/2 7/2 2

0 -1 -4 -1|~]0 0 =5/3 1/3 |’
0 5/2 9/2 1 0 0 —4/3 —7/3

dove r3 +— r3+2/31y, 14 — 14 — 5/3r9; infine

2 1 3 0 2 1 3 0
032 7/2 2 | |03/2 72 2
0 0 -5/3 1/3 0 0 -5/3 1/3
0 0 —4/3 —7/3 0 0 0 —13/5

Dunque risulta det A = 413, poiché il determinante di A ¢ uguale al determinante del-
I'ultima matrice che e uguale, a sua volta, al prodotto degli elementi diagonali, in quanto
matrice triangolare.

Esercizio 1.7. Calcolare il rango della sequente matrice B al variare di A € R:

1 -1 0 1

0 2 1 O

B=12 0 1 21

11 1 1

SOLUZIONE. Si ha, operando per righe,

1 -1 0 1 1 -1 0 1
0 2 1 O 0 2 1 0
wB) =18l g 9 A 3 [T® 0 0 a1 -3
0 2 1 O 0 0 0 0
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Ne segue che rg(B) < 3 in quanto 'ultima matrice ha una riga nulla. Inoltre, scambiando
la colonna 3 con la colonna 4, otteniamo 3 elementi diagonali non nulli (1,2, 1), dunque
rg(B) = 3.

Esercizio 1.8. Calcolare il rango delle sequenti matrici al variare di k,h € R:

1k -2 k0 —h
c=hn 1 0|, D=|l01 %k
0 -1 h k1 h

SOLUZIONE. Si ha, operando per righe, e nel caso —hk + 1 # 0:

1 k —2 1 k —2
rg(C)=rg| 0 —hk+1 2h | =rg| 0 —hk+1 2h2
0o -1 h 0 0 S

Cio implica che, se —hk + 1 # 0, allora:

1-3h—h?k # 0 implica rg(C) = 3, in quanto I'ultima matrice ha gli elementi diagonali
non nulli;

2 — 3h — h*k = 0 implica rg(C) = 2 in quanto abbiamo due elementi diagonali non
nulli;

Se —hk +1 = 0, si osserva che hk = 1 implica h # 0. Scambiando la seconda riga con
la terza si ottiene una matrice con gli elementi diagonali non nulli, dunque rg(C') = 3.

Poiché det D = 2kh, se hk # 0 allora rg(D) = 3. Per h = 0, D diventa

00 —h
D=|01 0
01 h

Se h # 0, la seconda e la terza colonna sono linearmente indipendenti, quindi rg(D) = 2.
Se h = 0, la seconda colonna ¢ 'unica non nulla, per cui rg(D) = 1. Analogamente, se
h = 0, allora rg(D) = 2 oppure rg(D) = 1 a seconda che, rispettivamente, sia k # 0
oppure k = 0. In conclusione,

rg(D) =3 < hk # 0,
rg(D) =2 k=0,h#00h=0k#0,
1g(D)=1<k=0eh=0

1.2 Sistemi lineari

Esercizio 1.9. Si risolva il sequente sistema

3r — 2y =2
r+y=—-1 "~
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SOLUZIONE. Si procede con il metodo di eliminazione operando per righe; in partico-
lare, si effettuano le seguenti sostituzioni:

3r — 2y =2,
7’2I—>—1/3T1+T2 = {5/3y:y_5/3

x =0,
r—6/5ry+r = {y:—l

Esercizio 1.10. Si risolva il sequente sistema

20 +y + 2z = 3,
—y — 95z =1,
r+y=0.

SOLUZIONE. Si risolve il sistema con il metodo di eliminazione in notazione matriciale.

2 1 2 (3 2 1 2 3 2 1 2 | 3
0 -1 5|1 ]—=]0 -1 =5| 1 10 -1 -5 |1 |-
1 1 010 0 1/2 —11|-3/2 0 0 -7/21-1
2 1 0]17/7 10 0 17/7
1o -1o|17/7|—=010|-17/7],
0 0 11 2/7 00 11 2/7

dunque il sistema ammette 1'unica soluzione (17/7,—17/7,2/7).

Esercizio 1.11. Si studi il sistema AX = B, dove

1 0 1 0 -2

2 1 0 1 -1
A= 0 -1 =2 =2/" B = 2

3 =3 1 1 1
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SOLUZIONE.

1 0 1 0 -2 1 0 1 0 -2
2 1 0 1 —1 . 0o 1 -2 1 3
0o -1 -2 =2 2 0o -1 -2 =2 2
3 -3 1 1 1 0 -3 -2 1 7
1 0 1 0 -2 10 1 0 -2
. 01 -2 1 3 . 01 -2 0 2
0 0 —4 -1 5 00 —4 0 6
0 0 O 3 3 00 0 1 1

1 000 —1/2

. 01 00 —1

0010 —3/2

00 01 1

Esercizio 1.12. Si studi il sequente sistema
{20 —y=2

SOLUZIONE. Secondo il teorema di Rouché—Capelli, le soluzioni del sistema sono cos-
tituite dai vettori somma di una soluzione particolare del sistema con una qualunque
soluzione del sistema omogeneo associato.

La coppia (1, 0) e una soluzione del sistema. Il sistema omogeneo associato ¢ {2z —y =
0, che ha le soluzioni {k(1,2)|k € R}. Quindi, le soluzioni del sistema costituiscono
I'insieme

{(1,0) + k(1,2) | k € R} .

Esercizio 1.13. Si studi il sequente sistema

r+y+z+t=1,
r+y—+2z=3,
20+ 2y +42+t=T.

SOLUZIONE. La matrice del sistema ¢

111 1)1
112 0|3
2 2 4 117
Operando per righe
1 1111 111 1 1 1 11 1 1
11203 —-1001-12]—={1001 —-11]2
2 2 4 117 00 2 =215 000 01
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Quindji, la matrice incompleta ha rango 2 mentre la matrice completa ha rango 3 (si prenda
la sottomatrice costituita dalle colonne 2, 3 e 5). Pertanto, per il teorema di Rouché—
Capelli, il sistema non ha soluzioni. Questo si puo comunque dedurre dalla presenza della
condizione impossibile 0 = 1 nella terza riga.

Esercizio 1.14. Si studi il sequente sistema

20 —y + 3z =4,
x4+ 2z =3,
3r — 2y + 4z =5.

SOLUZIONE. La matrice associata al sistema lineare ¢

2 -1 314
1 0 213
3 =2 415
Operando per righe si ha
2 -1 3|4 2 -1 3 4
1 0 2(3])—=10 172 121 |,
3 -2 415 0 —1/2 —1/2 | -1

dove nell’'ultima matrice la terza riga si puo eliminare in quanto proporzionale alla

seconda. Si ottiene quindi

2 -1 3|4 . 2 0 416

0 1 1|2 01 12"
Pertanto, sia la matrice incompleta che la matrice completa del sistema hanno rango
2. Secondo il teorema di Rouché-Capelli, il sistema ammette quindi co! soluzioni. Una
delle variabili e, dunque, arbitraria: diventa un parametro. Scegliamo come parametro z
e poniamo, per questo, z = k. Le soluzioni sono tutti e soli i vettori del tipo (3,2,0) +
k(—2,—1,1), con k € R.

Esercizio 1.15. Risolvere il sistema

r+y—z=1,
20 —y+2=-—1,
r—2y+2z=-2.

SOLUZIONE. La matrice incompleta del sistema

3 1 1 -1 1
A=12 -1 1 -1
1 -2 2 =2
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e equivalente per righe al sistema la cui matrice completa e la matrice a scalini

(11 -1 1
S =

o o
|
S w
o w
|
S e

dunque rg(fl) =rg S = 2, il sistema ammette co! soluzioni. Per calcolare queste soluzioni
si devono ricavare due variabili in funzione della terza, la cui determinazione e arbitraria
e pertanto prende il ruolo di parametro. Si supponga di ricavare la z e la y in funzione
della z. Secondo il metodo di sostituzione previsto nel metodo di Gauss bisogna operare
per righe ricavando una matrice identita di ordine 2 in corrispondenza delle colonne delle
due variabili scelte x ed y. Quindi, dividendo la seconda riga di S per —3 e sottraendola
alla prima si ottiene il sistema equivalente a quello di partenza la cui matrice completa e

0
-1
0

S =

O O =
O = O
O = O

Le soluzioni del sistema sono dunque (0, k— 1, k) per ogni k € R, dove ¢ stato posto z = k
per evidenziare il fatto che a z possono essere assegnati arbitrari valori reali k& € R.

Esercizio 1.16. Studiare al variare di h € R il sequente sistema lineare

r+2y+hz—t=1,
(h—1y+ (1 —h)t=h,
x+3y+ 22— ht =3.

SOLUZIONE. Operando per righe si ha, nel caso h — 1 # 0:

1 2 S | 12 h -1 1
0 h—1 0 1-h|h]—=]01 0 -1 h/(h—1)
0 1 2—h 1—h1l2 00 2—h 2—h| —h/(h—1)+2

da cui

1) se 2 — h # 0 allora il rango della matrice incompleta & 3 perche gli elementi della
diagonale principale sono non nulli. Questo implica che anche il rango della matrice
completa ¢ 3, poiché non si possono estrarre minori di ordine > 3 da essa. Quindi, il
sistema ha ool soluzioni per ogni valore di h. Procedendo per righe:

12 h —1 120 —1—h|1+h/(h—1)
010 —1 h/(h H]l—={0o10 -1 hi(h—1) | —
001 1 |—=1/(h—1) 001 1 ~1/(h —1)
100 1- h 1—h/(h—1)
—lo10 - h/(h—1)
00 1 ~1/(h—1)
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da cui le soluzioni, ponendo t = k:
(x,y,z,t) = ((1_h)k+1_h/(h_1)7k+h/(h_1)7_k_1/<h_1)ak)

2) se 2 — h = 0 allora la terza riga si annulla. Il sistema che risulta compatibile e di

rango 2, quindi con co? soluzioni:
122 -1 |1 10 2 1
H
010 —1]2 010 —1

da cui (z,y, z,t) = (—2ky — ko — 3, ko + 2, k1, k2), avendo posto z = ky e t = k.
Se, invece, h — 1 = 0, allora si ottiene una condizione impossibile, dunque il sistema
non ha soluzioni.

Esercizio 1.17. Risolvere il sistema

r+y+z=3,
2y — 2 =0, (1.2.1)
2z 4+ 3z = 6.
SOLUZIONE. Ovviamente,
111 ) 3
A=10 2 —-1]; A=1A 10
2 0 3 6

Poiché p = rg(A) = rg(A) = 2 il sistema ¢ compatibile ed ammette oo! soluzioni (n—p =
3 —2=1). Esso ¢ equivalente al sistema di tipo Cramer

r=—-3t+ 3,
{Qy:% < y=t
2x =6 — 3z, .

Il sistema omogeneo associato ¢

r+y+z=0,
2y —2=0, (1.2.2)
2x 4 3z =0,

che ha come soluzione z = h, y = —1/3h, 2 = —1/3 h. Una soluzione particolare di

(1.2.1), che si ottiene ad esempio ponendo z = 0, & (3,0,0). Quindi, tutte le soluzioni di
(1.2.1) sono date da

1
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Ponendo t = —1/3 h, ci si rende conto immediatamente che gli insiemi

(=3t +3,4,20) |t eR} e {(h+3,—%h,—§h)yte1&}

coincidono.
Esercizio 1.18. Discutere e risolvere il sistema

T4+ 2y —4z =1,
—3r+y+52=0,
kx + 2y + hz=1.

SOLUZIONE. Indicando con A la matrice incompleta del sistema, si ha det A = 7(h +
2k + 2). Quindi:

h 4 2k 4+ 2 # 0: esiste 'unica soluzione

h+4 3h+5k+7 1—k
T(h+2k+2) 7T(h+2k+2) T(h+2k+2) /)

h + 2k + 2 = 0: si vede subito che rg A = 2. La matrice incompleta ¢
2

(A,B)=1-3 1

2

e si hanno i seguenti casi:

k # 1: rg(A, B) = 3, quindi il sistema non ammette soluzioni;

k=1: rg(A, B) = 2, quindi il sistema ammette co? soluzioni (per il teorema di
Rouché-Capelli). Calcolate esplicitamente queste soluzioni.

1.3 Inversa di una matrice

Esercizio 1.19. Data la matrice

Eooo1
A= 0 -4 —k |,
1 1 0

dire per quali valori di k la matrice A é invertibile, pensando A

a) come matrice reale (A € R™"), o
b) come matrice complessa (A € C™™)
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SoLUzIONE. Condizione necessaria e sufficiente affinché A sia invertibile e che det A #
0. Calcolando det A si ottiene

E o 1
0 —4 —k|=k +4.
1 1 0

Quindi:
a) Se A € R™", poiché k* + 4 # 0 per ogni k € R, ne segue che A ¢ invertibile per ogni
valore reale di k.

b) Se A € C™", si ha che det A = 0 se k = £2i. Quindi, A & invertibile se e solo se
k # +2i.

Esercizio 1.20. Calcolare l'inversa A~ della sequente matrice A con il metodo della
risoluzione contemporanea di sistems lineari:

1 2 1
0 -1 -2
-3 1 0

SOLUZIONE. Si tratta di risolvere contemporaneamente tre sistemi lineari, ognuno con
termine noto differente ma avente A come matrice dei coefficienti. Si ha

1 2 17100 1 2 1 (100
0 -1 -2/010|—=([0-1-2010]=
-3 1 01001 0 7 31301
1 2 1 (100 12 0 14/11 7/11  1/11
0 -1 —2{010]|—=[010]|6/11 3/11 2/11 |—
00 —1113 71 00 11]-3/11 —7/11 —1/11
100 2/11 1/11 =3/11 2/11  1/11 —3/11
01 0| 6/11 3/11 2/11 | =A4"'=| 6/11 3/11 2/11
00 11-3/11 —7/11 —1/11 ~3/11 —7/11 —1/11

Si confronti questo metodo con il metodo dell’aggiunta classica (o metodo di Cramer) per
la soluzione di questo stesso problema.

1.4 Esercizi di riepilogo
1. Si consideri in R la legge di composizione interna

a*b:a+b.




1.4. Esercizi di riepilogo

(a) Esiste per * I’elemento neutro?

(b) Vale (a*b)™ = a" % b"?

17

2. Determinare le potenze della matrice U = (u;;) € R™" tale che u;; = 1 per ogni

i, j=1,2,...,n

3. Provare che sono simili le seguenti matrici

0 1 0 b
T I T N

4. Trovare le soluzioni delle seguenti equazioni:

1 1 1 1
3 1 2 =z
J@=lo7 1 8 =0
9 1 4 2?2
V2.0 0 0
3 smz 0O 0 |
9@ =13 9 5 o |70
% % 5 coszx
A1 1
h(A)=11 X 1]=0,
1 1 A
3 =2 A
gA) =12 1 A =0,
1 4 X

5. Se A € R?3 ¢ simmetrica, provare che

A2 =0 — A=0.

6. Determinare il rango della seguente matrice al variare di A € R:

1 -1 0
0 A 1
2 0 =X
1 1 1
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7. Considerato il sistema lineare AX = B, dove

[\
—_
w
—_

A= -1
1

— =
—_ N
[\

trovare la matrice X.

8. Date le matrici

Capitolo 1. Premesse

—-18 29 -5 -9

ST
A=1-1 1 2], B=
111 2 4 7 4
0 -3 3 1
determinare la loro inversa.
Suggerimento. Le soluzioni sono
-1 2 -1
1 _
At=—13 -1 -7, B= > ’
P\2 -1 3 S
-3 3
9. Risolvere il sistema AX = B, dove
11 -2 1 0
12 1 0 0
A=123 3 1" B= o
11 1 1 -3

Suggerimento: det A =6 e I'unica soluzione ¢ (—1,1, —1, —2).

1 2
1 2
0 -1



CAPITOLO 2

GEOMETRIA ANALITICA

2.1 Dipendenza ed indipendenza lineare

Esercizio 2.1. Dire se i vettori u, v e w sono complanari nei sequenti casi:
aJu=i+k, v=2j+k w=—-i—j,

b)u=—-i+2k, v=i+j, w=-3i—j+4k.

SOLUZIONE.

a) Riportando come colonne di una matrice le componenti dei vettori u, v e w rispetto
alla base {i, j, k}, si ottiene la matrice

avente determinante 3 # 0. Pertanto, le colonne di A, e quindi i vettori u, v e w, sono
linearmente indipendenti, cio¢ non complanari.

b) La matrice delle componenti di u, v e w rispetto alla base {i,j,k} e

-1 0 2

A= 1 1 0],

-3 -1 4

e det A = 0. Pertanto, le colonne di A, e quindi i vettori u, v e w, sono linearmente
dipendenti, cioe, u, v e w sono complanari.

Esercizio 2.2. Dire per quali valori del parametro A\ € R i vettori u = (1,\, —\),
v=(0,1,3) ew=(A+1,0,1) sono complanari.

SOLUZIONE. La matrice delle componenti dei vettori u, v e w rispetto alla base
{i,j,k} ¢

1 A =X
A= 0 1 3
A+1 0 1
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I vettori u, v e w sono complanari, cioe linearmente dipendenti, se e solo se le colonne
delle loro componenti sono linearmente dipendenti, quindi se e solo se det A = 0, ossia
per A = —1/2.

Esercizio 2.3. Dati i vettori a = (2,1,2), b = (1,1,-1), ¢ = (0,—1,4) ed =
(k,—k,1), esprimere ¢ come combinazione lineare di a e b, e determinare k € R affinché
a, b e d formino una base di Vs.

SOLUZIONE. La matrice delle componenti dei vettori a, b e c rispetto alla base {i, j, k}

e
2 1 0
A= 1 1 -1
2 -1 4

Poiché det A = 0, i vettori I vettori a, b e ¢ sono linearmente dipendenti. Inoltre, le prime
due colonne di A sono linearmente indipendenti, cioe, a e b sono linearmente indipendenti,
e quindi si potra esprimere ¢ come combinazione lineare di a e b. Siano A, i € R tali che

c=Xa+ub

20+ =0, P
=< A+pu=1, :¢{ _2’
2\ — = —A. p= =

Pertanto, ¢ = —a + 2b.
Affinché a, b e d formino una base di V3, tali vettori devono essere linearmente
indipendenti. La matrice delle loro componenti rispetto a {i, j, k} &

2 1 k
B=|1 1 -k
2 -1 1

Essendo det B = 1 — 7k, si ha che a, b e d formano una base di Vj se e solo se k # 1/7.

2.2 Prodotto scalare, vettoriale, misto

Esercizio 2.4. Dati i vettoriu = i—3j+2k e v = —2j, determinare u-v, |[ul], ||v|],
cos(uv), uAv.

SOLUZIONE.
u-v=-2i-j+6j-j—4k-j==6,
luf] = (u-u)"/? = (17 + (=3)> + 2%) = V14,

Vil = (v-v)"* =2,
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cos(u’v) = wv 3
lallfv]l V14’
i j k
uAv=|1 -3 2 |=4i-2k
0 -2 0

Esercizio 2.5. Trovare i vettori di modulo 2 perpendicolari a u = (1,—2,1) e v =
(0,1,-1).

SOLUZIONE. Sia x = (x,y, 2) un generico vettore di V.
xlu=x-u=0=2—-2y+2=0,
xlv=x-v=0=y—2=0,

x| =2= 2" + 3" + 2" =4,

quindi le componenti di x verificano il sistema

xr—2y+22=0, r==42//3,
y—z=0, = y=+2/V3,
?4+y? 27 =4 2z =42/V/3.

Pertanto, i vettori cercati sono x; = (2/\/§, 2/\/5, 2/\/5) €Xg = (—2/\/3, —2/\/3, —2/\/5).

Esercizio 2.6. Trovare il vettore x complanare conu = (1,—1,2) e v=(0,2,-1), e
tale chex-u=0ex-v=2.

SOLUZIONE. Il vettore x € combinazione lineare di u e v, essendo u e v linearmente
indipendenti e x complanare a u e v. Siano a,b € R tali che x = au + bv.

x-u=0=0=al|ul|* +bu-v =6a— 4b,

X v=2=2=au-v+b||[v|]’=—4a+ 5b
= a=4/7b=6/T
=x=(4/7,8/7,2/7).

Esercizio 2.7. Trovato il valore di k € R per cui i vettori u = (1,—1,1) e v =
(=3—Fk,—k, k+2) sono ortogonali, determinare i vettori x, di norma 3, tali che uAx = v.
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SOLUZIONE.
ulv=u-v=0=k=1.

Dato un generico vettore x = (z,y, 2), si ha

i j K
uAx=|1 -1 1|==(@y+2)i+(x—-2)j+(x+yk.
r oy =z

Imponendo u A x = v e ||x|| = 3, si ottiene il sistema

—y—|—z:—4,

a1 xr =1, x=1/3,
=3 = y=2 o { y=8/3
vy z =2, z=4/3.

2?2+ + 22 =09.
Pertanto, i vettori cercati sono x1 = (1,2,2) e x2 = (1/3,8/3,4/3).

Esercizio 2.8. Dati i vettoriu = (0,1,-2) ev = (1,—1,1) e w = (2,0, 3), trovare
l’area del triangolo di lati u e v, e il volume del tetraedro di spigoli u, v e w.

SOLUZIONE.
i j k
1 1 1. . V6
A=llunvl[=Z[l|0 1T =2 [|=5[li+2j+k[|l=—F,
2 2 2 2
1 -1 1
1 -2
1 1 1 5
V=—luAv-w|==||1 -1 1 ||==|-5]=-.
6 6 0 3 6 6

Esercizio 2.9. Dati i vettori u = (k,1,0), v = (k,—1,—-k) e w = (1,—2k,—2),
calcolare u A v - w e dire per quali valor: di k € R 1 tre vettori formano una base di V3.

SOLUZIONE.
k1 0
uAv-w=|k -1 —k|=3k—2k =k(3-2k).
1 —2k -2

I tre vettori sono linearmente indipendenti, e quindi formano una base di V3, se e solo se
il loro prodotto misto & diverso da 0, cioe se e solo se k # 0 e k # /3/2.

2.3 Rette e piani dello spazio

Salvo indicazione contraria, in ogni esercizio di questo capitolo considereremo fissato
un riferimento ortonormale RC(O, 1, j, k).
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Esercizio 2.10. Sia data la retta

. r—y+22—-1=0,
"l rz+y+z+3=0.

Calcolarne i parametri direttori.

SOLUZIONE. I suoi parametri direttori sono le soluzioni del sistema omogeneo associ-
ato ad r, ossia
r—y+2z=0,
{ r+y+z=0.

Questo sistema rappresenta, infatti, la retta parallela ad r e passante per 'origine (che
ha gli stessi parametri direttori di r). Quindi, una terna di parametri direttori ¢ ' =
(—3,1,2).

Esercizio 2.11. Verificare che le sequenti equazioni parametriche

r =3+ 2t, 91::11—4t’,
y=2, y =2,
222—E Z:t/,

rappresentano la stessa retta r. Chi sono i parametri direttori di r? Scrivere equazioni
cartesiane di r.

Esercizio 2.12. Siano date le due rette
T:{x:z, 71,:{:1022,2—1—1,
Yy =2z, y=—z+2.
1. Si provi che r ed r' sono sghembe.
2. 8i calcoli la distanza tra le due rette.
3. Si trovi il piano « per r e parallelo ad ' e si provi che
d(P',a) =d(r,r"),
Dove P ¢ un arbitrario punto di r’.
SOLUZIONE.
1. r ed r’ non sono parallele e r N 7' = @.

2. Scriviamo la perpendicolare comune alle due rette:

(I',m' ')~ (2,-1,1) =1/,
= (2,1, -3).

(lm,n) ~(1,1,1) =

AT

1L

~
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Quindi n = N G dove

B:dx —5dy+2=0, Bx+4t+22—-9=0.

999
P: m/: _ = =
0 r ﬁ <7a7a7>7

Inoltre

quindi d(r,7") = d(Py, P}) = 2v/14/7.

3. Si proceda in modo simile a quanto fatto al punto precedente.

Esercizio 2.13. Scrivere I’equazione del piano o soddisfacente alle sequenti proprieta:

a) passante per A(1,1,0) e parallelo ai vettoriu= (1,0,—1) e v =(0,2,3),

b) passante per B(0,1,—1) e C(3,2,1) e parallelo a w = (0,0,5),

¢) passante per D(1,1,—1) e ortogonale a n = (1,—1,2),

d) piano assiale del segmento AB, con A(1,1,0) e B(0,1,—1)

SOLUZIONE. a) I punti del piano sono tutti e soli i punti P(z,y, z) tali che il vettore
P — A sia complanare a u e v, cioe soddisfacenti I’equazione

r—1 y—1 =z
1 0 —-1|=0
0 2 3
=2r—-3y+22+1=0.

b) Il piano richiesto passa per B ed & parallelo a w e C' — B, quindi ha equazione

r y—1 241
0 0 ) =0
3 1 2

=x—-3y+3=0.

c) Il vettore n individua la giacitura del piano, essendo perpendicolare ad esso. Quindi,
I’equazione del piano e

(le—1)—-1y—1)+2(z+1)=0 = z—-y+22+2=0.

d) Il piano assiale del segmento AB, con A(x1,y1, 21) € B(xa, Y2, 22), € il luogo dei punti
dello spazio equidistanti da A e B, cioe dei punti P(z,y, z) soddisfacenti 1’equazione

(=21’ + (Y —p)?+(z—2)" = (€ —22)* + (y —2)* + (2 — 22)*.
Nel nostro caso, con A(1,1,0) e B(0,1,—1), otteniamo

a:x+2z=0.
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Esercizio 2.14. Dati il punto P(1,2,—1) el piano « : 2x—y+3z—5 = 0, determinare
a) 1l piano B passante per P e parallelo ad .

b) Il luogo descritto dal punto medio del segmento PQ al variare di Q) su c.

c¢) Il luogo descritto dai punti simmetrici di P rispetto ai punti di .

SOLUZIONE. a) [ ha la stessa giacitura di «, e passa per P, quindi ha equazione
20 -1)—1(y—2)+3(z+1)=0 = 2x—y+32+3=0.

b) II generico punto di a & Q(u,2u + 3v — 5,v), ottenuto rappresentando « in forma
parametrica. Il punto medio M del segmento P ha equazioni

da cui, ricavato u = 2x — 1 e v = 2z 4 1 e sostituito nella restante equazione del sistema,
si ottiene 1’equazione
2x —y+32—1=0.

Quindi, il luogo richiesto ¢ un piano parallelo ad «.
¢)Il generico punto P'(z,y, z), simmetrico di P rispetto al generico punto Q(u,2u +
3v — 5,v) di «, ha coordinate che soddisfano il sistema

33—51 =,

2
Y22 = 2u+ 3v — 5,
z—1 =,

2

da cui, ricavando u e v dalla prima e terza equazione e sostituendo nella seconda, si ottiene
20 —y+ 32— 13 =0.
Quindi, il luogo richiesto e ancora un piano parallelo ad «.

Esercizio 2.15. Rappresentare con equazioni parametriche e cartesiane le sequenti
rette:

a) passante per A(1,2,—1) e B(0,1,4),

b) passante per A(1,2,—1) e parallela alla retta s 1z —1=2y+3=1— z,

c) passante per A(1,2,—1) e parallela ai piani oz +y—1=0e 3:2y+3=0.

SOLUZIONE.

a) La retta richiesta passa per A ed ¢ parallela al vettore A — B = (1,1, —5), quindi
ha equazioni
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cioe ha equazioni parametriche

T =1,
y=t+1,
z=—5ot+4.

Ricavando t e sostituendo si ottengono le equazioni cartesiane

y=z+1,
z = —br +4.

b) La retta richiesta, essendo parallela ad s, ha gli stessi parametri direttori di s, cioe
(2,1,—2), e inoltre passa per A, quindi ha equazioni parametriche

r=2t+1,
y=t+2,
z=—-2t—1.

Ricavando t ad esempio dalla seconda equazione e sostituendo, si ottengono le equazioni
cartesiane

T =2y — 3,

z = —2y+ 3.

c) Essendo parallela ai piani « e 3, la retta richiesta e parallela alla retta intersezione
di tali piani, cioe r : x+y —1 = 2y + 3 = 0, che ha parametri direttori (0,0, 2). Pertanto,
la retta richiesta ha equazioni parametriche

r=1,
y =2,
z=2t—1,

e quindi, equazioni cartesiane
=1,
y =2

Esercizio 2.16. Determinare l’equazione del piano o passante per A(3,2,1) e conte-
nente la rettar :y+z—1=x+2y —2=0.

SOLUZIONE. Il fascio di piani contenenti la retta r, in forma non omogenea, ha
equazione

F(r):y+z—1+k(x+2y—2z)=0.
Tra i piani di tale fascio, quello cercato passa per A. Imponendo 'appartenenza di A a
tale piano, si ottiene
24+41-14kB+4-1)=0,

da cui, k = —1/3, e quindi I'equazione del piano richiesto &

y+z—1-1/3x+2y—2)=0 = zx—y—4z+3=0.
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Esercizio 2.17. Trovare la retta r, passante per P(1,2,3), complanare ad s : x + 1y —
3=2x+2—2=0, e parallela al pitano o : 2x +y — 2 —1=0.

SOLUZIONE. La retta r si puo’ ottenere come intersezione dei piani (3, contenente P ed
s, e 7, parallelo ad « e passante per P. Il piano 3 appartiene al fascio di piani contenenti

la retta s
F(s):x+y—3+k(2r+2—-2)=0,

e passa per P, per cui si ottiene £k = 0, e quindi 8 : x +y — 3 = 0. 1l piano v, essendo
parallelo ad «, ha un’equazione del tipo

y:2x+y—z+d=0.

Imponendo I'appartenenza di P a 7, si ottiene d = —1, e quindi v : 2z +y — 2 — 1 = 0.
In conclusione, r e data da

ri:x+y—3=2r+y—2—-—1=0.

Esercizio 2.18. Verificare che le rette r : t +2y+2—1 =2 —32+3 = 0 ed

%‘1 = % = 2z sono parallele, e trovare l’equazione del piano w che le contiene.

SOLUZIONE. Scritte in forma parametrica, r ed s hanno equazioni

S

r =3t — 3, r=3t+1,
r:< y=2-—2t, s:Q y=2-—2t,
z =1, z =1t,

per cui, sia r che s hanno parametri direttori (3,—2,1), e sono quindi parallele. Trovi-
amo il piano contenente 7 ed s come piano contenente r ed un fissato punto S(1,2,0)
appartenente ad s (si ottiene per ¢t = 0). Il fascio di piani per r ha equazione

F(r)y:x+2y+z—1+k(x—32+3) =0,
e il piano cercato passa per S, da cui k = —1, e quindi l’equazione di 7 &

Tiy+22—-2=0.

Esercizio 2.19. In un riferimento cartesiano RC(Ozyz) si considerino il punto
A(0,1,2) e la retta
rrx—22—3=0, y+z+1=0.

1. Determinare il piano « passante per A ed ortogonale ad r.
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2. Posto H =r N« e verificato che C(0,0,1) appartiene ad o, determinare un punto
D tale che H, A, D,C siano nell’ordine i vertici consecutivi di un parallelogramma

r.

3. Trovare l'area di T'.
SOLUZIONE.
1. I parametri direttori di r sono proporzionali a (2, —1,1), quindi
a:2(x—-0)—(y—1)+(2—2) =0,
cioe a: 2r —y+z—1=0.

2. Si verifica immediatamente che C' € «; infatti 2-0 -0+ 1 —1 = 0. Equazioni
parametriche di 7 sono x = 2t+3,y = —t—1, z =t, per cui H = rNa = (1,0, —1).
Posto D(z,y, z) imponiamo che AD = HC'. Ora

HC =(-1,0,2), AD=(z,—1+y,—2+ 2),
percuiz=1,y=1, =0, quindi D(—1,1,4).
3. Indicata con A l'area richiesta si ha

A=|HANHC| = |27 j+ k| = Vi+1+1= 6.

Esercizio 2.20. Verificare che le retter :x —y+z2=y+32=0eds:x+y—1=
y+ 3z — 2 =0 sono sghembe, trovare l’equazione del piano o contenente r e parallelo ad
s, la retta di minima distanza e la minima distanza di r ed s

SOLUZIONE. Per provare che r ed s sono sghembe, proviamo che non sono né incidenti
né complanari. Dalle equazioni di r ed s si ricava che i loro parametri direttori sono
rispettivamente (—4,—3,1) e (3, —3,1), che non sono paralleli, quindi r ed s non sono
parallele.

Mettendo a sistema le equazioni di r ed s, si ottiene un sistema incompatibile, in
quanto le equazioni y + 3z = 0 e y + 32 — 2 = 0 sono incompatibili, per cui r» ed s non
hanno punti in comune, quindi non sono incidenti.

Il piano « appartiene al fascio di piani contenenti r,

Fry:x—y+z2z+kly+32)=0, = z+(k-1y+Bk+1)z=0,

ed e parallelo ad s, per cui i suoi parametri di giacitura individuano un vettore perpen-
dicolare ai parametri direttori di s

=0=(1,k—1,3k+1)-(3,-3,1)="T.



2.3. Rette e piani dello spazio 29

Non essendo tale condizione verificata per nessun valore di k, a € proprio il piano escluso
dalla rappresentazione non omogenea del fascio F(r), ossia a: y + 3z = 0.

Scritte r ed s in forma parametrica, si ricava che il generico punto di r ¢ R(—4t, —3t,1),
e il generico punto di s & S(3t'—1, =3t'+2,t'), per cui S— R = (4t+3t'—1,3t—3t'+2,t'—t).
La retta di minima distanza tra r ed s passa per quei particolari punti R ed S tali che
S—RlreS— Rls, da cui si ricavano le condizioni

(4t +3t' — 1,3t — 3t + 2.t —t) - (—4,-3,1) =0,
(4t +3t' —1,3t =3t +2,¢' —t) - (3,-3,1) = 0.

Risolvendo il sistema, si ottiene t = —4/35,¢ = 17/35, da cui R(16/35,12/35, —4/35) ed
S(16/35,19/35,17/35), la retta di minima distanza ¢ 35z — 16 =21y — 72+ 8 = 0, e la
minima distanza di r ed s & ||S — R|| = 1/2/5.

Esercizio 2.21. Dato il piano o : x 4+ 2y — z + 5 = 0, determinare

a) il fascio di rette del piano o passanti per A(—1,—-2,0) € «;

b) il fascio improprio di rette del piano « parallele al piano 5 :2x+y—2z—1=0.

SOLUZIONE. a) Basta considerare una retta r passante per A e incidente a, il fascio
di rette cercato sara allora dato da tutte le rette ottenute intersecando « con il generico
piano del fascio passante per r. Essendo A(—1,—2,0), ad esempio possiamo prendere
r:x+1=y+2 =0, controllando che sia incidente «, cioé che a N r = {A}, che &
verificata.

Il fascio di piani contenenti r e

F(r):x+14+ky+2)=0,
per cui il fascio di rette cercato ha equazioni

r+1+k(y+2) =0,
r+2y—z+5=0.

b) Il fascio di rette cercato si ottiene intersecando « con il fascio improprio di piani

paralleli a 3, per cui ha equazioni

2r+y—z2+k=0,
r+2y—z+5=0.

Esercizio 2.22. In un riferimento cartesiano RC(Oxyz) si considerino i sequenti
pLani:

a:x+2y+z=1, fx+y+z2=3, v:z+hy+z=2 (heR).

1. Determinare h in modo tale che o, (3, v appartengano ad uno stesso fascio proprio,
ed in tal caso trovare la retta asse del fascio.
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2. Determinare h in modo tale che le rette r = a NG ed s = Ny stano parallele.

3. Trovare il punto Pj, simmetrico di Py(—1,0,1) rispetto ad o (nella simmetria
ortogonale).

SOLUZIONE.

1. I piani «, 3, v appartengono allo stesso fascio proprio se e solo se si intersecano in
una stessa retta, ovvero se il sistema lineare

r+2y+z=1,
T+y+z=23,
r+hy+z=2,
1 21 1 2 111
A=111 1|, A=[11 1|3],
1 h 1 1 h 112

(¢ compatibile ed) ammette oo soluzioni, cioe rg(A) = rg(A) = 2. Dal calcolo (che
si puo effettuare col metodo di riduzione) risulta rg(A) = 2 per ogni h € R, mentre

rg(A) =2 se e solo se h = 3/2.

La retta asse del fascio ¢

r+2y+1=1, =t
"lr+yt+z=3 ey Y= -2
Y ’ z=295—t.

2. I parametri direttori di 7 sono (1,0, —1), mentre quelli di s sono (1 —h,0,h—1) per
h # 1. In tal caso il vettore (1 — h,0,h — 1) & proporzionale a (1,0, —1), quindi le
rette sono parallele per ogni h # 1.

3. La retta per Py e perpendicolare ad « (che ha parametri di giacitura (1,2,1)) e

r=t—1,
n: y = 2t,
z=t+1.

Ora Py € n ed il punto medio H di Po_Pé deve appartenere ad «, quindi

t—2 t+4+1 1
H{——t,—— = -.
( 5 , L, 5 )Ea = 3

Quindi P}(—2/3,2/3,4/3).
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Esercizio 2.23. In un riferimento cartesiano RC(Ozyz) si considerino la retta r ed
il piano «
rir=—Yy =2z, a:r—y+3z=2.

1. Trovare la retta r' proiezione ortogonale di r su c.
2. Determinare I’angolo Ta.

3. Dire se esistono piani passanti per v e paralleli ad o.
SOLUZIONE.

1. Se 3 ¢ il piano per r e perpendicolare ad «, allora v = N 3. Ora, il piano G(k),
variabile nel fascio di piani di asse r, ha equazione

Bk):z+y+klx—2)=0 = (A+kz+y—kz=0.

I parametri di giacitura di « sono proporzionali a (1, —1,3), quindi 3(k) & perpen-
dicolare ad « se e solo se i vettori (1, —1,3) e (1 + k, 1, —k) sono ortogonali, da cui
k=0 e quindi 5(0) = B: = +y = 0. Ne segue

ro+y=0, z—y+3z=2.
2. I parametri direttori di 7 (a meno di un fattore di proporzionalita) sono (1, —1,1)
e quelli di 7’ sono (—3,3,2), quindi
| —3—3+2] 4

cosTa = | cos 1| = =

VIF1+1v94+9+4 /322

oppure, direttamente,

11+ 1+ 3| 5
VIF1I+1V/I+1490 V3VID

sinra =

3. Il piano ((k) e parallelo ad « se i vettori (1+k, 1, —k) e (1, —1, 3) sono proporzionali.
Si vede immediatamente che il sistema 1+ k& = p, 1 = —p, —k = 3p e incompatibile,
quindi non esistono piani verificanti la condizione richiesta.

Esercizio 2.24. Dire se nel fascio di piani F di asse

,- r+y=0
|-y +3=0

esiste un piano contenente la retta

o r+y+z=2
Cly—2z=1 ’
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SOLUZIONE. I piani del fascio F passano tutti per la retta s =cNa. OrarNs =g
ed r non ¢ parallela as s, quindi r ed s sono sghembe. Ne segue che non esiste alcun piano
(in particolare del fascio F) che le contiene entrambe.

2.4 Sfere e circonferenze

Esercizio 2.25. Scrivere l’equazione della sfera S avente centro nel punto C(1,2,0)
e soddisfacente ad una delle sequenti condizioni:

a) S ¢é tangente al piano w:x —y+2z—1=0;

b) S interseca il piano w: x —y+z—1 = 0 secondo una circonferenza di raggior = 1;

c) S é tangente alla retta s : x — z+2 =y — 1 =0. Trovare inoltre la circonferenza
v, di centro C' e tangente ad s.

SOLUZIONE. Essendo noto il centro di S, si deve solo determinarne di volta in volta
il raggio R.

a) R = d(C,m) = 2/+/3, applicando la formula per la distanza punto-piano. Di
conseguenza, come sfera di centro C' e raggio R, S ha equazione

S:(x—1)7+(y—2)°+2*=4/3.

b) Il centro C” della circonferenza v = S N coincide con la proiezione di C' su m, per
cui

d(C,C") = d(C,n) =2/V3.

Il raggio R si ottiene allora mediante il teorema di Pitagora, come ipotenusa del triangolo

rettangolo di cateti d(C,C") e r. Quindi, R = /7/3, per cui
S:i(r—172+(y—2)72+22=17/3.

c)Essendo S tangente ad s, R coincide con la distanza tra C' ed s. Il piano passante
per C' e perpendicolare ad s ¢

a:rxr+z—1=0
(ha come parametri di giacitura i parametri direttori di s, e passa per C'). L’intersezione
diaedse P(0,1,1), e
R=4d(C,s)=d(C,P) =13,
per cui S ha equazione
S:(x—1°+(y—2)7°+2*=3.

Risulta v = S N 3, dove § e il piano passante per C' ed s. 3 appartiene al fascio di
piani contenenti s,

F(s):x—2z+2+k(y—1) =0,
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e passa per C, percui k= -3, f:x— 3y — 2+ 5 =0, e quindi

J @1+ (y—-27 427 =3,
"l x—3y—z+5=0.

Esercizio 2.26. Scrivere l'equazione della sfera S tangente l’asse y nel punto A(0, 1,0)
elarettar:z—y+1=x—2—1=0 nel punto B(0,1,—1), e 'equazione del piano «,
tangente ad S nel punto A .

SOLUZIONE. Il centro C' di S si ottiene come intersezione di tre piani mq, o € 73, con
7 piano per A e perpendicolare all’asse y, mo piano passante per B e perpendicolare ad
r, e 3 piano assiale del segmento AB. Quindi, 7 : y = 1, m : . +y + 2z = 0 (vedi
Es. 2.13), mentre 73 ¢ il luogo dei punti P(x,y, z) tali che d(A, P) = d(P, B), per cui
si ottiene w3 : 22 + 1 = 0. Mettendo a sistema le equazioni di 7y, m e 73, si ottiene
C(—1/2,1,—-1/2). Il raggio R di S si puo’ calcolare ad esempio come distanza tra C' ed
A, per cui R = \/m, e si ottiene

S:(z+1/22+ (y—1)* + (2 +1/2)* = 1/2,

cioe
S+ 2+ 4+ —2y+2+1=0.
Poiché in una sfera la direzione radiale e sempre ortogonale al piano tangente, il
piano « si ottiene come piano passante per A ed ortogonale al vettore AC = (1/2,0,1/2).
Quindi,
a:1/2x+1/22=10 = x4+ 2z=0.

Esercizio 2.27. Dati la sfera S : 2> +y?> + 22 — 20 — 2y + 42+ 5 = 0 e il piano
m:x+y—z—3=0, verificare che d(C,m) < R, dove C ed R sono rispettivamente il
centro e il raggio di S, e trovare centro e raggio della circonferenza v = SN .

SoLUZIONE. Dall’equazione di S : 22 +y*+ 22 — 2ax — 28y —2yz+6 = 0 ricaviamo che
il centro C ha coordinate C(a=1,3= 1,7 = —2), eraggio R = /a2 + 32 +~2 - = 1.
Poiché d(C, 7r) = 1/+/3, risulta d(C, 7) < R, e quindi ha senso considerare la circonferenza
vy=SNm.

Il centro C" di v coincide con l'intersezione di m con la retta r, passante per C e
perpendicolare a m, ossia

rir—1l=y—1=—2z-—2.

Quindi, C"(2/3,2/3,—5/3) e, applicando il teorema di Pitagora, il raggio R’ di v & dato
da

R = /R2—d(C,C")? = +/2/3.
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Esercizio 2.28. Scrivere le equazioni della circonferenza v passante per i punti
A(1,1,-1), B(2,1,1) e C(1,2,-1).

SOLUZIONE. La circonferenza ~ si ottiene intersecando il piano 7, contenente A, B e
C, con la sfera S avente 7 stessa come circonferenza di raggio massimo.

Il piano 7 si trova come piano passante per tre punti non allineati:

—_ N =8
—_ e e
[l
(e}

=2r—2z—3=0.

Il centro @ di v (e di S) si puo’ determinare come intersezione dei piani w, « e (3, con
« piano assiale di AC, e  piano assiale di AB. Procedendo come in Es. 2.13), otteniamo

a:2y—3=0, G:2x+4z—3=0,

da cui segue che {Q} = Tt Nangeil punto Q(3/2,3/2,0). 1l raggio di S (e ) si puo’
calcolare ad esempio come
R=d(Q,A) =+/3/2,

per cui, I'equazione di S e
S:(x—3/2°+ (y—3/2)°+2°=3/2 = P+ y*+ 22 -3 -3y +3=0.
In conclusione, le equazioni di v sono

P+ =32 -3y +3=0,
|l 2z—2—3=0.

Esercizio 2.29. Determinare la retta r, tangente in A(1,1,—1) alla circonferenza ~y

dell’Es. 2.28

SOLUZIONE. Poiché v C w, anche r C 7. Inoltre, r C «, dove « ¢ il piano tangente
ad S in A. Essendo A(1,1,—1) e QA = (1/2,1/2,1), si ha (cfr. Es. 2.26)

a:x+y+22=0.

Pertanto, le equazioni di » = 7w N « sono

) 2r—2-3=0,
TV z+y+2:=0.
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Esercizio 2.30. Trovare la sfera di raggio minimo, tangente alla rette sghembe r :
y+l=z—1=0eds:z+2y—1=2—-2y—2=0.

SOLUZIONE. Sia t la retta di minima distanza tra r ed s, A=t(\re B=1()s. La
sfera cercata ¢ la sfera di diametro AB, cioé avente centro nel punto medio C' di AB, e
passante per tali punti.

Il generico punto di r ¢ R(t,—1,1), il generico punto di s ¢ S(1 — 2t',¢',2t' — 2), i
parametri direttori di r ed s sono dati rispettivamente da r = (1,0,0) e s = (—2,1,2).
I punti R ed S sono quelli in cui si realizza la minima distanza, cioe R = A e S = B,
quando S — R-r =5 — R -s= 0, da cui si ricavano le condizioni

1—2t —t =0,
249t —7=0

(vedi anche Es. 2.20). Risolvendo il sistema, si ottiene t = —1,¢ = 1, per cui A(—1,—1,1)
e B(—1,1,0). 1II centro della sfera ¢ quindi il punto medio C(-1,0,1/2), il raggio ¢
CA = /5/4. Pertanto, la sfera cercata ha equazione

(z+ 12+ + (2 —1/2)* = 5/4.

Esercizio 2.31. Siano dati il punto Py(—1,0,1) e la retta

o r+2y+2z=1,
lrty+z=3.

Determinare la sfera ¥ avente centro su r e passante per i punti O e Py.
SOLUZIONE. ¥ ha centro C/(t,—2,5 —t) e raggio R = ||CO|| = |CB|, quindi

+d+G-t)lP=>0t+1)>+4+(4—-t)? = t=2.
Allora C(2,-2,3), R=+v4+4+9=+1Te

S (z -2+ (y+2)°+ (2 —3)* =17

Esercizio 2.32. In un riferimento cartesiano RC(Oxyz) si consideri la sfera
Yot byt 422 —dr 44y —62+16=0.

1. Trovare ’equazione della circonferenza massima v parallela al piano
Tix—y+22+2=0.

2. Trovare l’equazione della retta r tangente nel punto Py(2,—2,2) alla circonferenza
vy=XNm, dove w € il piano m: x +y = 0.
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3. Trovare la minima distanza della sfera ¥ dal piano o: v —y+ 3 = 0.
4. Scrivere equazioni cartesiane della proiezione ortogonale di vy sul piano xz.
SOLUZIONE.

1. Lasfera 3 ha centro C'(2, —2, 3) e raggio R = 1. Un piano parallelo a 7 ha equazione
x—1y+ 22+ h=0; esso passa per C'se 2+ 2+ 6+ h =0, cioe h = —10. Quindi il
piano cercato e

Tix—y+ 2z =10,

e quindi y =X NT.
2. Chiaramente r = a N 7, dove « ¢ il piano tangente in P a . Posto
flay,z) =2+ +2° —do+ 4y — 62+ 16 =0

siha f, =2z —4, f, = 2y+4, f, = 22— 6, che calcolate nel punto Py danno f? = 0,
f) =0, f)=-2 quindia: z=2e

) et+y=0,
" { z = 2.

3. La (minima) distanza d(X,0) di ¥ da o ¢ uguale a d(C, o) — R, dove

242
d(C, o) = ‘JF—‘L?” 7

Vitl| V2
Quindi d(¥,0) = 7/v2 — 1.
4. La circonferenza v puo essere rappresentata come

202 + 22 — 8z — 62 + 16 = 0,
y = —1.

La prima equazione rappresenta il cilindro passante per v con generatrici parallele
all’asse y (ortogonale al piano zz), quindi la proiezione ortogonale sul piano zz &

;. 202 + 22 —8x — 62+ 16 = 0,
| y=0.

Esercizio 2.33. In un riferimento cartesiano RC(Oxyz) si consideri la circonferenza
C=XnNa, dove

Yottt 42— 20 —424+1=0, a:r—y—+2z=0.
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1. Scrivere l’equazione cartesiana della sfera S avente C come circonferenza massima.
2. Determinare i piani paralleli ad o e tangenti a 3.

3. Determinare i piani passanti per l’asse y e tangenti a X.

SOLUZIONE.

1.SeCeR sono rispettivamente il centro ed il raggio di 5, allora la sfera richiesta &
avra centro C' e raggio R. Posto C' = centro di X e R = raggio di ¥, si ha

C(1,0,2), R=V1+0+4—-1=2,
1—0+2

V3

La retta n per C' ed ortogonale ad a ha equazioni parametriche

d(C’,a):’ =V3<2, R=+\/R—d(C a2=vV4i-3=1.

r=t+1, y = —t, z=t+2,

quindi

C=nNa, t+1+t+t+2=0 = t=-1 = C(0,1,1),

allora

iz -0 +(y—-1)>2+(z—-1)72=1

2. I piani richiesti saranno paralleli ad « e passanti per i punti ) e Q* intersezioni di
n con .

t+1)2+2+t+2)°—20t+1) -4t +2)+1=0 =
2

)

I piani richiesti sono

= 32—4=0 = t=+4+

T—y+z+h=0, cmlh:ié%—Szjﬁ¢§—a

Oppure piu semplicemente si possono determinare i piani del tipo ay,: t—y+2z+h =
0 con d(C, o) = 2, cioe
‘ h+3

\/§‘:2'
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3. 1l fascio di piani di asse y ha equazione Ax + pz = 0. Indicato con ¢ il generico
piano del fascio, i piani richiesti sono quelli per cui d(C, ¢) = R, cioe

4

A2
+on BN —A\i=0 = A=0, A=

S

I piani richiesti sono z = 0 e 4o + 3z = 0.

2.5 Curve e superfici
Esercizio 2.34. Sia data la superficie X2 di equazioni parametriche
x = —u’ + 3vu?, y = 2u+ 2v, z=e"(v—1).

1. Scrivere equazioni parametriche di L, linea coordinata u di equazione v = 1, e
riconoscere che essa € piana.

2. Trovare le coordinate del versore tangente ad L nel punto Py(4,0,0), supponendo la
curva orientata nel verso del parametro u decrescente.

3. Provare che il piano tangente a 3 in Qo(0, —2, —2) contiene una retta appartenente
a .

SOLUZIONE.

1. Lix=—uw?+3u?, y=2u+2,2=0

e piana poiché appartiene al piano z = 0.
2. Il vettore tangente nel generico punto di £ ha componenti
T, = —3u® + 6u, Yu = 2, zy = 0.
Quindi, il vettore o tangente nel punto Fy, che si ottiene per u = —1, e
@ = (20,95, 7)) = (=9,2,0), @] = VBl +4 =85,
e il versore (con l'orientazione richiesta) & (9/v/85, —2/4/85,0).
3. Consideriamo le derivate parziali dell’equazione di X

x, = —3u® + 6uv, Yu = 2, zy =€ (v —1),

2
T, = 3u’, Yy = 2, Zy = €7,
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che calcolate nel punto ), che si ottiene per u =0 e v = —1, sono

(22,92, 20) = (0,0,-2),  (22,9°,2") = (0,2,1).

u v

Il piano tangente richiesto ¢ z = 0. Ora
YNyz={z=0,y=2v, 2=20—-1}U{z =0, y=8v, z=¢e"(v—-1)}

e la prima curva ¢ una retta essendo il parametro v lineare.

Esercizio 2.35. In un riferimento cartesiano RC(Ozyz) si consideri la curva C di
equaziont parametriche

C:z=¢", y=etcost, z=sin’t.
1. Provare che C ¢ contenuta nella superficie ¥: z = 1 — x%y?.
2. Trovare il versore tangente a C nel punto Py, corrispondente al parametro t = 0.

3. Determinare 1 versori normali a X in F.
SOLUZIONE.

1. Si verifica immediatamente che ogni punto di C appartiene a 3, cioe

1—a?y? =1—e?. e cos’t =1—cos’t =sin’t = z.

2. Si ha

/

= Yy = —e'cost —e 'sint, 2 =2costsint,

t
€,
quindi 2/(0) = 1, &/'(0) = —1, 2(0) = 0, da cui t = (1/v/2, —=1/1/2,0).
3. Equazioni parametriche di > sono
r=u, y=v, z=1-—u*’
I punto Py(1,1,0) si ottiene per u =1, v = 1. Quindi il piano tangente &
r—1 y—1 2-0
1 0 -2 | =0.
0 1 -2

I1 suo vettore giacitura e proporzionale a (2,2,1), quindi 7 = +(2/3,2/3,1/3).

Esercizio 2.36. In un riferimento cartesiano RC(Oxyz), data la retta r: x = —y =
z, determinare la superficie di rotazione ottenuta facendo ruotare intorno ad r la curva

C:x=2t y=t’—1z=t*—1.
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SOLUZIONE. Il generico punto di C & P(2t,t* — 1,¢> — 1). 1l piano passante per P e
perpendicolare ad r, di parametri direttori (1, —1,1), ¢
Iz —2t) =1y —t*+D)+1z-t*+1)=0 = z—y+z=2tL
La sfera di centro O e raggio ||OP|| &
o2y 2= A 2(82 - 1)
da cui '’equazione cartesiana della superficie richiesta e

8(z2 + 17 +2%) = (x —y + 2)* + 16.

Esercizio 2.37. Con riferimento alla circonferenza C dell’esercizio 2.33, determinare
equazioni cartesiane della curva C' proiezione ortogonale di C sul piano xz.

SOLUZIONE. La circonferenza C puo essere rappresentata anche cosi

202 + 222 + 202 — 20 — 42+ 1 =0,
Yy=x+z.

La prima equazione rappresenta il cilindro con generatrici parallele all’asse y (ortogonale
al piano zz), quindi la proiezione ortogonale sul piano zz &

{2x2+2z2+2x2—2x—4z+1:0,
y = 0.

Esercizio 2.38. In un riferimento cartesiano RC(Oxyz) si consideri il piano o: x —
y+92z =1 e la curva

C:x=t"4+1 y=—-t, z=t>—1.
1. Provare che C é una curva piana e trovare il piano (3 che la contiene.

2. Trovare l'equazione della retta v tangente a C nel punto Py(2,1,0) e verificare che
essa appartiene a 3.

3. Determinare la distanza di Py dal piano a.
4. C e una circonferenza?

SOLUZIONE.
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1. Cerchiamo il piano 3: ax + by + cz +d = 0 con (a,b,c) # (0,0,0) che contenga C.
Dunque deve essere un’identita
a(t® +1) =bt +c(t* —1)+d =0,
da cui, per il principio d’identita dei polinomi, deve aversi
a+c=0, b=0, a—c+d=0,
da cui ¢ = —a e d = —2a. Il piano richiesto e
B:x—2z—2=0.
2. Py si ottiene per t = —1. I parametri direttori della tangente sono proporzionali a
(1) =-2, ¢y'(-1)=-1, 2'(-1)=-2

e quindi la retta tangente e

r—2 y—1 z—0 r =24z,
T ) =2y -2

Ponendo z = u si ottengono equazioni parametriche di r

r:x=2+u, yzl—l—g, Z = U,

che permettono di verificare facilmente che » C (; infatti

24u)—u—2=0 VuelR

2—-14+0-—-1
Vv1+1+481

3. d(Py, ) = = Pca.

4. Una circonferenza ¢ una curva con punti reali al finito. Mentre per ¢ — oo, il punto
P va all’infinito; quindi C non puo essere una circonferenza.

2.6 Coni e cilindri
Esercizio 2.39. Sia data la curva
C: z=1t, y=t2—t, 2=t

1. Scrivere l’equazione del cilindro avente generatrici di direzione w(1,1,1) e passante
per C.
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2. Proiettare la curva C sul piano yz parallelamente alla direzione individuata da 0.
3. Proiettare sempre la stessa curva C nel piano x =y + 1 dal punto V(1,1,1).
SOLUZIONE.

1. La generatrice generica ha equazioni

x—t3_y—t3+t_z—t2_h
1 1 1

quindi equazioni parametriche del cilindro sono
' z=834h, y=t2—t+h, z=t>+h, (t,h) € R?.
Per ottenere ’equazione cartesiana, basta eliminare i parametri ¢ ed h
I: (z—yP—-(—y?+z—2=0.
2. Ponendo x = 0 nelle equazioni parametriche si ha h = —t% e quindi
C: =0, y=—-t, z=t>—13,

oppure in forma cartesiana

3. Si ha immediatamente
K: a=1+v{*-1), y=1+v{*—-t—-1), z=1+v(t*"—1)

1 1 1
c =14+t —= = - = =1+t——.
=14t -2y Loa= LAt

Esercizio 2.40. Scrivere l'equazione del cono ¥ di vertice V (1,2, —1) le cui genera-
trici formano un angolo o = /6 con il vettore (2, 1,2).

SOLUZIONE. -
P(z,y,z) €3 <& cos (PV&) = cos%.

Il secondo membro da

(x—1)2+(y—2)1+(z+1)2:\/(x—1)2+(y—2)2+(z+1)23%,

da cui elevando al quadrato entrambi i membri

20ty +2: 27 = (0= 17+ (g~ 2 + (= 4 1))
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Esercizio 2.41. Trovare il cono di vertice V(—1,2,2) e generatrici che formano un
angolo di w/4 con la retta
- { r—y+3=0,
|l 2r—2z+4=0.

SOLUZIONE. Si proceda come nel precedente esercizio, ricavando prima un vettore di
direzione della retta r.

Esercizio 2.42. Determinare il cilindro ¥ con generatrici parallele ad (1,1, —1) e
circoscritto alla sfera S: 2% +y* + 22 — 2x + 42 +2 = 0.

SOLUZIONE.
I metodo. Sia P(a,(3,v) € . Consideriamo la generica retta gp passante per P;
questa ¢ tangente alla sfera S se il sistema gp N .S ammette una sola soluzione:

r=aqa-+t,
y=0+1,
z =751,

2+ 4+ 22 —20+42+2=0.

Sostituendo le prime tre equazioni nell’ultima si ottiene una equazione di secondo grado
in t. Richiedendo che questa abbia il discriminante uguale a 0 si ottiene

(a+B8-7-3=3*+F++"—2a+4y+2)=0.

La precedente condizione & necessaria e sufficiente affinché P(«, 3,v) € ¥; quindi, puo
essere presa come equazione del cilindro sostituendo (o, 3,7) con (z,y, 2).

II metodo. Sia 7 il piano passante per il centro C(1,0,—2) di S e perpendicolare a
(1,1, —1). Allora ¥ ha direttrice la circonferenza ¢ = SN . Si ha

P4yt —22+42+2=0,
(z—1)+y—(2+2)=0.

Dunque, se P(a,[3,7) € X, e considerando la generica retta gp passante per P, le
equazioni parametriche del cilindro sono

a4+ P+ -2a+4y+2=0,
CE+B—’)/—3:0,

r=au«a-+t,
y=0+t,
z=7—t

(le prime due equazioni sono la condizione di appartenenza di P a ¢). Ricavando «, (3 e
~ dalle ultime tre equazioni e sostituendole nella seconda si puo ricavare ¢ in funzione di
x, y, e z. Sostituendo ¢ nelle ultime tre equazioni si otengono «, 3 e « in funzione delle
sole x, y, e z. Sostituendo queste nella prima equazione si ottiene l’equazione cartesiana
del cilindro.
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Confrontate le due soluzioni!

Esercizio 2.43. Data la curva

T =1,
y =12,
2z =13,

determinare la proiezione ortogonale di vy sul piano my,.

SOLUZIONE. Il punto generico di v ¢ P(t,#?,¢3). Sia ¥ il cilindro avente direttrice ~y
e generatrice perpendicolare a 7,,, ovvero parallela a (0,0,1). L’equazione parametrica
del cilindro e

T =1,
y =t
=134t

e ’equazione cartesiana si ottiene eliminando t e t': y = 2%, Pertanto la curva ~/ proiezione
di v ha equazione
_ 2
y =,
z =0,

Esercizio 2.44. Data la circonferenza

e risulta una parabola.

2?4y —dr+2=0,
|l r—y+2=0,

determinare o' proiezione ortogonale sul piano my,.

SOLUZIONE.
I metodo. Si consideri il punto generico P(«, 3,7) € o. 1l cilindro che ha direttrice o
e asse parallelo all’asse z ha equazioni parametriche

a?+ 3 +% —da+v=0,

O[_ﬁ_’_’YZOu
T =q,
y=p,
z=1.

Ricavando v in funzione di « e 3 nella seconda equazione, ed usando la terza e la quarta
equazione, si ha I’equazione del cilindro: 222 + 2y? — 22y — 5z +y = 0. Intersecando con
il piano coordinato z = 0 si ha I’equazione della curva cercata, che & un’ellisse.

Il metodo. Eliminare z tra le equazioni di o. Questo e possibile solo perche si sta
proiettando ortogonalmente su di un piano coordinato.

Esercizio 2.45. Si consideri la curva C dell’esercizio 2.38. Trovare equazioni carte-
siane di C', proiezione di C sul piano « parallelamente alla direzione v = (2,1,0).



2.6. Coni e cilindri 45

SOLUZIONE. Sia P(t?+1,—t,t*>—1) il punto generico di C. La retta per P di direzione
v ha equazioni parametriche

r=t"4+14+20, y=—-t+0, z=t*—14v, veR
Quindi chiamando i parametri t e v si ottiene il cilindro I' per C e di direzione -
Iy =3+2z—u,

da cui
C:y*=3c+4+22—2, x—y+92=1

Esercizio 2.46. Sia data la sequente circonferenza:

| y==.

1. Proiettare C ortogonalmente sul piano xz. Descrivere la curva proiezione.
2. Qual ¢é la proiezione ortogonale di C sul piano x = 0 e sul piano z =07
SOLUZIONE.

1. C puo essere rappresentata anche dal sistema equivalente

c. { 202 + 22 =1,
y =

In tal caso C ¢ pensata come intersezione del cilindro I': 222 + 22 = 1 con il piano
a: y = x. La proiezione ortogonale di C sul piano y = 0 sara

- 202 + 22 =1,
"l y=0.

Si vede immediatamente che C' non € una circonferenza, ma un’ellisse, com’e intu-
itivo, essendo i piani ¥y = x e y = 0 non paralleli tra loro.

2. Si tenga presente che il piano y = z ¢ ortogonale al piano z = 0.

Esercizio 2.47. Trovare la superficie ¥ generata dalla rotazione intorno all’asse z
della retta
r: x=1, y=2z,

e trovare i meridiani di 2.
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SOLUZIONE. Essendo r sghemba con 'asse z, > non sara un cono.
Equazioni parametriche di r sono

r=1 y=2u, z=u.
Quindji, posto A(0,0,0) e (I,m,n) ~ (0,0,1),

T Z=wu,
S 4P+ =1-07%4 2u—-0)>%+ (u—0)>?

cioe
p. ] i=u
| P4y + 2t =14 54
ed eliminando il parametro
2?4 y? —42% =1,

che & una superficie algebrica di ordine 2.
Troviamo ora i meridiani di ». Il fascio di piani di asse z ¢ z + ky = 0, quindi i

meridiani sono
M: 224+ y? —422 =1,
x+ky=0.

Per k£ = 0 si ha il meridiano
C: x=0, 3*—42"=1,

che e un’iperbole.
Provare che se si fa ruotare la curva C intorno all’asse z si ottiene la stessa superficie.

Esercizio 2.48. Trovare il piano tangente in Py(1,1,1) alla superficie ¥: y = xz.

SOLUZIONE. X ¢ rappresentata dalle equazioni cartesiane f(x,y,2) = y — zz = 0,
quindi
fx:_zv fy:1, fz:_x-

Poiché f, =1 in ogni punto P € X, la superficie ha tutti i punti regolari. Ora

fg(c):_lv fgs]:]-a fS:_L

quindi il piano tangente richiestoe v —y+ 2 —1=0.
Ritrovare [’equazione cartesiana del piano tangente utilizzando la rappresentazione
parametrica
r=u, Yy=uv, 2z=uv.
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Esercizio 2.49. Si consideri la superficie ¥: y = xz, il punto Py(1,1,1) ed il piano
T, tangente a X in Py. Provare che la curva C =X N1 € costituita da due rette.

SOLUZIONE. Infatti

{Z:gﬁz—l:o, = {3(/_ Z)(l—z)

Quindi le due rette, appartenenti a > e 7, sono
r=1, z =1,
Yy =2z, Yy =T

Esercizio 2.50. Determinare il profilo di ¥: y = xz visto dal punto Py(0,1,0) & X.

SOLUZIONE. Si tratta di trovare la curva £ = X N K, dove K ¢ il cono di vertice P,
con generatrici tangenti a > (cioe il cono circoscritto a ).

La generica retta per Fy: x = It, y = mt + 1, z = nt ¢ tangente a X se I’equazione
Int> —mt — 1 = 0 ha due radici coincidenti, cio¢ se m? — 4ln = 0. Tenendo conto che
l:m:n=xz:(y—1):z, il cono K avra equazione

(y —1)* —dzz = 0.

2.7 Esercizi di riepilogo

1. Siano « un piano perpendicolare al vettore @ = (1,—2,0) e # un piano perpendico-
lare al vettore b = (3,—1,—1).

(a) Verificare che i vettori
4 2
n=(2,1,0 =222
( ] )a Uz (5757 ) )

(b) Si trovino i vettori v e v3 paralleli a § le cui proiezioni ortogonali su « siano
rispettivamente uy e us.

sono paralleli ad a.

2. Siano dati 1 vettori
i=(2,1,3), o1=(0,—-1,-1), o3=(1,0,2), @=(1,1,1).

(a) Trovare la giacitura a individuata da v7 e v3 (cioe un vettore perpendicolare al
piano individuato da v] e v3).
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(b) Decomporre w secondo una retta r parallela ad @ ed un piano « di giacitura

—

a.
3. Si considerino i seguenti vettori
G=X—j+3k, T=i—X\N+k, w=-2+uk,
dove A\, € R.
(a) Trovare per quali valori di A, u esistono vettori Z tali che
UNT+TANT=1.
(b) Determinare, quando possibile, le componenti di & per A = 1.
4. Siano dati i seguenti vettori di V3 riferiti alla base B = {é1, €3, €5}
U1 =(2—h,4—2h,2—h), Uy=(h,3h,2h),03=(1—h,1—2h,h).

e Determinare per quali valori di h € R il vettore @ = (1 — 2h,1 — h,—5h) ¢
combinazione lineare dei vettori o, U, U3.

e Esaminare il caso h = 0.
5. Si dimostri che considerati tre vettori qualsiasi @, v, w, sussiste I'identita
(UNV)NW = (40T — (V- W)
L’operazione A e associativa?
6. Determinare le equazioni delle bisettrici delle rette
rix—1=y—2=0, sty=1==z2.

Suggerimento: si ricordi che se 7 e § sono i versori associati alle rette, allora 7+ §
e ¥ — § danno le direzioni delle bisettrici.

7. Detta r la retta passante per i punti A(2, —1), B(—1,2), trovare il punto P simmet-
rico dell’origine O rispetto ad r. Verificare che il quadrilatero AOBP € un rombo,
e trovarne l'area.

8. Si consideri il piano a contenente il triangolo 7' di vertici
A(1,0,0), B(0,v2,1), C(=1,1/v2,1).

(a) Determinare 1'angolo ¢ (0 < ¢ < 7/2) tra il piano « e il piano coordinato zy.
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10.

11.

12.

(b) Indicato con T}, il triangolo, proiezione ortogonale di 7" sul piano xy, si verifichi
che
A(T,) = A(T) cos o,

dove A indica 'area.

(c) Si provi inoltre che
A(T)? = A(Toy)” + A(Ty:)" + A(T32)".

(d) Scrivere equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per A e B.
(e) Trovare i parametri direttori di r e quelli di giacitura di «.

(f) Determinare il piano ortogonale ad AB e passante per il punto medio H di
AB.

(g) Trovare il baricentro G del triangolo T

Si ricordi che si chiama baricentro dei punti Aq, ..., A, I'unico punto G tale
che
(AT —G)+---+ (A, —G)=0.

Questa nozione di baricentro ¢ un caso particolare di quella che si incontra in
statica (ponendo tutte le masse uguali).

Scrivere ’equazione della circonferenza che passa per 'origine O ed e tangente nel
punto P(1,2) alla retta
r:oz—y+1=0.

Determinare le tangenti alla circonferenza
4y —Tr4+y=0
parallele all’asse x e trovare i punti di tangenza.
Determinare la circonferenza tangente alle rette
r:4r—3y+10=0 4 —3y—30=0
ed avente centro sulla retta s : 2z +y = 0.

Determinare le circonferenze passanti per O e tangenti simultaneamente alle rette

r:2\/§x—2y—|—1:0 SZJ?—\/gy—l:O.



CAPITOLO 3

SPAZI VETTORIALI

3.1 Sottospazi vettoriali, lineare indipendenza, basi

Esercizio 3.1. Provare che i sottoinsiemi S ed A, formati rispettivamente dalle ma-
trici simmetriche e quelle antisimmetriche di ordine n, formano sottospazi vettoriali di
R™™. Per n =2, trovare una base per S e una base per A.

SOLUZIONE. S={X = (z;;) € R™" | x;; = xj; Vi, j}.

Quindi, se X = (z;5),Y = (y;;) € S, allora X +Y = (x;; +v;;) € S, poiché xj; +y;; =
x;; + y;; per ogni ¢, 7. Inoltre, per ogni £ € R, kX € S, poiché kxj;; = kxj; per ogni
i,j. Avendo provato che S ¢ chiuso rispetto alla somma di matrici ed al prodotto di una
matrice per uno scalare, possiamo concludere che S € un sottospazio vettoriale di R™".
Per A si procede analogamente, la dimostrazione e lasciata per esercizio.

Sia ora X = (z45) € R22. Poiché x5 = 51, possiamo scrivere

o 11 w2\ 10 0 1 00
X_(Ilg $22)_x11<0 0)+$12(1 O>+x22(0 1)7

10 01 00
00 )=\ 1¢)dd={(

ed Aj sono linearmente indipendenti. Infatti, siano a, b, ¢ € R tali che aA;+bAs+cAs = O,
dove O denota la matrice nulla. Allora

0 0 10 0 1 00 a b
(0 0>_a(o 0)“’(1 0)“(0 1)_<b c)’
da cui segue immediatamente a = b = ¢ = 0. Quindi, poiché A;, A5 e Az sono linearmente

indipendenti e generano S, possiamo concludere che essi formano una base di S. In
particolare, dim S=3.

cioe, § ¢ generato da A; = . Inoltre, Ay, A

Se X = (z4;) € A, da x;; = —x;; segue che a3 = a = 0 e ay; = —ag. Pertanto,

0 1
X = a1p44 = arp 10

che {A4} ¢ una base di A. In particolare, dim A=1.

, cioe, A & generato da A,. Essendo Ay # O, concludiamo

20
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Esercizio 3.2. Dati in Ry[z] i sottospazi U = {p € Ro[z] | p(1) = p(4) = 0} e
V = L(p1,p2,p3), dove pi(z) = 22, pa(x) = x + 1 e p3(x) = 22% — 3z — 3, trovare le
dimensioni di U e V' e una loro base.

SOLUZIONE. Sia p € U. Poiché p(1) = p(4) =0, x — 1 e x — 4 dividono p. Inoltre,
p € Ro[z], quindi ha grado < 2. Pertanto, esiste a € R tale che p(x) = a(z — 1)(z — 4),
e possiamo concludere che U = L((z — 1)(x — 4)), {(x — 1)(z — 4)} & una base di U, e
dim U=1.

Di V' conosciamo gia un sistema di generatori, {p;, ps, p3}. Vediamo se sono linear-
mente indipendenti. Siano a,b,c € R tali che ap; + bpy + ¢p3 = o0, dove o denota il
polinomio nullo. Allora, per ogni x € R si ha

0=ax®+b(x+1)+c(22* — 3z — 3) = (a + 2¢)2° + (b — 3¢)z + (b — 3¢),

da cui segue a + 2c = b — 3¢ = 0, ossia a = —2c e b = 3¢, per ogni valore reale di c.
Quindi, p;, p2 e p3 non sono linearmente indipendenti. Procedendo nello stesso modo,
possiamo verificare che p; e ps sono linearmente indipendenti, per cui {p1, p2} € una base
di V, e dimV=2.

Esercizio 3.3. Dati in R* i vettoriv, = (1,3,1,3), vo = (1,1,1,1) evz = (1, —1,1, —1)
e i sottospazi V = L(vy,ve,v3) e W = {(x,y,2,t) ER* |z +y+ 2+t =0},

a) trovare VAW eV +W;

b) trovare un supplementare di VNW in 'V e uno in W.

SOLUZIONE.

a) W = {(z,y,2,t) e R* | t = —x —y — 2} = {(a,b,c,—a—b—¢) | a,b,c € R} =
L((1,0,0,-1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,—1)). E’ facile verificare che (1,0,0,—1), (0,1,0,—1),
(0,0,1,—1) sono linearmente indipendenti, quindi formano una base di .

La matrice delle componenti di vy, vo, v3 rispetto alla base canonica e

1 3 1 3
1 1 1 1 |,
1 -1 1 -1

che ha rango 2, e le ultime due colonne sono linearmente indipendenti. Pertanto, {vy, v}
¢ una base di V.

Siav € VNW. Poiché v € V, esistono a, b € R tali che v = avy+bvg = (a+b,a—b, a+
b,a—b). Inoltre, v € W, quindi le sue coordinate soddisfano I’equazione z+y+z+t = 0,
da cui, a = 0. Pertanto, VW = {v =bvs | b € R} = L(v3)

Dalla relazione di Grassmann, si ha

dim(V +W) =dimV +dim W — dim(VNW) =2+3 -1 =4 = dimR*%

Essendo R* I'unico sottospazio di R* stesso avente dimensione 4, possiamo concludere che

V+W=R.
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b) Per trovare un supplementare di VNW in V| completiamo la base vz di VNW con
2 — 1 =1 vettore, ad esempio vy. Allora, X = L(vs) ci da un supplementare di V. NW in
V.

Analogamente, un supplementare di V N'W in W sara un sottospazio di W generato
da 3 — 1 = 2 vettori che, aggiunti a vs, diano una base di W, ad esempio, (1,0,0,—1) e
(0,1,0,—1). Quindi, Y = L((1,0,0,—-1),(0,1,0,—1)) & un supplementare di VN W in
wW.

Esercizio 3.4. Dati in Ry[x] i sottospazi U = L(p1,p2) e V = L(q1, q2), dove py(x) =
2+ 2z, pp(x) =2 +1, () =12 +2 e qu(x) = —2® + 1, si trovinoUNV eU + V.

SOLUZIONE. Sia p € UN V. Allora, esistono a,b,c,d € R tali che p = ap; + bpy, =
cq1 + dgo, ossia

p(z) = a(z? + 22) + b(z + 1) = c(z + 2) + d(—2* + 1),

da cui segue, uguagliando i coefficienti delle potenze di x, a = —d, b =c+2a e b= 2c+d,
e quindi, a +d = c+ 3d = b+ 5d = 0. Di conseguenza, p € U NV & necessariamente del
tipo p(z) = —=3d(z +2) + d(—z*+ 1) = d(—2* — 3x — 5), per cui UNV = L(x? + 3z +5)
ed ha dimensione 1. Dall’identita di Grassmann segue che

dim(U+ V) =dimU +dimV —dim(UNV) =2+2—1 =3 = dim Ry[z]
e quindi, U + V = Ry[z].

Esercizio 3.5. Provare che i sottospazi S ed A, formati rispettivamente dalle matrici
simmetriche e quelle antisimmetriche di ordine n, sono supplementari in R™",

SOLUZIONE. Ricordiamo che S= {X = (z;5) € R"" | z;; = zj; Vi,j} e A= {X =
(z;;) € R™™ | x;; = —xj; Vi, 7} (vedi anche Es. 3.1).

Quindi, se X = (z;;) € SNA, allora z;; = zj; = —x;;, cioe, x;; = 0, per ogni 4, j. Cosl,
SNA= O, dove O denota il sottospazio nullo, e resta da provare che S+A= R™". Per
ogni A € R™", risulta:

1 1
A= 5(A + A" + §(A — A,
dove A" denota la matrice trasposta di A. E’ facile verificare che (A + A') € S e che
%(A — A" € A, e quindi, A € S+A.

Esercizio 3.6. Dati in R3[z] i sottospazi U = {p(z) = ag + a1z + agz? + azz® |
ar —az=ay=ayg=0} e V= L(q,q), dove q1(z) = 2>+ x e g2(x) = 2® + 1, si trovino

UNV,U+V eun sottospazio supplementare di W in Rs[x].

SOLUZIONE. Sia p € UN V. Poiché p € V| esistono a,b € R tali che p = aq; + bgo,
ossia

p(x) = a(z® + x) + b(z® + 1) = ba® + ax? + ax + b.
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D’altro canto, p € U, per cui i suoi coefficienti a; soddisfano a; — ag = as = ag = 0, cioe,
a=b=0,equindi, UNV =0 e lasomma di U e V e diretta.

Se p € V, allora p(z) = ay(z® + z). Quindi, U = L(p;), dove pi(z) = 2* + x, ed
ha dimensione 1. Inoltre, si verifica facilmente che {gq, ¢} € una base di V, e quindi,
dim V' = 2. Dalla relazione di Grassmann,

dim(U V) =dimU +dimV =142 = 3.

Essendo la somma di U e V diretta, U & V e generato dall’'unione di una base di U con
una base di V, cioe,

UeV = Lp,q,q) =1{p €Rsfz] | Ja,b,c € R:p=ap +bps +cps} =
{p(z) = (a+c)2® +br* + (a + b)xz + ¢ | a,b,c e R} =

{p(x) = ap + a1x + a2a® + a3z’ | ap + ay — ay — az = 0}.

Esercizio 3.7. InR* si consideri l'insieme X = {vy, v, v3,v4}, dovevy = (k,2k,0,k),
ve=(2k+1,k+2,0,1), v3=(1,k+2,—k,1) evy = (k—4,0,0,k), dove k € R.

a) Trovare, al variare di k € R, il rango di X, rg X.

b) Trovare, per ogni k tale che X sia una base di R*, le componenti div = (—1,0,0,1)
rispetto a tale base.

¢) Per ogni k tale che rg X = 3, si verifichi se v € L(X).

d) Per ogni k tale che rg X = 2, si trovi un sottospazio supplementare di L(X) in R%.

SOLUZIONE.
a) Le componenti dei vettori v; rispetto alla base canonica di R* formano la matrice

ko 2k+1 1 k—4
A_ | 2k k+2 k+2 0

o 0 -k 0 |’

ko1 1 k

ergX = rgA. Essendo det A = 4k3(k — 1), se k # 0,1 allora det A # 0 e quindi,
rg X =rg A =4. In tal caso, X ¢ una base di R*.

Se k = 1, allora il comlemento algebrico di a4; ha determinante 9 # 0. Quindi,
rg X =rg A =3, e ad esempio vy, v3 € v4 sono linearmente indipendenti.

Se k = 0, allora rg X = rg A = 2, le ultime due colonne (e quindi, i vettori vs, vy)
sono linearmente indipendenti.

b) Assumendo k # 0, 1, siano a, b, c¢,d € R tali che v = avy + bvg + cvs + dvy, cioe,

(=1,0,0,1) = a(k, 2k, 0,k) + b(2k + 1,k +2,0,1) + (1, k + 2, —k, 1) + d(k — 4,0,0, k),
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da cui otteniamo
ka+ 2k +1)b+c+ (k—4)d=—1,
2ka+ (k+2)b+ (k +2)c =0,
—kc =0,
ka+b+c+ kd=0.

Risolvendo il sistema lineare usando k& come parametro e tenendo conto del fatto che
k # 0,1, otteniamo

_ _k+2
a= 4k2(—£—1)7
h=—_1

2e(k—1)°
c=0,

_ k=2
d= (k—1)°

c) Quando rg X = 3, cioe per k = 1, si ha che v € L(X) = L(vg, vs,v4) se e solo se
esistono b, ¢, d € R tali che v = buy + cvs + duy, cioe,

(=1,0,0,1) = b(3,3,0,1) + (1,3, —1,1) + d(—3,0,0, 1),

da cui otteniamo
3b+c—3d= -1,
3b+3c =0,
—c =0,
b+c+d=0,

che & incompatibile. Quindi, v ¢ L(X) per k = 1.

d) L’unico valore di k per cui rg X = 2 & £ = 0. In tal caso, completiamo la base
{vs,v4} di L(X) con due vettori della base canonica, e il sottospazio da essi generato sara
un supplementare di L(X). Si verifica facilmente che {es, e3,v3,v4} sono linearmente in-
dipendenti, dove e; = (0,1,0,0) e e3 = (0,0, 1,0), e quindi, Y = L(es, e3) & un sottospazio
supplementare di X in R*.

Esercizio 3.8. Dato in Rs[z| il sottospazio U = L(p), con p(z) = 2* —5x +6, trovare
un sottospazio V- supplementare di U in Rs[z]. Esprimere poi q(x) = 23+ 2*+x+1 come
somma di un polinomio in U e di uno in W.

SOLUZIONE. Completiamo {p} con tre vettori, ad esempio della base canonica di
R3[z], in modo da ottenere una nuova base. Questi tre vettori generano un sottospazio
supplementare di U. E’ facile verifiacre che {p,1,z,23} & una base di Rs[z], e quindi
V = L(1,z,23) & un sottospazio supplementare di U. Siano a,b,c,d € R tali che ¢(z) =
ap(z) + b+ cx® + da, cioe,

2+ +x+1=a(@® -5z +6)+b+cx® +dz® = dz’ + (a + c)z* — bax + (6a + b).

Per il principio di identita dei polinomi, uguagliando i coefficienti delle potenze di x
otteniamo a = —5, b =6, c = d = 1. Pertanto, p=q1 + ¢z, dove ¢y =1-p=p e Ue
@x)=6+2>+2°€V.
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Esercizio 3.9. Sia R spazio vettoriale su Q, rispetto alla somma di numeri reali e al
prodotto di un numero razionale per un numero reale. Provare che v vettoriu =1 ev = 2
sono linearmente dipendenti, mentre u e w = /2 sono linearmente indipendenti.

SOLUZIONE. Siano a,b € Q talichea-1+0b-2 = 0. Allora, a = —2b, per cui possiamo
prendere ad esempio a = —2, b = 1 ed otteniamo una combinazione lineare non banale
di u =1 e v =2 che da il vettore nullo 0. Quindi, 1 e 2 sono linearmente dipendenti.

Invece, siano ora a,b € Q tali che -1 +b-+v/2 = 0. Allora, @ = —/2b, che ha come
unica soluzione razionale @ = b = 0. Pertanto, 1 e v/2 sono linearmente indipendenti.

Esercizio 3.10. Provare che B; = ( ? :3 ), By = ( (1J :1 > e By = ( 1 _11 )

formano una base di U = {A € R*»? | trA = 0}, e trovare le componenti di A =

3 5 ‘
< _9 _3 ) rispetto a tale base.

SOLUZIONE.
U = {AGRm|trA:O}:{AGR2’2|a11+a22=0}
= {( i ) | aij € R} = an Ay + a12As + ag 43,

Q21 —a11

doveAlz((l) _()1),A2:(8 (1))6143:((1) 8) EfacileveriﬁcarecheAl,Ag

ed Az sono linearmente indipendenti, e quindi formano una base di U. In particolare,
dim U = 3, quindi per provare che {Bj, By, B3} € una base di U basta provare ad esempio
che sono linearmente indipendenti. Siano a, b, c € R tali che aB; + bBs + ¢B3 = O, dove
O denota la matrice nulla. Allora,

(0 0)=a(3 22 )+o(o 21 )ve(n ).

e quindi,
2a+b+c=0,
—3a—b+c=0,
a+c=0,

da cui si ottiene facilmente a = b = ¢ = 0, cioe, i tre vettori sono linearmente indipendenti
e quindi formano una base di U. Siano ora a,b,c € R tali che A = aB; + bBy + ¢Bs.
Allora,

20+b+c=3,
—3a—b+c=05,
a+c=—2,

da cui otteniamo a = —4, b =9, ¢ = 2.

Esercizio 3.11. Fissata A = ( i (1) ) € R??,
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a) Provare che V. ={X € R?*? | AX = XA} ¢é un sottospazio vettoriale di R*?.
b) Trovare una base di V' ed un supplementare W di V' in R%2.

1

c) Esprimere B = ( 11

) come somma di due matrici di V e W.

SOLUZIONE.
a) Siano X, Y € V e a,b, € R. Allora

A(aX +bY) = A(aX) + A(bY) = aAX + bAY =aXA+ bYA= (aX +bY)A.

Quindi, a X + Y € V, cioe, V e un spttospazio vettoriale.

b)SiaX eV, X = " 72

T3 T4
di X devono soddisfare il sistema e quindi,

> . Imponendo che AX = X A, si ottiene che i coefficienti

2£U1 + 1o = 21‘1,

To = 21’2,

2;63 + x4 =21 + T3,
Ty = To + Ty,

da cui si ottiene xo = x1 — 3 — x4 = 0. Quindi,

v={(mnr ) tmnerb=e((10) (0 1))

E facile verificare che le due matrici X; = < 1 8 ) , Xo = ( (1) (1) ), oltre ad essere un

sistema di generatori per V', sono linearmente indipendenti, e quindi formano una base
di V. Completiamo {X;, X5} con due matrici, ad esempio della base canonica di R??, in
modo da ottenere una nuova base di R*»2. Ad esempio, {X1, X», E1, E»} ¢ una base di

R22, dove E, = ( (1] 8 ) , By = ( 8 (1) ) Pertanto, W = L(E;, F5) ¢ un sottospazio

supplementare di V' in R?2.

c) BeR*»? =V @ W. Cerchiamo a,b,c,d € R tali che B = aX; + bXs + cE; + dEs.
Otteniamo

()=eln) o) ee(oo)e(ao)

I
VRS
Q
+
ISER e
_|_
o
> QL
N———

Uguagliando i coefficienti di posto corrispondente otteniamo a = b =d =1, ¢ = —1
Pertanto,BlzXl—l—Xg:(??)EV,Bngl—EQ:(_Ol(1) e W, e

B:Bl+BQ.
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Esercizio 3.12. In R* si considerino i sottospazi vettoriali

U={(0,—2a,a,a) | a € R}, V={(z,y,2,t) eR* |z +y=2—1t=0}.

a) Trovare una base di U e una di V' e verificare che la somma di U e V ¢ diretta.

b) Dire per quali valori di k € R il vettore w = (1,—1,0,k) é un elemento di E =
UdV.

SOLUZIONE.

a) I vettori di U sono del tipo a(0,—2,1,1), a € R, per cui, {u = (0,—2,1,1)} & una
base di U. Per quanto riguarda V',

V:{(.T,y72,t) E]R4 | Yy = —I,Z:t}:{(b,—b,QC) | b7c€R}:L<U17U2)7

dove v; = (1,—1,0,0) e vy = (0,0,1,1). Si verifica facilmente che v; e vy sono linearmente
indipendenti, e quindi formano una base di V.

Sia v € UNV. Poiché v € U, esiste a € R tale che v = (0,—2a,a,a). Mav € V,
quindi le sue coordinate verificano x4y = z—t = 0, per cui otteniamo 0 —2a = a—a = 0,
ossia @ = 0. Quindi, v = (0,0,0,0), cioe, U NV = O, vale a dire che la somma di U e V
e diretta.

b) Poiché {u} e {v1,v2} sono basi rispettivamente di U e V e la somma di U e V ¢
diretta, {u,v,v2} € una base di UNV, e w € UNV se e solo se & combinazione lineare
dei vettori di tale base, cioe, se {u, vy, ve, w} € linearmente dipendente. La matrice delle
componenti di questi vettori rispetto alla base canonica e

0 1 0 1

-2 -1 0 -1
A= 1 0 1 O ’

10 1 k&

e il suo determinante ¢ 2k. Quindi, w € U NV se e solos se rg A < 4, cioe, se e solo se
k=0.

Esercizio 3.13. In R* si consideri il sottospazio U = {(v,y,2z,t) € R* | z +y =
r+2z—1t=0}.

a) Determinare una base {u,v} di U.

b) Dire se w = (1,0,1,0) € U.

¢) Dire per quali valori di a € R il vettore z = (a+1,0,2,—a) é combinazione lineare
di u,v,w.

SOLUZIONE.

a) U= {(r,y,2,t) eER |z +y=2+22—t=0} = {(z,y,2,t) eR | y = -, t =
r+2z} = {(a, —a, B,a+20) | a, f € R} = L(u,v), dove u = (1,—1,0,1) ev = (0,0, 1, 2).
I vettori u e v sono linearmente indipendenti, e quindi formano una base di U.
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b) w € U se e solo se esistono «, # € R tali che w = au + pv, cioe
(1707170):(a7_a7/87a+2/8)7
che ¢ impossibile, poiché dalle prime due coordinate segue a = 1 e —a = 0. Pertanto,

w ¢ U. Siosservi che u, v, w sono quindi linearmente indipendenti.

c¢) Essendo u,v,w linearmente indipendenti, z ¢ combinazione lineare di u,v,w se e
solo se la matrice A delle componenti di u,v,w,x rispetto alla base canonica di R* ha
rango < 4, cioé ha determinante nullo. Tale matrice ¢

1 01 a+1

100 0
A= 9 11 o

1 2 0 —a

e il suo determinante ¢ —a + 2. Pertanto, x ¢ combinazione lineare di u, v, w se e solo se
a=2.

0
0
A

Uinsieme V = {X € R*3 | XA(\) = A(\)X = 0} ¢ un sottospazio vettoriale di R*?, e
calcolarne la dimensione in funzione di \.

SOLUZIONE. Siano X,Y € V, a,b € R. Allora:

1
Esercizio 3.14. Per ogni A € R, sia A(\) = | 2 . Provare che, fissato \,
0

AN (@X +bY) = AN)(aX) + AN)BY) = aANX +bAN)(Y) =0,

e analogamente, (aX + bY)A(X\) = 0, tenendo conto del fatto che X,Y € V. Quindi, V
¢ un sottospazio vettoriale di R*3.

T T2 T13
Sia X = | w91 x99 w23 | € V. Imponendo X A(X) = 0, otteniamo

31 T32 X33

T11 + 2712 = 0,
T91 + 2w = 0,
31 + 2x32 = 0,

)\%13 = )\1’23 = )\1333 =0.

Analogamente, imponendo A(A)X = 0, si ha

11 + 2x91 = 0,
T12 + 2x99 = 0,
T13 -+ 21’23 = 0,

/\1'31 = )\ZL‘32 = )\ZL‘33 =0.
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Tutte queste condizioni danno un sistema lineare di cui ora determiniamo le soluzioni.

Se A 7é O, otteniamo Tr13 — X923 — T33 — X331 — T32 — O, € T91 — T12 = —2$22,
T11 = 4x99, Tog = —2T99. Posto xan = «, risulta che il generico vettore di V' e una
4o —2a 0
matrice del tipo X = | —2a a0 |. Quindi, se A # 0, allora U = L(X}), dove
0 0 0
4 -2 0
X1 - —2 1 O
0O 0 0
Resta da esaminare il caso A = 0. In tal caso, il sistema lineare da solo z9; =
T12 = —2.%'22, 11 = 41'22, T3 = —233'23, T3] = —23732. AHOI'&, pOStO Tog = (O, T3 =
B, x33 = v e w33 = 0, risulta che il generico vettore di V' & una matrice del tipo
4o —2a —203
X=| —2a « 16} . Pertanto, se A = 0, allora U = L(X;, X5, X3, X4), dove
2y v 9
4 -2 0 00 -2 0 00 0 0O
Xi=1 -2 1 0|, Xo=00 1 , X3 = 0O 00 |, X4=10200
0O 0 0 00 O -2 10 0 0 1

Si prova facilmente che, oltre ad essere un sistema di generatori, X, X5, X3, X4 sono anche
linearmente indipendenti, e quindi formano una base di V. Riassumendo, dimV =1 se e
solo se A # 0, mentre dim V' = 4 se e solo se A = 0.

3.2 Applicazioni lineari
Esercizio 3.15. Sia dato lo spazio vettoriale R® con la base canonica C = {€}, €, €3} .
1. Provare che i vettori 01(1,0,1), 15(0,1,—1), 05(0,0,2) formano una base B di R3.
2. Dato l’endomorfismo f: R® — R3 tale che
f() = (3,1,0),  f(ta) =(-1,0,2), f(v3) = (0,2,0),
determinare la matrice associata ad f rispetto a B e rispetto a C.

SOLUZIONE. Il primo punto e ovvio. Si puo risolvere il secondo punto con due metodi.
I metodo. Per scrivere MS(f) bisogna conoscere f(€;) nella base C. Indicata con B la
matrice di passaggio da C a B, si ha

? - ? J_r ? € =1 — 1/20;, (3.2.1)
2T Cy = Ty + 1/203, & = 1/20s. o
V3 = 263,
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da cul
1 0 0 1 0 0
B=|0 1 o|,B'=| 0 1 0
1 -1 2 —1/2 1/2 1/2

La matrice B~ si puo calcolare direttamente o risolvendo il sistema (3.2.1 simbolicamente
rispetto alle €;.

f(@) = f(&1) + f(€3) = 3€1 + é, f(er) = 3e,
[(U2) = f(&2) — f(e3) = —€1 + 265, = f(&) = =& + & + 265,
f(U3) = 2f(&3) = 2&,, f(&5) = &,
3 -1 0
A=MS(FH o 1 1
0 2 0

Per scrivere ME(f) bisogna conoscere f(;) nella base B.

f(¥h) = 3€1 + & = 30) + Uy — U,

[(U3) = 25 = 20, + U,
3 -1 0
A=MEH =1 0 2
1 03/2 1

Si verifichi che A’ = B~'AB.
Il metodo. Dai dati del problema segue direttamente

Mi(f) =

S = W
N O
o N O

e usando le formule per il cambiamento di base
ME(f) = ME(Idgs) - ME(f) - ME(1dgs),

(f) = ME(Idzs) - Mi(f) - MG (Idzs),
tenendo presente che MS(Idgs) = MS(Idgs) = Id, matrice identita, e che

B = M§(Idgs),  B~' = M5(Idgs).

Esercizio 3.16. Sia f : R? — R3, (x,y) — (22, —2y,x +y). Siano B = {ey,es} la
base canonica di R*, B' = {¢}, €}, es} la base canonica di R®, e B" = {vy,vs,v3} la base
di R? formata dai vettori vy = (1,1,1), vo = (1,0,1) e v3 = (1,0,0). Trovare Mpp/(f) e
Mpp(f).
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SOLUZIONE.
f(el) = f(170) = (2707 1) = 26,1 + 6%,
f(62) = f(oa 1) = (07 -2, 1) = _26/2 + 6{37
e quindi,
2 0
Mpp(f)=1] 0 -2
1 1

Per determinare Mpp:/(f), dobbiamo esprimere f(ey), f(ea) come combinazioni lineari
dei vettori della base B”. Siano a, b, c € R tali che f(e;) = avy + bvg + cvg. Allora,

da cui otteniamo a = 0, b = 1 e ¢ = 1, che sono i coefficienti della prima colonna di
Mpp/(f). Analogamente, siano o', b, € R tali che f(es) = a'vy + b'vy + cv3. Si ottiene

a=-2,b0 =3ecd =—1, che formano la seconda colonna di Mgg~(f). Pertanto,
0 -2
Mpp(f)=|( 1 3
1 -1

2 1 0
0 1/2 —3/2

la matrice associata ad f rispetto alle basi canoniche B, B' di R? ed R? rispettivamente.

Esercizio 3.17. Data A = ( ), trovare f : R — R? tale che A sia

SOLUZIONE. Poiché A ¢ la matrice associata ad f rispetto alle basi canoniche B, B’
di R? ed R?, per ogni (z,y,z) € R? si ha che la matrice colonna Y delle componenti di
f(x,y, z) rispetto a B’ ¢ datada Y = a- X, dove X & la matrice colonna delle componenti
di (z,y, z) rispetto a B. Quindi,

x
2 1 0 2r +y
Y:A.X: ( ) ' y B < ) 7
0 1/2 —=3/2 e Ty— 3z
da cui segue che

f:R® — R?
13

2 Zy—22).
(r,y,2) (w+y,2y 22)
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Esercizio 3.18. Sia f : R*»? — R?? tale che X — X + X',
a) Provare che f é lineare ed esplicitare f.

b) Trovare ker f, Im f e una loro base.

¢) Dato V ={X € R*? | tr(X) = 0}, trovare f(V).
SOLUZIONE.
a) Per ogni X|Y € R*? e a € R,

fXHY)=X+Y+(X+Y) =X +YV + X' +YV'=
=X+ X' +Y +Y" = f(X)+ f(Y),
f(aX) =aX + (aX)' = aX +aX'=a(X + X") = af(X).

Pertanto, f ¢ un’applicazione lineare.

. T x
Sia X = H20) e R22 Allora
T21 T22

f(X)=X+ Xt = Tir T12 + L1 Tar ) 2711 T19 + Toq .
To1 T2 T1a Lo T12 + To1 2299
Quindi,

f . R2,2 N R2’2

Tl T12 2711 T12 + To1
To1 Lo T12 + Toy 279

b) X € kerf se e solo se f(X) = O, dove O & la matrice nulla. Quindi, X =
(z;;) € ker f se e solo se X + X' = O, che, espressa in termini di coefficienti x;;, da
T11 = T9o = T12 + To1 = 0. Pertanto,

kerf = {X €R2’2 | X+Xt:0} = {X: (ZEU> €R2’2 | T1] = T9g = T12 + To1 :O}

= {(_Oa 8) |a€]R}:L(X1),

dove X; = ( _01 (1])

Considerata ad esempio la base canonica {E;, Ey, F3, B4} di R*»2? poiche R?*? =
L(FE1, Ey, E3, Ey), st ha Im f = L(f(E), f(Es), f(Es), f(E4)). Dall’ espressione esplicita

di f otteniamo
re=1( o o D=5 0)=2(0 1)
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e, analogamente,

f(EQ)Z((l) é) f<E3>=<(1) (1)) f<E4):2<8 (1))

o 10 01 00
Qulndl,ImfZL(A1,A2,A3)7dOVGA1:(0 0)7‘42:(1 0>’A3:(O 1)‘

Si osservi che ker f = {X € R?? | X = —X'} = A, sottospazio delle matrici
antisimmetriche, mentre Im f = S, sottospazio delle matrici simmetriche.

c) V ¢ il sottospazio delle matrici a traccia nulla, ed ha dimensione 3 (v. Es. 3.10).

: : 1 0 0 1 0 0.
Possiamo provare facilmente che V; = ( 0 1 >, Vo = ( 00 ), Vs = ( 10 ) € una
base di V. Di conseguenza, f(V) = L(f(V1), f(V2), f(V3)). Poiché si calcola facilmente

che f(V1) =2Vi e f(V3) = f(V3) = Asg, possiamo concludere che

f(v>=L(v1,A2)={(Z b )\a,beR}.

—a

Esercizio 3.19. Si considerino lo spazio vettoriale R® con la struttura euclidea stan-
dard e l'endomorfismo f di R® cosi definito

x
2 2 2 2

flz,y,2) = <1x+ﬁz,y,—£ + 1z) )

1. Provare che f ¢ un isomorfismo e trovare f=1.

2. Trovare f(W) dove W = {(x,y,2) € R® |z —y + 2z =0}.
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SOLUZIONE.

1. La matrice associata ad f rispetto alla base canonica C e

1/2 0 V3/2

A= 0 1 0
—/3/2 0 1/2
Poiché det A =1 # 0, A e invertibile e quindi f € un isomorfismo. Inoltre
1/2 0 —/3/2
ME(FH=A"1=| 0 1 0 :
V3/2 0 1/2
quindi
1, V3 V3
e od N — | 20 V2 VO v
f ($,y,2)—<2I 9 7y72w+22>

2. W = {(z,x + 2z,2)} ¢ un piano e W = L(W, W), dove v, = (1,1,0) e Wy =
(0,1,1). Allora, per un teorema noto, f(W) = L(f(w), f(s)), e risulta an-
che f(wh) = (1/2,1,—v3/2), f(i:) = (V/3/2,1,1/2), quindi f(W) ¢ il piano di
equazioni parametriche

= I+ Yy,
=Atp

= _\/7§>\ + 2p.

x
Y
z
Esercizio 3.20. Sia f : Rs[z] — Rs[z], p(z) — xp/(x).
a) Provare che f é lineare. Esplicitare f.
b) Trovare ker f, Im f e le loro dimensioni.
c¢) Trovare f(V), dove V = {ax® +bx — b | a,b € R}.
SOLUZIONE.
a) Per ogni p,q € Rs[z] e a € R:
fo+q) = zp+q)(x) =2p(z) +2d(2) =
flap) = =z(ap)'(x) = zap'(z) = a - 2p'(z) = af(p).

Pertanto, f ¢ un’applicazione lineare.
Sia p(z) = az® + fz* + vz + § un generico elemento di Rz[z]|. Allora

f(p) =ap'(z) = 90(3()@2 + 20z +7) = 3ax® + 2ﬁa:2 + yx.
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Quindi,

[ Rslz] — Rsfz]
ar® + B +yr + 0 — 3oz’ +282% + ya.

b) p € ker f se e solo se f(p) = 0, dove 0 ¢ il polinomio nullo. Quindi, p(x) =
ax® + fa? + yr + 6 € ker f se e solo se 3ax® + 2Bz + yx per ogni x € R, che, per il
principio di identita dei polinomi, da o = 3 = v = 0. Pertanto,

ker f = {pe€Rslx]|ap'(z) =0} ={ar®+B2° +y2+ 5 ERs[z] |a=B=7=0}
= {px) =46 R} =L(1).

In altri termini, ker f & il sottospazio dei polinomi di Rs[z]| di grado 0. In particolare, {1}
e una base di ker f, per cui, dimker f = 1.

Considerata ad esempio la base canonica {1, z, 2%, 23} di R3[x], poiché R3[x] & generato
da {1,z,2% 2%} , si ha Im f = L(f(1), f(z), f(z?), f(x3)). Dall’ espressione esplicita di f

otteniamo

Quindi, Im f = L(z,22? 32%) = L(x,2% 2%) = {0} U {p € Rs[z] | deg(p) > 1}, dove
deg(p) ¢ il grado di p. In particolare, {x,z? 23} ¢ una base di Im f, per cui dimIm f = 3.

¢) Se p € V, allora esistono a,b € R tali che p(x) = az® + b(z — 1). Pertanto,

V = L(p1,p2), dove pi(z) = 22, po(x) = z — 1. Quindi, f(V) = L(f(p1), f(p2)) =
L(22% 1) = L(2?, ).

Esercizio 3.21. Siano U = {(z,y) € R? | z—y = 0} e V l'asse delle x. Consideriamo
[TRR=UsV >R, w=u+vr u—uv (f éla simmetria rispetto all’asse delle x,
eseguita parallelamente alla retta U ).

a) Provare che f é lineare. Esplicitare f.

b) Trovare ker f, Tm f, e la matrice Mg(f), dove B ¢ la base canonica di R?.

SOLUZIONE.
a) Dati w,w’' € R*, w=u+v, w =+, e a,b € R, risulta:

flaw+bw') = flalu+v)+bu' +v")) = f((au+bu') + (av + ') =
au+bu’ — (av + ') = (au — av) + (bu’ — ')
— (u—v) +b{ef — o) = af(w) + bf (w).
Pertanto, f ¢ un’applicazione lineare.

Consideriamo la base canonica B = {ej,es} di R% e; = (0,1) € V, per cui f(e;) =
—ey. Inoltre, es = (1,0) = (exte1)+(—e1) € UDV, quindi f(es) = (ea+e1)+e1 = 2e1+-e6.
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Pertanto, la matrice associata ad f rispetto a B e
-1 2

Allora, per ogni (x,y) € R?, si ha

o= ()= (3 1) (3)=(75%)=termm

b) (z,y) € ker f se e solo se f(z,y) = (0,0), cioe se e solo se (—x + 2y,y) = (0,0),
da cui segue subito x = y = 0. Quindi, ker f = O, il sotospazio nullo di R?, ossia, f ¢
iniettiva.

Per quanto riguarda Im f, si ha

Im f = L(f(e1), f(e2)) = L(—e1,2e1 + e2) = L(ey, e2) = R?.
Alla stessa conclusione si arriva applicando il Teorema del rango. Infatti:
dimIm f = dimR? — dimker f = dimR? — 0 = dim R

Quindi, essendo Im f un sottospazio di R? avente la sua stessa dimensione, si conclude
che Im f = R2.

Esercizio 3.22. Sia f : R® — R3, la proiezione ortogonale sul piano 7 : x +y = 0.
Trovare ker f, Im f e una loro base, e provare che R® = ker f @ Im f.

SOLUZIONE. 7 individua il sottospazio vettoriale
U={(v,y,2) €ER® |z +y =0} ={(a,—a,b) | a,b € R} = L(uy,us),

dove u; = (1,—1,0), ug = (0,0,1). Si verifica facilmente che {u;,us} ¢ una base di U,
quindi dim U = 2. Per ogni vettore v = (z,y,2) € R3, si ha

UGUL<:>v-u1:v-u2:0<:>x—y:z:0.

Quindi, U+ = {(z,y,2) e R® |z —y = 2 = 0} = {(¢,¢,0) | ¢ € R} = L(uz), dove
uz = (1,1,0). Chiaramente, {uz} ¢ base di U+ e dimU* = 1. Essendo f la proiezione
ortogonale su U, risulta:

fRR=UpU+ — R?
v=u+ut — Uu,
dove u (rispettivamente, u') indica la componente di v in U (risp., in U™).

v =u-+ut € kerf se e solo se u = 0, cio¢ se e solo se v = u+ € Ut. Quindi,

ker f = U+.
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Per quanto riguarda Im f, si noti che, dato v € U C R3, si ha f(u) = u. Quindi,
U C Im f. D’altro canto, per il Teorema del rango,

dimIm f = dimR® — dimker f =3 —1 =2 = dim U.

Quindi, essendo U un sottospazio di Im f avente la sua stessa dimensione, si conclude
che Im f = U. In particolare, & ovvio ora che R® = ker f ® Im f, poiché R® = U @ U+, e
ker f =U+ Imf=U.

Esercizio 3.23. Sia f : R® — R? lapplicazione lineare la cui matrice associata,

rispetto alle basi canoniche B e B’ di R® ed R? rispettivamente, ¢ A = < _11 (1) i )

a) Trovare f(1,2,3).
b) Trovare ker f, dire se f ¢ iniettiva e suriettiva.
c) trovare f1(1,2).

SOLUZIONE.

a) Considerando le matrici colonna X delle componenti di x = (1,2, 3) rispetto a B e
di f(1,2,3) rispetto a B, si ha

1
fa2s =Aa-x=( 1 U2 a7 )=
-1 11 4
3
1 0 2 . 0 .
b) v = (z,y,2) € ker f se e solo se 111 )ty =1 , da cui si ha

r+2z=y+ 3z =0. Quindi,
ker f = {(z,y,2) ER® |z + 22 =y +32 =0} = {(2a,3a, —a) | a € R} = L((2,3,—1)).

Poiché ker f non e il sottospazio nullo, f non e iniettiva. Dal Teorema del rango segue
che

dimIm f = dimR® — dimker f =3 — 1 = 2 = dimR%.
Di conseguenza, Im f = R2, cioe’, f & suriettiva.

c) Le terne (z,y,2z) € f~!(1,2) corrispondono alle soluzioni del sistema lineare
x
A- | y :(;),Chedax—l-?)z—l:y—l—?)z—lzo. Pertanto,
z

FUL2) = {(ry2) €R [ 42: 1=y 432 1=0) =
= {(1-2a,1-3a,—a)|acR}=(1,1,0) + ker f.
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Si noti che f(1,1,0) = (1,2), e si confronti il risultato trovato con quanto afferma il
Teorema di Rouché-Capelli circa le soluzioni di un sistema lineare e del sistema omogeneo
associato.

Esercizio 3.24. Sia f : R* — R® 'applicazione lineare tale che f(1,1) = (3,—1,0),
f(=1,1) = (1,0, —1).

a) Trovare La matrice A, associata ad f rispetto alle basi canoniche B e B' di R? e
di R? rispettivamente.

b) Trovare ker f e Im f.

c) trovare f~1(2,h,—1), dove h € R.

SOLUZIONE.
a) B={i,j}, B'={e1,e2,e3}. Risulta:

FLL) = fi+3) = f@) + F(),

(3,—1,0) 1
f(=11) = f(=i+3j) = —f@@) + f(5).

(1,0,-1)

Dalle due precedenti uguaglianze si ricava

. 1 1
fli) =er — 5 T 56,

: 1 1
f(j) =261 — 562~ 5

Visto che le componenti di f(i) ed f(j) formano la prima e la seconda colonna della
matrice A associata a f, concludiamo che

1 2
a={ -1 -3
L1
2 2
1 2 . 0
b) v = (z,y) € ker f se e solo se [ —1 —3 (y) = | 0 |, da cui si ha
1 1
3 —3 0
2 2

r+2y=x+y=x—y =0, equindi, zr =y = 0. Pertanto, ker f ¢ il sottospazio nullo,
cioe, f e iniettiva. Dal Teorema del rango segue che

dimIm f = dimR? — dimker f =2 — 0 = 2.

Si ha che

11 1 1

Imjf = L(f(i)af(j)):L<(17_§7§)’(27_§7_§)):

= L((2,-1,1),(4,—1,-1)) = {(2a + 4b,—a — b,a — b) | a,b € R}.
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c¢) Le coppie (z,y) € f~!(2,h,—1) corrispondono alle soluzioni del sistema lineare

2
A- ( z ) = h |, che & incompatibile per h # 1/3, mentre per h = 1/3 ha soluzione
—1
r = —2/3, y = 4/3. Pertanto, se h # 1/3 allora f~*(2,h,—1) = 0, mentre se h = 1/3
allora f~1(2,h,—1) = {(—2/3,4/3)}.

Esercizio 3.25. Sia f : R® — R3 lapplicazione lineare tale che, dati v, = (1,0,1),
vy = (0,1,-1) e vg = (0,0,2), risulta f(v1) = (3,1,0), f(ve) = (=1,0,2), f(vs) =
(0,2,0). Trovare le matrici associate ad f rispetto alla base canonica B = {i,j, k} di R3
e rispetto alla base B' = {vy, vq, v3}.

SOLUZIONE.
(3a170) :f(vl) :f(l,(),l) =f Z)+f(k)7
(=1,0,2) = f(v2) = f(0,1,-1) = f(j) — f(k),
<07 270) = f(UB) = f<0707 2) = Qf(k')

Per quanto riguarda Mp/(f), poiché conosciamo gia f(v;), ¢ = 1,2,3, dobbiamo solo
esprimere f(v;) come combinazione lineare di vy, ve,vs, 1 coefficienti della combinazione
lineare daranno i coefficienti della i-esima colonna di Mp/(f).

Siano a,b, ¢ € R tali che f(vy) = avy + bvg + cvs. Allora

(3,1,0) = a(1,0,1) + (0, 1, —1) + ¢(0,0,2) = (a,b,a — b+ 2¢),

da cui segue facilmente a = 3, b = 1, ¢ = —1. Analogamente, da f(vy) = a’vy + vy + 3
si ottiene @' = —1, b = 0, ¢ = 3/2, mentre da f(v3) = a"v; + b"vy + "v3 segue a” = 0,
b =2, " = 1. Quindi, la matrice associata a f rispetto alla base B’ ¢

3 -1 0
Mep(f)=| 1 0 2
-1 3/2 1
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Esercizio 3.26. Si considerino gli endomorfismi fi. di R® cosi definiti, al variare di

ke R:
fk(xaya Z) = (y+ Zakx + Y, _y>'

1. Dire per quali valori di k Uapplicazione fi, € un isomorfismo.

2. Calcolare fo(W), dove W = { (z,y,2) € R® | 2 — 2y = 3}, specificando se esso sia
un sottospazio vettoriale di R3.

SOLUZIONE.
1. La matrice di fj rispetto alla base canonica e
1
1

Ay, = . detA=—F.

o O
o O =

-1
Quindi fj € un isomorfismo per k # 0.
2. W={(u,v,20+3) | u,v € R}, quindi
Jo(W) = { (3v+3,v,—v) | v € R},

che non e un sottospazio vettoriale poiché non contiene il vettore nullo.

Esercizio 3.27. Consideriamo f : R? — R*?, (z,y,2) — ( ijZ z ; Y >

a) Provare che f ¢é lineare.

b) Trovare ker f, Im f e una sua base.
(a0 : .

c¢) Trovare f P al variare di a € R.

SOLUZIONE. a) ¢ lasciata per esercizio (segue facilmente dala dipendenza lineare dei
coefficienti di f(x,y,z) da z,y e 2).

b) v = (z,y, 2) € ker f se e solo se

22z r—y\ (00
y+z x A0 0 /)
Uguagliando i coefficienti delle due matrici, otteniamo x = y = z = 0. Pertanto, ker f e

il sottospazio nullo, cioe, f e iniettiva. Dal Teorema del rango segue che

dimIm f = dimR® — dimker f =3 — 0 = 3.
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Considerata la base canonica B = {i, j, k} di R3, risulta:

L(f(z‘),f(j),f(k»:L((g i)(? _01)7(? 8)):
{2, 77 Ymanes)

Poiche dim Im f = 3, le tre matrici che generano Im f formano una base di Im f.

Im f

c) Le terne (z,y,2) € f1 ( Cll 2 ) corrispondono alle soluzioni di

2z rv—y\ (a0
y+z x ~\1 a )’

cioe, del sistema lineare

2z = a,
r—y=20
y+z=1
T = a.

Risolvendo il sistema, si ottiene che e incompatibile per a # 2/3, mentre per a = 2/3 ha

soluzione # = 2/3, y = 2/3, 2 = 1/3. Pertanto, se a # 2/3 allora f~! ( Cf 2 ) =0,

mentre se a = 2/3 allora f~! ( 61L 2 ) ={(2/3,2/3,1/3)}.

Esercizio 3.28. Sia f : R® — R3 [l'applicazione lineare la cui matrice associata
rispetto alla base canonica B di R? ¢

1 1 -1
A= 1 -1 -1
0 2 0

a) Determinare vg f? (il rango di f* ) e ker f?.

b) Trovare ker f N Im f.

c) trovare f~1(V), dove V = L((1,0,0),(1,0,1)).

SOLUZIONE. a) Essendo A la matrice associata ad f rispetto a B, la matrice associata

a f? rispetto a B ¢

1 1 -1 1 1 -1 2 —2 -2
A2=A-A=|1 -1 =1 |-{1 =1 =1 |=]0 0 o0
0 2 0 0 2 0 2 —2 -2
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Risulta rg f? = rg A> = 1. Inoltre, poiche¢ dimIm f = rg f2 = 1, dal Teorema del rango
segue che dimker f =3 —1=2.

T 0
(z,9,2) €ker f2seesolose A2- | y | = 0 |, cioe, se e solose 2(x —y—2z) =0.
z 0

Pertanto,

ker f2 = {(z,y,2) ER® | x—y—2 =0} = {(a+3,0,8) | o, 8 € R} = L((1,1,0),(1,0,1)).

x 0
b) (z,y,2z) €ker fseesolose A- | y | =| 0 |, cioe, se e solo se
z 0
rT+y—z=0,
r—y—2=0
2y =0,

da cui segue x — z = y = 0. Pertanto,
ker f = {(z,y,2) €R’ |z — 2 =y = 0} = {(a,0,a) | a € R} = L((L,0,1)).

Si noti che, come ¢ ovvio, ker f C ker f2.
Considerata la base canonica B = {i, j,k} di R?, risulta:

Imjf = L(f(l)a f(j)v f(k)) =L ((17 170)7 (1’ -1, 2)7 (_17 _170)) =
= L((1,1,0),(1,-1,2)) ={(a +b,a — b,2b) | a,b € R}.

Si noti che (1,0,1) € Im f, e ker f = L((1,0,1)). Quindi, ker f C Im f, per cui, ker f N
Im f =ker f = L((1,0,1)).
¢) V =1L0((1,0,0),(1,0,1)) = {(a+b,0,a) | a,b € R} = {(x,y,2) € R® | y = 0}. Dato
v=(z,y,2) € R3 risulta:
vefTV)e fh)eVe (@+ty—z,o—y—22y) V.

I vettori di V' sono quelli con seconda componente nulla, quindi, v € f~*(V) se e solo se
x —1y — z = 0. Pertanto:

V) ={(z,y,2) R’ |2 —y — 2 =0}.

Esercizio 3.29. Fissato u =i —2j + 3k € R3, sia f: R3> - R3, v — 3u+uAwv.
a) Provare che f ¢ lineare.

b) Trovare la matrice associata ad f rispetto alla base canonica B di R?, ker f e Im f.
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SOLUZIONE. a) Per ogni v,v' € R3 e a,b € R:

flav+ ") = 3(av+bv") + (av+ ') Au = 3av + 300" + av Au+ av' ANu =
= aBuv+vAu)+b3 + v Au)=af(v) +bf().

Quindi, f e lineare.

b) Dalla definizione di f, segue

fi) = Bi+iAu=3i+iA(i—2j+3k)=3i—2k—3j,

f(G) = 3j+jN(GE—2j+3k)=35—k+ 34,
f(k) = 3k+kN(i—2j+3k)=3k+7j+ 2i.
Pertanto,
3 3 2
A=Mp(f)=1 -3 3 1
-2 -1 3
Poiché det A = 69 # 0, A e invertibile. Quindi, anche f e invertibile, cioe e iniettiva e

suriettiva, per cui, ker f = O e Im f = R3.

Esercizio 3.30. Sia f : R® — R3, (z,y,2) — (v +2y+ 2, —y — 2z, —3x+vy). Provare
che f ¢& invertibile, e trovare f~1.

SOLUZIONE. Troviamo la matrice associata ad f rispetto alla base canonica B di R3.
dalla definizione di f segue che:

f

—

i) = (1,0,—3) =i — 3k,

Pertanto,
1 2 1
A=Mg(f)=| 0 -1 —2
-3 1 0

La matrice A ha determinante 11 # 0. Quindi, A ¢ invertibile, per cui, f ¢ invertibile.
L’inversa di A e stata calcolata nell’Es. 1.20:

2/11  1/11  —=3/11
At=1| 6/11 3/11  2/11
-3/11 —7/11 —1/11
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Poiche A = Mp(f), A~ = Mp(f~'), quindi, per ogni (z,vy, z) € R>:

x 1 20 +y — 3z
f_l(x,y,z) = A_l' Yy :ﬁ 6I+3y+2 =
—3r—Ty—=z

1
= ﬁ(2x+y—3z,6x+3y—|—z,—3x—7y—z).

Esercizio 3.31. Sia f : R* — R3 lapplicazione lineare, la cui matrice associata
rispetto alle basi canoniche B e B’ di R* ed R? rispettivamente ¢é

12 1 -1
A= 01 6 -1
10 -4 1

a) Dire se f ¢ iniettiva o suriettiva.

b) Trovare f~Y(L(u)), dove u = (1,2,3).

SOLUZIONE. a) v = (2,9, z,t) € ker f se e solo se

Y /o
A‘Z:O,
-] \o

da cul si ricava il sistema lineare

r+2y+2—1t=0,
y+6z—t=0
r—3z2+1t=0,

che ha soluzione z +t =y —t = z = 0. Pertanto,
ker f = {(z,y,2,t) € R* | o+t =y—t = 2 =0} = {(a, —a,0,a) | a € R} = L((1,—1,0,1)).

Poiché ker f non e il sottospazio nullo, f non e iniettiva. Dal Teorema del rango segue
che

dimIm f = dimR* — dimker f =4 — 1 = 3 = dim R?.

Quindi, Im f = R3, cioe, f ¢ suriettiva.
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b) Poiché L(u) = {(b,20,3b) | b € R}, si ha che v = (z,y,2,t) € f~(L(u)) se e solo
se esiste b € R per cui

N b
A -Z [ 2 |,
; 3b
cioe,
r+2y+z—t=0,
y—+6z—t=20
xr —3z+t=3D,

La matrice del sistema ¢ A, erg A = dimIm f = 3. Poiché la matrice completa del sistema
e di tipo 3 x 5, anch’essa ha rango 3. Quindi, il Teorema di Rouché—Capelli assicura
la compatibilita del sistema, per ogni b € R. Cerchiamo una soluzione particolare vy,
dopodiché la soluzione generale sara data da vy + ker f. Ad esempio, richiedendo in piu

che t = 0, otteniamo la soluzione particolare z = %b, Yy = —gb,z = %b, t = 0. Pertanto,
21 5 3 21 5 3
f_l(L(u>> = (Zb7 _§b7 va O) + kerf = {(CL + va —a — §b7 Z_lb7 CL) | a, be R}

Esercizio 3.32. Si consideri I'endomorfismo f diR3 cosi definito, al variare di a € R,
fa(% Y, Z) = (ax, r+y+az, z) .

Descrivere ker f, ed Im f, al variare di a.

SOLUZIONE. ker f, = {(z,y,2) | ax =0, v +y+az =0, z = 0}. Se a # 0,
ker f, = {0} e quindi f, & un isomorfismo. Se a = 0, ker f, = {(¢t,—¢,0)} = L((1, —1,0)).
Ovviamente, se a # 0, Im f, = R3 mentre se a = 0 si ha Im fo = {(0,k, h)} = L(é, €3).

Esercizio 3.33. Sia Ry[t] lo spazio vettoriale dei polinomi su R di grado < 2 e B =
{t?,t,1} la sua base canonica. Si consideri l'endomorfismo f di Ry[t] cosi definito

fE)=0+1)7% f)=20"+1), f(1)=(t+1)"
1. f & un isomorfismo?
2. Determinare la matrice A associata ad [ rispetto alla base B.
3. Determinare ker f ed Im f come sottospazi di Ry[t].
SOLUZIONE.

1. Poiché f(t?) = f(1), I'applicazione f non ¢ iniettiva e quindi non ¢ un isomorfismo.
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2. f(B)=t>+2t+1, f(t) =2t>+2, f(1) =t*+ 2t + 1, quindi

1
A=1|2
1

[\ R el \V]

1
2
1

3. Indichiamo con p(t) = at® 4+ bt + ¢ il generico elemento di Ry[t]. Allora

ker f = {at> + bt +c|la+2b+c=0, 2a+2c=0}
={at® +bt+c|b=0,a+c=0}
={a(t*-1)|aeR}
=L((t* - 1))

Im f = L(t* + 2t +1,2t* + 1)

3.3 Autovalori ed autovettori

Esercizio 3.34. Siano V wuno spazio vettoriale di dimensione finitan, e f : V —V
un endomorfismo. Provare che

a) f & invertibile < 0 non é un autovalore di f;

b) Se A € K ¢ autovalore di f ed f ¢ invertibile, allora \™' ¢ autovalore di f~*.
SOLUZIONE. a) Poiché dim V' & finita, dal Teorema del rango segue:

f ¢ invertibile < f ¢ iniettiva < ker f = {0} < f(z) #O perogniz € V & Az c V
tale che x # 0 e f(z) = 0= 0z < 0 non & autovalore per f.

b) Poiché A ¢ autovalore di f, esiste z # 0€ V tale che f(z) = A - z. Allora,

v =fT(f(2) = [T (Ax) = AT (@)
Poiché f ¢ invertibile, A # 0 (vedi a)), quindi f~'(x) = A7z, con = # 0, cioe, A7 &
autovalore di f~1.
Esercizio 3.35. Sia f: R* — R? tale che (z,y) — (0,z).

a) Trovare autovalori ed autovettori di f, e dire se f é semplice.

b) Dire se R? = Im f @ ker f.

SOLUZIONE. a) Poiché f(1,0) = (0,1) e f(0,1) = (0,0), la matrice associata a f
rispetto alla base canonica {(1,0), (0,1)} di R? &
00
=(10)
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Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

-A 0

Ozdet(A—/\]):‘ Y

‘ Y
Quindi, I'unico autovalore di f e A = 0, di molteplicita algebrica 2. Troviamo il relativo
autospazio, V' (0) = ker f:

f(z,y) =(0,0) < (0,2) = (0,0) & = =0,

per cui, V(0) = {(z,y) € R?* | x = 0} = {(0,a) | a € R} = L((0,1)). Poiché la
molteplicita geometrica di 0 & dim V' (0) = 1 mentre la molteplicita algebrica € 2, f non e
semplice.

b) Im f = L(f(1,0), f(0,1)) = L((0,1),(0,0)) = L((0,1)) = ker f. Pertanto, R? #
ker f 4+ Im f = ker f.

Esercizio 3.36. Si consideri I’endomorfismo
[ Rslt] — Rt]

che rispetto alla base canonica P = {1,t,t*,t3} ¢ associato alla matrice

-2 0 0 0
0 -2 -6 -6
A= o 0 3 3
0O 0 =2 =2

Dire se f e semplice.

SOLUZIONE. Si vede facilmente che
det(A — A1d) = M A+ 2)2()\ - 1),

quindi gli autovalori sono \y = 0 con m; =1, A\a =1 con my =1, A\3 = —2 con mg = 2.
Gli autospazi sono

V(0) = L(—t* + 1) = dimV(0) =1
V(1) = L£(2t — 3t + 2t°) = dimV(1)=1
V(—-2) = L(1,1) = dimV(-2) =2

quindi f ¢ diagonalizzabile.
Esercizio 3.37. Si consideri l’endomorfismo f: R* — R* definito da
f(ao, a1, az,a3) = (—2ag, —2a; — 6ay — 6as, 3az + 3az, —2ay — 2as3)

e si veda se ¢ semplice.
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SOLUZIONE. L’esercizio e quello precedente poiché vale il seguente isomorfismo
¢: R3[t] = R*, ag + art + ast” + ast® — (ag, a1, as, a3).
Naturalmente ora

=(0,0,-1,1)
=(0,2,-3,2)
(1,
= (

<
0
N}
~
I
[
—~
S‘:’l
Sl
~—
||

1 0 0 0)
0,1,0,0)

La rappresentazione di f nella base B = {0;} ¢ data dalla matrice diagonale

00 0 O
~ 01 0 O
A= 00 -2 0
00 0 =2

Esercizio 3.38. Dati i vettori u = (1,—1,0), v = (=1,0,1) e w = (0,—1,2) in R3,
trovare un endomorfismo f di R? tale che u,v e w siano autovettori relativi rispettiva-
mente agli autovalori 1, —1 e 0. Un tale endomorfismo e unico?

SOLUZIONE. La matrice delle componenti di u,v e w rispetto alla base canonica di
R3 &

che ha rango 3, poiche il suo determinante ¢ —1 # 0. Quindi, {u,v,w} sono linearmente
indipendenti, per cui formano una base di R3. Supponiamo ora che f sia un endomorfismo
tale che u, v e w siano autovalori relativi a 1, —1, 0 rispettivamente. Allora, risulta f(u) =

u, f(v) = —v e f(w) = 0 e quindi, la matrice associata ad f rispetto alla base B’ =
{u,v,w} ¢
1 0 0
A=|10 -1 0
0 0 0

Di conseguenza, un tale endomorfismo esiste ed inoltre € unico, poiché, fissata la base
= {u,v,w}, esiste un unico endomorfismo f avente A come matrice associata rispetto
a B’

Esercizio 3.39. Con riferimento all’endomorfismo f dell’esercizio 3.19, stabilire se
f ed f3 sono semplici.

SOLUZIONE. Gli autovalori di A sono le radici reali dell’equazione caratteristica
q

A= AId| = (1 =X\ =X+1)=0.
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Poiché esistono radici non reali, A non e diagonalizzabile e quindi f non e semplice. Invece

—1/2 0 V/3/2 -1.0 0
A% = 0 1 0 |, A=10 1 0
—/3/2 0 —1/2 0 0 -1

Essendo A3 diagonale, f3 & semplice.
Esercizio 3.40. Sia S= {A € R*? | A= A'}.

a) Provare che esiste un unico endomorfismo f di S tale che
1 0 1 -2 01 h 0
(0 1) (L 3) ()= (0.0,
2 0 2 -1
(05 5)-(4 )
dove h € R.

b) Trovare, al variare di h in R, gli autospazi di f e una loro base.

c) Stabilire per quali valori di h € R, f é semplice.
SOLUZIONE. a) Come nell’Es. 3.38, per garantire esistenza ed unicita ad f bas-

ta provare che {A1:<(1) ?),AQI(? i),Agz((Q) i)l)}éunabasedis.

Poiché dimS= 3 (vedi Es. 4.1), basta provare che le tre matrici sono linearmente
indipendenti. Siano a, b, c € R tali che

(od) () (G 5)=(0)

Uguagliando i coefficienti otteniamo a + 2c = b = a + b — ¢ = 0, da cui segue facilmente
a =b=c =0, per cui, Ay, Ay e A3z sono linearmente indipendenti. Quindi, f e
univocamente determinato.

b),C)SianOE1:(1 O>,E2:(0 1>,E3:<0 0>.POiChéA1:E1—|—E3,

0 0 10 01
A2:E2+E36A3:2E1—E3,Siha
f(E) + f(B3) = f(A1) = By — 2By + 3E3,
f(E2) + f(E3) = f(A2) = hEy + (2 — h)Es,

2f(Ey) — f(E3) = f(A3) = 2B — Es,

da cui otteniamo
f(Ey) = By — Ey + Es,
f(Ey) = hEy + E3 — hE;,
f(Es) = —Fy + 2FE;.
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Pertanto, la matrice associata ad f rispetto alla base {FEy, Fy, F3} &

A= -1 1 -1
1 —-h 2

Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

1-X A 0
O=det(A—X)=| -1 1-X -1 |=—-(1-X*N\-2),
1 ~h 2—

e quindi, \; = 1 di molteplicita algebrica 2, e Ay = 2, di molteplicita algebrica 1, per ogni
h € R. Troviamo i corrispondenti autospazi.

V(1) & costituito dai vettori le cui componenti a,b,c € R rispetto a {Fj, Fy, F3}
soddisfano

a 0 h O a hb
O=A-0-{ b= -1 0 -1 |-|10b]|= —a—c :
1 —-h 1 c a—hb+c

cioe, (a, b, c) deve essere soluzione del sistema lineare

hb =0,
a+c=0,
a—hb+c=0.

Se h # 0, le soluzioni del sistema sono le terne (a,b,c) tali che b = a + ¢ = 0, per cui,

-{(5 % Jmer}-2((3 2)

Poiché la molteplicita algebrica di Ay = 1 ¢ 2 mentre la molteplicita geometrica ¢
dim V(1) =1, per h # 0 f non ¢ semplice.
Se h = 0, le soluzioni del sistema sono le terne (a, b, ¢) tali che a 4+ ¢ = 0, quindi,

o={(; ) mees)-e((3 4)(41)

In questo caso, la molteplicita algebrica e geometrica di A\; sono entrambe uguali a 2.
Poiché per A3 ¢ comunque vero che molteplicita algebrica e geometrica coincidono, essendo
la molteplicita algebrica, che ¢ uguale a 1, la maggiore delle due, possiamo gia concludere
che, per h =0, f e semplice.

V(2) & costituito dai vettori le cui componenti a,b,c¢ € R rispetto a {Ey, Fy, Es}
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soddisfano
a -1 A 0 a —a+ hb
0=(A-2I)- b = -1 -1 -1 ]- b = —a—b—c |,
1 —-h O c a— hb

cioe, (a, b, c) deve essere soluzione del sistema lineare

—a+ hb =0,
a+b+c=0,
a—hb=0.

Le soluzioni del sistema sono le terne (a, b, ¢) tali che a+hb = a+b+c =0, da cui segue
a = —hb, ¢ = (h — 1)b. Pertanto,

va={( o) rerp e (10 0)

Comer abbiamo gia osservato, la molteplicita geometrica di Ay ¢ effettivamente sempre
uguale a 1.

Esercizio 3.41. Si considerino lo spazio vettoriale R® con la struttura euclidea stan-
dard e l’endomorfismo

R =R (2,9,2) — (%x + ay, ga: — %y,z)
cona, h € R ed a # 0.
1. Descrivere, al variare dei parametri a ed h, i sottospazi ker f ed Im f.
2. Posto h = %, trovare per quali valori di a applicazione f e semplice.

SOLUZIONE.

1. Per trovare ker f consideriamo il sistema lineare

1

Zm+ay=0, % a 0
at =3y =0, A=(g —3 0
Z—0, 0 0 1

Ora det A = —}l — h.
Per h # —% ed a arbitrario si ha ker f = 0 e Im f = R3.

Per h = —% ed a arbitrario si ha

ker f = {(—2at,t,0)}, Im f = £((2a,—1,0),(0,0,1)).

Quindi, dimker f = 1, dimIm f = 2 in questo caso.
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2. Gli autovalori sono le radici reali dell’eq. caratteristica seguente (con h = %):
det(A— ) =(1-AN(\—1)=0,

quindi A = 1 con molteplicita 2 e A = —1 con molteplicita 1.

L’autospazio corrispondente a A = 1 ¢ V(1) = {(2ay,y, 2)}, quindi dim V(1) = 2
per ogni a. Ne segue che, per h = 3/4, l'applicazione f ¢ semplice per ogni a.

Esercizio 3.42. Con riferimento all’esercizio 3.26, e considerando R? con la struttura
euclidea standard, dire per quali valori di k 'endomorfismo fi. ¢ semplice.

SoLUZIONE. Gli autovalori di f; sono le radici reali del polinomio caratteristico
det(Ap — M) = (A* —k)(1 = \).

Quindi se £k > 0 e k # 1, 'endomorfismo f; € semplice poiché ha tre autovalori reali
distinti vk, 1; se k < 0, fi non & semplice poiché le radici del polinomio caratteristico
non sono tutte reali; se £ = 1 gli autovalori sono \; = 1 con molteplicita algebrica 2 e
Ay = —1, e risulta

V(l):{(xvyyz)€R3|_x+y+Z:0, JZZO, —y—Z:O}
:{(07t7_t)|t€R}7

quindi dim V(1) = 1 ed f; non ¢ semplice.

Esercizio 3.43. Sia f: R*? — R*?, X — A(X — X")A, dove A = ( (2) 1 )

a) Trovare ker f e Im f.
b) Dire se f ¢ semplice.

SOLUZIONE. a) Sia X = ( Ccl 2 ) un generico elemento di R??. Risulta:

o= () ((ea)- (o)) (81)-

- 2c—2b b—rc
o 2c—2b c¢c—b )
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In particolare, se B = {E1, Fy, E3, F4} ¢ la base canonica di R*?, si ha

ey = 1y 0)=(00)
e = (0 0)=(5 4)
e = (1 0)=(5 7).
o - o(31)-(11)

Quindi, la matrice associata ad f rispetto alla base canonica B e

0 -2 2 0
0 1 -10
Me()=|g 29 2 o
0 -1 1 0

X € ker f se esolose f(X) = O cioe, se i suoi coefficienti a, b, ¢, d verificano 2¢ — 2b =
b—c=c—b=0,da cui segue b = c. Pertanto,

kerf:{(‘(f g) |b:c}:{(§j 2) |a,b,deR}=S7

cioe, ker f ¢ il sottospazio delle matrici simmetriche. In particolare, dimker f = 3 e
quindi, per il Teorema del rango, dimIm f =4 — 3 = 1. Risulta:

tn f = LB, B, B SED =L (5 1))

b) Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

A =2 2 0
0 1-Xx -1 0
0 -2 2=-X 0
0 -1 1 —-A

0 = det(Mp(f) — M) =

e quindi, A\; = 0 di molteplicita algebrica 3, e Ay = 3, di molteplicita algebrica 1.

V(0) = ker f, e quindi ha dimensione 3. Poiché la molteplicita algebrica di Ay =3 ¢ 1,
anche la molteplicita geometrica, che € sempre minore o uguale di quella algebrica nonché
maggiore o uguale a 1, ¢ 1. Quindi, essendo il polinomio caratte- ristico interamente
decomponibile in R e coincidendo molteplicita algebrica e geometrica di ogni autovalore,
possiamo concludere che f e semplice.



84 Capitolo 3. Spazi vettoriali

Esercizio 3.44. Sia f : R® — R®, endomorfismo, tale che ker f = {(z,y,2) € R? |
20 —y=0} e V(1) ={(z,y,2) ER®} | 2+ 2y = 2 =0}.

a) Provare che R3 =ker f @ V(1).

b) Interpretare geometricamente f, dire se f & semplice e, in tal caso, trovare una
base di autovettori.
c¢) Trovare Mg(f), dove B ¢ la base canonica di R3.

SOLUZIONE. a) La somma di ker f = V(0) e V(1) ¢ diretta, essendo autospazi relativi
ad autovalori distinti. Osserviamo che

ker f = {(a,2a,b) | a,b € R} = L((1,2,0),(0,0,1)),
da cui segue facilmente che dimker f = 2, e
V(1) ={(-2¢,¢,0) | ce R} = L((—2,1,0)).
Dalla relazione di Grassmann:
dim(ker f ® V(1)) = dimker f +dim V(1) =2+ 1 = 3 = dimR?,

per cui, kerf ® V(1) = R3,

b) Gli autovalori di f sono A; = 1, di molteplicita geometrica dim V(1) =1, e Ay = 0,
di molteplicitd geometrica dimker f = 2. Poiché R* = ker f ® V(1) = V(0) @ V (1),
possiamo concludere che f & semplice. Otteniamo una base di autovettori unendo una
base di ker f con una base di V(1). Ad esempio, {(1,2,0),(0,0,1),(—2,1,0)} ¢ una base

di autovettori per f. Per interpretare geometricamente f, osserviamo che
fR=kerfoV(l) — R
r=u+v +—— .
Quindi, f annulla la componente del vettore z in ker f, e lascia invariata la componente
in V(1). Osserviamo infine che ker f e V(1) sono sottospazi ortogonali di R? rispetto al

prodotto scalare standard. Pertanto, possiamo concludere che f ¢ la proiezione ortogonale
sulla retta V(1).

c) Risulta:

7(0) +2/() = £(1,2,0) = (0,0,0),
7(k) = 7(0,0,1) = (0,0,0),
“2f(i) + f(j) = F(~2,1,0) = (~2,1,0) = ~2i +

e quindi, otteniamo
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Quindi, la matrice associata a f rispetto a B = {i, j, k} ¢

4 _
5

Mp(f)=1| —

=}
SIS
Ol
SIS
o O O

Esercizio 3.45. Sia f : R3[z] — R3[z], endomorfismo, tale che f(x + 1) = 423 +
5r2+3z+1, f(2® — 2>+ 1) =32 =22+ 3z + 1, f(z*+22°> — 1) = —ba® + 522 — 4o — 1
e f(x3) = —a3.

a) Trovare A = Mp(f), dove B = {1,x,2? 23}.
b) Trovare ker f e Im f.

c) Provare che f ¢ semplice, trovare una base B’ di autovettori e la matrice P di
passaggio dalla base canonica B a B'.

SOLUZIONE. a) Risulta:

I
W
S

w
+
(O8]
=

(3%
+

[\}
S
+

=

Quindi, la matrice associata a f rispetto a B e

10 0 0
21 -1 0
A= Msp(f) = 32 4 0
40 0 -1

b) p(z) = a + bx + cx® + dz® € ker f se e solo se

10 0 0 a 0
2 1 -1 0 b | [0
32 4 0 c | o]
40 0 -1 d 0
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da cul si ottiene il sistema lineare

a =0,

20 +b—c=0,
3a+2b+4c =0,
4a —d =0,

che ha l'unica soluzione (a,b,c,d) = (0,0,0,0). Quindi, ker f = O, cioe, f ¢ iniettiva, e
quindi, essendo un endomorfismo, ¢ un isomorfismo di Rs[z]. In particolare, Im f = Rj[x].

c¢) Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

1-X 0 0 0
2 1-X -1 0
0=det(A—-A)=| § 5 4-x 0 =N =D(A-2)(\—3).
4 0 0 —1-=A
Quindi, gli autovalori di f sono A\y = =1, Ay = 1, A3 = 2 e \y = 3. Poiché f ha

4 = dim R3[z] autovalori tutti distinti tra loro, f & semplice. Troviamo i relativi autospazi,
per poter trovare una base di autovettori.
Poiché f(23) = —2® e dim V(—1) = 1, possiamo gia concludere che V(—1) = L(x3).
Gli elementi di V(1) sono i polinomi p(x) = a + bx + cx* + dz? tali che

00 0 O a
2 0 -1 0 b

0=MA=DX=| 4,5 3 | c |’
40 0 -2 d

da cui otteniamo ¢ = d = 2a, b = —Ja. Quindi, V(1) = L(2 — 9z + 42? + 42?).
Gli elementi di V/(2) sono i polinomi p(x) = a + bx + cx* + dz? tali che

-1 0 0 0 a

2 -1 -1 0 b
0=(=20X=| 5 o 4 c |’

4 0 0 -3 d

da cui otteniamo a = d =0, b = —c. Quindi, V(2) = L(x — 2?).
Gli elementi di V/(3) sono i polinomi p(z) = a + bx + cx? + dz? tali che

-2 0 0 0 a
2 -2 —1 0 b

0=(A-DX= 32 1 0 c |’
4 0 0 —4 d

da cui otteniamo a = d = 0, ¢ = —2b. Pertanto, V(3) = L(z — 22?).
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In conclusione, una base di autovettori di f ¢ data da B’ = {22 — 92 +42% + 423, x —

22, v — 22%}. La matrice P di passaggio da B a B’ ¢ la matrice delle componenti dei

vettori di B’ rispetto a B, cioe,

1 2 0 0
0 -9 1 1
P= 0 4 -1 -2
0 4 0 0

Esercizio 3.46. Sia f : R® — R3, endomorfismo, tale che

1
A=Mp(f)=1| 3
h

o NN O
— = >

dove B ¢ la base canonica di R® e h € R.
a) Dire per quali valori di h, f é un isomorfismo.

b) Dire per quali valori di h, f é semplice.

SOLUZIONE. a) f ¢ un isomorfismo < f ¢ invertibile < A = Mp(f) ¢ invertibile <
det A # 0. Poiché det A = 2 — 2h?, concludiamo che f & un isomorfismo se e solo se
h# +1.

b) Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

1-A 0 h
O=det(A—A)=| 3 2-X 1 |=-A=-2)A—1+h)(A—1=h).
h 0 1-2A\

Quindi, gli autovalori di f sono A\ = 2, A\s = 1 —h, A3 = 1+ h, e la loro molteplicita
dipende da h € R. Osseviamo che

)\2:>\3<:>h:(),
)\1:>\2<:>h:—1,
AM=N& h=1.

Quindi, se h # 0,1, —1, allora f ha 3 autovalori a due a due distinti, e quindi, f & semplice.
Restano da esaminare i casi h =0, h=1e h = —1.

Supponiamo prima che h = 0. Gli autovalori di f in tal caso sono A\; = 2, di molteplic-
ita (algebrica, e quindi anche geometrica ) 1, e Ay = 1, di molteplicita algebrica 2. Tro-
viamo la molteplicita geometrica di 1, cioe, dim V' (1). Gli elementi di V(1) sono i vettori
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di R3 le cui componenti x,y, z soddisfano

00 0 x
0=A-DNX=|3 11 y |,
00 0 2

da cui otteniamo 3z 4+ y + z = 0. Pertanto,

V(1) = {(z,9,2) €R® |3z +y+2=0}={(a,b,~3a —b) | a,b € R} =
= L((1,0,-3),(0,1,—1)).

Si verifica facilmente che (1,0, —3) e (0,1, —1) sono linearmente indipendenti, quindi la
molteplicita geometrica di 1 ¢ dim V(1) = 2 e coincide con la molteplicita algebrica.
Poiché il polinomio caratteristico ¢ interamente decomponibile in R e per ogni autovalore
molteplicita algebrica e geometrica coincidono, possiamo concludere che, per h =0, f e
semplice.

Sia ora h = 1. Gli autovalori di f in tal caso sono A; = 2, di molteplicita algebrica 2, e
Ao = 0, di molteplicita (algebrica, e quindi anche geometrica) 1. Troviamo la molteplicita
geometrica di 2. Gli elementi di V(2) sono i vettori di R? le cui componenti z,y, 2
soddisfano

-1 0 1 T
0=(A-2)X = 3 0 1 -1y |,
1 0 -1 z

da cui otteniamo x = z = 0. Pertanto,

V(2) ={(z,y,2) e R® |z = 2 = 0} = L((0,1,0)).

Poiché la molteplicita geometrica di Ay = 2 ¢ dimV(2) = 1, mentre la molteplicita
algebrica e 2, possiamo concludere che, per h = 1, f non e semplice.
Sia infine h = —1. Gli autovalori di f in tal caso sono A\; = 2, di molteplicita algebrica

2, e A\3 = 0, di molteplicita (algebrica, e quindi anche geometrica) 1. Gli elementi di V'(2)
sono i vettori di R? le cui componenti z,y, z soddisfano

-1 0 -1 T
0=(A-2)X = 3 0 1 -1y |,
-1 0 1 z

da cui otteniamo x = z = 0. Pertanto,V(2) = L((0,1,0)). Poiche la molteplicita geomet-
rica di Ay =2 & dim V' (2) = 1, mentre la molteplicita algebrica ¢ 2, possiamo concludere
che, per h = —1, f non ¢ semplice.
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Esercizio 3.47. Sia

1 0 kO

0 -1 0 1
A= 0 0 1 0 |

0 0 0 2

dove k € R.
a) Trovare gli autovalori di A.

b) Dire per quali valori di k, A é diagonalizzabile.

SOLUZIONE. a) Fissati uno spazio vettoriale di dimensione 4 (ad esempio, R*) e una
sua base (ad esempio, quella canonica B), la matrice A determina univocamente un
endomorfismo f di tale spazio vettoriale, la cui matrice associata, rispetto alla fissata
base, ¢ A. Gli autovalori di A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

=X 0 k0
1A 1

0=det(A-AD)=| | N RIS PN}
0 0 0 2-2A

Quindi, gli autovalori di f sono A\; = 1, di molteplicita algebrica 2, Ao = —1 e A3 = 2,
questi ultimi di molteplicita (algebrica, e quindi anche geometrica) 1, per ogni k € R.

b) A e diagonalizzabile se e solo se f € semplice. Visto che per per As e A3 le molteplicita
algebriche e geometriche coincidono, f & semplice se e solo se dim V(1) = 2, perche in
tal caso anche per A\; = 1 le molteplicita algebrica e geometrica coincidono. Gli elementi
di V(1) sono individuati da quadruple (z, vy, z,t) di componenti rispetto alla fissata base,
tali che

0 0 k£ O €T

B | 0 =2 0 1 Y
0=(A-N)X= 0 0 00 2 |

0 0 0 1 t

da cui otteniamo y =t = kz = 0. Pertanto, dobbiamo distinguere due casi.

Se k # 0, allora le soluzioni sono date da y = z = t = 0, ossia, dalle quadruple
(,0,0,0) = 2(1,0,0,0). Pertanto, dim V(1) = 1 # 2, e quindi, se k # 0, allora A non ¢
diagonalizzabile.

Se k = 0, le soluzioni sono date da y = ¢t = 0, cioe dalle quadruple (x,0,z,0) =
x(1,0,0,0) + 2(0,0,1,0). In tal caso, dim V(1) = 2 e quindi, per k£ = 0, A ¢ diagonaliz-
zabile. Naturalmente in tal caso una matrice diagonale simile ad A e quella avente lungo
la diagonale principale gli autovalori 1 (2 volte), —1 e 2.

Esercizio 3.48. Sia f: K®> — K3, (z,y,2) — (v — 2,2y, 2 + y + 2).
a) Trovare gli autovalori di f, per K =R e per K = C.
b) Dire se f ¢ semplice, per K =R e per K = C.



90 Capitolo 3. Spazi vettoriali

SOLUZIONE. a),b) Dall’espressione di f si ricava (sia per K = R che per K = C)

f£(1,0,0) = (1,0,1) = (1,0,0) + (0,0, 1),
£(0,1,0) = (0,2,1) = 2(0,1,0) 4+ (0,0, 1),
f£(0,0,1) = (-1,0,1) = —(1,0,0) + (0,0, 1).

Pertanto, in entrambi i casi, la matrica associata ad f rispetto alla base B = {(1,0,0),
(0,1,0),(0,0,1)} e
10
A=10 2 0
11 1
Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

I-x 0 -1
O=det(A—=X)=| 0 2-X 0 |=—-A=2[X=1)72+1).
1 I 1-2X

Se K = R, l'unico autovalore reale di f e quindi Ay = 2, di moolteplicita algebrica 1.
Poiché il polinomio caratteristico di f non e interamente decomponibile in R, possiamo
concludere che f non e semplice.

Se invece K = C, gli autovalori di f sono Ay =2, Ay =1 —17e A3 = 1+ 14, tutti di
molteplicita algebrica, e quindi anche geometrica, uguale a 1. Poiché f ¢ definita su uno
spazio vettoriale, C?, di dimensione 3 su C, ed ha 3 autovalori complessi a due a due
distinti, concludiamo che f & semplice.

Esercizio 3.49. Si consideri [’endomorfismo
[ R = R3 f(zx,y,2) = (—y,,22).

Dire se f ¢ semplice. Se si sostituisce R? con C3, f rimane un endomorfismo semplice?

SOLUZIONE. Poiché f ammette solo un autovalore reale A = 2 di molteplicita algebrica
1, Pendomorfismo non & semplice. Mentre lo stesso endomorfismo, pensato su C3, cioe

f: C3 - C37 f(x7y7z) = (—%%22),
ha tre autovalori distinti £4, 2, quindi ¢ semplice.

Esercizio 3.50. Sia f: C* — C3 endomorfismo, tale che f(e)) = —kes, f(es) = ke,
f(e3) = 2e3, dove k € C e B = {ey,e,e3} ¢ la base canonica di C3.

a) Dire per quali k € C, f ¢ semplice, e scrivere Mp(f1).

b) Dire per quali k € C, f & semplice.
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SOLUZIONE. a) Dalle condizioni elencate otteniamo subito che la matrice associata a
f rispetto a B ¢

0 k 0
A=My(f)=| -k 0 0
0 0 2

f ¢ invertibile se e solo se A ¢ invertibile, ossia det A = 2k? # 0. Quindi, f ¢ invertibile
se e solo se k # 0. Troviamo ora Mp(f~!), per k # 0.

f(€1) = —key = e = f_l(—/f€2) = —/ff 1(62) f_l(ez) = — €1
flea) = key = ex = [ (key) = kf~(e1) = [ (e1) = e,
fles) =2e3 = eg = [7'(2e3) = 2 '(e3) = [~ (e3) = 3e3
Pertanto,
0 —¢ 0
Mp(f=[3 0 0
0 0 1

b) Gli autovalori di f sono le soluzioni dell’equazione caratteristica

-\ k 0
O=det(A—-X)=| -k =X 0 |=02-NN+E)= 2N\ Lik),
0 0 2-2AX
cioe, \1 = 2, \y = —ik, A3 = ik. Osserviamo che

A=A k=0,
)\1:/\2<:>]€:2i,
)\1:>\3<:>]€:—2Z

Quindi, se k # 0,2, —2i, allora f ha 3 autovalori a due a due distinti, e quindi, f e

semplice. Restano da esaminareicasi k=0, k =21e k= —2i.
Supponiamo prima che £ = 0. Gli autovalori di f in tal caso sono A\; = 2, di moltepli-
cita (algebrica, e quindi anche geometrica ) 1, e Ay = 0, di molteplicita algebrica 2

Troviamo la molteplicita geometrica di 0, cioe, dim V' (0)=dim ker f. Gli elementi di V'(0)
sono i vettori di C? le cui componenti z,y, z soddisfano

N OO
<

0 0
0=AX=10 0
0 0

da cui otteniamo 2z = 0. Pertanto,

V() = {(z,9,2) €C*| 2=0} ={(a,b,0) | a,b € C} =
= L((1,0,0),(0,1,0)).
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Quindi, la molteplicita geometrica di 0 ¢ dim V' (0) = 2 e coincide con la molteplicita
algebrica. Poiche il polinomio caratteristico ¢ interamente decomponibile in C e per ogni
autovalore molteplicita algebrica e geometrica coincidono, possiamo concludere che, per
k=0, f & semplice.

Sia ora k = 2i. Gli autovalori di f in tal caso sono A; = 2, di molteplicita algebrica
2, e Ay = —2, di molteplicita (algebrica, e quindi anche geometrica) 1. Troviamo la
molteplicita geometrica di 2. Gli elementi di V'(2) sono i vettori di C? le cui componenti
x,1, z soddisfano

0 2 0 T 2z
0=AX =2X = -2t 0 O Y = 2y |,
0 0 2 z 2z

da cui otteniamo z = iy. Pertanto,
V(2) = {(z,y,2) € C* | z = iy} = L((4,1,0),(0,0,1)).

Poiché la molteplicita geometrica di \; = 2 & dim V' (2) = 2, possiamo concludere che, per
k = 2i, f & semplice.
Il caso k = —2¢ ¢ analogo al caso k = 21, ed ¢ lasciato per esercizio.

Esercizio 3.51. Con riferimento all’esercizio 3.32,
1. dire per quali valori di a ’endomorfismo f, & semplice;

2. nel caso a = 0, trovare la matrice associata ad f, rispetto alla base

B ={v, =(1,1,0), th = (-2,-1,0), 5= (1,0,—1)}
e dire se essa e diagonalizzabile.

SOLUZIONE.

1. La matrice associata ad f, rispetto alla base canonica B &

00
A= 1 a|; inoltre det(A — AId) = (@ — \)(1 — \)?,
0 1

S = Q

quindi gli autovalori sono A = a e A = 1 con molteplicita algebrica almeno 2. Ora

V() ={(z,y,2) | (a— 1)z =0, z+az =0}

Se a # 0,1 allora V(1) = {(0,h,0)}; quindi dim V(1) =1 ed f, non ¢ semplice.
Se a = 0 allora V(1) = {(0, k1, k2) }; quindi dim V(1) = 2 ed f; & semplice.

Se a =1, allora V(1) = {(h1, hg, —h1)}, quindi dim V(1) = 2 ed f; non ¢ semplice,
poiché la molteplicita algebrica di A =1 e 3.
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2. La matrice del cambiamento della base ¢

1 -2 1
P=11 -1 0 |; det P =—1#0.
0 0 -1
Allora
1 -2 1 -1 2 -1
Adj(P)=[1 -1 1|, P'=|-11 -1
0 0 1 0 0 —1
000 ~ 4 —6 3
ME(f)=[1 1 0o); ME(fo)=P ' ME(fo)P= 2 -3 2
0 0 1 0 0 1

Si noti che P = Mg(IdRs). Ora ./\/lg e diagonalizzabile poiché fy & semplice, per
quanto visto al punto precedente.

Esercizio 3.52. Sia f: R3> — R? ['endomorfismo associato, relativamente alla base
canonica di R3, alla matrice

A:

—_ =
—_ = =
—_ = =

1. Provare che ker f @ Im f = R3.

2. Determinare, dopo aver osservato che esiste, una base di R® formata da autovettori

di f.

3. L’espressione A® = 3A2, dove A ¢ la matrice data, ¢ un’identita? Da A® = 3A% si
puo dedurre A =317

SOLUZIONE.

L. ker f ={(z,y,2) |v+y+2=0} = dim(ker f) =2,
Im f = L(V), dove ¥ = (1,1,1) = dim(Imf)=1.
Quindi Im f = {(h,h,h) | h € R}. Si verifica immediatamente che ker f NIm f =
{0}
2. A e una matrice simmetrica, quindi esiste una base di autovettori.
det(A—A)=3X - =0 = \=0 con molteplicita 2 e A = 3.

Determiniamo una base di V' (0) e V/(3). Per quanto visto al punto precedente, segue

= (1,0,1), s = (0,1, —1), iy = (1,1,1).
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3. Si verifica facilmente che A? = 34 e quindi A3 = 3A42%. Poiché A non & invertibile
non si puo dedurre che A = 31.

Esercizio 3.53. Con riferimento all’endomorfismo [ dell’esercizio 3.33, dire se f e
semplice e trovare gli autospazi relativi ad f.

SOLUZIONE. det(A—AI) = —X3+2)\2+8\ =0 = A = 0, —2,4. Gli autospazi avranno
tutti dimensione 1. Piu precisamente

V(0) =ker f = L(t* — 1)
V(—2) = ker(f 4 21d)
={at’ +bt+c|3a+2b+c=0,2a+2b+2c=0, a+2b+3c=0}
={a(t* -2t + 1)} =L(t* -2t + 1),
V(4) = ker(f — 41d)
={at® +bt+c|-3a+2b+c=0, 2a—4b+2c=0, a+2b—3c=0}
={a(t®*+2t+ 1)} =L(*+ 2t +1).

f € sempre semplice poiché A & simmetrica.

3.4 Esercizi di riepilogo
1. Verificare che:

o V={AecR" |tr(A) =0} ¢ un sottospazio vettoriale di R™";
o W ={peRy[t] | p(1) =0} & un sottospazio vettoriale di Ry[t];
o V={AecR"|det(A) =0} non & un sottospazio vettoriale di R"™.

2. Determinare i valori del parametro h € R per cui i seguenti sottoinsiemi siano
sottospazi di R3:

U={(z,y,2) R |ha+ (W* - 1)y+h*—4d=(h—1)y—2z—h+2=0}
V=A{(z,y,2) eR? |hx —y+h*—1=(h—1)y* — 2 =0};
W={(z,y,2) R | he —y+h—1=(h—1)y—2+h=0}
Z={(z,y,2) €eR*|hx —y*+h—1=(h—1)y+ 3z = 0};

3. Sia F lo spazio vettoriale delle funzioni reali di una variabile reale.

(a) Provare che, fissato zy € R,
W={f:R—=R]|f(z) =0}

e un sottospazio vettoriale di V.
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(b) Provare che i vettori e, e** € F sono indipendenti.
4. In Ry[t], spazio vettoriale dei polinomi di grado < 2, si considerino i seguenti vettori
pi(t) =1 —t+2t%, po(t) = —2+1%, p3(t) = -1 —t+3t%, qt) =1+t.

(a) Vedere se py,pa, p3 sono dipendenti.
(b) Scrivere Wy = L(p1,p2,p3) e Wa = L(q).

(c¢) Gli spazi W; e Wy sono tra loro supplementari 7

5. Sia R*3 lo spazio vettoriale delle matrici di ordine 3. Si considerino i vettori

110 010
Alz 0 1 1 ,AQZ O O 1 9
0 0 1 000

e gli insiemi

W;={X eR*» | XA, =A,X} i=12.
(a) Verificare che Wy = W,

(b) Dimostrare che W; & un sottospazio vettoriale di R*® e determinarne una base.

6. Si consideri il sottospazio
V={(z,z+2—2tz1t)| 2,y 2tcR} CcR
e 'endomorfismo
V=V, flr,e+z—2tz21t)=(he— (h+1)t,he+ 2+ (1 —h)t, z —t),
con h € R. Per quali valori di A 'endomorfismo f ¢ semplice?

7. Spazio vettoriale V', base B = {9}, Uy, U3 }.

Si consideri 'applicazione lineare f : V' — V tale che

LS 3. L . 1 L L L L
f(’l)l + 'UQ) = 51)2 s f(’Ul — 2'1)3) = —51)2 — 3U3 s f(2’U1) = 4U1 — Vg + 2'1]3 .

Verificare che f ¢ invertibile e determinare la matrice associata ad f~! (inversa di
f) rispetto alla base B.

8. Spazi vettoriali numerici.

Si consideri I'applicazione lineare f : R* — R? la cui matrice rispetto alle basi

canoniche ¢
2 01
A= ( 1 5 3 ) ’
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(a) Determinare l'immagine, mediante f, del vettore @ = (1,0,3) e quella del
sottospazio vettoriale

H={(r,y,2) €ER* |z +y+2=0}.
(b) Trovare, se esistono, le controimmagini del vettore v = (0,3) € R?.

- = =

9. Spazio vettoriale R3, base canonica B = {1, j, k}.

Dopo aver verificato che i vettori
61:(07071)a ﬁQZ(Oalvl)y ﬁ1:(17171)7
formano una base di R?, si consideri I'applicazione f : R? — R? lineare tale che

f(ﬁl) = (27 3, 5) ) f(ﬁ2) = (_17 0, 2) ) f(ﬁii) = (07 3, 9) )
(a) Provare che R® = ker f @ imf.

(b) Si trovi una base B = {é}, é,, €3} tale che &) € ker f.

10. Spazio vettoriale numerico.

Si consideri ’endomorfismo
f:R* = R?: f(x,y) = (—2x + 3y,22 — 3y) .

(a) Provare che f ¢ diagonalizzabile.

(b) Determinare I’ endomorfismo g : R* — R? che fa passare dalla base canonica
a quella di autovettori.

11. Spazio vettoriale delle matrici.

Sia S lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordine 2 ad elementi reali.

(a) Si provi che esiste un unico endomorfismo f di S tale che (per h € R)
10 1 =2 01 h 0
o)=L %) (11)=(52%)
2 0 2 -1
hh)=(4 %)
(b) Determinare, per ogni valore di A € R, una base per gli autospazi di f.

(c) Stabilire per quali valori di h € R I'endomorfismo f ¢ diagonalizzabile.

(d) Posto h = 0, trovare una base per il sottospazio vettoriale f~1(G), dove

G:{Y:<y1 yz)es‘y1+y2—y3:292+y3=0}-
Ys Ya



CAPITOLO 4

STRUTTURE METRICHE

4.1 Prodotti scalari

Esercizio 4.1. Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione 2 si considerino due basi
B ={é1, e} e B ={ey,¢e2} tali che

¢ = 28 — &, €y = &) + .
Sia
B(Z,Y) = dz1y1 + 3T1Y2 + 3T2y1 + HTaYs.
1. Trovare la matrice G associata a (3 rispetto alla base B.
2. Trovare G' = Mpg(f3).
SOLUZIONE.

1. La matrice associata a 3 rispetto alla base B e
4 3
(1)

911 = 5(37176_;1)
= ((2€) — é,,2¢] — &)
= 4p(e1, 1) — 4B(é1, é) + B(ey, €2)
=4g11 — 4912 + g2 = 9.

2. Procedendo direttamente si ha

Analogamente gj, = 6 e gy = 15, quindi

, (9 6
G_<6 15)'

Si provi che G' ='BGB, dove B ¢ la matrice del cambiamento di base.

97
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Esercizio 4.2. Si consideri la forma bilineare g: R3 x R® — R cosi definita:
9((z,y, 2), (2, ) =z + 22’ +yy' + 22’ + 222",

1. Provare che g é un prodotto scalare.

2. Determinare una base ortonormale rispetto a g.

3. Trovare l’angolo tra i vettori @ = (1,—1,1) e ¥ = (0, —1, 2).

SOLUZIONE.

1. Si vede facilmente che g € simmetrica e

9((z,y,2), (x,y,2)) =2* +2x2+y* +22° = (. + 2)° + > + 22 > 0

per ogni (z,y, z) # (0,0,0). Inoltre ’espressione & uguale a zero se e solo se x+z = 0,
y=0,2=0, ossia (z,y,2) = (0,0,0).

2. Partiamo dalla base canonica {é, €, €3} usando il procedimento di Gram—Schmidt.

Poniamo v d:efél, si ha
|ty =1+2-04+0+2-0=1.
Inoltre g(é1,€3) = 0, quindi poniamo ¥y dof €5, notando che
7], =0+2-04+1+2-0=1.

Infine, posto v3 d:ef€3 + A\é1 + pés, si ha

quindi 3 = (—1,0, 1). Inoltre g(v3,U3) = 1, quindi una base ortonormale rispetto a

g e data da
’171 == (1,0,0), ’172 == (0,1,0), ’173 == (—1,0,1)
3. Si ha
g, ) =0+2+1+0+2-2=7,
g(i,i) =1+2+1+2=6,
9(v,0) =148=09,

dunque cos it = 7/(3/6).
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Esercizio 4.3. Si consideri la matrice

G:

[ e R
o = O
N O =

1. Provare che G definisce un prodotto scalare g su R®, tale che G sia la matrice
associata a g rispetto alla base canonica di R3.

2. Determinare una base ortogonale di R® rispetto a g.
3. Riconoscere la quadrica Q(V) = g(v,v) = 1.
SOLUZIONE.
1. La matrice G' & simmetrica, quindi
9(z,y,2), (@', y,2) =z’ + 22" + yy' + 22’ + 227
e una forma bilineare simmetrica. Basta verificare che e definita positiva. Ora
Qz,y,2) =2+ 9 +22 +2r2=(x+ 22 +y* +22>0

Q(z,y,2) =0 = x4+2=0, y=0, 2=0 = (z,y,2)=(0,0,0).

2. Partiamo dalla base canonica {é}, &, é3} di R® ed applicando il metodo di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt per ottenere una base ortonormale {1, U, U3}

g<€1,€1> =1 = 711 = gl,
g(gl,gQ =0 = gngl,
9(52, 52) =1 = _)2 = gg.

Poniamo v = €3 — Ay — Aatly, con Ay = g(€3,¢1), Aa = g(€3,6) = 0. Risulta
173 :gg—ﬁl = (1,0,1), 69(173,173) =14+0+2-2= 1, quindi 11'3 :173.

3. Poiché g e definita positiva, gli autovettori di G sono positivi e quindi la quadrica
¢ un ellissoide (reale).

Esercizio 4.4. Sia data la forma bilineare simmetrica 3: R3 x R® — R rappresentata
rispetto alla base canonica di R® da

B(Z,y) = x1y1 + 2(x1y2 + T2y1) + Tays + 223Ys3,

e quindi Q(T) = 3 + 4z 39 + 13 4 223, Si trovi una forma canonica e la forma normale

di Q.
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SOLUZIONE. Considerata la base B = {0}, 0, U3} dove

7 = (i,—i,o), = (0,0.1), 7= (i,i,o),
V3 ViV
si vede facilmente che
B(Vi, ;) =0 Vi # j, B(0h,01) =1, B(th,th) =2, B(s,v3) =3,
quindi rispetto a 3’ la forma canonica ¢
Q) = —a/” + 22, + 32°.
Consideriamo ora la base B" = {w;, W, W3} dove
@ = (1,0,0), @ =(0,0,1), s =(2,—1,0).
Si ha
By, @;) = 0 Vi # j,  Blw,wh) =1, By, @) =2,  S(ws, wi3) = —3.
Quindi, rispetto a B” la forma canonica ¢
Q(T) = a:’l/z + 2x’2'2 — 3x§2.

Si osservi che le due forme canoniche sono divise ma in entrambi i casi s = 2, p = 3,
p— s = 1. La segnatura e (2,1), dunque @ ¢ indefinita. Infatti

Naturalmente, ponendo
X, =2 Xo=+2z, Xs=+/3a,

si ha la forma normale
Q(T) = X7 + X3 — X3,

Esercizio 4.5. Si consideri in R? il prodotto scalare

o def
9(Z,y) = dx1yr + 3x1y2 + 32291 + 5x2Yo.

Trovare l’angolo tra i vettori &, = (1,0) e €, = (0, 1).

SOLUZIONE. La matrice associata al prodotto scalare rispetto alla base canonica e

(1)
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quindi
g(é’l ) 52) 3

lelly ezl vAv5

Cos €163 =

Esercizio 4.6. Si considerino V.= R™" e la forma bilineare g: V x V. — R cosi
definita:

g((aiy), (b)) = > aibi;.
]
1. Provare che g e un prodotto scalare su V.

2. Per n = 2, trovare la matrice associata a g rispetto alla base canonica di V, e U+,

doveU:L(A)eA:(? ?)

3. Determinare una base ortonormale di R*?, formata da vettori di U e di U+,
SOLUZIONE.
1. Si vede facilmente che g ¢ simmetrica e
9((ai), (ai)) =Y af; >0
ij

per ogni matrice (a;;). Inoltre, I'espressione ¢ uguale a zero se e solo se a;; = 0 per
ogni 1, 7, ossia nel caso della matrice nulla.

2. Si verifica facilmente che ¢(E;, E;) = §;;, dove B = {Ey, Ey, Es, E4} ¢ la base
canonica di R??2. Pertanto, Mp(g) = I, la matrice identita di ordine 4.

Per ogni B = (b;;) € R*? risulta:

bGUl<:>g(B,A):0<:>g( b b , 00 ):0<:>b11+b22:0.
ba1 b2 11
Quindi,

Ut = {((bij) | bor + byy = 0} =

= {(a b )]a,b,cER}:
c —c
_ (10 0 1 0 0
B 00/)’\0O0)/)"\1 —1 ’
Poiché {A} ¢ una base di U e una base di Ut ¢ data da {Bj, Bs, B3}, con By =

1 0 01 0 0 o :
( 00 ), B, = ( 00 ) e By = ( 1 1 ), una base ortonormale richiesta si
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ottiene ortonormalizzando {A, By, By, Bs}. Osservato che tali matrici sono a 2 a 2
ortogonali, basta normalizzarle. Pertanto, una base ortonormale di vettori di U e

UL & {A', B, B}, B,}, dove

A1 B
A=t A B = _p B =
1A V2 B T R

Bs
|1 Bl

B; 1
= B,, B, = = —B,.
LB V2t

Esercizio 4.7. Sia V =R*»? e g(A, B) = ). a;bi;. Trovare l'angolo tra i vettori

2 -1 0 1
=) =G )
SOLUZIONE. Poiché g(A, B) =0, i due vettori sono ortogonali. Inoltre

[Allg =v4+1+1+ =7, IBll,=vV0+1+4+ — V6.

Esercizio 4.8. Determinare una base ortonormale di U+ dove U = L(7), essendo
v=(1,1,0).
SoLUZIONE. U+ ¢ il piano ortogonale alla retta U passante per O:

Ut ={(z,y,2) |z +y =0} ={(\ =\ p)}

Se @, = (0,0,1) € UL, allora @y = (A, =\, u) € UL & ortogonale a w; se = 0 ed ha
norma unitaria se A2 + A2 = 1, cioe A = +1/v/2.

Esercizio 4.9. Data la matrice

A:

—_ =
—_ = =
—_ = =

associata ad una forma bilineare simmetrica 3, dire se 3 ¢ un prodotto scalare.

SOLUZIONE. (3 non & un prodotto scalare, poiché & una forma degenere (det A = 0);
d’altra parte non ¢ definita positiva poiché i suoi autovalori non sono tutti positivi (c’e
A = 0 contato due volte).

Esercizio 4.10. Si consideri la forma bilineare g: R3 x R3 — R cosi definita:
9((@,y,2), (¢, ¢, 7)) = w2’ + w2" + yy' + 22" + 222"
1. Provare che g é un prodotto scalare.

2. Determinare una base ortonormale rispetto a g.
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3. Trovare l’angolo tra i vettori 4 = (1,—1,1) e ¥ = (0,—1,2).
SOLUZIONE.
1. Si vede facilmente che ¢ & simmetrica e
9((z,y,2), (v,y,2)) =2 + 222+ y* +22° = (x + 2)> +4* +2° > 0

per ogni (z,y, z) # (0,0,0). Inoltre 'espressione & uguale a zero se e solo se x+z = 0,
y=0,2=0,ossia (x,y,z) = (0,0,0).

2. Partiamo dalla base canonica {€}, &, €3} usando il procedimento di Gram—Schmidt.

. — def _, .
Poniamo v; = €7, si ha

|1 ]l,=14+2-04+0+2-0=1.

RN . . . — def
Inoltre g(é1,€5) = 0, quindi poniamo U5 = €, notando che

7], =0+2 0+1+2-0=1.

Infine, posto 3 d:efég + A€ + pés, si ha

0=g(ts,e1) =g(€3,€1) +A = A=—g(é,e)=—1,
0=g(vh,€r) = g(€3,€2) + 1 = p=—g(eye3) =0,
quindi 73 = (—1,0, 1). Inoltre g(v3,U3) = 1, quindi una base ortonormale rispetto a
g ¢ data da
v1 = (1,0,0), vy = (0,1,0), vz = (—1,0,1).
3. Si ha
g@, ) =0+2+1+0+2-2=71,
gld, @) =1+2+1+2=6,
9(v,0) =148 =09,

dunque cos 7t = 7/(3/6).

Esercizio 4.11. Si considert la matrice

1
G=1|0
1

O = O
N D

1. Provare che G definisce un prodotto scalare g su R?, tale che G sia la matrice
associata a g rispetto alla base canonica di R3.
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2. Determinare una base ortogonale di R® rispetto a g.
3. Riconoscere la quadrica Q(v) = g(v,v) = 1.
SOLUZIONE.

1. La matrice G e simmetrica, quindi
9(z,y,2), (@', ¢, 2) =z’ + 22" + yy' + 22’ + 222
¢ una forma bilineare simmetrica. Basta verificare che ¢ definita positiva. Ora
Qz,y,2) =2 +y* + 2% +2r2 = (v + 2)* +y* + 22 > 0
Qz,y,2)=0 = z+2=0, y=0, z=0 = (z,y,2)=(0,0,0).

2. Partiamo dalla base canonica {€}, €, s} di R? ed applicando il metodo di ortonor-
malizzazione di Gram—Schmidt per ottenere una base ortonormale {1, i, U3 }.

g(é&,é&) =1 = 171 = 51,
g(gl,gg) =0 = €2L€17
g(gg, gg) =1 = _)2 = gg.

Poniamo 173 = 53 - )\11_[1 - )\21?2, con /\1 = g(é%,,éi), )\2 = g(é};,é&) = 0. Risulta

173253—61 = (170,1), 69(173,173):1+0+2—2:1, qUIHdl 63:1)3.

3. Poiché g e definita positiva, gli autovettori di G' sono positivi e quindi la quadrica
¢ un ellissoide (reale).

Esercizio 4.12. Nello spazio vettoriale euclideo R?, munito del prodotto sclare stan-
dard, si consideri U = {(x1, x9, 3,74, 25) € R® /2y — 203+ 25 = 25+ 24 = 0}. Trovare U+,
e una base ortonormale di R® costituita da vettori di U e U+,

SOLUZIONE.

U = {(a,b,c,—b,—a+c)|a,bceR}=
L(uy = (1,0,0,0,—1),uy = (0,1,0,—1,0),u3 = (0,0,1,0,1)).

Per ogni o = (z1, 22, T3, T4, T5) € R risulta:
) ) ) bl

I1—$5:O,
reUter u=0,i=1,23{ x9—12,=0,
1‘3—1'5:().

Quindi,

Ut = {(21,%2,73,24,25) ER® | ) — 15 = 79 — 74 = 23 — 15 = 0}
{(a, B,0, B, 0) | o, B € R} = L(v; = (1,0,1,0,1),v3 = (0,1,0,1,0)).
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Poiché {uy, us, u3} e {v1, v9} sono rispettivamente basi di U e U, basta ortonormalizzarle
ed unirle per ottenere una base di R® formata da vettori di U e U~.

Essendo v; e vy ortogonali, basta considerare v} = HEH = %(1 0,1,0,1) e Hzil\ =
(0,1,0,1,0).

Consideriamo allora u}, = IIZ_;I = %(0,1,0 —1,0), e poniamo u} = u; — Auj, im-
ponendo che u]lu'2, da cui segue A = 0 (poiché uslwu;). Quindi, sia u) = IIZ%H =

i(l 0,0,0,—1).
Infine, poniamo u} = us — Auj + pus, imponendo che uj sia perpendicolare a u}, e u].
Otteniamo A = 0 e . = —1//2, per cui,

1 1 1
’U,g = us — fTaCl\/?U/l = (0,0, 1; 07 1) + 5(17070707 _1) = (5707 1’0’ 5)’

e quindi, u} = u%H = \/g((%, 0,1,0, %)) In conclusione, una base di R? formata da vettori

[Tu
diUe Ut e datada{(1,0,0,0,-1), 55(0,1,0, ~1,0), ﬁ(@,o, 1,0,3)), 5(1,0,1,0,1),
7(0,1,0,1,0)}.

4.2 'Trasformazioni ortogonali
Esercizio 4.13. Ridurre a forma canonica la conica
C:2xy—2x+y=0.

SOLUZIONE. La forma quadratica Q(z,y) = 2xy associata a C ha autovalori +1.
quindi si tratta di un’iperbole. La seguente base B’ = {e’ 1,€ 2} con

/

e = E(ﬁ + Eez, €2 = \/— \/—627

¢ una base ortonormale di autovettori e la matrice del cambiamento di base ¢

1 1 1 1.
B = ?5 _175 con x—\{im \[y+x0,
?J_\T%‘i‘fy + Yo-

Sostituendo nell’equazione di C si ha

V2 V2 V2 V2
1 1 1, 1,
(\/§ \/ﬁy +$0>+ﬁ$ +Ey +y0:0.
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Eseguendo i calcoli e imponendo che i termini lineari siano nulli si ha

2y0+2x0—120,

—2:1/0 +2l‘0 +3 = O,
da cui g = —1/2, yo = 1, quindi

C:z”—y*+1=0.

Il centro di C nelle coordinate 2y’ ¢ (0,0), quindi (z¢,y0) = (—1/2,1) nelle coordinate
xy.

Esercizio 4.14. Si consideri I’endomorfismo f dell’esercizio 3.19. Dimostrare che f
e un’isometria, trovare i suoi punti fissi e dire cosa rappresenta f geometricamente.

SOLUZIONE. f & un’isometria perché f ¢ una trasformazione ortogonale, essendo 'A =
A7 1l luogo dei punti fissi di f & costituito dalle soluzioni del sistema

—x—+32=0
= d) 0O = {—\/333—2:0,

dunque U = {(0,%,0)}. Quindi f rappresenta una rotazione intorno all’asse y.
Esercizio 4.15. Considerando [’esercizio 3.26,
1. determinare (ker fi)*;
2. dire se esistono valori di k per cui fi € una trasformazione ortogonale.
SOLUZIONE.
1. Si ha
ker fp = { (v,5,2) ER® |24+ 2=0, kz+y=0, —y=0}
={(2,9,2) €ER’ | ka =0, y=0, 2=0}.

Se k # 0, allora ker f, = {0} e (ker )= = R®.

Se k = 0, allora ker fo = { (¢,0,0) |t € R} e (ker f)* = {(0,m,n) | m,n € R}.
2. La funzione f; ¢ una trasformazione ortogonale se e solo se

A TA, ="AL - Ay =1,

ma Ay - 'Ay, # I per ogni k € R.
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Esercizio 4.16. Nello spazio vettoriale euclideo R?, munito del prodotto sclare stan-
dard, si consideri I’endomorfismo f tale che

h—1 h 0
Mp(f)=A=| h 0 1-h |,
h—1 0 h

dove B rappresenta la base canonica, e h € R. Dire per quali valor: di h, f é una
trasformazione ortogonale. Per tali valori di h, interpretare geometricamente f.

SOLUZIONE. Si verifica facilmente che

2(h—1)2+h* h(h—1) 0
A-AT = h(h—1) h? 0
0 0 (1—h)2+h?

f € una trasformazione ortogonale se e solo A & una matrice ortogonale, ossia se A- AT = T,
quindi se e solo se h> =1 e h(h — 1) = 0, che sono contemporaneamente soddisfatte solo
per h = 1. Interpretiamo ora f quando h = 1, studiando il sottospazio V' dei punti fissi
di f. Poiche h = 1, risulta

010
A= 1 0 1
000
I punti fissi di f corrispondono alle soluzioni del sistema lineare (A — 1) X = 0, ossia,

-1 1 0 T 0
1 -1 1 |-y |=10
0 0 -1 z 0

V={(r,y,2) ER* |z —y=2=0} ={(a,a,0) | a € R} = L((1,1,0)).

Si calcola facilmente che

Quindi, dimV' = 1. Di conseguenza, f e la rotazione intorno alla retta vettoriale V' =

L((1,1,0)).

Esercizio 4.17. Nello spazio vettoriale euclideo R?, munito del prodotto sclare stan-
dard, si consideri I’endomorfismo f tale che

L (3 6 2
Mp(f)=A=g| 14 -18 3 |,
18 13 -6

dove B rappresenta la base canonica. Interpretare geometricamente f.

SOLUZIONE. Si verifica facilmente che A - AT = I. Quindi, A ¢ una matrice ortogo-
nale. Essendo A associata ad f rispetto a una base ortonormale, ne segue che f & una
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trasformazione ortogonale. Interpretiamo f studiando rg(A — I), da cui ricaviamo la
dimensione del sottospazio V' dei punti fissi di f (dal Teorema di Rouché-Capelli, in
quanto A — I ¢ la matrice associata al sistema lineare che da i punti fissi di f). Poiche

L2 6 22
A-T=go| 14 41 3 |,
18 13 —29

si verifica facilmente che det(A — I) = 0, e quindi, rg(A — ) < 3. Poiche

—41 3
’ 13 —29‘%0’

concludiamo che rg(A — I) = 2, e quindi, dimV = 3 — 2 = 1. Di conseguenza, f ¢ la
rotazione intorno alla retta vettoriale V.

Esercizio 4.18. Si consideri la sequente matrice

1/2 0 /3/2
A= 0o 1 o0
V3/2 0 1/2

e sia fa: R? — R? tale che f4(X) = AX rispetto alla base canonica.
1. Provare che f ¢ una trasformazione ortogonale.
2. Trovare f(€) + é,).
3. Trovare 1 punti fissi di f e dire che cosa rappresenta f geometricamente.
4. Trovare gli autovalori di A" per ogni h € N e vedere se A" ¢ diagonalizzabile.
SOLUZIONE.
1. Si verifica facilmente che A'A =1d = 'AA. Inoltre det A = —1.
2 F(@ +3) = F@) + F(@) = (1/2,0,V3/2)

3. Basta risolvere il sistema omogeneo A — Id X = O, che da come soluzione il piano
x = v/3z. Ne segue che f ¢ il ribaltamento (simmetria ortogonale) rispetto a questo
piano.

4. Poiché A = ‘A = A7! risulta A2 = Id e A" = Id per h pari e A" = A per h
dispari. Se h ¢ pari A" ha 'autovalore A = 1 con molteplicita 3; se h ¢ dispari A"
ha l'autovalore A\; = 1 con molteplicita 2 e Ay = —1 con molteplicita 1. Essendo A
simmetrica, anche A" & simmetrica e quindi diagonalizzabile.



4.3. Esercizi di riepilogo 109

Esercizio 4.19. Facendo riferimento all’esercizio 3.41, posto h = %, trovare per quali

valori di a Uapplicazione f é un’isometria, e nel caso a = \/75, trovare i punti fissi di f e

riconoscere come opera geometricamente ’applicazione f.
SOLUZIONE. La matrice associata ad f (per h = h =3/4) ¢

a

A=

0

O”S|ww|>—t
NI
_ o O

Ora A'A = I implica 1/4 + a®> = 1, a®> = 3/4, che implica a = #+/3/2. Dunque f &
un’isometria per a = j:\/§/2.
Troviamo ora i punti fissi di f. Essendo

1 3 1
Q3:§$+§y, y:\/§x_§y7 Z =z,

il luogo dei punti fissi & il piano & = v/3y. Si tratta, allora, della simmetria ortogonale
rispetto al piano = = v/3y.

4.3 Esercizi di riepilogo
1. Sia F uno spazio vettoriale euclideo arbitrario.

(a) Verificare che
17+ 3* + [la — 91" = 2]|@))* + 2|71,

(b) Provare che
ulv & i+ ]| = ||@— v .

(c) Provare che
lal = llvf & (@+0) L(@-7).

(d) Interpretare i risultati precedenti nello spazio dei vettori ordinari.

2. Sia E = R? con la struttura euclidea standard. Verificare che i seguenti vettori
costituiscono un quadrato:

0 =(9,1), v=(4,13), @ =(-8,-8), @ =(-3,—-4).
3. Si consideri la forma bilineare 3 : R®xR3 — R associata (rispetto alla base canonica)

alla matrice

A= a€ceR.

— O Q
o2 O
Q O
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(a) Vedere per quali valori di a la matrice A ¢ diagonalizzabile.
(b) Studiare, al variare di a € R, la segnatura di (.

(c) Dopo aver provato che per a = 2 la forma ( definisce un prodotto scalare,
trovare una base ortonormale rispetto a [3.

4. Sia F uno spazio vettoriale su R riferito alla base B = {é7, €3, €, }.

(a) Provare che i seguenti vettori costituiscono una base B:
i =(1,1,-1), wy=1(1,-1,0), u3=(-1,0,1).
(b) Si dimostri che (F, g) ¢ uno spazio vettoriale euclideo, dove
9(T,¥) = 11 + T2y2 + 2233 -

(¢) Dedurre dalla base B una base ortonormale rispetto a g.
(d) Descrivere UL, dove U = L(iiy, ).
(e) Trovare la proiezione ortogonale di ¥ = (0,1,1) su U.

5. Sia V' = R, [t] lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale ad n. Per p,q € V si consideri ’applicazione

g:VxV =R, gpq) = /jp(t)Q(t) dt.

(a) Provare che g & un prodotto scalare.

(b) Nel caso n = 2 trovare la matrice associata a g rispetto alla base canonica di
V.

(c¢) Determinare una base ortonormale di V.

6. Si consideri 'endomorfismo di R?, individuato, rispetto alla base canonica, dalla

matrice
1 2 -4
A= 2 =2 =2
-4 -2 1

Ridurre a forma canonica la forma quadratica associata ad f.



