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SOLUZIONI

Parte 1: Domande a risposta multipla.

1. Possono le due matrici < (1) } >, ( _11 _11 ) essere associate ad uno stesso endomorfismo di R? in

due basi diverse?

B no
O dipende dall’endomorfismo
0O si

[0 sulRno, suCsi
0 su@Qno,sulRsi
Soluzione. Matrici associate ad uno stesso endomorfismo in basi diverse hanno tutte lo stesso determinante.

Le due matrici, invece, hanno determinante 1 e 0 e quindi non possono essere associate ad uno stesso
endomorfismo.

2. Se f:R® — R* & un’applicazione lineare suriettiva allora
B dimKerf=1
O f & anche iniettiva
O dimImf=5
O dimKerf=0
O dimImf=1

Soluzione. Dalla relazione fondamentale abbiamo dim Ker f = 1 in quanto, essendo f suriettiva, dimIm f =
4.

3. Siano U,V C R* due sottospazi di dimensione 3, allora

B dmUNV >2
O dmUnNV =2
O dmUNV =3
O dmUNV >3
O dmUNV =0

Soluzione. Basta usare la formula di Grassmann e dim(U + V) < 4 in quanto U + V C R%.

4. Se A e B sono matrici congruenti e det A = 7, quale tra i seguenti puo essere det B?

m o7
0 o

o -7
o -1/7
o -1

Soluzione. Matrici congruenti hanno determinanti dello stesso segno.
5. Se A ¢ una matrice quadrata e A% = 0, allora I'inversa di Id —A4 ¢

B Id+A+ A%
O Id—A+ A?
O -43



10.

O Id
o A3

Soluzione. Abbiamo (Id —A)(Id +A + AQ) =Id+A+ A% — A — A? — A3 =1d —A3 = 1d e quindi l'inversa
cercata ¢ Id +A4 + A2.

Se v1, Vs, ...,V, sono un insieme di generatori per R'! allora
B n>11
0O n=11
0 n<l1
O n<l1l
O n>11

Soluzione. Un sistema di generatori ha almeno dim R = 11 elementi.

Se v1,vs,...,v, € R? sono linearmente indipendenti allora
B n<5
O n=5
O n>5
0O n<b
0 n>5

Soluzione. Il numero massimo di vettori linearmente indipendenti ¢ dim R = 5.

Se I’endomorfismo f di R* ha polinomio caratteristico ¢(1 — ¢)(2 — t)(a — t) con a € R, allora
B f ¢ semplice per a # 0,1,2

0 f & semplice solo per a # 0,1,2

OO0 f & semplice solo per a # 1,2

O f non & mai semplice

O f & semplice per ogni a € R

Soluzione. Se a # 0,1,2 allora f ha tutti gli autovalori distinti e quindi & semplice, nulla si puo dire per
a=0,1,2.

Se X1 e X5 sono soluzioni del sistema AX =Y allora X; — X5 ¢ soluzione di

B AX =0
O AX =2
O AX =X,
O AX =X,
o X=0

Soluzione. Abbiamo A(X; — X3) = AX; — AX, =Y —Y =0 e quindi X; — X5 & soluzione del sistema
omogeneo AX = 0.

Se i piani 2z +y + 2 —1 e x — ay + z = 0 sono perpendicolari allora

B a=3
O a=-3
O a=2
0 a=-2
0 a=1

Soluzione. I due piani hanno coefficienti di giacitura rispettivamente (2,1,1) e (1,—a,1). I piani sono
perpendicolari se e solo se i coefficienti di giacitura sono perpendicolari. Quindi 2—a+ 1 =0, cioe a = 3.



Parte 2: Esercizio 1.

1.

Determinare per quali valori del parametro reale h ’endomorfismo

x (14 2h)x — 3hy + 6hz
RS [y | v [ ha+(1—2n)y+4hz | eR3
z z

¢ semplice. Trovare, inoltre, una base degli autospazi quando h = 1.
Soluzione. La matrice associata ad f nella base canonica di R? &
14+2h —-3h 6h

A= h 1—-2h 4h
0 0 1

e il suo polinomio caratteristico ¢ (1 —¢)(1 —¢ — h)(1 —t + h). Ne segue che gli autovalori di f sono
1—h,1,1+ h. In particolare, se h # 0, essi sono tutti distinti e quindi f & semplice. Inoltre, quando
h = 0, I'endomorfismo f & Iidentita di R?; e quindi semplice anche in questo caso. Concludiamo che f &

semplice per ogni h € R.

Quando h =1 gli autovalori sono 0, 1, 2, tutti di molteplicita algebrica, e quindi anche geometrica, 1. Per
trovare gli autospazi di f dobbiamo risolvere, rispettivamente, i sistemi omogenei AX =0, (A—Id)X =0

e (A—2Id)X = 0. Troviamo subito che, ad esempio, i seguenti vettori

1 0 3
vo=|1|,uu=|2 |,e=|1
1

sono tali che vy € una base dell’autospazio per 0, v; per 1 e vo per 'autovalore 2.

Determinare per quali valori del parametro reale i I’endomorfismo

x (1 —2h)z + 3hy — 6hz
R | y | L | —ha+ (1+2h)y —4hz | € R®
z z
¢ semplice. Trovare, inoltre, una base degli autospazi quando h = —1.

Soluzione. Simile a quanto appena visto.

Determinare per quali valori del parametro reale h ’endomorfismo

x (1+2h)x + hy
R3s| y |+ | —3ha+(1-2n)y | €R?
z 6hz + 4hy + z

¢ semplice. Trovare, inoltre, una base degli autospazi quando h = 1.

Soluzione. Simile all’esercizio visto sopra.

Determinare per quali valori del parametro reale h I’endomorfismo

x (1—2h)x — hy
RS> |y |5 | sha+@+2n)y | eR?
z —6hx —4hy + 2
¢ semplice. Trovare, inoltre, una base degli autospazi quando h = —1.

Soluzione. Simile all’esercizio visto sopra.

Parte 3: Esercizio 2.



Per quali valori di o € R la forma bilineare su R?

X1 T2
B w A ove |) =ziwe + ariye + ayias + Y1y + azizo
Z1 z9

¢ un prodotto scalare? Inoltre ortonormalizzare i vettori

1 0 0
ol.,[1].,[o
0 1

rispetto a 8 quando o = 1/2.

Soluzione. La matrice associata a 3 rispetto alla base canonica di R? ¢

1 0
o 0
0 «

o~ 0

con polinomio caratteristico (o —t)(1 —t — a)(1 — ¢t + «). Allora § ¢ un prodotto scalare se e solo se le
radici di questo polinomio, cio¢ a, 1 — a e 1 + a sono tutte positive. Otteniamo le disuguaglianze a > 0,
a<1lea>—1. Quindi 8 & un prodotto scalare se e solo se 0 < o < 1.

Per ortonormalizzare i vettori ey, ea, eg rispetto a 3 con @ = 1/2, usiamo il processo di ortonormalizzazione
di Gram-Schmidt. Abbiamo |e1|g = 1 e quindi v; = w; = e;. Nel secondo passo, abbiamo

w2 = 62—5(62701)111
= ey —fBlez,e1)er
= €3 — 1/261
= t(-1/2,1,0).

Visto che |w2|% =1/4—-2-1/2-1/2-1+ 1 = 3/4, otteniamo vy = wa/|wa|s = 2v/3'(—~1/2,1,0). Infine,
poniamo ws = es — (es,v1)vy — B(es, v2)ve e abbiamo w3 = ez in quanto S(es,v1) = B(es,v2) = 0. Poi
\wg\% = 1/2 e definiamo quindi v3 = v/2e3.

In conclusione il processo di Gram-Schmidt restituisce i vettori
1 o [ —1/2 0
0|, 1 oo
0 V3 0 V2

N}

se applicato alla lista di vettori eq, es, e3.

Per quali valori di o € R la forma bilineare su R?

T T2
B wi A v |) =a1we —ariye — ayixe + y1ye — azi 2o
21 22

¢ un prodotto scalare? Inoltre ortonormalizzare i vettori

1 0 0
ol.[1].,[o
0 0 1

rispetto a 8 quando o = —1/2.

Soluzione. Simile al precedente.



