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1 Richiami introduttivi

1.1 Notazioni

Per i quadri e trivettori uso le notazioni: p è un trivettore e p = (p0,p) = (p0, p1, p2, p3) un
quadrivettore. Analogamente x = (x0,x). In linea generale uso le lettere greche α, β, µ, ν, ...
per gli indici di Lorentz che vanno da 0 a 3: µ = 0, 1, 2, 3. Per gli indici spaziali che vanno
da 1 a 3 uso invece i, j, k; ad esempio i = 1, 2, 3. Indico i versori con v̂ ≡ v/|v|. Inoltre
gµν = Diag(1,−1,−1,−1)*. Le matrici di Pauli e di Dirac sono date da:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (1)

*La notazione Diag(a,b,c,..) indica una matrice diagonale con gli elementi speci�cati in parentesi sulla

diagonale. Il tensore metrico gµν è quindi una matrice 4x4 diagonale con gli elementi (1,-1,-1,-1) sulla diagonale.
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γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
−1 0

0 1

)
(2)

{γµ, γν} = 2gµν {γµ, γ5} = 0 (3)

σiσj = δij + iεijkσk γµγν = gµν +
[γµ, γν ]

2
(4)

Sono qui omesse le matrici identità; ad esempio con σiσj = δij + ... si intende σiσj = I δij + ...

dove I è la matrice identità 3x3. Analogamente, γµγν = I gµν + ... dove I è la matrice identità
4x4. In �sica delle alte energie si usa un sistema di unità di misura in cui h̄ = c = 1. In questo
modo si evita di portarsi dietro h̄ e c nei calcoli. Massa ed energia, essendo c = 1, si misurano
entrambe in unità di energia eV . Per tornare a unità di misura usuali occorrono due costanti
�siche dimensionate, ad esempio:

c ≈ 3 108m/s h̄c ≈ 200 MeV fm 1fm = 10−15m (5)

Esempi (de�niamo le dimensioni di massa [M ], lunghezza [L], energia [E] ecc):

� Una velocità v = 0.3 corrisponde a 0.3 c ≈ 9 107m/s

� Le energie si misurano in eV. Siccome h̄c = [E][L] = 1, le lunghezze si misurano in eV −1,
e siccome c = 1 il tempo si misura in eV −1.

� Una massa di 1 GeV come quella del protone corrisponde a 1GeV
(3 108m/s)2 = 1.6 10−10J

(3 108m/s)2 ≈
1.8 10−27kg

1.2 Trasformazioni di Lorentz

Una trasformazione di Lorentz lungo l'asse delle x è de�nita da (v è la velocità relativa dei
sistemi di riferimento):

x′ = 1√
1−v2 (x− vt) t′ = 1√

1−v2 (t− vx) y′ = y z′ = z (6)

ed è tale che t′2 − x′2 − y′2 − z′2 = t2 − x2 − y2 − z2. Più in generale, de�nito un quadrivettore
(x0, x1, x2, x3), le trasformazioni di Lorentz sono tutte quelle che lasciano invariante la norma
x2 ≡ xµx

µ = xµg
µνxν = x2

0 − x2. Si de�niscono quantità con indici in alto xµ ≡ gµνxν di
modo che x2 = xµx

µ. Da un punto di vista formale, le trasformazioni di Lorentz formano un
gruppo (detto anche SO(3,1)) che si può rappresentare con matrici Λ reali 4x4: x′µ = Λ ν

µ xν . Ad
esempio le usuali rotazioni spaziali x′ = Rx con RtR = 1 appartengono ovviamente al gruppo
di Lorentz, così come la (6) e le sue generalizzazioni lungo altre direzioni. Un tensore a n indici
si trasforma come T ′i1i2...in = Λ j1

i1 Λ j2
i2 . . .Λ

jn
in Tj1j2...jn . Le matrici Λ devono lasciare invariato il

tensore metrico gµν . Infatti:

x2 = x′2 ⇒ xαg
αβxβ = gµνΛ α

µ Λ β
ν xαxβ ∀ x⇒ gαβ = gµνΛ α

µ Λ β
ν (7)
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Notare che i quadrivettori con indici in basso trasformano in maniera diversa da quelli con
indici in alto. Dalle de�nizioni sopra è infatti facile vedere che xµ → Λ ν

µ xν ⇒ xµ → Λµ
νx

ν con

Λµ
ν = gµαgνβΛ β

α . In concreto, se prendiamo ad esempio la (6) si ha (γ = (1− v2)−
1
2 ):

x1 → γ(x1 − vx0), x0 → γ(x0 − vx1)⇒ x1 → γ(x1 + vx0), x0 → γ(x0 + vx1)

x0x
0 + x1x

1 → x0x
0 + x1x

1

Allo stato attuale delle conoscenze, le interazioni fondamentali sono invarianti sotto il gruppo
di trasformazioni x′µ = Λν

µxν +aµ con aµ quadrivettore costante; queste trasformazioni costituis-
cono il gruppo di Poincarè. Le particelle elementari sono �rappresentazioni irriducibili del gruppo
di Poincarè�, costituito da trasformazioni di Lorentz (Λ) e traslazioni (a). In altre parole, esat-
tamente come in Meccanica quantistica, gli autostati sono classi�cabili come rappresentazioni
irriducibili del gruppo di simmetria dell'hamiltoniana: vedi ad esempio il momento angolare per
l'atomo di idrogeno. Rimandando a [1] per una descrizione dettagliata delle rappresentazioni,
mi limito a dire alcune caratteristiche fondamentali:

� Le particelle sono classi�cate con un indice continuo p, l'impulso, e con un indice discreto
di spin s. L'invarianza per traslazione ha come conseguenza che la dipendenza spaziotem-
porale per una particella libera è quella di onda piana ∼ e−ipx.

� L'indice di spin assume valori s = 0, 1
2
, 1, 3

2
. . .. Una particella massiva ha, come ci si

aspetterebbe, 2s + 1 gradi di libertà. Tuttavia una particella di massa nulla ha due soli
gradi di libertà qualunque sia il valore di s ≥ 1

2
, che sono detti elicità.

In questo corso tratteremo solo particelle di spin 0 (scalari), spin 1
2
(fermioni), spin 1 (bosoni

vettori), le cui funzioni d'onda, a meno di una costante di normalizzazione, sono:

scalare e−ipk fermione uα(p)e−ipxα = 1, 2 vettore εµ(p)e−ipxµ = 0, 1, 2, 3 (8)

con le seguenti proprietà sotto trasformazioni di Lorentz:

uδ →Mδγ(α,β) uγ εµ → Λ ν
µ (α,β) εν (9)

Le trasformazioni di Lorentz sono descritte dall'operatore Λ = exp[i(J+θ+ +J−θ−)] dove gli
operatori J± soddisfano l'algebra di SU(2) commutando fra loro, e inoltre θ+ = α − iβ,θ− =

θ∗+ = α+iβ; i parametri α,β, reali, descrivono rispettivamente le rotazioni e i boost*. Il gruppo
è quindi isomorfo a SU(2)⊗SU(2) e la rappresentazione fondamentale è descritta da spinori di
Weyl a due componenti ψL = (1

2
, 0) e ψR = (0, 1

2
) che trasformano come:

ψL → ei
σ
2
α+σ

2
βψL ψR → ei

σ
2
α−σ

2
βψR (10)

*α de�nisce la rotazione nel modo usuale, β de�nisce direzione e modulo della velocità del sistema di riferi-

mento trasformato
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Gli spinori che trasformano come sopra sono detti avere "`chiralità di tipo left"' e "`chiralità di
tipo right"'. Si puó passare da una rappresentazione all'altra usando il tensore metrico reale
antisimmetrico ε ≡ iσ2, ε2 = −1. Infatti, utilizzando σ2σ

∗
i σ2 = −σi:

ψL → ei
σ
2
α+σ

2
βψL ⇒ ψcL ≡ iσ2ψ

∗
L → iσ2e

−iσ
∗

2
α+σ

∗
2
β(−iσ2)(iσ2)ψ∗L = ei

σ
2
α−σ

2
βψcL (11)

e quindi ψcL trasforma come ψR. Gli scalari di Lorentz si possono scrivere usando due spinori
di tipo left secondo la decomposizione (1

2
, 0)⊗ (1

2
, 0) = (0, 0) + (1, 0) oppure in maniera analoga

con due spinori tipo right. La combinazione giusta è ψLεψL, ψRεψR. Infatti la relazione fra le
matrici di Pauli si può anche scrivere σtiσ2 = −σ2σi da cui

ψtLσ2ψL → ψtLe
iσ

t

2
α+σ

t

2
βσ2e

iσ
2
α+σ

2
βψL = ψtLσ2e

−iσ
2
α−σ

2
βei

σ
2
α+σ

2
βψL = ψtLσ2ψL (12)

Oltre a questo tipo di combinazione, posso fare ad esempio (ψcL)tiσ2ψR ∝ ψ†LψR.
Per vedere come trasformano i quadrivettori, ricordiamo che i trivettori spazialiAatrasformano

sotto rotazioni come

A′aσa = UAaσaU
† U = ei

σ
2
α ⇒ A′aA

′
a = Tr{A′aσaA′bσb} = Tr{UAaσaU †UAbσbU †} = AaAa

(13)
Si può veri�care direttamente con l'algebra delle matrici di Pauli che e�ettivamente A′a = (RA)a
conRmatrice ortogonale che descrive la rotazione di parametri α. Siccome ψ†σaAaψ è invariante
se ψ → Uψ, ψ†σaψ deve trasformarsi come un vettore. D'altra parte questo è implicito nella
(13) che si può scrivere

UAaσaU
† = (RA)aσa = RabAbσa = Aa(R−1σ)a ⇒ UσaU

† = (R−1σ)a (14)

avendo usato Rt = R−1.
Nel caso dei quadrivettori, la metrica complica le cose. Sembra logico estendere la la (13) a*:

A′µσµ = MAµσµM
† σµ = (1, σi) M = exp[iσα+ σβ] (15)

Però occorre fare attenzione perchè M−1 6= M † e perchè Tr{σµσν} 6= gµν ; occorre de�nire σ̄ =

(1,−σi) di modo che Tr{σµσ̄ν} = gµν . Se A′µσµ = MAµσµM
† equivale a A′µσ̄µ = M−1†Aµσ̄µM

−1

siamo a posto in quanto avrei

A′µA
′µ = Tr{(A′σ)(A′σ̄)} = Tr{M(Aσ)M †M †−1(Aσ̄)M−1} = Tr{(Aσ)(Aσ̄)} = AµA

µ (16)

In e�etti questo è il caso, in quanto σ2σ
t
iσ2σ2 = σ2σ

∗
i σ2σ2 = −σi cioè σ2σ

∗
µσ2 = σ̄µ per cui:

M(Aσ)M † = (A′σ)⇒M∗(Aσ∗)M t = (A′σ∗)⇒
σ2M

∗σ2(Aσ2σ
∗σ2)σ2M

tσ2 = (A′σ2σ
∗σ2)⇒ A′µσ̄µ = M−1†AµσµM

−1

In�ne, ψ†L(Aµσµ)ψL con ψL → MψL e ψ†R(Aµσ̄µ)ψR con ψR → M−1†ψR sono invarianti, per cui
ψ†LσµψL, ψ

†
Rσ̄µψR trasformano come quadrivettori.

*notare che σµ = σ†µ per cui A′µσµ = MAµσµM
−1 non andrebbe bene in quanto M−1 6= M†
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1.3 Teoria dei campi classica

La teoria dei campi si basa sul principio di azione:

S =
∫
d4xL (φ(x), ∂µφ(x)) δS = 0 (17)

da cui si ricavano le equazioni del moto:

∂µ
∂L
∂∂µφ

=
L
∂φ

(18)

La corrispondente Hamiltoniana (poco usata in teoria dei campi, visto che L è invariante di
Lorentz ma H no) si ottiene nel modo usuale, de�nendo il momento canonico e facendo la
trasformata di Legendre:

π(x) =
∂L
∂φ̇(x)

H = π(x)φ̇(x)− L (19)

Il teorema di Noether assicura che ad ogni simmetria continua corrisponde una corrente
conservata. Per �simmetria continua� intendo una trasformazione sui campi:

φ(x)→ φ′(x) = φ(x) + α∆φ(x) α parametro continuo (20)

che lascia inalterate le equazioni del moto, ovvero l'azione; la Lagrangiana deve essere quindi
invariante a meno di una quadri divergenza:

L(x)→ L(x) + α∂µK
µ; jµ ≡

∂L
∂∂µφ

∆φ−Kµ ⇒ ∂µj
µ = 0 (21)

1.4 Equazioni del moto per scalare, fermione, vettore

La Lagrangiana che descrive particelle libere, e le corrispondenti equazioni di moto, sono:

L = ∂µφ∂
µφ−m2φ2 + ψ̄(i∂/−mf )ψ + FµνF

µν −M2AµA
µ (22)

(∂µ∂
µ +m2)φ = 0 (i∂/−mf )ψ = 0 ∂µF

µν +M2Aν = 0 (23)

dove F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, ∂/ ≡ ∂µγ
µ e ψ è una funzione d'onda a 4 componenti.

Consideriamo dapprima un campo scalare. In trasformata di Fourier si ha:

φ(x) =
∫
d4pe−ipxφ(p); (p2 −m2)φ(p) = 0⇒ φ(p) = a(p)δ(p2 −m2) (24)

⇒ φ(x) =
∫ d3p

2p0

a(p)e−ipx + c.c.|
p0=
√
p2+m2 (25)

con l'ultima espressione valida solo per un campo reale φ = φ∗. Notare che la δ(p2−m2) che �ssa
l'impulso �sul mass shell� ha due branche, una per p0 = +

√
p2 +m2 e una per p0 = −

√
p2 +m2:
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esistono quindi sia soluzioni �ad energia positiva� del tipo e−ipx che soluzioni �ad energia negativa�
del tipo eipx.

Nel caso di un fermione le soluzioni hanno la forma ψ(x) ∼ e−ipxu(p) dove u(p) è un
quadrispinore che soddisfa (p/−m)u(p) = 0 e p0 = ±

√
p2 +m2. Si preferisce per convenzione scri-

vere le soluzioni con energia negativa come ψ(x) = eipxv(p), (p/ + m)v(p) = 0, p0 = +
√
p2 +m2.

Vediamo per prime le soluzioni ad energia positiva.si ha ψ(x) =
∫
d4pe−ipxu(p) dove u(p) è un

qudrispinore che soddisfa (p/−m)u(p) = 0. Scrivendo u(p) in termini di due bispinori (o spinori
di Weyl) si ottiene:

u =

(
η

ξ

) {
(p0 − pσ)ξ −mη = 0

(p0 + pσ)η −mξ = 0
(26)

che ha soluzione: {
p2

0 − p2 −m2 = 0

ξ = p0+pσ
m

η
(27)

Possiamo veri�care la covarianza dell'equazione di Dirac supponendo che η trasformi come ψL,
η → η′ = Mη con M = exp[iασ + βσ] e ξ trasformi come ψR, ξ → ξ′ = M †−1ξ. L'equazione di
Dirac diventa:

M †ξ′ =
pµσ̄

µ

m
M−1η′ ⇒ ξ′ = M †−1pµσ̄

µ

m
M−1η′ ⇒ ξ′ =

pµσ̄
µ

m
η′

La (27) ammette due soluzioni per i due possibili spin. Conviene scegliere l'asse di quantizzazione
dello spin lungo l'impulso, cioè scegliere la base Sp̂η± = ±1

2
η±, S = σ

2
. Esplicitamente si ha:

p̂ =


sin θ cosφ

sin θ sinφ

cos θ

⇒ η+ =
1√

2(1− cos θ)

 sin θe−i
φ
2

(1− cos θ)ei
φ
2

 η− =
1√

2(1 + cos θ)

 − sin θe−i
φ
2

(1 + cos θ)ei
φ
2


Per convenzione si normalizza a u†rus = 2p0δrs, ūrus = 2mδrs. Con questa normalizzazione:

u+ =

 √
p0 − |p| η+√
p0 + |p| η+

 , u− =

 √
p0 + |p| η−√
p0 − |p| η−

 ; u± =

( √
p0 − σp̂ η±√
p0 + σp̂ η+

)
, (28)

dove ho tenuto conto che pση± = ±|p|η± e che m =
√
p0 − |p|

√
p0 + |p|. De�nisco adesso

P± = η±η
†
± =

1

2
(1± σp̂) P+u+ = u+, P+u− = 0 [P±, p/] = [P±,σp̂] = 0

Si ha allora

u+ū+ =

(
mη+η

†
+ (p0 − |p|)η+η

†
+

(p0 + |p|)η+η
†
+ mη+η

†
+

)
=

(
m p0 − pσ

p0 + pσ m

)(
P+ 0

0 P+

)
= (p/+m)P+ = P+(p/+m)
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Analogamente u−ū− = (p/ +m)P− per cui si ha
∑
r urūr = (p/ +m). Un caso particolare si ha se

m=0, p0 = pσ:

u+ū+ =

(
0 p0 − pσ

p0 + pσ 0

)(
P+ 0

0 P+

)
=

(
0 0

p0 + pσ 0

)
=

(
0 p0 − pσ

p0 + pσ 0

)(
1 0

0 0

)
= p/PL = PRp/ ; u−ū− = p/PR = PLp/

In questo caso gli autostati di elicità coincidono con gli autostati di chiralità:

u+ =

(
0√

2p0 η+

)
, u− =

( √
2p0 η−

0

)

Le soluzioni ad energia negativa sono ψ(x) = v(p)eipx con p0 = +
√
p2 +m2 e quindi (p/+m)v(p) =

0. Calcoli analoghi a quelli per le u(p) conducono a:

v− =

 √
p0 − |p| β+

−
√
p0 + |p| β+

 v+ =

 √
p0 + |p| β−

−
√
p0 − |p| β−

 σp̂β± = ±β±
∑
+,−

vv̄ = p/−m

(29)
Notare che elicità + delle soluzioni a energia negativa corrisponde a spinori di tipo -. Questo è
dovuto alla nostra scelta delle soluzioni : u(p)e−ipx diventa, per le soluzioni con E < 0, v(p)eipx

cioè viene invertito, oltre al segno dell'energia, anche quello del triimpulso. Il che signi�ca che
uno stato a elicità + è allineato a −p: σ(−p)β = β ⇒ σpβ = −β cioè elicità + per v corrisponde
un bispinore β−.

Veniamo in�ne al caso di un bosone vettore. Le equazioni del moto (vedi (23)) si scrivono:

∂νF
νµ +M2Aµ = (2 +M2)Aµ − ∂µ∂νAν = 0 (30)

da cui segue, per l'antisimmetria di F νµ, ∂µAµ = 0 e le soluzioni sono di tipo onda piana:

Aµ(x) = εµp(k)e−ikx + εµ∗p (k)eikx k2 = M2 (31)

si ha quindi che kε(k) = 0 e che k0 =
√
M2 + |k|2.

Per trovare una base, cioè scrivere esplicitamente le possibili polarizzazioni di un bosone
vettore, partiamo dal fatto che una base reale nello spazio a 4 dimensioni è data dai 4 vettori:

ε0 = (1,0) ε1 = (0, ε1) ε2 = (0, ε2) ε3 = (0, k̂) kε1,2 = 0, ε2
1,2 = 1 (32)

Infatti ogni quadrivettore si può scrivere come vµ =
∑
i=0,1,2,3 ciε

µ
i con c0 = v0 = (vε0), ci =

v · εi = −(vεi). Notare il segno - nella metrica, per cui gµνvν = vµ = (vε0)εµ0 −
∑
i=1,2,3(vεi)ε

µ
i =

vν(ε
µ
0ε

ν
0 − ε

µ
i ε
ν
i ) da cui εµ0ε

ν
0 − ε

µ
i ε

ν
i = gµν come si può veri�care esplicitamente dalla (32). Le 4

polarizzazioni della (32) vengono chiamate scalare (ε0), trasverse (ε1,2), longitudinale (ε3)

9



Nel caso M 6= 0 i vettori ε1, ε2 soddisfano kε = 0 come imposto dalle equazioni del moto, ma
ε3, ε0 no. Tuttavia è facile trovare una combinazione di questi ultimi che soddisfa kεL = 0:

k = (k0,k); k2 ≡M2 ε1,2 = (0, ε1,2);kε1,2 = 0; ε2
1,2 = 1 εL =

1

M
(|k|, k0k̂) (33)

E' facile fare le somme sulle polarizzazioni. Infatti:

∑
1,2

εipε
j
p = δij − kikj

|k|2
εiLε

j
L =

k2
0

M2

kikj

|k|2
∑
1,2

ε0
pε

0
p = 0 ε0

Lε
0
L =
|k|2

M2
(34)

da cui, considerando anche le componenti miste 0i, si ricava:

∑
T,L

εµpε
ν∗
p = −gµν +

kµkν

M2
(35)

Il caso di bosone di massa nulla (fotone) è un pò più complicato. La richiesta kε = 0 non è
imposta dalle equazioni del moto (30), ma conseguenza della scelta di gauge (Lorentz); questo
elimina un grado di libertà:

ε1,2 = (0, ε1,2);kε1,2 = 0; ε2
1,2 = 1 εµL =∝ kµ (36)

Tuttavia ho ancora la libertà di una variazione di gauge (ristretta) Aµ → Aµ + ∂µχ purchè
∂µ∂µχ = 0 *. Scegliendo χ = exp[−iαkx] questo corrisponde per le polarizzazioni a εµ →
εµ − αkµ, k2 = 0; in de�nitiva posso scegliere la gauge in modo da eliminare l'ultima delle (36),
che è non �sica. In�ne, ricordando che k = ω(1, k̂) e introdotto un vettore n = ω(1,−k̂) è facile
veri�care che: ∑

1,2

εµi ε
ν
i ≡ P µν

T = δij − k̂
i
k̂
j

= −gµν +
kµnν + kνnµ

(nk)
(37)

1.5 Quantizzazione dei campi scalari e fermionici

I campi, che sono funzioni della coordinata x cioè c-numeri nella teoria dei campi classica,
vengono quantizzati come operatori in rappresentazione di interazione nella teoria dei campi.
Ad esempio φ campo reale scalare:

L =
∂µφ∂

µφ

2
− m2φ2

2
⇒ (∂µ∂

µ +m2)φ = 0 (38)

⇒ φ =
∫
d4kδ(k2 −m2)a(k)e−ikx + c.c. =

∫ d3k

2
√
k2 +m2

a(k)e−ikx + c.c.

*Una trasformazione di gauge in particolare non cambia i valori di dei campi elettrici e magnetici B,E e non

cambia quindi la �sica
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dove a è una funzione scalare di k. Il campo φ diventa un operatore, e la teoria viene quantizzata,
imponendo le regole di commutazione canoniche equal times:

[φ(x, t), π(x′, t)] = [φ(x, t),
∂L
∂φ̇

] = [φ(x, t), φ̇(x′, t)] = iδ3(x− x′) (39)

Notare che nella (38) la misura di integrazione d3k
ω
, ω =

√
k2 +m2 è arbitraria perchè posso

sempre ride�nire a(k)→ ωa(k) ad esempio. Per analogia con l'oscillatore armonico per il quale
l'operatore di posizione x ∝ a√

w
adotteró le seguenti normalizzazioni:

φ(x) =
∫ d3k√

(2π)32ω
[a(k)ei(kx−ωt) + h.c.]⇒ [a(k), a†(k′)] = δ3(k − k′) (40)

dove l'ultimo passaggio deriva dall'aver imposto la (39).

Un campo carico è descritto dall'operatore (dk ≡ d3k√
(2π)32ω

):

φ(x) =
∫
dk[a(k)e−ikx+b†(k)eikx] [a(k), a†(k′)] = [b(k), b†(k′)] = δ3(k−k′) [a(k), b(k′)] = 0

(41)
Da queste, oltre alla commutazione canonica [φ(x, t), φ̇†(x′, t] = iδ3(x−x′) si ricava [φ(x), φ(y)] =

0 e [φ(x), φ†(y)] =
∫ d3k

ω
sin k(x−y). Quest'ultima espressione è 0 per (x−y)2 < 0 (causalità). In-

fatti se x0 = y0 vale 0 perchè l'integrando è dispari per k→ −k; per invarianza di Lorentz questo
vale per tutti i punti di tipo spazio. Inoltre, de�nendo Q =

∫
d3xN [φ(x)φ̇†(x) − φ̇(x)φ†(x)] =∫

d3k[a†(k)a(k)− b†(k)b(k)] si ottiene [Q, φ(x)] = φ(x).
I campi fermionici vengono quantizzati con anticommutatori:

Ψ(x) =
∫
dk[ak,rur(k)e−ikx + b†k,rvs(k)eikx] {ak,r, a

†
k′,s

(k′)} = {bk,r, b
†
k′,s

(k′)} = δ3

kk′δrs

(42)
con tutti gli altri anticommutatori pari a 0. Il formalismo del numero di occupazione funziona an-
che con gli anticommutatori; ad esempio seN =

∫
d3ka†(k)a(k) hoNa†p|0〉 = −

∫
d3ka†(k)a†pa(k)|0〉+∫

d3kδ3(k − p)a†(k)|0〉 = a†p|0〉 e in generale N(a†p1
)i(a†p2

)j|0〉 = (i + j)(a†p1
)i(a†p2

)j|0〉. E' es-

senziale qui il fatto che N è un operatore bosonico: [a†kak, ap] = 0 se k 6= p. Si ottiene

{Ψα(x, t), Ψ̄β(0, t)} =
∫ d3k

ω
[
∑
r

uk,rūk,re
−ikx−

∑
r

vk,rv̄k,re
ikx] =

∫ d3k

ω
(ωγαβ0 e−ikx) = iγαβ0 δ3(x)

(43)
avendo tenuto conto che gli integrali in k di m(eikx − e−ikx),kγ(eikx + e−ikx) sono 0 perchè
dispari. Da qui si ricava anche

{Ψα(x, t),Ψ†β(y, t)} = iδαβδ3(x− y) {Ψα(x),Ψβ(y)} = 0 (44)
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1.6 Propagatori (o funzioni di Green)

In generale le funzioni di Green risolvono le equazioni de�nite a partire da un operatore di�eren-
ziale lineare Ô:

Ôxφ(x) = j(x)⇒ φ(x) =
∫
dx′G(x, x′)j(x′) ÔxG(x, x′) = δ(x− x′) (45)

La funzione di Green non è univocamente determinata: posso sempre aggiungere a G una fun-
zione G0 che soddis� ÔxG0(x, x′) = 0. Questo corrisponde al fatto che alla soluzione φ posso
aggiungere una φ0 soluzione dell'equazione omogenea. Per de�nire univocamente la funzione di
Green occorre quindi supplementare l'equazione di�erenziale con condizioni al contorno. La fun-
zione di Green viene anche detta propagatore, perchè propaga l'e�etto della corrente nel punto
x′ �no alla soluzione φ nel punto x.

Vediamo ora le funzioni di Green in meccanica quantistica. Cominciamo con un caso semplice,
l'equazione di Schrödinger per la particella libera, nella quale si danno condizioni iniziali a t = t′:

(i∂t +
∂2
x

2m
)Ψ(x, t) = 0 Ψ(x, t)|t=t′ = Ψ(x, t′) (46)

Per la trasformata di Fourier Ψ̃(k, t) =
∫
dxe−ikxΨ(x, t), l'equazione si scrive:

(i∂t −
k2

2m
)Ψ̃(k, t) = 0 ; Ψ̃(k, t)|t=t′ = Ψ̃(k, t′) ⇒ Ψ̃(k, t) = Ψ̃(k, t′)e−i

k2

2m
(t−t′) (47)

Antitrasformando si ottiene:

Ψ(x, t) =
∫
dx′G(x− x′, t− t′)Ψ(x′, t′) G(x, t) =

∫
dkeikxe−i

k2

2m
t =

√
m

it
ei
mx2

2t (48)

Questa equazione rende conto del nome �propagatore� in quanto propaga la funzione d'onda
dall'istante t′ all'istante t (e, se vogliamo, anche dal punto x′ al punto x. Notare che prendendo
come condizione iniziale Ψ(x, 0) = δ(x), cosicchè δ̃(k) = 1, si ottiene Ψ(x, t) = G(x, t). Quindi
la funzione di Green risolve:

(i∂t +
∂2
x

2m
)G(x, t) = 0 G(x, 0) = δ(x) (49)

Se de�niamo la funzione di Green ritardata G+(x, t) = θ(t)G(x, t), dalla (49) si ottiene che G+

soddisfa:

(i∂t +
∂2
x

2m
)G+(x, t) = iδ(t)G(x, t) + (i∂t +

∂2
x

2m
)G(x, t) = iδ(t)δ(x) (50)

con la condizione al contorno G+(x, t) = 0 per t < 0. Analogamente G−(x, t) = −θ(−t)G(x, t)

soddisfa la stessa equazione (50) ma con la condizione G−(x, t) = 0 per t > 0. Da quanto �n qui
visto, è ovvio che G+ descrive l'evoluzione in avanti e G− quella indietro:

Ψ(x, t) =
∫
dyG+(x−x′, t−t′)Ψ(x′, t′) se t > t′ Ψ(x, t) = −

∫
dyG−(x−x′, t−t′)Ψ(x′, t′) se t < t′

(51)
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Dal punto di vista più formale dei bra e dei ket, le equazioni sopra si riassumono in:

(i∂t −H)|Ψ(t)〉 = 0⇒ |Ψ(t)〉 = θ(t− t′)U(t− t′)Ψ(t′) ≡ G+(t− t′)|Ψ(t′)〉 ; (52)

(i∂t −H)G+(t) = δ(t)e−iHt = δ(t) (53)

In particolare, nella rappresentazione delle x:

〈x|Ψ(t)〉 = θ(t− t′)
∫
dy〈x|U(t− t′)|y〉〈y|Ψ(t′)〉 ; (54)

〈x|U(t)|y〉 =
∫
dp〈x|e−iHt|p〉〈p|y〉 =

∫
dpeipxe−i

p2

2m
t (55)

La (51) evidenzia un altro motivo per cui la funzione di Green viene detta anche propagatore:
essa propaga la funzione d'onda da un tempo t′ ad un tempo t.

Se consideriamo la Lagrangiana che descrive l'interazione di uno scalare reale con una corrente
esterna:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 + jφ ⇒ (∂µ∂

µ +m2)φ(x) = j(x) (56)

la soluzione in trasformata di Fourier φ(p) =
∫
d4xeipxφ(x) è data da:

φ(p) = G(p)j(p); G(p) =
1

p2 −m2
(57)

L'oggetto 1
p2−m2 , che risolve l'equazione di�erenziale che descrive il moto, è detto funzione di

Green, o propagatore. Nello spazio delle coordinate:

φ(x) =
∫
d4x′G(x− x′)j(x′); G(x) =

∫
d4pe−ipxG(p); (∂µ∂

µ +m2)G(x) = δ4(x) (58)

quindi la funzione G propaga l'e�etto della corrente j nel punto x′ al campo φ nel punto x.
Notare che la funzione di Green è in realtà mal de�nita in quanto posso sempre aggiungere a G
una funzione G0 tale che (∂µ∂

µ + m2)G(x) = 0; a questo corrisponde il fatto che alla φ posso
aggiungere una soluzione dell'equazione omogenea. Per risolvere l'ambiguità devo de�nire il
comportamento di G(p) vicino al polo p2 = m2. Nella teoria di campi il propagatore è descritto
dalla prescrizione di Feynman: p2 −m2 → p2 −m2 + iε. Corrispondentemente si ha :

GF (x) = lim
ε→0+

∫ d4p

(2π)4

e−ipx

p2 −m2 + iε
= −i

∫ d3p

2p0(2π)3

[
θ(x0)e−ipx + θ(−x0)eipx

]
p0=+
√
|p|2+m2

(59)
Infatti l'integrando ha due radici:

p+
0 = +

√
− iε

2
√ → +

√
− iε p+

0 = −
√

+
iε

2
√ → −

√
+ iε;

√
≡
√
|p|2 +m2 (60)

Ora, se x0 > 0 possiamo integrare in p0 facendo un cammino in campo complesso che contenga
l'asse reale e si chiuda nel semipiano inferiore; tale cammino include la radice p+

0 e percorre l'asse
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reale in senso inverso (vedi �gura.....) . Con il teorema dei residui, dato che al denominatore
dell'integrando compare (p0 − p+

0 )(p0 − p−0 ), si ottiene

−2πi
∫ d3p

(2π)4

e−i(
√

t−px)

2
√ = −i

∫ d3p

2p0(2π)3
e−ipx |

p0=+
√
|p|2+m2

Se invece x0 < 0 possiamo chiudere il cammino sul sempipiano superiore, ottenendo:

2πi
∫ d3p

(2π)4

e−i(−
√

t−px)

−2
√ = −i

∫ d3p

2
√

(2π)3
ei(
√

t−px) = −i
∫ d3p

2p0(2π)3
eipx |

p0=+
√
|p|2+m2

dove il primo passaggio si è fatto con il cambio di variabile p′ = −p, d3p′ = d3p. Abbiamo
quindi dimostrato la (59). In termini dei campi quantizzati liberi (40), è facile veri�care che il
propagatore si scrive tramite l'operatore di ordinamento temporale T :

〈T {φ(x)φ(0)}〉 ≡ 〈(θ[x0]φ(x)φ(0) + θ[−x0]φ(0)φ(x))〉 (61)

= θ(x0)
∫ d3p

2p0(2π)3
e−ipx + θ(−x0)

∫ d3p

2p0(2π)3
e−ipx = iGF (x) (62)

Tenendo conto che nel caso dei fermioni T [ψ(x)ψ(y)] = θ(x0−y0)ψ(x)ψ(y)−θ(y0−x0)ψ(y)ψ(x) e
con calcoli analoghi al caso scalare anche se con qualche elaborazione in più dovuta alla presenza
di più indici, si ottiene:

〈T {ψ(x)ψ̄(0)}〉 = i lim
ε→0+

∫ d4pe−ipx

(2π)4

∑
s us(p)ūs(p)

p2 −m2 + iε
= lim

ε→0+

∫ d4pe−ipx

(2π)4

i

p/−m+ iε
(63)

Inoltre dalle regole di commutazione si ottiene anche:

〈T {ψ̄(x)ψ(y)}〉 ≡ ψ̄(x)ψ(y) = −〈T {ψ(y)ψ̄(x)}〉 = −ψ(y)ψ̄(x)

cioé sotto contrazione è come se ψ(x) e ψ̄(y) anticommutassero (anche se i campi in sé non

anticommutano). Inoltre si ha ψ(x)ψ(y) = ψ̄(x)ψ̄(y) = 0, come si capisce anche per via della
conservazione della carica.

Per quanto riguarda il fotone, si ottiene:

〈T {Aµ(x)Aν(0)}〉 = i lim
ε→0+

∫ d4pe−ipx

(2π)4

∑
s ε

µ
s (p)ενs(p)

p2 + iε
= lim

ε→0+

∫ d4pe−ipx

(2π)4

iP µν
T

p2 + iε
(64)

con P µν
T proiettore trasverso P T

00 = P T
0i = P T

i0 = 0, P T
ij = δij − k̂ik̂j. In altre gauge si aggiunge

alla Lagrangiana il termine di gauge �xing; una discussione dettagliat è rimandata al capitolo
dove si discute la quantizzazione di QED e QCD. In generale (n = ω(1,−k̂)):

〈T {Aµ(x)Aν(0)}〉 =
∫ d4pe−ipx

(2π)4

iP µν

p2 + iε
; P µν

ξ = −gµν +(1−ξ)kµkν
k2

;P µν
T = −gµν +

kµnν + kνnµ

(nk)
(65)

In tutti i casi è lecito utilizzare P µν = −gµν in quanto i termini in kµ, kν non contribuiscono per
via dell'identità di Ward.
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1.7 Simmetrie discrete: C,P,T

Non tutte le trasformazioni sono continue: alcune di esse sono discrete, e qui discuto la coni-
ugazione di carica C, la parità P e l'inversione temporale T.

1.7.1 Coniugazione di carica, C

La coniugazione di carica manda una particella nella particella di carica opposta (antiparticella).
Così l'elettrone viene trasformato nel positrone con carica +, il protone nell'antiprotone con
carica - e così via. Considerando prima un campo scalare, la coniugazione di carica manda il
campo relativo alle particella (a) nel campo relativo all'antiparticella (b):

Cap,sC−1 = bp,s Cbp,sC−1 = ap,s (66)

dove si è considerata anche la possibilità di un indice di spin s. Il campo φ trasforma quindi
come:

φ(x) =
∫
d[p](ape

−ipx + b†pe
ipx)

C→
∫
d[p](bpe

−ipx + a†pe
ipx) = φ∗(x) (67)

Come ci si attende dunque, la coniugazione di carica trasforma il campo φ che contiene
operatori di distruzione di particella e creazione di antiparticella nel campo φ∗ che contiene
operatori di distruzione di antiparticella e creazione di antiparticella. La corrente di carica di

Noether conservata si trasforma come jµ = φ∗
↔
∂µ φ → Cφ∗C−1

↔
∂µ CφC−1 = φ

↔
∂µ φ

∗ = −jµ, cioè
la corrente cambia segno per coniugazione di carica come ci si attenderebbe

La trasformazione di carica per un fermione è un pò meno ovvia. Infatti:

ψ(x)
C→
∫
d[p](bs,pus,pe

−ipx + a†s,pvs,pe
ipx) (68)

che però non coincide con ψ∗(x) ∼ a†s,pu
∗
s,pe

ipx + bs,pv
∗
s,pe

−ipx. Tuttavia dalle soluzioni esplicite
dell'equazione di Dirac si ottiene us = −iγ2v∗s , vs = −iγ2u∗s, come conseguenza del fatto che
η± = −iσ2η

∗
∓ (esercizio: dimostrare queste relazioni sulla base delle soluzioni esplicite fornite

in ??; che relazione c'è col fatto che ψc = −iσ2ψ
∗
L trasforma come un bispinore R?). Quindi

possiamo scrivere Cψ(x)C−1 = −iγ2ψ∗(x). (Esercizio: usando la trasformazione appena provata,
dimostrare che Cψ̄γµψC−1 = −ψ̄γµψ, cioè la corrente cambia segno per coniugazione di carica
come ci si attenderebbe).

Un approccio alternativo, e forse più facile da memorizzare, consiste nell'osservare che se Φ

soddisfa le equazioni del moto (DµD
µ+m2)Φ = 0 conDµ = ∂µ+ieAµ, allora Φ∗ soddisfa la stessa

equazione con Dµ = ∂µ − ieAµ, cioè col segno della carica cambiato. Quindi la coniugazione

di carica cambia il segno della carica mandando particella in antiparticella tramite Φ(x)
C→

ΦC(x) = Φ∗(x). Per un fermione, se (i∂/ − eA/ −m)Ψ = 0, il coniugato di carica Ψc ≡ CΨ∗ (C
matrice 4x4) deve soddisfare (i∂/ + eA/−m)Ψc = 0. Si ricava:

(i∂/−eA/−m)Ψ = 0⇒ (−i∂·γ∗−eA·γ∗−m)Ψ∗ = 0⇒ C(−i∂·γ∗−eA·γ∗−m)C−1(CΨ∗) = 0 (69)
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da cui C deve soddisfare Cγ∗µC
−1 = −γµ cioè nella rappresentazione chirale Cγ0C

−1 = −γ0, Cγ1C
−1 =

−γ1, Cγ2C
−1 = γ2, Cγ3C

−1 = −γ3. Questo suggerisce che C commuti con γ2 e in e�etti
C = γ2, C

−1 = −γ2 ha le proprietà desiderate. Ψc è de�nito a meno di una fase e quindi
di solito si sceglie la fase in modo che C = iγ2 sia reale.

1.7.2 Parità, P

La parità manda un vettore x = (x0,x) nel vettore xP = (x0,−x). In maniera analoga a quanto
visto per la coniugazione di carica, è facile mostrare che se a(p) → Pa(p)P−1 = a(−p), allora
il campo scalare si comporta come φ(x)→ Pφ(x)P−1 = φ(xP). L'azione è invariante in quanto
lo Jacobiano della trasformazione da x a xP è 1. Per quanto riguarda i fermioni la situazione è
più complessa in quanto la parità (vedi eq. (??) manda spinori left in spinori right e viceversa.
In notazione quadrispinoriale possiamo quindi dire che ψ(x)→ γ0ψ(xP). Si ha:

ψ̄γµψ
P→ ψ̄γ0(γ0, γi)γ0ψ = ψ̄(γ0,−γi)ψ ψ̄γµγ5ψ

P→ ψ̄γ0(γ0γ5, γiγ5)γ0ψ = ψ̄(−γ0γ5, γiγ5)ψ

(70)
Quindi jµ ≡ ψ̄γµψ si trasforma come un vettore, cioé le componenti spaziali cambiano segno
mentre quella temporale non cambia segno. Invece j5

µ ≡ ψ̄γµγ5ψ si trasforma come uno pseu-
dovettore, o vettore assiale: la componente temporale cambia segno mentre quelle spaziali restano
invariate. Sotto parità il campo elettromagnetico si comporta come un vettore, Aµ → APµ , per
cui la combinazione jµAµ che compare nelle interazioni è invariante: jµAµ → jPµ A

µ
P = jµA

µ. In-
vece j5µA

µ → −jP5µA
µ
P = −j5µA

µ. Nellle interazioni deboli compare ad esempio la combinazione

V-A e l'interazione non è invariante: (jµ − j5
µ)Aµ

P→ (jµ + j5
µ)Aµ.

Alternativamente, la parità cambia x in xP con xP0 = x0, x
P
i = −xi. per un campo scalare la

trasformazione è Φ(x)
P→ P−1Φ(x)P = Φ(xP ) e per un campo vettore Aµ(x)

P→ APµ (xP ). per i
fermioni è un pò piú complicato. L'equazione di Dirac per un fermione massless (eL, eR spinori
di Weyl) si scrive (p0 + pσ)eR = 0; (p0 − pσ)eL = 0. Sotto parità eL → e′L,pσ → −pσ cioé
(p0−pσ)e′R = 0; (p0 +pσ)e′L = 0. A�nchè l'equazione di Dirac sia invariante devo quindi avere
(a meno di una fase) e′L = eR, e

′
R = eL cioè la parità scambia left con right. Alternativamente,

voglio che la corrente Jµ = Ψ̄γµΨ si trasformi come vettore cioè Ψ̄γµΨ
P→ Ψ̄P †γµPΨ = Ψ̄γPµ Ψ

dove P è una matrice 4x4. E' immediato veri�care che γ0γ0γ0 = γ0, γ0γiγ0 = −γi per cui
P = eiφγ0. Notare che la corrente assiale Aµ = Ψ̄γµγ5Ψ si comporta come uno pseudovettore

cioè A0
P→ −A0, Ai

P→ Ai. Se Ψ(x) soddisfa (i∂/−m)Ψ(x) = 0, allora ΨP (x) = γ0Ψ(xP ) soddisfa
ancora (i∂/−m)ΨP (x) = 0.

1.7.3 Inversione temporale, T

Ci sono sottigliezze per il fatto che l'operatore di inversione temporale è antilineare, cioé T |eiθi〉 =

e−iθT |i〉. Questo si vede bene anche in QM: se Ψ(t) = e−iHtΨ(0), allora Ψ(−t) = eiHtΨ(0). Se
cerco un operatore unitario che commuta con H che trasformi Ψ(t) in Ψ(−t) ottengo Ψ(−t) =
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TΨ(t)T † = Te−iHtΨ(0)T † = e−iHtΨ(0) = Ψ(t) cioè una contraddizione. L'unica possibile via
d'uscita è Te−iHt = eiHtT cioè T commuta con H ma agisce come Tc = c∗T . Questo è com-
patibile col fatto che l'inversione temporale scambia stati in con stati out, 〈f |i〉 = 〈Ti|Tf〉 =

〈Tf |Ti〉∗ per cui se |i〉 → eiθ|i〉 devo avere |Ti〉 → e−iθ|i〉 e lo stesso per 〈f |. Al solito, per
scalari φ(x)

T→ φ(xT ) e per vettori Aµ(x)
T→ ATµ (xT ) dove xt = (−x0,x). Per i fermioni,

cerco una matrice T tale che TΨ(xT ) obbedisca l'equazione di Dirac oppure, alternativamente
e in modo più semplice, voglio che (J0, Ji)

T→ (−J0, Ji) stando però attenti alla antilinearità
per cui T Ψ̄γµΨT † = (T Ψ†T †)(T γ0γµT †)(T ΨT †) = Ψ†(xT )T †γ∗0γ

∗
µTΨ(xT ). Voglio quindi che

T †γ∗0γ
∗
µT = (1,−γ0γi) in quanto la corrente è un quadrivettore: la velocità si inverte se cambio

il tempo, mentre la componente 0 è invariata. E' facile veri�care che T = γ1γ3 funziona.
Per gli spinori, si ha:

uT (p) = Σ2u
∗(p) Σ2 =

(
σ2 0

0 σ2

)
= −iγ1γ3 (71)

Infatti vale σ2σ
∗
i σ2 = −σi cioè Σ2σ

∗
µΣ2 = σµ per cui uT (p) soddisfa l'equazione di Dirac con le

componenti spaziali rovesciate: (p0γ0 + pγ −m)Σ2u
∗(p) = Σ2(p0γ

∗
0 − pγ∗ −m)u∗(p) = 0 ed ha

spin invertito: se σn̂ξ = ξ allora σn̂σ2ξ
∗ = −σ2σ

∗n̂ξ∗ = −σ2ξ
∗.

2 Matrice S, sezioni d'urto, decadimenti

La matrice S è l'elemento di matrice fra stato �nale e stato iniziale, entrambe liberi, dell'operatore
di evoluzione da ti = −∞ a tf = +∞. La rappresentazione piú conveniente per la teoria delle per-
turbazioni è quella di interazione, nella quale L'Hamiltoniana totale viene spezzata nella somma
di quella libera (esattamente risolvibile) e di quella di interazione: H = H0+V . Gli stati in rapp-
resentazione di interazione sono dati da ΨI = exp(iH0t)ΨS dove ΨS è lo stato in rappresentazione
di Schrödinger e gli operatori da OI = exp(iH0t)OS exp(−iH0t) ed evolvono quindi con la Hamil-
toniana libera: iȮI = [OI , H0]. L'operatore di evoluzione è de�nito da ΨI(t) = UI(t, 0)ΨI(0).
Dalla de�nizione di ΨI si ricava iΨ̇I(t) = HI(t)Ψ(t) con HI(t) = eiH0tV e−iH0t per cui:

i
∂UI(t, 0)

∂t
= HI(t)UI(t, 0) UI(0, 0) = 1 ⇒ UI(t, t′) = T exp[−i

∫ t

t′
HI(t

′′)dt′′] (72)

HI(t) = eiH0tV e−iH0t

dove T è l'operatore di ordinamento temporale (tempi grandi per primi) e l'ultima espressione
è una generalizzazione a t′ 6= 0. Si ha:

〈f |U(−∞,∞)|i〉 = 〈f |i〉−i
∫ ∞
−∞

dt〈f |eiH0tV e−iH0t|i〉−
∫ ∞
−∞

dt
∫ t

−∞
〈f |dt′eiH0tV e−iH0(t−t′)V e−iH0t′ |i〉+...

(73)
dove i puntini indicano ordini superiori in HI . Per dare un signi�cato all'ultimo integrale,
occorre fare la sostituzione V → V e−ε|t| (spegnimento adiabatico) e dopo aver traslato τ = t− t′

17



si ottiene:

−
∫ ∞
−∞

dtei(Ei−Ef )t
∫ ∞

0
dτ〈f |V ei(Ef−H0+iε)τV |i〉 = −2πiδ(Ef − Ei)〈f |V

1

Ef −H0 + iε
V |i〉 (74)

In de�nitiva, sommando tutti gli ordini, è facile vedere che S soddisfa l'equazione ricorsiva:

S = 1− 2πiTδ(Ef − Ei) T = V + V G0T G0 =
1

Ef −H0 + iε
(75)

In teoria dei campi, le formule sopra valgono ancora, solo che si passa a una densità di La-
grangiana. Nella (73) bisogna fare la sostituzione V → V (x) = exp(ipx) V (0) exp(−ipx);
occorre quindi integrare anche su x. Inoltre normalmente LI = −HI per cui:

S = U(−∞,∞) = T{exp
∫
iLI(x)d4x} LI(x) = eiPxLI(0)e−iPx (76)

Siccome siamo in rappresentazione di interazione, LI è funzione degli operatori di campo in
evoluzione libera. Un punto importante: attenzione a non confondere gli stati �sici con gli op-
eratori di campo. La Lagrangiana che descrive le interazioni è scritta in termini di operatori
di campo, quantizzati con la procedura vista sopra. Gli stati �sici evolvono con l'equazione di
Schrödinger, che è covariante relativistica perché l'hamiltoniana H =

∫
d3xH(x), scritta in ter-

mini degli operatori di campo, trasforma come la componente temporale di un quadrivettore. Gli
stati asintotici prima e dopo uno scattering sono particelle libere e quindi nella rappresentazione
di interazione φI(t) = exp(iH0t)ΦS(t) non hanno evoluzione temporale. Si ha:

〈p1|p2〉 = 〈0|ap1a
†
p1
|0〉 = δ3(p1 − p2)⇒ 〈x|a†p〉 = eip·x (77)

avendo usato le regole di commutazione degli operatori di creazione e distruzione.
La matrice S de�nita dalla (76) è scritta in termini di una espansione perturbativa nel termine

di interazione "piccolo" LI . Tale espansione permette di calcolare la matrice stessa utilizzando
gli operatori di campo liberi.

In sintesi, i risultati fondamentali da [1] o dalle mie dispense di teoria dei campi:

� Regole di Feynman: propagatori, stati iniziali e �nali, vertici.

� Le funzioni di Green, scritte in termini di operatori in rappresentazione di Heisenberg cioé
che evolvono con la full Hamiltonian, ammettono una espansione perturbativa simile alla
matrice S:

G(x1, x2 . . . xn) = 〈0|TφH(x1)φH(x2) . . . φH(xn)|0〉 = (78)

〈0|Tφ(x1)φ(x2) . . . φ(xn) exp{i
∫
d4xLI(φ(x))}|0〉con

dove con sta per connessi, con conseguenti regole perturbative del tutto simili alla matrice
S che difatti si può ottenere a partire dalle funzioni di Green tramite regole di riduzione
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(Itz p.207):

〈p1 . . . pn|S|q1 . . . qm〉 = (79)

(
i√
Z

)n+m
∫
d4x1....d

4ym exp i(
n∑
1

pixi −
m∑
1

qiyi)(2x1 +m2) . . . (2ym +m2)〈TφH(x1) . . . φH(ym)〉

� Matrice S e funzioni di green sono qui trattate perturbativamente, ma sono de�nite anche
nonperturbativamente

Passiamo ora al calcolo delle quantità �siche come sezioni d'urto in termini della matrice S.
Per far questo, consideriamo un volume V �nito e un tempo di interazione T = tf − ti �nito.
La �nitezza del volume corrisponde certamente alla �nitezza dell'apparato sperimentale, ma è
comunque necessaria per poter considerare funzioni d'onda correttamente normalizzate e quindi
dare una interpretazione probabilistica. Il passaggio al continuo avviene nel limite di volume e
tempo in�niti. Gli stati sono normalizzati a una particella nel volume V:

fp(x) = 〈x|a†p|0〉 =
eipx√
V

;
∫
V
d3xf ∗p (x)fp(x) = 1 ∀x0 (80)

e gli impulsi sono quantizzati nella scatola di volume V e lati L; ogni stato occupa una celletta
di volume (2π)3

V
nello spazio delle fasi:

pni =
2π

L
n ; n = 0, 1, 2... ; i = 1, 2, 3 dφp =

V

(2π)3
d3p (81)

La matrice S si scrive, in termini di M e tenendo conto della conservazione della energia*:

Sfi = δfi + iTfi = δfi + iMfiδ
4
PfPi

δ4
PfPi

= δP 0
f
P 0
i
δP 1

f
P 1
i
δP 2

f
P 2
i
δP 3

f
P 3
i

(82)

e la probabilità di transizione per unità di tempo, tenendo conto che (δ4
PfPi

)2 = δ4
PfPi

:

dwfi =
1

T
|Mfi|2δ4

PfPi
Πf

V d3pf
(2π)3

(83)

Per passare al continuo, T →∞ e V →∞ occorre fare le sostituzioni:

δ4
PfPi
→ (2π)4

V T
δ4(Pf − Pi) (84)

Mfi →MfiV T
1√

(Πi2EiV )(Πf2EiV )
(85)

L'equazione (84) si ricava facilmente tenendo presente che∫
L
ei(pn−pn′ )xdx = Lδnn′ e

∫ ∞
−∞

ei(p−p
′)xdx = 2πδ(p− p′) ⇒ δnn′ ↔

2π

L
δ(p− p′) (86)

*qui Pf e Pi sono gli impulsi totali �nali e iniziali: Pf =
∑
f pf . Il simbolo δ indica la delta di Kronecker
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L'equazione (85) contiene due tipi di fattori. Il primo, V T , è dovuto a ragioni dimensionali: in
teoria dei campi la Lagrangiana è in realtà una densità di Lagrangiana e così ancheMfi è una
densità rispetto al �normale� Mfi di meccanica quantistica. Il secondo tipo di fattore è dovuto
al fatto che in teoria dei campi, invece di essere normalizzati a 1, gli stati hanno in genere una
normalizzazione covariante:

f teo camp (x) =
√

2Epe
ipx =

√
2EpV f

mec qua
p (x) ; 〈fp(x)|fp′(x)〉teo cam = 2Ep(2π)3δ3(p− p′) (87)

Si ottiene così l'espressione �nale:

dwfi =
V

(Πi2EiV )
|Mfi|2(2π)4δ4(Pf − Pi)Πf

d3pf
(2π)32Ef

(88)

Vediamo ora due casi importanti.

� Decadimento - una particella nello stato iniziale

dw1→f =
1

2E1

|Mf1|2(2π)4δ4(Pf − Pi)Πf
d3pf

(2π)32Ef
(89)

� Sezione d'urto - due particelle nello stato iniziale. Per ottenere la sezione d'urto devo
dividere per il �usso vr/V dove vr è la velocità relativa delle due particelle nello stato
iniziale

dσ12→f =
1

2E12E2vr
|Mfi|2(2π)4δ4(Pf − Pi)Πf

d3pf
(2π)32Ef

(90)

Nel sistema del baricentro si ha

vr =
|p|c.m.

E1

+
|p|c.m.

E2

; 2E12E2vr = 4|p|c.m.(E1 + E2) = 4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

e quindi:

dσ12→f =
1

4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2

|Mfi|2(2π)4δ4(Pf − Pi)Πf
d3pf

(2π)32Ef
(91)

Vediamo ora alcuni casi particolari iniziando con stato �nale a due corpi *:

dσ12→34 =
1

64π2

|pc.m.f |
|pc.m.i |

|Mfi|2

s
dΩf =

1

64π

|Mfi|2

s

dt

|pc.m.i |2
dΓ1→34 =

1

32π2

|pc.m.f |
m1

|Mfi|2

m1

dΩf

|pc.m.i | =
√
s2 − 2s(m2

1 +m2
2) + (m2

1 −m2
2)2 |pc.m.f | =

√
s2 − 2s(m2

3 +m2
4) + (m2

3 −m2
4)2

*p2i = m2
i . Inoltre p1 + p2 = p3 + p4 , t = (p1 − p3)2 , s = (p1 + p2)2 per dσ e p1 = p3 + p4 per dΓ
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3 Quantum ChromoDynamics

3.1 La Lagrangiana di QED

La QED (Quantum ElectroDynamics) è teoria con invarianza locale U(1). Per ottenere una
Lagrangiana con invarianza locale, partiamo da una generica Lagrangiana con invarianza globale
U(1):

L(φ, ∂µφ) φ′ = Uφ, U = e−iθ L(φ, ∂µφ) = L(φ′, ∂µφ
′) (92)

Se adesso rendiamo la trasformazione locale, θ → θ(x), la Lagrangiana non è più in generale
invariante. Per renderla invariante localmente introduciamo un campo di gauge vettoriale Aµ, che
si trasforma come Aµ(x)→ Aµ(x)+∂µθ(x). De�niamo la derivata covariante Dµ = ∂µ+ieAµ che
ha, diversamente dalla derivata semplice, una �buona� proprietà di trasformazione sotto gauge,
nel senso che Dµφ→ UDµφ. Infatti (e è la carica del campo φ):

(∂µ + ieAµ)φ→ (∂µ + ie(Aµ + ∂µθ))e
−ieθφ

= (∂µe
−ieθ)φ+ e−ieθ∂µφ+ ieAµe

−ieθφ+ ie∂µθe
−ieθφ = e−ieθ(∂µ + ieAµ)φ

Se nella teoria ci sono diversi campi con cariche q diverse, de�niamo la trasformazione dei campi
come φq → e−iqθφq e la derivata covariante come ∂µφq → Dµφq = (∂µ+ iqAµ)φq Da quanto detto
è facile constatare che la seguente lagrangiana è localmente invariante sotto U(1):

LU(1) = L(φ,Dµφ)− 1

4
FµνF

µν (93)

avendo de�nito il tensore, invariante di gauge, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Per esempio, consideriamo
uno scalare di carica q1 e un fermione di carica q2. Omettendo i termini di massa −M2φ∗φ−mψ̄ψ
che rimangono invariati, dal minimal coupling otteniamo:

L0 = (∂µφ)∗∂µφ+ iψ̄∂/ψ → L0 + Aµ[−q1(iφ∗
↔
∂µ φ)− q2ψ̄γµψ]− q2

1AµA
µφ∗φ (94)

A questa vanno aggiunti i termini di gauge �xing e di massa. Il termine di gauge �xing
è indispensabile per risolvere un'ambiguità nella de�nizione del propagatore. In e�etti se con-
sideriamo un campo vettore accoppiato con una corrente, L = −1/4F 2 + jA, le equazioni del
moto:

∂µF
µν = jν ⇒ ∂µ∂

µAν − ∂µ∂νAµ = jν (95)

si scrivono in trasformata di Fourier:

(−k2gµν + kµkν)A
µ = jν (96)

La corrispondente funzione di Green soddisfa, per de�nizione:

Aµ = Gµνj
ν ⇒ (−k2gµα + kµkα)Gαν = gνµ (97)
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Ma quest'ultima equazione non ha soluzione, come si vede dal fatto che (−k2gµα + kµkα)kα =

0, che è collegato all'invarianza di gauge. Per risolvere questa ambiguità si può ad esempio
aggiungere alla Lagrangiana un termine 1

2ξ
(∂µA

µ)2 (ξ-gauge). In questo modo le equazioni del
moto cambiano e il propagatore soddisfa:(

−k2gµα + kµkα(1− 1

ξ
)

)
Gαν = gνµ ⇒ Gµν =

1

k2
((1− ξ)kµkν

k2
− gµν) (98)

Una delle scelte più comuni è la gauge di Feynman ξ=1, e il propagatore ha al numeratore il
semplice termine gµν .

Per �nire scriviamo la Lagrangiana di QED, che coinvolge l'elettrone, fermione di carica −e
dove e è il modulo della carica dell'elettrone. Da quanto visto sopra si ha:

L = −1

4
FµνF

µν + Lg.f. + ψ̄(i∂/−m)ψ + eAµψ̄γµψ (99)

Normalmente utilizzeremo la gauge di Feynmann, Lg.f. = 1
2
(∂µA

µ)2. Il termine di interazione
risulta semplicemente LI = eAµψ̄γµψ.

3.2 Lagrangiana di QCD

E' bene ricordare un pò di algebra di SU(N). Fra le rappresentazioni del gruppo è particolarmente
importante la fondamentale, formata da matrici NxN U(θ) = exp iθaτa dove τa sono N2-1 matrici
hermitiane che soddisfano [τa, τb] = ifabcτc con fabc costanti di struttura reali. La normalizzazione
delle τa, e quindi quella delle fabc, è arbitraria e viene normalmente �ssata da Tr{τaτb} = 1

2
δab.

Dalle equazioni sopra si trova fabc = −2iTr{[τa, τb]τc} = −2iTr{τa[τb, τc]} = −2iTr{τb[τc, τa]}
avendo usato la ciclicità della traccia. Quindi fabc è antisimmetrico in tutti gli indici. Il Casimiro
τ 2 =

∑
τaτa commuta con tutte le τ ed è quindi proporzionale all'identità; la costante di

proporzionalità si trova facendo la traccia e risulta
∑
τaτa ≡ CF = N2−1

2N
. Esiste una Fierz-

identity fondamentale, che deriva dal fatto che le N2 − 1 matrici τa più l'identità sono una base
per le matrici hermitiane NxN con prodotto scalare dato dalla traccia:

H =
∑

Caτa + C0 ⇒ C0 =
Tr{H}
N

,Ca = 2Tr{Hτa} ⇒ 2τaαβτ
a
δγ = δαγδβδ −

1

N
δαβδδγ (100)

Da questa si ricava facilmente:

Tr{τaτ bτaτ b} =
1

4
(δαγδβδ −

1

N
δαβδδγ)(δβαδδγ −

1

N
δβδδγα) = −1

4
(
N2 − 1

N
) (101)

La rappresentazione aggiunta è de�nita da U(θ)AaτaU−1(θ) = A′aτa e a livello in�nitesimo
δAa = fabcθbAc da cui segue che A′ = exp iTaθaA con T abc = ifabc generatori del gruppo nella
rappresentazione aggiunta. T a sono quindi N2-1 matrici (N2 − 1) × (N2 − 1). Per trovare il

22



Casimiro nell'aggiunta si può usare il fatto che T abcT
a
cd = fabcfadc = CAδbd ⇒ (N2 − 1)CA =

fabcfabc; il valore di fabcfabc si può trovare dalle formule precedenti:

Tr{τaτ bτaτ b}︸ ︷︷ ︸
−N2−1

4N

= Tr{τ bτaτaτ b}︸ ︷︷ ︸
(N2−1)2

4N

+ifabc Tr{τ cτaτ b}︸ ︷︷ ︸
ifabc

4

⇒ fabcfabc = N(N2 − 1)⇒ CA = N (102)

A questo punto si possono dare anche le rappresentazioni esplicite �standard�:
Fondamentale e aggiunta di SU(2) con fabc = εabc :

τ1 =
1

2

(
0 1

1 0

)
τ2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
τ3 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
(103)

T1 =


0 0 0

0 0 i

0 −i 0

 T2 =


0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 T3 =


0 i 0

−i 0 0

0 0 0

 (104)

Fondamentale di SU(3) con f123 = 1, f345 = f147 = f246 = f257 = 1
2
, f367 = f156 = −1

2
, f458 =

f678 =
√

3
2

(matrici di Gell-Mann):

τ1 =
1

2


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 τ2 =
1

2


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 τ3 =
1

2


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 τ4 =
1

2


0 0 1

0 0 0

1 0 0



τ5 =
1

2


0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 τ6 =
1

2


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 τ7 =
1

2


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 τ8 =
1

2
√

3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2


con le 8 matrici 8x8 della aggiunta date da T abc = ifabc. Si veri�ca esplicitamente che fabcSU(2)f

abc
SU(2) =

εabcεabc = 6 e che fabcSU(3)f
abc
SU(3) = 24 in accordo con la formula generale fabcSU(N)f

abc
SU(N) = N(N2−1).

La Lagrangiana di QCD è un caso particolare di teoria di Yang Mills, cioè un tipo di teoria
con invarianza locale SU(N). Per ottenere una Lagrangiana con invarianza locale, partiamo da
una generica Lagrangiana con invarianza globale SU(N):

L(φ, ∂µφ) φ′ = Uφ, U = exp[iαaT a] L(φ, ∂µφ) = L(φ′, ∂µφ
′) (105)

Se adesso rendiamo la trasformazione locale, αa → αa(x), la Lagrangiana non è più in generale
invariante. Per renderla invariante localmente introduciamo N campi di gauge vettoriali Aaµ, a =

1...N :

Aµ ≡ AaµT
a U = exp[iαa(x)T a] A′µ = UAµU

−1 +
i

g
(∂µU)U−1 (106)

dove g è una cosatante cui daremo il signi�cato di costante di accoppiamento. De�niamo la
derivata covariante:

Dµ = ∂µ − igAµ (107)
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che ha, diversamente dalla derivata semplice, una �buona� proprietà di trasformazione sotto
gauge, nel senso che

Dµφ→ UDµφ (108)

o equivalentemente, dato che φ → Uφ, si può scrivere anche Dµ → UDµU
−1. Da quanto detto

è facile constatare che la seguente lagrangiana è localmente invariante sotto SU(N):

LYM = L(φ,Dµφ)− 1

4
F a
µνF

µν
a (109)

avendo de�nito:

Fµν = F a
µνT

a =
1

ig
[Dµ,Dν ]⇒ F a

µν = ∂µA
a
ν−∂νAaµ−gfabcAbµAcν , F a

µνF
µν
a ∝ Tr{FµνF

µν} (110)

La Lagrangiana di QCD è un caso particolare con N=3:

LQCD =
∑

f=u,d,s...

iψ̄fDµψf −
1

4
F a
µνF

µν
a (111)

A questa vanno aggiunti i termini di gauge �xing, di massa dei quarks ed i ghosts. Il termine
di gauge �xing è indispensabile per risolvere un'ambiguità nella de�nizione del propagatore. In
e�etti se consideriamo un campo vettore accoppiato con una corrente, L = −1/4F 2 + jA, le
equazioni del moto:

∂µF
µν = jν ⇒ ∂µ∂

µAν − ∂µ∂νAµ = jν (112)

si scrivono in trasformata di Fourier:

(−k2gµν + kµkν)A
µ = jν (113)

La corrispondente funzione di Green soddisfa, per de�nizione:

Aµ = Gµνj
ν ⇒ (−k2gµα + kµkα)Gαν = gνµ (114)

Ma quest'ultima equazione non ha soluzione, come si vede dal fatto che (−k2gµα + kµkα)kα =

0, che è collegato all'invarianza di gauge. Per risolvere questa ambiguità si può ad esempio
aggiungere alla Lagrangiana un termine 1

2ξ
(∂µA

µ)2 (ξ-gauge). In questo modo le equazioni del
moto cambiano e il propagatore soddisfa:(

−k2gµα + kµkα(1− 1

ξ
)

)
Gαν = gνµ ⇒ Gµν =

1

k2
((1− ξ)kµkν

k2
− gµν) (115)

Una delle scelte più comuni è la gauge di Feynman ξ=1.
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3.3 Unitarietà. Quantizzazione di QED e QCD

La matrice S ≡ U(−∞,∞) è un operatore unitario che si suole scrivere S = 1 + iT per separare
la parte di scattering vero e proprio de�nita da T dalla parte di non interazione. L'unitarietá
SS† = 1 diventa (indicando 〈f |T |i〉 = Tfi):

−i(T − T †) = TT † ⇒ −i(Tfi − T ∗if ) =
∑
n

TfnT
∗
in ⇒ 2Im{Tii} =

∑
n

|Tin|2 (116)

La matrice T contiene una delta di conservazione del quadriimpulso: Tfi = (2π)4δ4(Pf −
Pi)Mfi. Inoltre nel caso del continuo con normalizzazione relativistica la somma sugli stati
�nali diventa una integrazione sullo spazio delle fasi: 1 =

∑
X

∫
dΦX |X〉〈X|. Si ottiene quindi:

Im{Mii} =
∑
X

∫
dΦX(2π)4δ4(Pi − PX)|MXi|2 = 2

√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

∑
X

σ(i→ X) (117)

con p1, p2 impulsi iniziali. Questa equazione è detta anche 'teorema ottico', che si puó enunciare
nel seguente modo: La parte immaginaria dell'ampiezza di scattering in avanti (cioé con i = f)
è proporzionale alla sezione d'urto inclusiva. Vedremo che il teorema ottico gioca un ruolo nella
quantizzazione delle teorie di gauge.

In questo paragrafo vedremo che nel caso della QCD è necessario, per preservare l'unitarietá
della teoria, aggiungere un termine alla lagrangiana di QCD che descrive stati a metrica negativa
detti "ghosts". Tale aggiunta non è invece necessaria nel caso abeliano della QED. In e�etti,
problemi sorgono nella quantizzazione delle teorie di gauge, per le quali la generalizzazione della
(39) sarebbe [Aµ(x, t), πν(x

′, t)] = igµνδ
3(x− x′). Tuttavia questo è inconsistente con:

L = −1

4
FµνF

µν + JµA
µ ⇒ πi =

∂L
Ȧi

= Ȧi − ∂iA0 π0 =
∂L
Ȧ0

= 0 ; ∂iπi = −J0 (118)

dove l'ultima equazione è conseguenza delle equazioni del moto. Quindi delle 4 commutazioni
canoniche, 1 salta perchè π0 = 0 e l'altra salta perchè ∂iπi = −J0 è una relazione fra gli operatori
di Aµ e quelli, che dovrebbero essere indipendenti, dei campi fermionici ad esempio. I gradi di
libertá dinamici che posso quantizzare sono quindi in realtà solo 2. Però se procedo così perdo
ovviamente l'invarianza manifesta di Lorentz: π0 = 0.

Le di�coltà nella quantizzazione sono legate alla invarianza di gauge: data Aµ(x, 0) la
soluzione non dà una soluzione univoca Aµ(x, t) perchè anche Aµ(x, t) + ∂µΩ(x, t) con Ω oppor-
tuno è soluzione. Equivalentemente, il propagatore è in realtà un proiettore Dµν∂νΩ = 0. Una
maniera di risolvere è quella di �ssare la gauge, eliminando i gradi di libertà spuri e restando
solo con quelli �sici che verranno quantizzati. La scelta piú semplice è la gauge di Coulomb,
∂iAi = 0. In questa gauge si ha dunque:

∂iAi = 0 ; ∂i
∂L
∂∂iA0

= J0 ⇒ ∂i∂
iA0 = −J0 ⇒ A0(x, t) =

∫
d3x′

J0(x′, t)

|x− x′|
(119)
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e A0 non è più un grado di libertà dinamico della teoria.
Quajntizziamo adesso i gradi di libertà dinamici, tenendo conto che soddisfano A0 = 0, ∂iAi =

0. Imponiamo le relazioni di commutazione canonica [ap,s, a
†
k,r] = δsrδ

3(p− k), ottenendo:

[Ai(x, t), πj(x
′, t)] = −i

∫ d3k

(2π)3
eik(x−x′)

(
δij −

kikj

k2

)
(120)

dopo aver tenuto conto che la condizioni A0 = 0, ∂iAi = 0 si tramutano per le polarizzazioni nel
requisito che esse siano trasverse, e quindi ricostituiscono il proiettore trasverso. Le (120) sono
compatibili con le equazioni del moto:

L = −FµνF
µν

4
+ JiA

i − J0(∇2)−1J0 ⇒ 2Ai = (δij −
∂i∂j
∇2

)Jj ≡ JTj (121)

dove è sottinteso che A0 che compare in F0i è in realtà −(∇2)−1J0. I campi e il propagatore si
scrivono:

Aiµ(x) =
∫ d3k

ω

2∑
i=1

[ae−ikxεiµ(k) + h.c.]
∫
d4xeikx〈T Aµ(x)Aν(0)〉 = i

P T
µν

k2
(122)

dove le polarizzazioni trasverse soddisfano

εi · εj = −δij
∑

εiµε
i∗
ν = P T

µν P T
ij = δij −

kikj

k2 P T
00 = P T

0i = P T
i0 = 0 (123)

La quantizzazione (sia in QED che in QCD) �nisce qui: in gauge di Coulomb come nelle altre
gauge �siche (gauge assiale, gauge di radiazione ecc.) si quantizzano solo i gradi di libertà
�sici, e non occorre nessun termine aggiuntivo alla Lagrangiana. Tuttavia, l'espressione per il
propagatore in gauge di Coulomb non è covariante, e questo tende in generale a complicare i
calcoli, per cui di solito non è questa la scelta che si fa. Si preferisce una gauge covariante,
quale ad esempio quella de�nita dalla (115) per ξ = 1 (gauge di Feynman). Dalla (37) si ottiene
facilmente la seguente relazione fra i numeratori dei propagatori nelle varie gauge:

P ξ
µν = P T

µν +
kµnν + kνnµ

(nk)
+ (1− ξ)kµkν

k2
(124)

Per veri�care l'invarianza di gauge dobbiamo dimostrare che i termini in kµ, kν , kµkν nella (124),
connessi con polarizzazioni non �siche, sono irrilevanti oppure possono essere cancellati con
opportune interazioni (i ghosts in QCD). Allo stesso tempo, come vedremo, questo garantisce
l'unitarietá della teoria.

Regola di Cutkoski 1/(k2 + iε)→ πδ(k2). Inoltre d4kδ(k2) = dΦk.
In QED e−(p1)e+(p2)→ γ(k1)γ(k2) l'ampiezza è A = Aµνε

µ(k1)εν(k2) con:

Aµν = v̄(p2)

{
γν

1

p/1 − k/1
γµ + γµ

1

k/1 − p/2
γν

}
u(p1) (125)
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da cui si ottiene:

kµ1Aµν = v̄(p2)

{
γν

[
−1 +

1

p/1 − k/1
p/1

]
+

[
1 + p/2

1

k/1 − p/2

]
γν

}
u(p1) = 0 (126)

dove l'ultimo passaggio tiene conto delle equazioni del moto v̄(p2)p/2 = p/1u(p1) = 0. Questa è
un'identità di Ward. I termini in kµ non contribuiscono.

In QCD (gli indici di colore sono omessi):

Aabµν = v̄(p2)

{
γν

1

p/1 − k/1
γµT

aT b + γµ
1

k/1 − p/2
γνT

bT a
}
u(p1) (127)

+ v̄(p2)γαTcu(p1)fabc
1

(p1 + p2)2
[gνα(−k2 − p1 − p2)µ + gµν(k2 − k1)α + gαµ(p1 + p2 + k1)ν ]

Quando si moltiplica per kµ1 tenedo condo di equazioni del moto e della conservazione
dell'impulso, il contributo del primo rigo della (127) si cancella con il contributo del primo
termine fra parentesi quadre al secondo rigo. Gli ultimi due termini peró non si cancellano, e
producono:

kµ1A
ab
µν =

1

(p1p2)
fabcv̄(p2)k/1Tcu(p1)kν2 (128)

Se kν2Dµν(k2) = 0 questo termine non contribuisce, ma non è così. Occorre aggiungeree i ghosts,
scalari anticommutanti in modo da generare un segno -. Col path integral si dimostra che
Lg = ∂µc̄

aDµca. Nel caso di QED i ghosts, scalari neutri, sono campi liberi e non contribuiscono
alle ampiezze. Non così in QCD.

3.4 Regole di Feynman

Il testo di riferimento è [8].
Il normal ordering indicato coi due punti, consiste nell'ordinare i prodotti di campi in modo

che tutti gli operatori di distruzione stiano a sinistra e quelli di creazione a destra. Evita il
comparire di in�niti. Ad esempio In e�etti nel prodotto di due operatori di campo nello stesso
punto compaiono operatori come aka

†
k che sono mal de�niti. Ad esempio:

〈0|φ2(0)|0〉 =
∫ d3k1

E1

d3k2

E2

〈(ak1 + a†k1
)(ak2 + a†k2

)〉 =
∫ d3k1

E1

d3k2

E2

〈ak1a
†
k2
〉 =

∫ d3k1

E1

=∞ (129)

Si de�nisce allora il normal ordering tale che gli operatori tipo a compaiono sempre a destra e
quelli tipo a† a sinistra:

〈0| : φ2(0) : |0〉 =
∫ d3k1

E1

d3k2

E2

〈: (ak1 + a†k1
)(ak2 + a†k2

) :〉 = (130)∫ d3k1

E1

d3k2

E2

〈ak1ak2 + a†k2
ak1 + a†k1

ak2 + a†k1
a†k2
〉 = 0
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Consideriamo una teoria scalare con interazione LI = λφ4, e uno scattering p1 p2 → p3 p4.
Il primo termine nella espansione perturbativa della matrice S (76) corrisponde all'assenza di
interazione, e non è molto interessante. Consideriamo quindi il secondo termine; l'invarianza per
traslazioni implica la delta di conservazione (e questa è una cosa valida a tutti gli ordini):∫

d4xi〈f |LI(x)|i〉 = i
∫
d4x〈f |eiPxLI(0)e−iPx|i〉 = (131)

i
∫
d4x exp[i(Pi − Pf )x] = (2π)4iδ4(Pf − Pi)〈f |LI(0)|i〉

dove P è l'operatore di traslazione temporale e Pi la somma degli impulsi iniziali. A causa del
N-order l'unico pezzo diverso da zero* è (d[k] = d3k/(2k0)):

〈ap1ap2| : φ4(0) : |a†p3
a†p4
〉 =

∫
d[k]1d[k]2d[k]3d[k]4〈ap1ap2a

†
k1
a†k2
ak3ak4a

†
p3
a†p4
〉 =∫

d3k1d
3k2d

3k3d
3k4[δ3(p1 − k1)δ3(p2 − k2) + p1 ↔ p2][δ3(p3 − k3)δ3(p4 − k4) + p3 ↔ p4] = 4

Inoltre ci sono 3! operatori distinti dello stesso tipo, come ad esempio a†k1
a†k3
ak2ak4 . In totale il

fattore combinatori0 è dunque 4× 3! = 4! e il vertice produce 4!λ:

〈f |i
∫
d4xLI(x)|i〉 = −i(2π)4δ4(pf − pi)

λ

4
〈f | : φ4(0) : |i〉 = −i(2π)4δ4(pf − pi)4!λ (132)

Di solito si include questo fattore nella LI = φ4/4! e il vertice è λ. Domanda: ottengo una teoria
diversa, cioé con predizioni diverse? Questo è un primo esempio di regole di Feynman.

Per calcolare gli ordini successivi occorre usare il teorema di Wick:

T{N [A(x1)B(x1) . . .]N [A(x2)B(x2) . . .] . . . N [A(xn)B(xn) . . .]} =
∑
i

N [i contrazioni, no e.t.]

(133)
dove il secondo membro signi�ca che �ssato i = 3 ad esempio, bisogna sommare su tutte i possibili
termini con 3 contrazioni ma senza contrarre a tempi uguali, cioè senza contrarre all'interno di
ogni gruppo N-ordinato. Le contrazioni non sono altro che i propagatori. In buona sostanza
abbiamo:

φ(x1)φ(x2) ≡ 〈T{φ(x1)φ(x2)} = ∆(x1 − x2) (134)

a(p)φ(x) ≡
∫ d3k

2k0

[a(p), a†(k)]e−ikx =
∫
d3kδ3(p− k)e−ikx = e−ipx (135)

(la seconda de�nizione l'ho inventata io). Con questa notazione, il fattore combinatorio trovato
in precedenza è semplice: ci sono 4! modi di contrarre gli a con ognuno dei 4 φ.

I casi più semplici sono facili da veri�care:

T{A(x1)B(x2)} = N [A(x1)B(x2)] + 〈T{A(x1)B(x2)}〉 (136)

T{N [A2(x1)]B(x2)} = N [A2(x1)B(x2)] + 2A(x1)〈T{A(x1)B(x2)}〉 (137)

*i pezzi del tipo akakaka
†
k eccetera danno zero: per avere roba non nulla occorrono due ak e due a†k.
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Consideriamo lo scattering 2 in 2 ma stavolta con LI = φ3/3. L'invarianza per traslazioni
consente di scrivere LI(x)LI(y) = LI(x)eiPyLI(0)e−iPy = eiPyLI(x − y)LI(0)e−iPy, per cui il
termine successivo della (76) è

−1

2
(
λ

3!
)2
∫
d4xd4y〈f |T [: φ3(x) :: φ3(y) :]|i〉 = i(2π)4δ4(pf−pi)

1

2
(
λ

3!
)2
∫
d4z〈f |T [: φ3(z) :: φ3(0) :]|i〉

(138)
dove ho ribattezzato z = x− y.

Per quanto riguarda la combinatoria, devo considerare:

〈a(p3)a(p4)φ(x)φ(x)φ(x)φ(y)φ(y)φ(y)a†(p2)a†(p1)〉 (139)

Il fattore 1/2 nella (138) viene mangiato dal fatto che ho due termini identici con x e y scambiati
di ruolo. Questo fatto �generale: il fattore 1/n! nell'espansione della matrice S come esponenziale
viene mangiato dalle permutazioni delle label dei vertici. Considero quindi solo i tgermini in cui
gli a vengono contratti con x e gli a† con y. L'unico termine connesso è quello in cui contraggo
uno dei φ(x) con uno dei φ(y), gli a con x e gli a† con y. Posso farlo in (3!)2 modi diversi, e
questo mangia 1/(3!) nella (138). Ottengo quindi:

λ
∫
d4z∆(z)〈a(p3)a(p4)|T [: φ2(z) :: φ2(0) :]|a†(p2)a†(p1)〉 (140)

= λ
∫
d4z∆(z)e−i(p3+p4)z =

λ

(p1 + p2)2 −m2

Il relativo diagramma di Feynman.....

3.5 Sezione d'urto per di�usione elastica ut→ ut

Gli ingredienti necessari per calcolare la sezione d'urto sono

� Regole di Feynman

� Espressione per lo spazio delle fasi

� Modulo quadro dell'ampiezza

Lo spazio delle fasi per uno stato �nale di due particelle si scrive:

dLips = (2π)4δ4(p1+p2−p3−p4)
d3p3

2E3(2π)3

d3p4

2E4(2π)3
=

1

(2π)2
δ(E1 + E2 − E3 − E4)

d3p3

4E3E4

∣∣∣∣∣
p4=p3−p2−p2

(141)
dove ho eliminato l'integrale in d3p4 tenendo conto del fatto che la δ3 implica la conservazione
del triimpulso. Per valutare questa espressione mettiamoci ora nel sistema del centro di massa,
nel quale si ha:

p1 = (E1,p) p2 = (E2,−p) p3 = (E3,p
′) p4 = (E4,−p′) p2

1 = p2
3 = m2

1 p2
2 = p2

4 = m2
2

(142)
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la Quantità E1 +E2 si indica di solito con
√
s ed è la massa invariante delle 2 particelle inizialei:

s = (p1 + p2)2. Nel sistema del centro di massa si ha

p3 = p′, E3 =
√
|p′|2 +m2

1, E4 =
√
|p′|2 +m2

2 d3p′ = |p′|2d|p′|dΩ

Adesso, ricordandosi che δ(f(x)) = 1/f ′(x0)δ(x− x0) con f(x0) = 0 si ottiene:

d3p′δ(E3(|p′|)+E4(|p′|)−
√
s) = |p′|2d|p′|dΩ

1
|p′|
E3

+ |p′|
E4

= |p′| E3E4

E3 + E4

dΩ
∣∣∣∣
E3+E4=

√
s

= |p′|E3E4√
s
dΩ

(143)
In�ne, la conservazione del triimpulso è tenuta automaticamente in conto nella (142), mentre

la conservazione dell'energia dà:√
p2 +m2

1 +
√
p2 +m2

2 =
√
p′2 +m2

1 +
√
p′2 +m2

2 ⇒ |p| = |p′| (144)

Mettendo insieme le (141,143) si ottiene l'espressione dello spazio delle fasi nel sistema del c.m.:

dLips =
1

16π2

|p|√
s
dΩ p = triimpulso nel c.m.

√
s = energia nel c.m. (145)

In�ne:

dσ =
|Afi|2

I
dLips =

|Afi|2

4|p|
√
s

1

16π2

|p|√
s
dΩ =

|Afi|2

64π2s
dΩ (146)

Consideriamo adesso la sezione d'urto di scattering elastico u(k1) t(p1) → u(k2) t(p2) con
k2

1 = k2
2 = m2, p2

1 = p2
2 = M2, che potrebbe essere rilevante per processi misurati a LHC.

Le regole di Feynman rilevanti sono:
Utilizzando le regole di Feynman il calcolo dell'ampiezza per il processo u−(k1; s1)t−(p1, r1)→

u−(k2; s2)t−(p2, r2) dove k, p indicano gli impulsi e r, s gli spin (elicità) è piuttosto semplice:

As2r2s1r1
= e2ūs2(k2)γµus1(k1)

gµν

q2
ūr2(p2)γνur1(p1) (147)

Notare che si può usare gµν .....
Consideriamo la sezione d'urto unpolarised, cioè mediata sugli spin iniziali e sommata su

quelli �nali:

∑
r1,r2,s1,s2

|As2r2s1r1
|2

4
= (

e2

q2
)2Tr

2
{(k/2 +m)γµ(k/1 +m)γν}

Tr
2
{(p/2 +M)γµ(p/1 +M)γν} ≡ (

e2

q2
)2LµνM

µν

(148)
con m(M) massa del quark up (top). Per calcolare questa traccia utilizziamo le regole per le
tracce delle matrici di Dirac:

Tr{γµγν} = 4gµν ; Tr{γµγνγργσ} = 4(gµνgρσ−gµρgνσ+gµσgνρ) ; Tr{n. dispari di matrici γ} = 0

(149)
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Esistono poi altre identità utili che riguardano le contrazioni:

γµγ
µ = 4 γµγ

αγµ = −2γα γµγ
αγβγµ = 4gαβ γµγ

αγβγδγµ = −2γδγβγα(150)

γµγ
αγβγδγγγµ = 2(γγγαγβγδ + γδγβγαγγ) (151)

Vediamo ora come ricavare queste regole. Tr {γµ} = 0 è ovvio dalla de�nizione (2) delle
matrici γ. Per due matrici abbiamo Tr {γµγν} = Tr{ [γµ,γν ]

2
+ {γµ,γν}

2
} = 1

2
Tr{2gµν} = 4gµν , avendo

utilizzato {γµ, γν} = 2gµνI (I=matrice identità). Notare che il termine di anticommutatore non
contribuisce per via della proprietà di ciclicità della traccia Tr{γµγν}=Tr{γνγµ}. Per la traccia di
3 matrici conviene utilizzare la matrice γ5 introdotta in (2) e che soddisfa γ2

5 = 1, {γ5, γν} = 0}*.
Allora

Tr{γµγνγρ} = Tr{γµγνγργ2
5} = Tr{γ5γµγνγργ5} = −Tr{γµγ5γνγργ5} = −Tr{γµγνγργ2

5} = −Tr{γµγνγρ}
(152)

e analogamente per un numero dispari qualunque di matrici γ. In�ne, resta da valutare la
traccia di 4 matrici γ; usiamo ripetutamente la regola di anticommutazione γµγν = −γνγµ+2gµν
(evidenzio le coppie per le quali uso questa identità):

Tr{γ̂µγνγργσ} = −Tr{γν γ̂µγργσ}+ 2gµνTr{γργσ} = Tr{γνγργ̂µγσ} − 2gρµTr{γνγσ}+ 8gµνgρσ

= −Tr{γνγργσγµ}+ 8gµνgρσ − 8gρµgσν + 8gµσgρν
(153)

da cui il risultato che appare in (149). Le contrazioni (385) sono facili da ricavare da {γµ, γν} =

2gµν .
Siamo ora in grado di calcolare la traccia relativa al tensore fermionico:

Tr {γµ(k/1 +m)γν(k/2 +m)} = Tr {γµk/1γνk/2}+m2Tr {γµγν} = 4[kµ1k
ν
2 +kν1k

µ
2−gµν(k1k2)]+4m2gµν

(154)
Un ulteriore sempli�cazione deriva dal fatto che q2 = (k2 − k1)2 = 2m2 − 2k1k2 per cui:

Lµν = 4[kµ1k
ν
2 + kν1k

µ
2 + gµν

q2

2
] Mµν = 4[pµ1p

ν
2 + pν1p

µ
2 + gµν

q2

2
] (155)

A questo punto la conservazione della corrente implica qµLµν = Lµνqν = 0 e sostituendo in Mµν

p2 = p1 + q abbiamo

LµνM
µν = 2Lµν [4p

µ
1p

ν
1 + q2gµν ] = 8[(k1p1)(k2p2) + (k1p2)(k2p1) +

m2 +M2

2
q2] (156)

La media su colore e spin iniziali produce un fattore 1
22 N2 , mentre il fattore di colore è Tr{τaτ b}Tr{τaτ b} =

N
4
. L'espressione �nale della sezione d'urto risulta:

dσ =
|Afi|2

16πs
d cos θ =

1

16N

1

16πs

(
g4

(q2)2

)(
8[(k1p1)(k2p2) + (k1p2)(k2p1) +

m2 +M2

2
q2]

)
d cos θ

(157)

*la matrice γ5 è di fondamentale importanza nella descrizione delle interazioni deboli
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Consideriamo adesso per semplicità il caso m = M = 0; nel sistema del centro di massa:

k1 = E(1, k̂) p1 = E(1,−k̂) k2 = E(1, k̂′) p2 = E(1−k̂′) (p1+k1)2 = (p2+k2)2 ≡ s = 4E2

(158)
da cui si ottiene, de�nendo k̂k̂′ ≡ cos θ:

LµνM
µν = 2s2

(
1 +

(1 + cos θ)2

4

)
⇒ dσ

d cos θ
=

1

16N

2πα2
s

s

4 + (1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
(159)

Notare la singolarità coulombiana a θ = 0, per via della quale la sezione d'urto integrata diverge.
Per �nire, di solito la sezione d'urto si esprime in funzione delle variiabili di Mandelstam

s, t, u de�nite da:

s = (k1 + p1)2 t = (k1 − k2)2 = −s
2

(1− cos θ) u = (k1 − p2)2 = −s
2

(1 + cos θ) s+ t+ u = 0

(160)
in termini delle quali:

dσ

d cos θ
=

1

16N

2πα2
s

s

s2 + u2

t2
(161)

Notare che la sezione d'urto dipende dal numero di colori N : dal confronto coi dati sperimentali
si hanno informazioni sul numero di colori N = 3.

4 Rinormalizzazione

4.1 Integrali divergenti e regolarizzazione

In teoria dei campi agli ordini superiori compaiono integrali divergenti. Ad esempio in φ4 al
second'ordine del processo p1p2 → p3p4:

−1

2
(
λ

4
)2
∫
d4xd4y〈f |T [: φ4(x) :: φ4(y) :]|i〉 = (162)

i(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)
1

2
(
λ

4
)2
∫
d4z〈f |T [: φ4(z) :: φ4(0) :]|i〉

Nel nostro caso, la matrice S connessa è generata solo dai termini con due contrazioni∫
d4z〈f |T [: φ4(z) :: φ4(0) :]|i〉 ⊃

∫
d4z∆2(z)〈f | : φ2(z)φ2(0) : |i〉 (163)

=
∫
d4zd4k1d

4k2e
ip1zeip2z

e−ik1z

k2
1 + iε

e−ik2z

k2
2 + iε

= (2π)4
∫
d4k

1

k2 + iε

1

(p1 + p2 − k)2 + iε
(164)

Questo integrale va come d4k/(k2)2 per grandi k, e quindi diverge logaritmicamente. Nelle teorie
rinormalizzabili gli integrali divergenti appaiono come risultati intermedi dei calcoli. Quando
esprimo osservabili in termini di osservabili le divergenze si cancellano e le espressioni sono �nite.
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Siccome non è possibile dare signi�cato ad espressioni come ∞−∞, occorre dare un signi�cato
all'integrale, cioé occorre regolarizzarlo. Per regolarizzare l'integrale di 1/(k2−m2 + iε)2 occorre
per prima cosa fare una rotazione di Wick osservando che il polo per k0 > 0 sta sotto l'asse reale
e quello per k0 < 0 sta sotto. Possiamo qundi cambiare il percorso di integrazione in campo
complesso ruotando di π/2 e quindi integrando sull'asse immaginario. Cambiando variabile di
integrazione posso chiamare kE0 = ik0, k

E
i = ki per cui d4k = id4kE e:

∫ d4k

(k2 −m2)2
= i

∫ d4kE
(k2
E +m2)2

(165)

Esistono vari modi di regolarizzare questo integrale, discuto solo due procedure. La prima è
imporre un cuto� sulla variabile di integrazione kE < Λ . D'ora in poi ometto il pedice E,
intendendo che gli integrali sono sull'euclideo. Si ottiene:

∫ d4k

(k2 +m2)2
= π2

∫ Λ

0

k2dk2

(k2 +m2)2
= π2 log

(
Λ2

m2
+ 1

)
− π2 Λ2

Λ2 +m2
(166)

Nel limite Λ� m questo integrale si comporta come log Λ
m
e la divergenza è regolarizzata. Questo

tipo di regolarizzazione ha una interpretazione �sica piuttosto intuitiva; inoltre nella maniera
moderna di intendere la rinormalizzaione la scala Λ ha l'interpretazione di 'scala massima alla
quale la teoria può essere tritenuta valida'. In e�etti, integrare su tutti i valori di k equivale a
pretendere di conoscere la �sica a qualsiasi scala di distanza, anche in�nitesima. L'esperienza e
la storia della �sica ci insegnano invece che qualsiasi teoria ha un range di validità ben preciso,
ed è destinata ad essere sostituita da teorie più complete.

Tuttavia questo tipo di regolarizzazione Un modo di regolarizzare questo integrale è cambiare
le dimensioni di integrazione, da 4 a d. Ad esempio per d = 3 l'integrale converge, ma si pensa d
come una variabile continua. Per capire la misura di integrazione in d dimensioni, consideriamo
l'integrale gaussiano: (∫ ∞

−∞
dxe−x

2
)2

=
∫
dxdye−x

2+y2

= π
∫
dx2e−x

2

= π (167)

Estendiamo in d dimensioni con ddk = Ωddkk
d−1 = Ωd

2
dk2 (k2)

d
2
−1:

(∫ ∞
−∞

dxe−x
2
)d

= π
d
2 =

Ωd

2

∫
dk2 (k2)

d
2
−1e−x

2

=
Ωd

2
Γ(
d

2
)⇒ Ωd = 2

π
d
2

Γ(d
2
)

(168)

dove la Gamma di Eulero estende il fattoriale nel senso che per gli interi Γ(n + 1) = n! com'è
facile veri�care integrando per parti. L'integrale diventa:

∫ ddk

(k2 +m2)2
=

π
d
2

Γ(d
2
)

∫
dk2(k2)

d
2
−1(k2 +m2)−2 = (m2)

d
2
−2π

d
2 Γ(2− d

2
) (169)
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Per far convergere l'integrale è su�ciente prendere d = 4− 2ε. La divergenza quando d tende a
4 si manifesta in poli nella variabile ε. Ottengo:

(m2)−επ2−εΓ(ε) = π2
[
1

ε
− log(m2)− γ − log π

]
+O(ε) (170)

dove γ è la costante di Eulero. Paragonando le (170,166) si nota come le parti �nite dell'integrali
siano diverse e quindi dipendano dalla regolarizzazione. Possiamo però dire che la parte diver-
gente è identica se facciamo l'identi�cazione 1

ε
↔ log Λ2.

4.2 Rinormalizzazione

L'esigenza di rinormalizzazione non ha nulla a che vedere con la presenza di quantità divergenti;
ha a che vedere invece con la relazione tra i parametri che de�niscono una teoria (accoppiamenti,
masse ecc.) e le misure e�ettuate per de�nirla/comprovarla/falsi�carla. Ad esempio un elettrone
che propaga in un solido interagisce con il reticolo, per cui possiamo de�nire parametri come
'carica e�ettiva' e 'massa e�ettiva' diversi dalla carica e della massa dell'elettrone nel vuoto. In
teoria dei campi ci possiamo chiedere: il parametro e0 che compare nella Lagrangiana corrisponde
alla carica �sica e dell'elettrone? La risposta è no. Possiamo de�nire la carica �sica dell'elettrone
come la costante che compare nel vertice di accoppiamento elettrone fotone quando il momento
trasferito q2 tende a zero. In altre parole ū(p2)Γµu(p1) ∼ eū(p2)γµu(p1) per q2 = (p1− p2)2 → 0.
Evidentemente e coincide con e0 a tree level, ma quando andiamo a considerare le correzioni
radiative tale uguaglianza non sussiste più perché l'elettrone si 'veste' delle interazioni elettro-
magnetiche. Poiché le correzioni radiative presentano divergenze, la relazione tra e ed e0 ci
obbliga a considerare anche e0 come una quantità divergente:

e = e0(Λ) + δe(Λ) (171)

In questa equazione la quantità �sica �nita e deriva dalla somma del contributo 'bare' derivante
dal parametro e0 divergente della Lagrangiana e del contributo di correzione radiativa δe anch'esso
divergente. Se, ride�nendo i parametri 'bare' in termini dei parametri �sici le divergenze si can-
cellano, si dice che la teoria è rinormalizzabile. In altre parole in una teoria rinormalizzabile
esprimendo osservabili in termini di osservabili si ottengono risultati �niti e non ambigui.

Come primo esempio di teoria rinormalizzabile, consideriamo la QED (senza dimostrare la
rinormalizzabilità). Indicando con (∂A)2 il termine FµνF µν possiamo scrivere:

(∂A0)2 + Ψ̄0∂Ψ0 + e0Ψ̄0A0Ψ0 = Z3(∂A)2 + Z2Ψ̄∂Ψ + Z1gΨ̄AΨ (172)

= (∂A)2 + Ψ̄∂Ψ + eΨ̄AΨ + δ3(∂A)2 + δ2Ψ̄∂Ψ + δ1gΨ̄AΨ

Le relazioni fra quantità 'bare' (con pedice 0) e 'renormalized' sono date da:

A0 =
√
Z3A ; Ψ0 =

√
Z2Ψ ; e0 = e

Z1√
Z3Z2

(173)
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La prima e l'ultima espressione della (172) corrispondono ai due possibili modi di calcolare le
quantità �siche. Se uso la prima espressione, calcolo le quantità �siche in termini dei parametri
'bare' e poi utilizzo le (173) per scrivere questi ultimi in termini delle quantità �siche misurate.
Se uso l'ultima espressione invece scrivo direttamente le osservabili in termini di quantità �siche.
Il prezzo che pago è l'introduzione di nuove regole di Feynman corrispondenti ai 'controtermini'
parametrizzati dalle δi. Notare comunque che le due espressioni corrispondono alla stessa e unica

Lagrangiana, scritta in due modi diversi.
I controtermini non sono univocamente de�niti: l'unico requisito è che eliminino le divergenze,

cosicché le parti �nite sono arbitrarie. Ad esempio, in uno schema ��sico� il residuo al polo del
propagatore dei campi rinormalizzati è �ssato a 1 mentre e è la carica misurata a q2 = 0.
Questo �ssa Z1, Z2, Z3 anche per le parti �nite. Ma non è questa la scelta usuale: ad esempio
in QCD tale opzione è proibita dato che q2 = 0 corrisponde al regime nonperturbativo. Posso
richiedere ad esempio che il vertice fermione-fotone sia collegato ad una misura a q2 = µ2 6= 0:
ū(p2)Γµu(p1) ∼ eµū(p2)γµu(p1) per q2 = (p1 − p2)2 = µ2. Possiamo anticipare la dipendenza di
e, eµ da e0:

e ∼ e0(1 + b log
Λ2

m2
) eµ ∼ e0(1 + b log

Λ2

µ2
) (174)

dove m è la massa dell'elettrone.
La relazione e0 = e Z1√

Z3Z2
può essere declinata per le diverse particelle elementari: elettrone e

muone ad esempio, dando lougo a carica del muone diversa dalla carica dell'elettrone. Tuttavia
carica dell'elettrone, del muone e anche del protone sono sperimentalmente ...

Z1 = Z2 deriva dall'identità di Ward

(p1 − p2)µΓµ(p1, p2) = S−1
F (p1)− S−1

F (p2) (175)

insieme a Γµ = 1/Z1γµ, S
−1
F (p) = 1/Z2(p/−m).

Notare che le indentità di Ward consentono di preservare la struttura di gauge, in quanto
posso scrivere, usando Z1 = Z2:

Z3(∂A)2 + Z2Ψ̄∂Ψ + Z1gΨ̄AΨ = Z3(∂A)2 + Z2Ψ̄DΨ ; D = ∂ + eA (176)

In altre parole, la Lagrangiana rinormalizzata è ancora invariante di gauge.
Le osservabili hanno una dipendenza funzionale da eµ diversa da quella che hanno da e; di

nuovo osservabili in termini di osservabili sono nonambigue. In teoria delle perturbazioni ho una
residua dipendenza dal parametro arbitrario µ, detto punto di rinormalizzazione: ad esempio se
faccio calcoli a un loop la dipendenza residua è a due loop.

4.3 Beta function della QCD

Per la QCD possiamo scrivere:

(∂A0)2 + g0A
2
0∂A0 + g2

0A
4
0 + Ψ̄0∂Ψ0 + g0Ψ̄0A0Ψ0 = (177)

= Z3(∂A)2 + Z
(3g)
1 gA2∂A+ Z

(4g)
1 g2A4 + Z2ΨΨ̄∂Ψ + Z1eΨ̄AΨ
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Introducendo A0 =
√
Z3A,Ψ0 =

√
Z2Ψ ricaviamo le relazioni :

g0 =

√√√√Z
(4g)
1

Z3

g√
Z3

; g0 =
Z

(3g)
1

Z3

g√
Z3

; g0 =
Z1

Z2

g√
Z3

(178)

In questo caso non è necessario Z1 = Z2 però per de�nire la relazione fra g e g0 in maniera
non ambigua sono necessarie le identità di Ward:√√√√Z

(4g)
1

Z3

=
Z

(3g)
1

Z3

=
Z1

Z2

(179)

Anche in questo caso le identità di Ward sono connesse con l'invarianza di gauge, in quanto
utilizzando le (179) possiamo scrivere:

L = Z3[(∂A)2 + g′A2∂A+ g′2A4] + Z2(Ψ̄∂Ψ + g′A∂A) con g′ = g
Z1

Z2

(180)

Un calcolo esplicito in gauge di Feynman produce:

δ3 =
g2

16π2

(
5

3
CA −

2

3
Nf

)
1

ε
+ · · · (181)

δ2 = − g2

16π2
CF

1

ε
+ · · · (182)

δ1 = − g2

16π2
(CF + CA)

1

ε
+ · · · (183)

In queste equazioni i puntini rappresentano termini �niti; essi sono irrilevanti nello schema
'minimal subtraction' che consiste appunto nel de�nire i controtermini utilizzando solo i termini
in 1

ε
. Inoltre Nf è il numero di �avor (3 nel Modello Standard), mentre CA e CF sono iCasimiri

nella rappresentazione agggiunta (dei gluoni) e in quella fondamentale (dei quarks). Otteniamo
in�ne (l'approssimazione vale a 1 loop):

g = g0
Z2

Z1

√
Z3 ≈ g0(1 + δ2 − δ1 +

1

2
δ3) = g0

(
1 +

g2
0

16π2

(
11

6
N − 1

3
Nf

)
1

ε

)
(184)

Notare che il segno del termine 11
6
N − 1

3
Nf è diverso in QCD e QED....

La (184) non è del tutto corretta, in quanto non tiene conto della dimensionalità della costante
di accoppiamento in d dimensioni. Per capire questo punto consideriamo φ4. Siccome l'azione∫
ddxL è adimensionale, la Lagrangiana ha dimensione d. Si ha (le parentesi quadre indicano la

dimensione):

[(∂φ)2] = 2(1 + [φ]) = d⇒ [φ] =
d

2
− 1; [λφ4] = [λ] + 2d− 4 = d⇒ [λ] = 4− d (185)

Stessa cosa succede in QCD, per cui de�nisco la costante di accoppiamento come g = ĝµ4−d =

ĝµ2ε con ĝ adimensionale; d'ora in avanti ometto il cappuccio sopra g. Quindi, mentre la costante
bare g0 dimensionata non dipende da µ, quella rinormalizzata adimensionale dipende da µ. La
(184) va letta quindi come

g = g0µ
−2εZg(ε). (186)
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4.4 RGE

Le RGE derivano dal fatto che certe quantità sono indipendenti dallo schema di rinormaliz-
zazione, e in particolare dal punto di sottrazione µ. Queste quantità sono in genere quantità
�bare� oppure osservabili �siche. Un primo esempio è dato dalla costante di accoppiamento
α = g2

4π
. Sommando i contributi tree level e un loop si ha

g = g0(1 + β0g
2
0 log

Λ

µ
) β0 =

1

16π2

(
11Nc − 2Nf

3

)
(187)

con Nc = 3 numero di colori e Nf = 6 numero di famiglie chirali. Λ è una scala non �sica
utilizzata per regolarizzare gli integrali divergenti; possiamo pensare ad esempio alla regolariz-
zazione di Pauli-Villars. Adesso promuoviamo l'eq. (187), che è una equazione ad 1 loop, ad
un'equazione valida a tutti gli ordini nel seguente modo:

g(µ) =
g0

Z(Λ
µ
, g0)

(188)

Il signi�cato di questa equazione è che le divergenze UV sono fattorizzate: g è il prodotto del
valore a tree level, g0, e di una funzione Z che tiene conto a tutti gli ordini della dipendenza
da Λ, cioè delle divergenze. La quantità adimensionale Z può dipendere solo da quantità a
loro volta adimensionali, come Λ

µ
e g0. A un loop, confrontando la (187) e la (188) si ottiene

1/Z(1) = 1 + β0g
2
0 log Λ

µ
. Se riscriviamo la stessa equazione nel seguente modo:

g0 = g(µ)Z(
Λ

µ
, g0) (189)

risulta chiaro, poiché g0 non dipende da µ, che le dipendenze da µ di Z(Λ
µ
, g0) e di g(µ) si devono

compensare; questo deve avvenire a tutti gli ordini della teoria delle perturbazioni. Derivando
rispetto a µ si ottiene:

dg(µ)

d log µ
= −∂ logZ

∂ log µ
g(µ) ≡ β(g(µ)) (190)

Notare che siccome Z dipende dal rapporto Λ/µ, si ha anche β = g(µ)∂ logZ
∂ log Λ

. In altre parole, la
β-function è connessa con le divergenze UV collegate a loro volta con Λ. Questo signi�ca che
per calcolarla è su�ciente calcolare la parte divergente di una classe di diagrammi di Feynman,
e non la parte �nita del diagramma generalmente più complesso da valutare. La dipendenza da
Λ poi si tramuta in una dipendenza da µ tramite la (190).

La β-function ad 1 loop si ottiene dalla (187) derivando rispetto a µ:

dg(µ)

d log µ
= −β0g

3
0 = −β0g

3(µ) +O(g5(µ)) (191)

Questa equazione si risolve facilmente ottenendo:

g(µ) =
g0√

1− 2β0g2
0 log Λ

µ

⇒ α(µ) =
α0

1− 8πβ0α0 log Λ
µ

(192)
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È istruttivo notare come la stessa equazione si posso ottenere in una regolarizzazione dimen-
sionale, nella quale vale la (186):

∂g(µ)

∂ log µ
≡ β(g) = −2εg0µ

−2ε(1 + g2
0

β0

2ε
) = −β0g

3
0 +O(ε) = −β0g

3 (193)

avendo tenuto conto che g3 di�erisce da g3
0 per termini di ordini superiore. Confrontando con la

(184) otteniamo il valore della funzione β a 1 loop:

β0 =
1

16π2

(
11

3
N − 2

3
Nf

)
=

9

16π2
(194)

E' importante notare il miglioramento nel passaggio dalla (187) alla (192): quest'ultima
è una espressione risommata, nel senso che tiene conto di tutti i termini αn logn a tutti gli
ordini nbell'espansione perturbativa. In e�etti la (187) è solo il primo termine dell'espansione
perturbativa della (192):

1√
1− 2β0g2

0 log Λ
µ

= 1 + β0g
2
0 log

Λ

µ
+

3

2
β2

0g
4
0 log2 Λ

µ
+ ... (195)

Piú in generale, le RGE connettono il comportamento della teoria a diverse scale di energia
(o distanze). Ad esempio, se consideriamo un'osservabile Γ con dimensioni D che dipenda da
un'unica scala energetica E di un dato processo �sico, per motivi dimensionali si ha Γ(E) =

EDΓ(1). L'osservale a una scala E2 è dunque connessa con la stessa osservabile a una scala
E2 dalla semplice relazione Γ(E2) = (E2/E1)DΓ(E1). L'osservabile scala quindi con le proprie
dimensioni naturali: si parla in questo caso di 'scaling'. Di�cilmente peró le osservabili seguono
questo scaling ingenuo: lo farebbero se la QCD fosse una teoria invariante di scala, e non lo
è. In primo luogo ci sono le masse dei quarks che rompono l'invarianza di scaling (x → λx

ovvero p→ λ−1p). Ma oltre a questo, come vedremo il running della costante di accoppiamento
introduce una scala di energia, ΛQCD: le correzioni quantistiche rompono l'invarianza per scaling
della teoria massless classica.

Vediamo ora come l'invarianza per rinormalizzazione, cioè l'indipendenza dal punto di rinor-
malizzazione µ, possa dare informazioni sullo scaling delle osservabili. Una generica osservabile
dipende dalle masse dei quarks, che indico collettivamente con m, da una scala di energia E*,
oltre che dalla costante di accoppiamento gµ connessa con il punto di rinormalizzazione µ. Per
ragioni dimensionali si ha:

Γ(E,m, µ, gµ) = EDΓ(1,
m

E
,
µ

E
, gµ) (196)

A questo punto si sarebbe tentati, per determinare l'andamento per E � m, di fare il limite
m/E = 0. Molte volte però questo non è possibile a causa della presenza di termini log m

E
che

*assumo implicitamente che eventuali altre scale di energia stiano in rapporti �ssi con la scala E quando si

fa tendere quest'ultima a in�nito.
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divergono in questo limite. Questi logaritmi sono spesso dovuti alla struttura infrarossa della
teoria, piuttosto che a quella ultravioletta, e li tratteremo più avanti. Per il momento assumiamo
di de�nire opportune osservabili, o combinazioni di osservabili, che siano 'infrared safe', cioè non
abbiano termini divergenti per m→ 0. Si ha quindi

Γ(E,m, µ, gµ)
E�m≈ EDΓ(1, 0,

µ

E
, gµ) (197)

Quindi grandi valori di E sono legati a piccoli valori di µ; d'altra parte la dipendenza da µ è �ssata
dalla richiesta che le osservabili �siche non dipendono dalla scelta di µ, come ci apprestiamo a
vedere. Nella espressione (197), a causa della dipendenza esplicita da µ

E
sono presenti in generali

grandi logaritmi del tipo log µ
E
. Tuttavia, ed è questo il punto cruciale, l'indipendenza dal punto

di rinormalizzazione µ consente di scegliere µ = E, azzerando il contributo dei logaritmi:

Γ(E,m, µ, gµ)
E�m≈ EDΓ(1, 0, 1, gE) (198)

Questa è l'espressione �nale cercata. Notiamo che c'è comunque violazione di scaling, in quanto

Γ(E1,m, µ, gµ)

Γ(E2,m, µ, gµ)
= (

E1

E2

)D
Γ(1, 0, 1, gE1)

Γ(1, 0, 1, gE2)
(199)

ed è quindi la presenza della running constant aprodurre le scaling violation. E' importante
notare che gE viene calcolata assumendo un dato valore alla scala µ e poi runnando tramite
l'equazione RGE �no alla scala E; malgrado questo il valore di gE non dipende dal punto
arbitrario µ scelto. Infatti:

1

g2(E)
=

1

g2(µ)
+ β0 log

E2

µ2
⇒ ∂

∂µ
[

1

g2(E)
] = − 2

g2(µ)

∂g(µ)

∂ log µ
− 2β0 = 0 (200)

avendo tenuto conto del fatto anche g(µ) soddisfa la RGE. Anche una qualsiasi funzione della
sola gE come Γ(1, 0, 1, gE) soddisfa ∂Γ/∂ log µ = 0.

Un esempio di osservabile 'infrared free' (rispetto alla QCD) è la sezione d'urto inclusiva e+e−

in adroni. Gli stati iniziali non sentono le interazioni forti e non necessitano rinormalizzazione,
mentre la somma sugli stati �nali assicura l'assenza di divergenze IR. Una strategia sperimentale
può essere:

� Serie di misure sperimentali alla scala E1 per determinare g(E1). Ad esempio

R ≡ σ(e+e− → adroni)

σ(e+e− → µ+µ−)
= 3

∑
e2
q

(
1 +

αs(E1)

π

)
(201)

dove E1 è l'energia nel centro di massa del processo, eq le cariche dei quark attivi.

� Running di g dalla scala E1 alla scala E2, alla quale si e�ettuano nuove misure
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Figure 1: Running di αs: confronto fra teoria ed esperimento. Da [13]

� Espressione che risomma (g2 log E2

E1
)n data da

R = 3
∑

e2
q

(
1 +

αs(E2)

π

)
= 3

∑
e2
q

1 +
αs(E1)

1 + β0α(E1) log E2

E1

1

π

 (202)

Tramite la espressione a secondo membro, vengono risommati tutti i termini di ordine
αn logn E2

E1
, migliorando l'espansione perturbativa. Scegliendo E1 = ΛQCD come la scala alla

quale α tende all'in�nito (polo di Landau), otteniamo anche α(E) = (4πβ0 log E2

Λ2
QCD

)−1. Sper-

imentalmente, le misure di α a varie energie portano a concludere che ΛQCD ≈ 200 MeV. La
QCD perde cosí a livello quantistico l'invarianza di scala che possiede classicamente. Appare
chiaro ad esempio dalla (202) che una quantità adimensionale non è indipendente dalla scala.
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Il running della coupling constant risomma, come abbiamo visto, logaritmi del tipo (αsL)ncon
L = log(E1/E2) che sono detti leading log (LL). Nell'espressione perturbativa dell'osservabile
sono in generale presenti logaritmi del tipo NLL (αnsL

n−1), NNL (αnsL
n−2) e così via, per cui la

situazione è generalmente complessa e impossibile da descrivere sinteticamente.
Un modo per migliorare la precisione teorica è quello di calcolare gli ordini più elevati nella

coupling constant:

R = 3
∑

e2
q

1+

LO

αs(E)

π
+

NLO

c2(
αs(E)

π
)2 +

NNLO

c3(
αs(E)

π
)3 +

NNLO

c4(
αs(E)

π
)4 +..???

 (203)

Le costanti c2, c3, c4 sono date in [13] mentre c5 è ignoto. I termini successivi vengono chiamati
LO (leading order), NLO (next-to-leading order) eccetera. Oltre a questo, si può andare ad
ordini più elevati nel running di α:

2π
dαs
d log µ

= −(b0α
2
s + b1α

3
s + b2α

4
s + · · ·) (O(α5

s) ignoto) (204)

che corrisponde a LL,NLL,NNLL ecc.
Nel Modello Standard si ha, per le costanti del gruppo SU(3)⊗SU(2)⊗U(1), rispettivamente

b0 = (−7,−19/6, 41/10): le coupling constants di SU(3) e di SU(2) risultano quindi asymptot-
ically free, quella di U(1) no. Non tutte le osservabili però sono connesse esclusivamente con il
running coupling constant, come vediamo nel prossimo paragrafo.

4.5 Dimensioni anomale

Ci sono quantità che necessitano rinormalizzazione per essere �nite. Sono un esempio i propaga-
tori, e in generale le funzioni di Green, ma anche quantità intermedie che compaiono nei calcoli
come il tensore Wµν che introduco più avanti per analizzare il Deep Inelastic Scattering.

Suppongo ora di di considerare quantitá su�cientemente inclusive, in modo da non avere
divergenze IR; ho solo una scala rilevante, che chiamo E e quindi per E � m le quantità adi-
mensionali dipendono solo da E

µ
. Considero un'oggetto adimensionale, per cui se Γ ha dimensione

D riscalo Γ→ ΓE−D. Indicata con Γ0 la quantità bare, divergente ma µ-independent e con ΓR
la quantità rinormalizzata, �nita ma µ-dependent, per rinormalizzazione moltiplicativa si ha:

Γ0(E,α0) = Z−1(α(µ))ΓR(
E

µ
, α(µ))⇒

dΓR(E
µ
, α(µ))

d log µ
=
d logZ(α(µ))

d log µ
ΓR ≡ γ(α(µ))ΓR(

E

µ
, α(µ))

(205)
Se γ = 0, la soluzione è quella che abbiamo visto prima ΓR(E

µ
, α(µ)) = ΓR(1, α(E)). Occorre

aggiungere un fattore esponenziale generato da γ. Infatti l'equazione si riscrive:

dΓR(E
µ
, α(µ))

ΓR(E
µ
, α(µ))

= d log ΓR = γ(α(µ))d log µ (206)
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Figure 2: Running delle costanti di accoppiamento nello SM e in MSSM. La soglia MSSM a 2
TeV è ben visibile.

che integrata fra µ ed E produce:

log
ΓR(1, α(E))

ΓR(E
µ
, α(µ))

=
∫ E

µ
γ(α(µ′))d log µ′ (207)

e in�ne, passando a variable x = log µ′

µ
:

ΓR[(
E

µ
, α(µ)] = exp

[
−
∫ log E

µ

0
γ[α(x)]dx

]
ΓR[1, α(E)] (208)

Nel caso di teorie asintoticamente libere come la QCD lo scaling assume una forma particolar-
mente semplice se ci si mette ad energie asintotiche tali che α(E) ≈ 0. La ΓR si può allora
scrivere in funzione dell'espressione nella teoria libera, ΓfreeR = ΓR(1, α = 0):

ΓR(E, µ) = exp

[
−
∫ log E

µ

0
γ[α(t)]dt

]
ΓfreeR ⇒ ΓR(E)

ΓR(E0)
= exp[−

∫ log E
µ

log
E0
µ

γ(α(t))dt] (209a)

= exp[−
∫ log E

µ

log
E0
µ

dΓα(t)dt] = exp[
∫ α(E)

α(E0)

dΓ

b

dα

α
] = exp[

dΓ

b
log

α(E)

α(E0)
] =

[
α(E)

α(E0)

] dΓ
b

Dove ho de�nito, al primo ordine, γ(α) = dΓα e ho tenuto conto che la running coupling constant
soddisfa, sempre al primo ordine, dα

dt
= −bα2 cioè α(t)dt = −1

b
dα
α
. γ è detta dimensione anomala

in quanto segnala lo scostamento dal comportamento naïf Γ ∼ ED.
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Figure 3: Correzioni di QED di ordine α al decadimento Z → e+e−: contributi virtuali (a) e di
emissione reale di un fotone (b,c).

5 Divergenze infrarosse (IR)

5.1 Divergenze IR e de�nizione di osservabili 'infrared free'

5.1.1 Correzioni radiative IR leading log a ordine α

Consideriamo le correzioni di QED al decadimento del bosone Z in una coppia elettrone-antielettrone
(vedi �g. 3a)*. Per il momento consideriamo gli elettroni privi di massa Indicando con Γα il
vertice Zee, la cui forma precisa non gioca nessun ruolo nella presente discussione, otteniamo la
correzione di vertice (in gauge di Feynman):

i
∫ d4k

(2π)4
ū(p1)γµ

k/ + p/1
(p1 + k)2

Γα
k/− p/2

(p2 − k)2
γµv(p2)

1

k2 + iε
(210)

Questa correzione è divergente UV: per power counting, quando tutte le componenti kµ di k
vanno ad in�nito, l'integrale si comporta come d4k/k4 ed è quindi divergente logaritmicamente
nell'UV. Mostriamo adesso però che esiste un'altra divergenza, proveniente dalla regione di
integrazione in cui k2 = 0 (piuttosto che k2 →∞ del caso UV). Per far questo, utilizziamo:

lim
ε→0

1

k2 + iε
= P(

1

k2
)− iπδ(k2) (211)

e consideriamo solo la δ, cioé la regione di integrazione che interessa. La possibilità di una
divergenza IR deriva dall'osservare che per k2 = 0 i denominatori dei due propagatori fermionici
diventano 2p1k e 2p2k e sono quindi singolari nel limite IR (k → 0). Trascuriamo al numer-
atore i termini lineari in k, perché sono sicuramente meno singolari nell'IR rispetto ai termini

*Oltre alla correzione di vertice vanno considerate le correzioni di funzione d'onda; come vedremo, esse non

contribuiscono alla dinamica infrarossa.
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Figure 4: Correzioni di QCD a e+e− in adroni

costanti. Inoltre utilizziamo le regole di anticommutazione delle matrici gamma per scrivere
p/2γµ = −γµp/2 + 2pµ2 e l'equazione di Dirac p/2v(p2) = 0 per ottenere p/2γµv(p2) = 2pµ2v(p2).
Analogamente, ū(p1)γµp/1 = 2pµ1 ū(p1). Otteniamo in�ne:

−4
∫ d4k

(2π)4
δ(k2)

p1p2

(p1k)(p2k)
ū(p1)Γαv(p2) =Mα

0

e2

(2π)4

(
−4π2

∫
ωdωd cos θ

p1p2

(p1k)(p2k)

)
(212)

dove Mα
0 è l'elemento di matrice a tree level, l'angolo θ è quello fra p1ek e k = (ω,k). Come

si vede, le correzioni IR a 1 loop sono fattorizzate rispetto al tree level. Nel limite massless
fermions in cui lavoriamo si ha:

p1 = E(1, p̂) p2 = E(1,−p̂) k = ω(1,k) (213)

da cui ∫
ωdωd cos θ

p1p2

(p1k)(p2k)
= 2

∫ dω

ω

d cos θ

(1− cos θ)(1 + cos θ)
(214)

Questo integrale si comporta come dω/ω e quindi diverge IR. Inoltre diverge anche per θ ≈ 0,
regione nella quale si comporta come dθ2/θ2 (divergenza collineare); la regione θ ≈ π, che cor-
risponde a fotone allineato con il positrone, dà identico contributo a quello della regione θ ≈ 0,
e quindi la ignoriamo ricordandoci alla �ne di un fattore 2 overall. Ad ogni modo, siccome non
sappiamo dare signi�cato ad un integrale che vale ∞, occore in primo luogo regolarizzarlo. Es-
istono molti modi di farlo (ad esempio usando regolarizzazione dimensionale), ma per mettere al
centro l'interpretazione �sica regolarizziamo l'integrale introducendo una massa λ per il fotone*.

*quanto vale la massa del fotone?
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Nel sistema del centro di massa, avendo trascurato la massa dei fermioni, si ha:

p1 = E(1, p̂1), k = (ω,k), k2 = λ2 ⇒ p1k = E(ω−
√
ω2 − λ2 cos θ)

θ∼0,ω�λ
≈ E

2ω
(ω2θ2 +λ2) (215)

mentre p1p2 ≈ 2E2 e p2k ≈ 2Eω*. Si ha quindi:∫
ωdωd cos θ

p1p2

(p1k)(p2k)
≈ 2

∫ dω

ω

dθ2

θ2 + λ2

ω2

≈ 2
∫ E

λ

dω

ω
log

ω2

λ2
=

1

2
log2 E

2

λ2
(216)

Il calcolo è svolto a livello leading log (LL), che in questo caso signi�ca doppio logaritmo: si
trascurano sistematicamente i termini che danno origine a singoli log e costanti�. Dalle (212) e
(216) si ottiene l'espressione a 1 loop per elemento di matrice e sezione d'urto:

Mα
1 =Mα

0 (1− α

4π
log2 E

2

λ2
)⇒ σ1 = σ0(1− 2

α

4π
log2 E

2

λ2
) (217)

Notare che le correzioni IR sono fattorizzate rispetto all'ampiezza di tree level; la sezione
d'urto, ottenuta sommando sulle polarizzazioni di Z e fermioni, è anch'essa fattorizzata di con-
seguenza. Ma l'espressione così ottenuta è palesemente non �sica in quanto dipende da una scala
arbitraria λ.

Il problema, e la sua soluzione, stanno nella de�nizione dell'osservabile. Il punto è che qual-
siasi misura, mettiamo, dell'energia dell'elettrone �nale ha una sua incertezza sperimentale, che
chiamiamo ∆. Tipicamente a un collider ∆ ∝ E, e ad esempio a LEP ∆ ∼ 10−3E. Supponiamo
allora che nello stato �nale, oltre alle particelle oggetto della misura (nel nostro caso, elettrone
e positrone), sia presente un footne di energia ω molto piccola, ω � ∆. E' possibile distinguere
tale stato dallo stato �nale con `solo' la coppia e+e−? No, non è possibile, in quanto la misura
dell'energia �nale è a�etta, come detto, da una incertezza molto maggiore dell'energia del fotone,
e in quanto un fotone molto so�ce non lascia alcuna traccia nel detector. Possiamo certamente
pensare, almeno idealmente, di migliorare la risoluzione del nostro apparato, ma non possiamo
pensare, neanche idealmente, di portarla a 0: si incorrerebbe nell'estremo di voler misurare ad
esempio un fotone con lunghezza d'onda molto maggiore delle dimensioni dell'apparato, il che è
palesemete impossibile. Quello che dobbiamo calcolare quindi (e misurare!) non è la probabilità
di produrre esclusivamente una coppia elettrone-positrone; dobbiamo anche includere, cioé som-
mare, la probabilità di produrre tale coppia+ 1 fotone so�ce, di energia minore di un parametro
∆ che de�nisce l'incertezza di misura dell'apparato sperimentale.

Le correzioni di emissione di un fotone (dette correzioni reali) si calcolano usando le stesse
approssimazioni che ho usato per i virtuali. Notare che siccome δ(k2)d4k = dΦk con dΦk spazio

*da aggiungere il contributo della regione altrettanto singolare θ ∼ π
�Il limite superiore su ω è una scala, E, che separa i contributi divergenti IR da quelli �niti e divergenti

UV; notare che se prendo 2E invece che E ottengo lo stesso risultato a livello doppiolog. In�ne, esiste una

parametrizzazione, quella di Sudakov, che rende più rigorosamente de�nito il dominio di integrazione [7]; la

utilizzo per i contributi reali nel prossimo paragrafo.
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delle fasi per emissione di un fotone reale, la misura di integrazione è la stessa per reali e virtuali.
Dai diagrammi di Feynamn della �g. 3 b,c si ottiene l'elemento di matrice (R sta per reali):

δMα
1R =

[
ū(p1)γµ

1

p/1 + k/
γαv(p2)− ū(p1)γα

1

p/2 + k/
γµv(p2)

]
εµ(k) (218)

Il segno - relativo è dovuto al fatto che nel diagramma c l'impulso del propagatore è −(p2 + k);
ε è la polarizzazione del fotone. Adesso usiamo l'identità:

1

(p1 + k)2
ū(p1)γµ(p/1 + k/) =

1

(p1 + k)2
ū(p1)[2pµ1 − p/1γµ + γµk/] ≈

pµ1
p1k

ū(p1) (219)

avendo tenuto conto dell'equazione di Dirac e avendo trascurato un termine in k al numera-
tore che produrrebbe una singolarità meno forte di quella che vogliamo isolare. Un analogo
procedimento sulla leg 2 dà come risultato �nale:

δMα
1R ≈ eMα

0 [J · εp(k)] Jµ =

[
pµ1
p1k
− pµ2
p2k

]

dove M0 è l'ampiezza a tree level e εp(k)µ è la polarizzazione del fotone con polarizzazione
p. L'elemento di matrice modulo quadro è proporzionale a JµD

µνJν con Dµν =
∑
p ε

p∗
µ ε

p
ν =

−gµν + kµ.... Tuttavia i termini in kµ, kν non contribuiscono per via della conservazione della
corrente k · J(k) = 0 per cui |M|2 ∼ JµJµ|M0|2. L'elemento di matrice modulo quadro è in
de�nitiva:

Mα
R1M

β∗
R1 ≈Mα

0M
β∗
0 e

2JµJ
µ = e2Mα

0M
β∗
0

[
2p1p2

(p1k)(p2k)

]
Nella de�nizione di osservabile....blablabla integriamo �no alla risoluzione sperimentale ∆ otte-
nendo:

σR1 = σ0(1 + 2
αs
4π

log2 ∆2

λ2
) (220)

Sommando virtuali (217) e reali (220) si ottiene:

σ∆
1 = σ0(1− 2

αs
4π

log2 E
2

∆2
) (221)

dove la somma è stata fatta, al solito, in approssimazione DoppioLog; per essere più espliciti, in
questo caso:

log2 ∆2

λ2
− log2 E

2

λ2
= log2 ∆2

λ2
− log2 E

2

∆2
− log2 ∆2

λ2
− 2 log

E2

∆2
log

∆2

λ2
(222)

La predizione per l'osservabile, in ultima analisi, è esente da divergenze IR e dipende da una
quantità �sica: la risoluzione sperimentale ∆.
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5.1.2 Correzioni IR e invarianza di gauge

E' interessante osservare quello che succede in una gauge diversa da quella di Feynman. Cominci-
amo con l'osservare che abbiamo �unora trascurato i diagrammi di selfenergy di fotone e fermione,
che pure in generale contribuiscono alla sezione d'urto. La selfenergy del fotone è semplicemente
prima di divergenze IR in quanto, come abbiamo visto, queste ultime sono legate alla regione di
onshellness di un fotone virtuale, e nella selfenergy del fotone dentro il loop non ci sono fotoni
ma fermioni. il discorso è diverso per la selfenergy dell'elettrone. In gauge di Feynman questo
diagramma, in approssimazione iconale*, è proporzionale al prodotto pµ1(−gµν)pν1 = −(p1)2 = 0

per massless fermions. Il diagramma di vertice in questa gauge invece è proporzionale a p1p2

cioè alla massa invariante del sistema ed è quindi l'unico che contribuisce.
In una gauge �sica il numeratore del propagatore del fotone è P µν

T , ed è facile calcolare
pµi P

T
µνp

ν
j = (pipj)− (pik̂)(pjk̂). Se le die inserzioni del fotone sono su una singola oeg si ha:

pµ1P
T
µνp

ν
2 = |p|2 sin2 θ ⇒ pµ1

p1k
P T
µν

pν1
p1k

=
sin2 θ

ω2(1− cos θ)2
≈ 1

ω2

1

θ2
(223)

e quindi la singola leg dà un contributo pari esattamente a quello del vertice in gauge di Feynman.
Nel caso invece di inserzioni su leg diverse (vertice), sella nostra cinematica in cui p1 = (E,p) e
p2 = (E,−p) si ha:

pµ1P
T
µνp

ν
2

(p1k)(p2k)
=

|p|2(−1 + cos θ)

E2ω2(1− cos θ)(1 + cos θ)
∝ 1

1 + cos θ

che non dà nessun contributo in quanto nonsingolare nella regione collineare. I ruoli dei dia-
grammi di single leg e double leg si invertono quindi nelle due gauge, ma il risultato �nale è lo
stesso.

5.1.3 Correzioni IR LL virtuali a tutti gli ordini

inoltre la σ1 decresce con l'energia E �no a diventare negativa: questo segnala che l'espressione
perturbativa converge male e non ci si può accontentare delle correzioni a primo ordine, che
superano il 100% relativo.

In QED si risomma i nmaniera esatta il contributo infrarosso (iconale). Conviene considerare
i due fotoni indistinguibili e dividere per 2, si ottine:[

1

(p2k1)(p1k1)
+

1

(p2k2)(p1k2)
+

1

(p2k2)(p1k1)
+

1

(p2k1)(p1k)

]
1

[p1(k1 + k2)]

1

[p2(k1 + k2)]
(224)

=

(
1

p1k1

+
1

p1k2

)(
1

p2k1

+
1

p2k2

)
1

[p1(k1 + k2)]

1

[p2(k1 + k2)]
(225)

*ricordiamo che la corrente iconale per la singola leg i è proporzionale a
pµ
i

pik
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Ora utilizziamo due volte l'identità iconale:(
1

pk1

+
1

pk2

)
1

[p(k1 + k2)]
=

1

(pk1)(pk2)

�no ad ottenere:

1

(p1k1)(p1k2)

1

(p2k1)(p2k2)
=

1

(p1k1)(p2k1)

1

(p1k2)(p2k2)

I due integrali nella in dk1 e in dk2 sono ora indipendenti per cui ottengo il quadrato di uno dei
due; includendo il fattore 1/2 per aver considerato i due fotoni indistinguibili:

M2 =
1

2

(∫
dφk

1

(pk1)(pk2)

)2

M0 (226)

E' abbastanza semplice convincersi che un diagramma a n loop, utilizzando n volte l'identià
iconale, produce il termine n-esimo dell'eponenziale:

Mn =
1

n!
(
∫
dω)2M0 = Pω

∫
dω1dω2 · · · dωnM0 ⇒Mresum = e(

∫
dω)M0 (227)

La risommazione in QED è dimostrata quindi esattamente. Nella (227) il secondo termine
corrisponde a quello che si ottiene considerando i fotoni come identici (cioè lo standard negli
integrali di loop) e estraendo solo la parte ordinata in energia dei diagrammi: difatti l'operatore
Pω ordina in energia e corrisponde a una regione di integrazione ω1 <2< · · · < ωn. Vediamo
adesso come mai questa è la regione che produce i doppi logaritmi.

Riguardo al secondo punto, è possibile risommare le correzioni leading O(α2 log2n); la proce-
dura coinvolge due steps:

� Fattorizzazione: l'elemento di matrice risommato è fattorizzato nell'espressione di tree
level (quindi priva di divergenze IR) moltiplicata per una funzione che contiene tutte le
informazioni IR, e quindi la dipendenza dal cuto� arbitrario λ.

� Ordinamento: La regione di integrazione che produce le divergenze leading è quella in cui
l'ampiezza a n+1 loop è ottenuta tramite quella a n loop in cui i gluoni scambiati hanno
energie ωi, i = 1 · · ·n > ω0, aggiungendo in tutti i possibili modi il gluone più so�ce con
energia λ < ω0 < ωi.

Per quanto riguarda la fattorizzazione, iterando il procedimento visto a 1 loop, è facile vedere
che l'elemento di matrice a due loops (vedi �g. 4) è dato dall'espressione fattorizzata :

M2 ≈
p1p2

(p1k1)(p2k1)

p1p2

[p1(k1 + k2)][(p2(k1 + k2)]
M0 (228)

Per capire il secondo punto, consideriamo il gra�co a 2 loops di �gura 4. Ignorando per il
momento la struttura collineare e focalizzandoci sulla dipendenza dall'energia dei gluoni, nel
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numeratore compare la struttura (p1k1)(p1(k1 + k2)) ∼ ω1(ω1 +ω2). Valuto lo stesso integrale in
2 variabili ω1 e ω2 calcolato dapprima nella regione λ < ω1, ω2 < E con l'ordinamento ω1 < ω2

e poi nella stessa regione ma con ordinamento ω1 > ω2:∫
ω1<ω2

dω1

ω1

dω2

ω1 + ω2

=
∫ E

λ

dω1

ω1

log(
ω1 + E

2ω1

) =
1

2
log2 E

λ
+ · · · (229)

∫
ω1>ω2

dω1

ω1

dω2

ω1 + ω2

=
∫ E

λ

dω1

ω1

log(
2ω1

λ+ ω1

) =
1

2
log(4) log

E

λ
+ · · · (230)

Come si vede, nel primo caso di gerarchia "diretta" ω1 < ω2, la singolarità in λ è doppio
logaritmica, mentre nel caso di gerarchia "invertita" ω1 > ω2, la singolarità è solo singolo log:
il contributo IR leading viene quindi dalla prima regione di integrazione. Il motivo è facile da
intuire: nel secondo caso l'integrale in dω2 il denominatore ω1 + ω2 è cuto�ato inferiormente da
ω1 > ω2 e quindi l'integrale in dω2 non produce nessuna singolarità logaritmica. Nel secondo
caso invece si ha ω1 + ω2 ∼ ω2 ed entrambe gli integrali producono una singolarità logaritmica,
dando origine al doppio log. In e�etti il primo integrale si può valutare direttamente come∫

ω1<ω2

dω1

ω1

dω2

ω1 + ω2

≈
∫ E

λ

dω1

ω1

∫ E

ω1

dω2

ω2

=
1

2
log2 E

λ
(231)

Tutto questo è direttamente collegato con la valutazione del contributo a due loops che contiene
al denominatore un termine (p1k1)(p1(k1 + k2)) ∼ ω1(ω1 + ω2) (vedi �g. 4).

Poichè l'ordinamento è iterativo, cioè si trovano gluoni sempre più duri andando dall'esterno
verso l'interno del diagramma, possiamo calcolare la correzione a n loops. Per far questo teniamo
conto anche dell'integrale in θ, che nella regione collineare produce, come si vede dalla (216), un
termine log ω

λ
:

δMn =
(
−αs
π

)n ∫
λ<ω1<···<ωn<E

dω1

ω1

dω2

ω2

· · · dωn
ωn

log
ω1

λ
· · · log

ωn
λ
M0 =

1

n!

(
−αs
π

log2 E

λ

)n
M0

(232)
Si riconosce l'espansione in serie dell'esponenziale, per cui:

M =M0 exp
[
−αs
π

log2 E

λ

]
⇒ σ = σ0 exp

[
−2αs

π
log2 E

λ

]
(233)

In maniera del tutto equivalente, si potrebbe riconoscere che, siccome la dipendenza dal cuto� IR
è portata solo dal gluone più esterno, l'elemento di matrice soddisfa una equazione di�erenziale:

∂M
∂ log λ

= (
2αs
π

log λ)M; M(λ = E) =M0 ⇒ M =M0 exp
[
−αs
π

log2 E

λ

]
(234)

Questa espressione ha mutato (nel limite λ → 0) un −∞ in uno 0. La dipendenza da un
cuto� arbitrario va certamente curata. Notare che l'equivalenza ordinamento <-> equazione
di�erenziale è del tutto analoga all'equazione di Schroedinger per l'operatore di evoluzione, la
cui soluzione è un oggetto ordinato nella variabile tempo anziché energia.
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5.1.4 Correzioni reali e virtuali LL a tutti gli ordini

Conviene trattare reali e virtuali insieme, tramite il diagramma di unitarietà. la risommazione
si può fare in maniera analoga, ottenendo per la sezione d'urto inclusiva:

σ∆
LL = σ0 exp[−2

αs
4π

log2 E
2

∆2
] (235)

in quantoDiscutere i casi ∆ → 0 e ∆ → E. Quest'ultimo caso è rilevante per la misura speri-
mentale di e+e− in adroni. Otteniamo così l'andamento dominante ad alta energia. l'IR conta
di più dell'UV!

Un'ultima annotazione sulle cancellazioni reali-virtuali. Supponiamo di voler isolare quark
e antiquark di un dato colore, mettiamo indice 1 (rosso) e 2 (blu). In questo caso, anche se si
somma sulla radiazione di gluoni �nali, la cancellazione non avviene. Infatti dai diagrammi di
Feynman si può vedere che i reali sono proporzionali a

∑
a |T a12|2 = |T 1

12|2 + |T 2
12|2 = 1/2 mentre i

virtuali sono proporzionali a
∑
a T

a
1kT

a
k2 = 0! Se invece si somma anche sugli indici i, j di quark e

antiquark �nali, i reali sono proporzionali a
∑
a |T aij|2 =

∑
a T

a
ijT

a
ji = 4. La correzione virtuale a 1

loop, d'altro canto, è proporzionale a −∑a T
a
ikT

a
kj = −4/3δij. L'interferenza di questa con il tree

level, proporzionale a δij, produce di nuovo un fattore -4. Notare che è più semplice considerare
direttamente i moduli quadri (cut di unitarietà). Interessante la connessione con il con�namento
(ma fenomeno nonperturbativo). Nel caso elettrodebole invece.... [11]

5.2 Fattorizzazione collineare

I denominatori generati dai propagatori dei fermioni, proporzionali a p1k (Mb) oppure p2k (Mc),
sono singolari non solo quando k = 0 ma anche quando k è proporzionale a p1 oppure a p2.
Queste singolarità sono dette collineari, in quanto l'impulso del fotone è collineare all'impulso
di uno dei fermioni. Poiché k non è necessariamente vicino a 0, non possiamo trascurare i
termini proporzionali a k nei denominatori delle ampiezze. Per trattare questo tipo di singolar-
ità parametrizziamo gli impulsi utilizzando la parametrizzazione di Sudakov. A questo scopo
introduciamo i due vettori:

P = (E, 0, 0, E) P̄ = (E, 0, 0,−E) s = (P + P̄ )2 = 4E2 (236)

e poi scriviamo:

k = xP + x̄P̄ + k⊥ p1 = zP + z̄P̄ − k⊥ p2 = yP̄ (237)

dove k⊥ = (0, 0,k⊥, 0) e dove abbiamo fatto uso dell'invarianza rotazionale per scegliere p2

allineato con l'asse z negativo. I parametri che compaiono nella (237) non sono indipendenti, in
quanto dobbiamo imporre la conservazione dell'energia:

k + p1 + p2 = (2E, 0, 0, 0)⇒ x = 1− z, y = 1− x̄− z̄
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e l'onshellness delle particelle, supposte massless:

p2
1 = p2

2 = k2 = 0⇒ z̄ =
k2
⊥

4E2z
, x̄ =

k2
⊥

4E2x
=

k2
⊥

4E2(1− z)
(238)

In de�nitiva, date le suddette relazioni, ossiamo scegliere come parametri indipendenti ad esem-
pio z e k⊥; qual'è la loro interpretazione �sica? Osserviamo intanto che il fermione 'genitore'
che emette un fotone ha impulso

p1 + k = (z + x)P + (x̄+ z̄)P̄ = P + (x̄+ z̄)P̄ = (E(1 + x̄+ z̄), 0, 0, E(1− x̄− z̄))

Quindi k⊥ è l'impulso trasverso di k rispetto alla direzione del triimpulso iniziale p1 + k1 =

(0, 0, p3, 0). Inoltre, siamo interessati alla regione colineare, di piccolo angolo, in cui |k⊥| � E.

Possiamo quindi in prima approssimazione trascurare x̄, z̄ che sono proporzionali a k
2

⊥
E2 (vedi

(238)). Si ha quindi

p1 + k ≈ P k ≈ xP + k⊥ = x(p1 + k) + k⊥ p1 ≈ zP − k⊥ p2 ≈ P̄

E' quindi evidente che x ha il signi�cato di frazione di impulso del fotone rispetto al fermione
'genitore', mentre il fermione '�glio' ha frazione di impulso z = 1− x.

Il punto �nale di questo paragrafo è dimostrare che la larghezza dello Z Γ3(Z → e+e−γ) si può
scrivere in forma fattorizzata: Γ3 ≈ Γ2 ⊗′ qualcosa′ dove questo 'qualcosa ha, come vederemo,
una interpretazione probabilistica. Come primo passo, dimostriamo che lo spazio delle fasi a 3
corpi per il processo Z(M)→ e−(p1)e+(p2)γ(k) conM = (M, 0, 0, 0) si fattorizza. Per far questo
introduciamo un momento intermedio p che alla �ne diventerà p1 + k. Tralasciando le potenze
di 2π per evidenziare i passaggi:

dφ3 =
d3p2

p0
2

d3p1

p0
1

d3k

k0
δ4(M − p1 − k − p2) =

d3p2

p0
2

d3p1

p0
1

d3k

k0
d4pδ4(M − p− p2)δ4(p− p1 − k)

Adesso usiamo d3p1δ
3(M − p1 − k − p2) = 1 per ottenere:

dφ3 =
d3p2

p0
2

d3k

k0

1

p0
1

d3pdp0δ4(M − p− p2)δ(p0 − p0
1 − k0) =

d3p2

p0
2

d3k

k0

d3p

p0

p0

p0
1

δ4(M − p− p2)

Questa espressione è valida in generale; per ottenere la fattorizzazione abbiamo bisogno di altri
due ingredienti. Il primo è che nella regione collineare p0

p0
1
è una costante, in quanto p1 = zp. Il

secondo è che (p1)2 = k2 = 0 implica anche (p1 + k)2 = 2p1k ≈ 0 nella regione collineare: p1 + k

quindi 'simula' una particella massless. Otteniamo in�ne:

dφ3(M → p1 +p2 +k) ≈ d3k

(2π)3k0

1

z
dφ2(M → p2 + (p1 +k)) =

d3k

(2π)3k0

1

z
dφ2(M → P + P̄ ) (239)
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Prima di procedere al calcolo del modulo quadro dell'ampiezza, abbiamo bisogno di esprimere
lo spazio delle fasi del fotone in termini dei parametri di Sudakov:

d3k

(2π)3k0
=

dk2
⊥

(2π)3

πE

E(x+ k2

⊥
sx

)

d

dx
(x− k

2
⊥
sx

)dx =
1

8π2
dk2
⊥
dx

x
=

1

8π2
dk2
⊥

dz

1− z
(240)

Veniamo ora alla fattorizzazione dell'ampiezza modulo quadro. Per il processo di tree level
Z → e−(p1)e+(p2) abbiamo:

|MBorn|2 = e2Tr{P̄/γµP/γν}ε∗µ(M)εν(M) = e2Tr{P̄/V0P/V
∗

0 } con V0 ≡ εµ(M)γµ

L'emissione di un fotone reale è la somma dei due diagrammi di �gura 3: M3 =Mb +Mc con:

Mb =
e2

2p1k
ε∗µ(k) [ū(p1)γµ(p/1 + k/)V0v(p2)] Mc =

e2

2p2k
ε∗µ(k) [ū(p1)γµV0(p/2 + k/)v(p2)]

dove V0 = eγαε
α(M). Consideriamo il caso in cui il fotone sia collineare all'elettrone �nale,

p1k → 0; in questo casoMb è divergente mentreMc è �nito. Nel moduol quadro diM3 quindi,
le divergenze compaionio in |Mb|2 e inMbM∗

c + c.c, ma non in |Mc|2. Ricordandosi che usiamo
una gauge (di Feynman) in cui

∑
i ε
µ
i (ενi )

∗ = −gµν , otteniamo:

|Mb|2 = − e2

4(p1k)2
Tr{γµp/1γµ(p/1 + k/1)V0p/2V

∗
0 p/2(p/1 + k/)} =

= 2
e2

4(p1k)2
Tr{k/p/1k/V0p/2V

∗
0 } =

e2

(p1k)
Tr{k/V0p/2V

∗
0 }

Adesso facciamo l'unica approssimazione collineare. Utilizzando la parametrizzazione di Sudakov
si ottiene:

p1k =
1

2

k2
⊥

z(1− z)

quindi |Mb|2 è singolare per k⊥ → 0: di conseguenza nella traccia al numeratore possiamo
trascurare tutti i termini in k⊥, che attenuano la singolarità collineare, e utilizzare k = (1 −
z)P, p2 = P̄ :

|Mb|2 ≈ 2e2 z(1− z)2

k2
⊥

Tr{P/V0P̄/V
∗

0 } ≈ 2e2 z(1− z)2

k2
⊥

|MBorn|2 (241)

Calcoli del tutto analoghi consentono di esprimere il termine di interferenza nel modo seguente:

MbM∗
c +M∗

bMc ≈ 2e2 2z2

k2
⊥
|MBorn|2

e in de�nitiva, sommando i contributi, possiamo esprimere il modulo quadro dell'ampiezza a tre
corpi in maniera fattorizzata rispetto al modulo quadro dell'ampiezza a due corpi:

|M|23 ≈ e2 z(1 + z2)

k2
⊥

|MBorn|2 (242)
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Notare che la regione in cui il fotone è collineare al positrone di impulso p2 dà un contributo
identico: basta osservare che posso usare la stessa parametrizzazione di Sudakov ma parametriz-
zando p2 nel modo in cui si è �nora parametrizzato p1, e viceversa: i passaggi a quel punto
sono identici. Quindi, in approssimazione collineare, oltre allo spazio delle fasi anche il modulo
quadro dell'ampiezza si fattorizza rispetto all'espressione di tree level.

In�ne, mettendo insieme fattorizzazione dello spazio delle fasi (239), fattorizzazione dell'ampiezza
modulo quadro (242) e espressione dello spazio delle fasi del fotone (240), otteniamo:

dΓ3(Z → e+e−γ) ≈ Γ2(Z → e+e−)
α

2π

1 + z2

1− z
dk2
⊥

k2
⊥
dz (243)

nella quale è manifesta la fattorizzazione collineare.
La (243) si presta ad un gran numero di applicazioni, delle quali cerco di dare alcuni esempi.

Nella grande maggioranza dei casi non si è tanto interessati alla distribuzione del fermione �nale
nel momento trasverso k⊥, quanto nello spettro in energia (cioé nella variabile zE). In tal caso

occorre integrare in k⊥, e ci troviamo di fronte a un problema in quanto
∫ dk2

⊥

k2

⊥
è divergente. Ci

dobbiamo ricordare però che abbiamo trattato i fermioni come massless, e la cosa non è lecita
per k⊥ molto piccolo. Ripetendo i calcoli fatti �nora, ci si rende conto che l'introduzione di una
massa m del fermione ammonta alla sostituzione k2

⊥ → k2
⊥ +m2. Si ottiene l'integrale:

∫ M2

0

dk2
⊥

k2
⊥ +m2

= log
M2 +m2

m2
= log

M2

m2
+ log(1 +

m2

M2
) ≈ log

M2

m2
(244)

E' adesso necessario fare alcuni commenti. Nella (244) si è trascurato un termine che va a 0 nel
limite M

m
→∞. Questo perchè siamo in un regime in cui M � m e quindi interessano i termini

leading, cioè quelli che danno potenze di logaritmi della scala 'alta' M . Ma in quest'ottica si
possono trascurare anche termini costanti (che non dipendono daM) ed in e�etti nelle approssi-
mazioni usate �nora abbiamo sempre trascurato tali tipi di termini, che possono essere calcolati
solo con un calcolo completo. E' per questo motivo che nella (244) compare M2 come estremo
superiore. M è la scala più alta in gioco e quindi il vincolo per k2

⊥ è di ordine M2. Ma il
vincolo cinematico esatto, che è comunque di ordine M2, non interessa. Ad esempio se il vincolo
cinematico fosse M2/2 otterrei lo stesso risultato della (244) più una costante (per la precisione
log 1

2
), che è comunque trascurabile. Ad ogni modo, come esercizio, è utile dimostrare che il

vincolo cinematico è k2
⊥ < M2z(1 − z); nella (244) si trascura quindi un termine log[z(1 − z)].

Possiamo in�ne scrivere:

dΓ3(z) ≈ Γ2
α

2π
log

M2

m2
PR
ee(z)dz; PR

ee(z) =
1 + z2

1− z
(245)

Questa espressione si presta ad una interepretazione di tipo probabilistico: la probabilità che
l'elettrone 'genitore' di impulso P produca un elettrone '�glio' di impulso zP è data da α

2π
Pee(z).

Un utilizzo immediato della (245) è che essa fornisce lo spettro in energia p0
1 = zM dell'elettrone,
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calcolata al primo ordine perturbativo in α. Lo spettro è però a�itto da un problema: è singolare
per z → 1. Questa singolarità è associata all'emissione di un fotone molto so�ce (x = 1−z → 0)
e coincide quindi con la singollarità infrarossa incontrata in precedenza: come sappiamo, occorre
sommare le correzioni virtuali per cancellare la singolarità, cioè il diagramma di �g. 3 a. Il calcolo
di questo diagramma procede lungo la linea illustrata per le correzioni reali, tuttavia esiste una
scorciatoia che sfrutta l'unitarietà della teoria. A questo scopo, notiamo che la larghezza di
decadimento inclusiva ΓTOT (Z → e+e− + X) è data, all'ordine perturbativo considerato, dalla
somma del caso di nessuna emissione Γ0(Z → e+e−) e di quello con emissione di un fotone
Γ1(Z → e+e+γ). Per via della fattorizzazione collineare, di può scrivere Γi = ΓBornPi, dove
ΓBorn è il valore di tree level e le Pi sono funzioni degli accoppiamenti e delle scale di energia.
Siccome la teoria è unitaria, si ha:

ΓTOT = ΓBorn(P0 + P1) = ΓBorn

e la larghezza completamente inclusiva coincide con la larghezza di Born. A tree level la dis-
tribuzione di un elettrone è semplicemente δ(1 − z), mentre a ordine α la distribuzione con
(senza) emissione di un gluone è data da PR

ee (P
V
ee); a livello di un loop si ha quindi:

P0 =
∫
dz[δ(1− z) +

α

2π
P V
ee(z)] P1 =

∫
dz

α

2π
PR
ee(z)⇒

∫
dz[P V

ee(z) + PR
ee(z)] = 0 (246)

dove l'ultimo passaggio è giusti�cato dal richiedere P0 + P1 = 1.
In�ne, le correzioni virtuali non cambiano l'impulso dell'elettrone e sono quindi descritte da

una δ(1− z), per cui otteniamo:

P V
ee(z) = −δ(1− z)

∫ 1

0
PR
ee(x)dx (247)

Questa equazione è formalmente corretta, ma sappiamo che la Pee diverge per x→ 1; dobbiamo
quindi dare un senso all'integrale che compare nella (247). Abbiamo imparato come maneggiare
le divergenze IR nel par. 5.1; in particolare, sappiamo che occorre regolarizzare la distribuzione
dell'emissione reale ad esempio dando una piccola massa λ al fotone. In questo caso possiamo
pensare di introdurre un parametro piccolo ε = λ

M
; dopo aver sommato reali e virtuali si farà il

limite per ε → 0. I dettagli di come si e�ettua la regolrizzazione non cambieranno iol risultato
�nale, per cui introduciamo la regolarizzazione più semplice (1− z)−1 → (1− z+ ε)−1. Possiamo
quindi integrare ottenendo:

P V
ee(z) ≈ − α

2π
δ(1− z)(−3

2
− 2 log ε) (248)

Pee = P V
ee + PR

ee =
1 + z2

1− z + ε
+ δ(1− z)(

3

2
+ 2 log ε) (249)

= [
1 + z2

1− z + ε
+ 2δ(1− z) log ε] +

3

2
δ(1− z) ≡ 1 + z2

(1− z)+

+
3

2
δ(1− z) (250)
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dove il ′ ≈′ si riferisce al fatto che si trascurano termini che si annullano nel limite ε → 0. La
(250) determina ora una distribuzione ben de�nita quando applicata su una funzione di prova
g(z). Infatti: ∫ 1

0

g(z)

(1− z)+

≡ lim
ε→0

∫ 1

0
g(z)[

1

1− z + ε
+ δ(1− z) log ε] =

lim
ε→0

∫ 1

0

g(z)− g(1)

1− z + ε
+ lim

ε→0

∫ 1

0
[

g(1)

1− z + ε
+ g(1)δ(1− z) log ε] =

∫ 1

0

g(z)− g(1)

1− z
In maniera equivalente (e più semplice):

Pee(z) =

[
1 + z2

1− z

]
+

;
∫ 1

0

[
1 + z2

1− z

]
+

g(z) ≡
∫ 1

0

[
1 + z2

1− z

]
[g(z)− g(1)] (251)

Si può utilizzare lo stesso diagramma di emissione reale per calcolare Pγe(z), cioè la provba-
bilità di emissione di un fotone con frazione di impulso z; tuttavia, da quanto abbiamo visto
sopra si ha x = 1− z, cioè la frazione di impulso del fotone è 1− z per cui:

Pγe(z) = PR
ee(1− z) =

1 + (1− z)2

z

dΓe+X

dz
= ΓeēBorn fee(z) (252)

De�nendo t = log M2

µ2 con µ2 cuto� IR su k2
⊥ e alla �ne µ→ m:

fee(z, t) = δ(1−z)+
α

2π
Pee(z)t = f0(z)+

α

2π
t(P ⊗f0)(z) = f0(z)+

α

2π
t(P ⊗f)(z)+O(α2) (253)

dove la convoluzione è de�nita da

(f ⊗ g)(z) =
∫ 1

0

dy

y
g(y)f(

z

y
) (254)

Derivando rispetto a t otteniamo:

∂fee(z, t)

∂t
=

α

2π
(Pee ⊗ fee)(z, t); fee(t = 0) = δ(1− z)

Questa equazione contiene tutti i termini (αt)n, cosa di cui ci si rende conto scrivendo f =

f0 + αf1 + (α)2f2 + · · ·, da cui si ricava

f0 = δ(1− z); f1 = t(P ⊗ f0)(z); f2 = t2(P ⊗ P ⊗ f0)(z), · · · (255)

Nel caso più generale con i, j = γ, e posso scrivere (vedi �g. 5):

∂

∂t
fij(z, t) =

α

2π
(Pij ⊗ fkj)(z) fij(z, t = 0) = δijδ(1− z) (256)

La derivazione di queste equazioni note come equazioni DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov-
Altarelli-Parisi) in QED, è euristica, ma si fonda su due pilastri che ne giusti�cano la validità:

� L'ordinamento (in questo caso nella variabile k2
⊥) che abbiamo visto nel par. 5.1.3

� La connessione di queste equazioni con il gruppo di rinormalizzazione, che vedremo nel
par. 8.4
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Figure 5: Evolution Equations
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6 Sezione d'urto elettrone-protone

6.1 Cinematica

Consideriamo una particella di massa nulla (elettrone) che urta contro una particella di massa
M (protone) inizialmente a riposo:

e−(k) p(P )→ e−(k′) p(P ′); P = (M,0), k′ = E ′(1, k̂′) (257)

k = E(1, k̂), P ′ = (P ′0,P
′); P ′2 = M2; cos θ ≡ k̂ · k̂′ (258)

Si introducono le variabili

ν ≡ E − E ′ Q2 = −q2 = −(k − k′)2 = 2EE ′(1− cos θ) (259)

legate fra loro dalla conservazione dell'energia P + q = P ′ di modo che:

ν =
Q2

2M
⇒ E ′ =

ME

M + E(1− cos θ)
(260)

Il fattore di �usso è I = 4(Pk) = 4ME, mentre lo spazio delle fasi si scrive

dΦ =
1

4(2π)2
δ(M + E − E ′ − P ′0)

E ′

P ′0
dE ′2πd cos θ|k=k′+P ′ =

1

8π

E ′2

ME
d cos θ (261)

avendo tenuto conto del fatto che

P ′0 =
√

(k − k′)2 +M2 =
√
E2 + E ′2 − 2EE ′ cos θ +M2 ⇒ ∂(E ′ + P ′0)

∂E ′
=
ME

P ′0E
′ (262)

La sezione d'urto risulta quindi:

dσ =
1

I
|A|2dΦ =

1

32π

1

M2

(
E ′

E

)2

|A|2 d cos θ (263)

6.2 Scattering puntiforme

Consideriamo ora lo scattering dell'elettrone su di una particella carica di spin 0, come il pione.
In questo caso si ha:

|A|2 =
LµνW

µν

q4
; Lµν = [kµk

′
ν + k′µkν − (kk′)gµν ] Wµν = (P +P ′)µ(P +P ′)ν → 4PµPν (264)

dove l'ultimo passaggio è stato possibile grazie alla conservazione della corrente qµLµν = Lµνqν =

0. Si ottiene quindi:

|A|2 = e4 2(Pk)(Pk′)− (kk′)P 2

q4
=

M2

4EE ′
1 + cos θ

(1− cos θ)2
=

M2

8EE ′
cos2 θ

2

sin4 θ
2

(265)
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da cui, utilizzando la (263), la sezione d'urto:

dσ

d cos θ
(e−π → e−π) =

e4

256π

1

E2 sin4 θ
2

E ′

E
cos2 θ

2
(266)

Si puó esprimere la sezione d'urto anche in altre variabili, ad esempio Q2, ottenendo*:

dσ

dQ2
=

e4

256π

1

E2 sin4 θ
2

1

EE ′
cos2 θ

2
=

e4

16π

1

Q4

(
E ′

E

)
cos2 θ

2
(267)

In�ne, anche se nel caso presente c'è solo un grado di libertà, è utile per il seguito reintrodurre
la variabile ν = E − E ′ tramite 1 = dνδ(ν − Q2

2M
) ottenendo:

dσ(e−π → e−π)

dQ2dν
=

e4

256π

1

E2 sin4 θ
2

1

EE ′
cos2 θ

2
δ(ν − Q2

2M
) (268)

Veniamo ora al protone, che ha spin 1/2; l'unica di�erenza rispetto a prima è che:

Wµν =
1

2
Tr{P/γµP/′γν} = 2[PµP

′
ν + PνP

′
µ − gµν(PP ′)]→ 4PµPν + gµνq

2 (269)

dove il fattore 1/2 tiene conto dello spin del protone e la freccetta è legata alla conservazione
della corrente. Il primo termine nell'ultima equazione è identico a quello dello scattering da spin
0, mentre il secondo introduce un termine aggiuntivo per cui la di�erenza fra ampiezze modulo
quadro nel caso spin 1/2 e spin 0 risulta:

∆|A|2

|A|2
=

q2Lµµ
4PµPνLµν

= − q2

2M2
tan2 θ

2
(270)

e dalla (267) si ricava, nel caso di pione e protone considerati puntiformi:

dσ(e−P → e−P )

dQ2
=
dσ(e−π → e−π)

dQ2
(1 +

∆|A|2

|A|2
) =

e4

16π

1

Q4

(
E ′

E

) (
cos2 θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

)
(271)

6.3 Fattori di forma

Consideriamo lo scattering da un potenziale esterno in meccanica quantistica. L'ampiezza è in
questo caso, considerando stati �nali e iniziali di onda piana:

−2πiδ(Ef−Ei)〈f |V (x)|i〉 = −2πiδ(Ef−Ei)
∫
d3xV (x)ei(pi−pf ) = −2πiδ(Ef−Ei)Ṽ (q) q = pf−pi

(272)
e la sezione d'urto risulta dσ = cost.|Ṽ (q)|2, dove la cost. tiene conto di �usso iniziale, spazio
delle fasi ecc. Nel caso di scattering elettromagnetico da una carica puntiforme, il potenziale

*Q2 = 2EE′(1− cos θ) = 2E2M(1− cos θ)/(M + E(1− cos θ)) da cui dQ2/d cos θ = (E′/E)2
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soddisfa ∇2V = δ3(x) e in trasformata di Fourier Ṽ (q) = 1
q2 da cui la sezione d'urto dσ =

cost.| 1
q2 |2. Se invece lo scattering avviene da una carica distribuita con densità ρ(x), il potenziale

soddisfa ∇2V = ρ(x) e quindi dσ = cost.| ρ̃(q)

q2 |2. In de�nitiva, indicando con dσpunt la sezione
d'urto senza struttura, cioè puntiforme, nel caso di carica distribuita si ha:

dσρ = dσpunt |ρ̃(q)|2 (273)

La funzione ρ(q) è detta fattore di forma, relativa in questo caso al potenziale, proprio perchè
è legata alla forma del bersaglio: in questo caso, la distribuzione di carica. Un esperimento
di scattering può essere quindi una utilissima sonda per capire come è fatto il bersaglio. Il
primo esempio fu probabilmente il famoso esperimento di Rutherford: mandando particelle
alpha su atomi, alcune di queste tornano indietro a angoli di de�essione elevati, cosa spiegabile
solo con un nocciolo molto piccolo di carica +. Dal punto di vista matematico, la (273) fa
capire che se la carica è distribuita in maniera molto uniforme, la ρ̃(q) è quasi una delta, cioè
è signi�cativamente diversa da zero solo a piccoli valori del momento trasferito q, quindi lo
scattering avviene quasi tutto in avanti. Se invece la carica è concentrata nell'origine, la ρ̃(q)

è diversa da zero anche a valori elevati di |ρ̃(q)| , che corrispondono a grandi valori dell'angolo
di de�essione (backscattering). Quantitativamente, un dato valore di |q| sonda un valore di |x|
ad esso legato dal principio di indeterminazione di Heisenberg: |q||x| ∼ 1. Notare in�ne che se
normalizziamo la carica a 1,

∫
d3xρ(x) = 1, questo comporta ρ̃(0) = 1.

Che cosa possiamo dire a proposito dello scattering π+e− analizzato in precedenza? Se
possiamo pensare all'elettrone come puntiforme, altrettanto non si può certamente dire per il
pione. Il π+ è composto da un quark up (u) e da un antiquark down (d̄), ma non possiamo di
certo pensare questi due quark come cariche libere e puntiformi. In e�etti, oltre all'interazione
elettromagnetica, che possiamo pensare trascurabile, i quarks si scambiano gluoni, che mediano
le interazioni forti. Queste ultime però, alla scala di massa tipica del pione di circa 200 MeV,
sono fortemente non perturbative e non possono essere trattate con la teoria delle perturbazioni.
In e�etti, la descrizione del pione in termini dei quarks che lo costituiscono e delle interazioni
fra loro (in analogia a come si descrive ad esempio un atomo come nucleo+elettroni) è un
problema tuttora aperto*. Che cosa possiamo fare dunque? Ritorniamo alla forma della corrente
utilizzata nel caso di pione puntiforme jµ(x) = (p1 + p2)µe

i(p2−p1)x = jµ(0)eiqx. Al solito la
dipendenza da x si combina con altri fattorei per dare la delta di conservazione dell'impulso,
per cui concentriamoci sulla jµ(0). Qual'è la sua forma più generale? Dobbiamo scrivere un
oggetto che si trasforma come un quadrivettore e abbiamo a disposizione pochiquadrivettori:
p1, p2, q legati dalla conservazione dell'energia p2 − p1 = q quindi solo 2 oggetti indipendenti.
Quindi jµ(0) = Apµ1 + Bpµ2 . A,B non sono necessariamente costanti: possono dipendere dagli
invarianti che riesco a costruire, che sono q2 e p2

1 = p2
2 = M2. Tutti gli altri invarianti sono

*esistono alcune tecniche non perturbative come lagrangiane chirali, QCD su reticolo ma manca una de-

scrizione completa
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funzioni di questi, ad esempio p1p2 = M2 − q2

2
e così via. Inoltre M2 è proprio una costante:

interessa qui solo la dipendenza dalle variabili cinematiche come q2 per cui la forma più generale
è jµ(0) = A(q2)pµ1 + B(q2)pµ2 . Possiamo ancora dire qualcosa, grazie all'invarianza di gauge che
ci assicura che la corrente è conservata ∂µjµ(x) = 0 Che si traduce in qµjµ(0) = 0:

jµ(0) = A(q2)pµ1 +B(q2)pµ2 (p2 − p1)µj
µ(0) = (p1p2 −M2)(A−B) = 0⇒ A = B (274)

La forma più generale della corrente è quindi jµ(0) = F (q2)(pµ1 + pµ2). A questo punto è facile
seguire gli stessi passaggi che hanno permesso di ricavare la sezione d'urto per pione puntiforme
ottenendo:

dσ

d cos θ
(e−π+ → e−π+) =

dσ

d cos θ
(e−π+ → e−π+)

∣∣∣∣∣punt |F (q2)|2 (275)

La carica elettrica è de�nita come la carica misurata quando q2 tende a zero, per cui deve
essere F (0) = 1. Questa condizione è analoga a quella vista in precedenza per la normalizzazione
della carica nel caso di scattering da potenziale.

In�ne, è chiaro come gli esperimenti di scattering di questo tipo (con q2 < 0, cioè �spacelike�)
o esperimenti di annichilazione e+e− → π+π− (con q2 > 4M2, cioè �timelike�) possono misurare
F (q2) e quindi sono una sonda sulla struttura del pione. Spiegare questa struttura è, come già
accennato, una s�da di�cile per qualsiasi teoria.

Consideriamo adesso la corrente associata ad un fermione. per l'elettrone, considerato pun-
tiforme, abbiamo visto che la corrente si scrive jµ(e−) = ū(k2)γµu(k1). Cosa possiamo dire per
un oggetto puntiforme come ad esempio il protone? Dobbiamo costruire in questo caso, in analo-
gia a quanto fatto per il pione, l'oggetto più generale della forma Ū(k2)Γµu(k2). La matrice Γµ
è una generica matrice 4x4, quindi è necessario scrivere una base nello spazio delle matrici 4x4.
E' possibile dimostrare che le 16 matrici della 4 sono e�ettivamente una base ortonormale (vedi
[8]) , per cui è possibile scrivere ogni bilineare nella forma ū2Mu1 =

∑
α cαū2Γαu1. In tabella

sono riportate anche le proprietà sotto parità del bilineare. Ad esempio, ū2γµu1
P→ gµµū2γµu1

signi�ca che la componente temporale rimane invariata (g00 = 1) e quelle spaziali cambiano
segno (gii = −1); questo è il comportamento sotto parità di un vettore. Così il campo elettro-
magnetico Aµ è un vettore, e così pure, ovviamente, la corrente scalare jµS = (p1 +p2)µ. Anche la
corrente fermionica jµF = ū(k2)γµu(k1) è un vettore, di modo che l'interazione elettromagnetica
jµA

µ sotto parità va in se stessa in quanto le componenti spaziali Ai, ji cambiano entrambe segno

(formalmente jµAµ
P→ gµµg

µµjµA
µ = jµA

µ). Si dice che la QED (quantum electrodynamics) è
invariante sotto parità.

Ritornando alla forma più generale della corrente di un protone, abbiamo a disposizione
come nel caso del π i vettori k1, k2 e l'invariante q2 = (k2 − k1)2. In più, possiamo scrivere
un bilineare utilizzando tutte le matrici della tabella 4. Alcuni termini sono però esclusi, e lo
sono in particolare tutti quelli che contengono γ5. Ad esempio, se scrivo jµ5 = ū(k2)γµγ5u(k1),
l'accoppiamento col campo elettromagnetico jµ5Aµ non è invariante sotto parità in quanto jµ5 è
uno pseudovettore, cioè le componenti spaziali non cambiano segno sotto parità. D'altra parte
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e− 1.15965...10−3

p+ 1.7928...

n0 −1.913....

Table 1: Valori del momento magnetico anomalo k = 2MF2(0) da [13]

Γα numero parità
1 1 1

γ5 1 −1

γµ 4 gµµ

γµγ5 4 −gµµ

σµν ≡ i [γµ,γν ]
2

6 gµµgνν

Table 2: Base di matrici 4x4. Sono indicati anche il numero di matrici indipendenti e le proprietà
sotto trasformazione di parità

l'invarianza sotto parità è ben veri�cata sperimentalmente per la QED. In de�nitiva, la forma
più generale per la corrente del protone, utilizzando q = k2 − k1 e P = k2 + k1 al posto di k1 e
k2 è

Jµ = Ū(k2)ΓµU(k1) = Ū(k2) {Aqµ +BP µ + Cγµ +Diσµνqν + EiσµνPν}U(k1) (276)

con A,B, ...E funzioni di q2. Una prima sempli�cazione di questa espressione si ottiene utiliz-
zando le identità di Gordon, che nel caso in esame si scrivono:

Ū(k2) {iσµνqν − 2Mγµ + Pµ}U(k1) = 0 ; Ū(k2) {iσµνP ν + qµ}U(k1) = 0 (277)

Esercizio Utilizzando l'equazione di Dirac k/U(k) = MU(k), dimostrare le identità di Gordon
(277)

Posso quindi eliminare 2 dei 5 fattori di forma nella (276); per convenzione si usa la forma:

Ū(k2)ΓµU(k1) = Ū(k2) {Aqµ +Bγµ + Ciσµνqν}U(k1) (278)

In�ne, la conservazione della corrente qµJµ = 0 implica q2A = 0 (Esercizio: dimostrare
questo passaggio!) cioè A = 0 da cui l'espressione �nale:

Jµ = Ū(k2)
{
F1(q2)γµ + F2(q2)iσµνqν

}
U(k1) (279)

Nel prossimo paragrafo cerchiamo di capire qual'è il signi�cato �sico di questa espressione.
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6.4 Limite non relativistico della corrente: il momento magnetico

dell'elettrone

Per dare un signi�cato �sico alla (279) consideriamo dapprima un la elettrone in campo mag-
netico. Un elettrone in un campo elettromagnetico è soggetto alla Forza di Lorentz F =

e(E + v ∧ B), dove e è la carica dell'elettrone con segno, e v la sua velocità. Questa forza
si deriva dalla Hamiltoniana:

H =
(p− eA)2

2m
+ eA0 (280)

Difatti le equazioni di Hamilton ẋi = ∂H
∂pi
, ṗ = − ∂H

∂xi
si scrivono*:

{
ṗi = (pj − eAj)e∂iAj − e∂iA0

ẋi = pi−eAi
m

⇒ m
..
xi= e(−Ȧi+vj∂iAj−∂iA0) = e(−∂tAi−∂iA0+vj∂iAj−vj∂jAi)

(281)
Ricordandosi che Ei = −∂iA0 − ∂tAi, Bi = εijk∂jAk e utilizzando εkijεkmn = δimδjn − δinδjm, si
ottiene che l'ultima espressione è proprio e(E + v ∧B)i.

Nel limite nonrelativistico, il sistema viene descritto dall'hamiltoniana (280). Consideriamo
il caso di un campo esterno Aµ indipendente dal tempo e mettiamo in gauge di Lorentz, ∂µAµ =

∇ ·A = 0 per cui [A,p] = 0 e la (280) si scrive:

H =
p2

2m
+ V ; V = e

p ·A
m

+ eA0 (+
e2

2m
A2) (282)

In realtà però noi sappiamo che l'elettrone relativistico è correttamente descritto dall'equazione
di Dirac, e, dal punto di vista perturbativo, da un interazione di tipo jµAµ. Il signi�cato �sico di
questa espressione è però poco chiaro. Per dare una interpretazione �sica proviamo a considerare
un esperimento di scattering di un elettrone da potenziale al primo ordine della teoria delle
perturbazioni. Da un lato, possiamo fare un trattamento nonrelativistico tramite il potenziale
de�nito in (282) (escludendo il termine e2A2 che è di ordine superiore in e). Dall'altro, possiamo
confrontare quanto ottenuto con l'espressione relativistica ottenuta dall'ampiezza A ∼ Aµj

µ ;
per far questo occorre fare una espansione anche nel parametro q

m
che dice quanto la cinematica

si discosta dal limite nonrelativistico.
Per fare il limite nonrelativistico della corrente, e quindi delle soluzioni dell'equazione di

Dirac, conviene utilizzare piuttosto che la rappresentazione (2) una rappresentazione in cui il
ruolo di γ0 e γ5 sono scambiati:

γ0 =

(
−1 0

0 1

)
, γi =

(
0 σi
−σi 0

)
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1

1 0

)
(283)

Le soluzioni dell'equazione di Dirac (p/ −m)u = 0 in questa rappresentazione sono (Esercizio:

*ricordarsi che lungo le traiettore x = x(t) per il campo Ai(t,x(t)) si ha Ȧi = ∂tAi + ẋj∂jAi
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dimostrarlo):

u =

(
α

p·σ
p0+m

α

)
(284)

Questa rappresentazioni è quindi migliore nel limite nonrelativistico v
c

= |p|
p0
→ 0 in quanto sono

separate le componenti �piccole di ordine v
c
(in basso nella (284)) e quelle �grandi� di ordine

1 (in basso nella (284)). Nella rappresentazione (2) invece, le componenti sono dello stesso
ordine nel limite nonrelativistico (vedi la 28). Dalla (284) si ottiene u†u = 2p0

p0+m
≈ 1 nel limite

nonrelativistico; analogamente ūu = 1.
Consideriamo ora un esperimento di scattering da potenziale esterno di un elettrone, con

impulso iniziale p1 e �nale p2, de�nendo q = p2 − p1. Lo scattering in teoria delle perturbazioni
nonrelativistica viene descritto da un'ampiezza:

A = −2πδ(E2 − E1)i
∫
〈f |V |i〉 = −2πδ(E2 − E1)i

∫
V (x)ei(p2−p1) = −2πiδ(q0)Ṽ (q) (285)

dove ho indicato con la tilde la trasformata di Fourier. Nella teoria delle perturbazioni relavistica
invece, l'ampiezza è:

A =
∫
Aµ(x)jµ(x) =

∫
Aµ(x)eiqxjµ(0) = −2πiδ(q0)Ãµ(q)jµ(0) (286)

Per mettere a confronto queste due espressioni occorre fare il limite nonrelativistico della corrente
elettronica jµ(0) = ū(p2)γµu(p1); conviene utilizzare l'identità di Gordon (277) (q = p2−p1, P =

p2 + p1):

eū(p2)γµu(p1) =
e

2m
ū(p2) {iσµνqν + Pµ}u(p1) (287)

Il termine in Pµ è il più semplice da interpretare, essendo identico a quello di una particella
scalare:

eū(p2)
(p1 + p2)µ

2m
u(p1) ≈ e

pµ1
m
ū(p1)u(p1) = e

pµ1
m

= (e, e
p

m
) (288)

avendo tenuto solo il termine di ordine 0 in q, cioè avendo posto p1 = p2. Utilizzando questa
espressione, l'ampiezza diventa:

A = −2πiδ(q0)Ãµ(q)jµ(0) = −2πiδ(q0)(eÃ0 + e
p · Ã
m

) (289)

ed è facile identi�care in questa espressione il potenziale de�nito in (282). In particolare, il
termine in A0 è l'interazione Coulombiana di una particella di carica e. Abbiamo quindi imparato
che nel limite q = 0 si ottiene semplicemente l'interazione nonrelativistica di una particella carica
in campo elettromagnetico.

Il secondo termine nella (287) identi�ca, come vedremo, lo spin dell'elettrone, e scompare nel
limite q → 0. Lo spin è quindi un e�etto relativistico, che scompare nel limite nonrelativistico.
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Per valutare questo termine, iniziamo col dire che siccome Aµ non dipende dal tempo, comunque
q0 è zero (vedi la (286)). Quindi σµνqν = σµjq

j. Utilizzando le (283) si ottiene:

iσ0j = − [γ0, γj]

2
=

(
0 σj
σj 0

)
iσij = − [γi, γj]

2
=

(
−iεijkσk 0

0 −iεijkσk

)
(290)

Siccome σµνqν contiene già una potenza di q, possiamo valutare ū(k2)σµνu(k1) nel limite p1 =

p2 = 0, E1 = E2 = m. In questo limite contribuiscono solo le componenti �grandi� di u, cioè
quelle in alto nella (284), e quindi σ0j in particolare non contribuisce. si ottiene:

e

2m
ū(p2) {iσµνqν}u(p1)Ãµ ≈ e

2m
α†(−iεijkσkqj)αÃi = α†(

e

2m
σ ·B)α (291)

dove ho tenuto conto del fatto che, siccome Bk = εkji∂jAi, in trasformata di Fourier B̃k =

iεkjiqjÃ
i. Il termine (291) può essere descritto come un interazione fra il campo magnetico B e

il momento magnetico dell'elettrone µ:

V (x) = −µ ·B ; µ =
e

m
S ≡ g

e

2m
S (292)

Il coe�ciente g viene chiamato fattore di Landé, e vale 2 per l'elettrone. Per la �sica classica,
per un insieme di cariche con un momento angolare L e rapporto fra carica e massa pari a e

m

il fattore di Landè vale g = 1. Così se descrivo l'elettrone come una distribuzione di cariche
arbitrarie in rotazione, anche per l'elettrone dovrebbe valere g=1. Invece il valore quantistico
predetto dall'equazione di Dirac è, come abbiamo visto, g = 2.

Siamo ora in grado di dare una interpretazione �sica della corrente del protone (279), che
assume e grazie alla identità di Gordon la forma:

Jµ = eŪ(p2)

{
F1(q2)

pµ1 + pµ2
2M

+ (F1(q2) + 2MF2(q2))
iσµνqν

2M

}
U(k1) (293)

Il primo termine è, come visto, quello di una particella di carica eF1(0). Siccome sperimen-
talmente le cariche di elettrone e protone sono uguali, deve essere F1(0) = 1. Il secondo ter-
mine corrisponde a una particella di momento magnetico e

2M
(F1(0) + 2MF2(0)) ≡ e

2M
(1 + k).

k = 2MF2(0) è detto momento magnetico anomalo, perchè indica di quanto si scosta il valore
del momento magnetico da quello predetto dall'equazione di Dirac per un fermione carico pun-
tiforme, che corrisponde a k = 0. In tab. 3 sono indicati i valori sperimentali di k per l'elettrone,
il protone e il neutrone. E' evidente l'incongruenza con quanto �nora detto: se l'elettrone è e�et-
tivamente puntiforme e la sua corrente è jµ = ūγµu, perchè il suo momento magnetico è anomalo,
cioè si discosta dal valore g = 2 predetto dall'equazione di Dirac? Il motivo è che l'elettrone
è puntiforme per modo di dire; le correzioni radiative inducono un fattore di forma, cioè una
dipendenza da q2: un esempio è il diagramma di �g. (6).
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6.5 Scattering elastico elettrone-protone

Abbiamo adesso in mano tutti gli elementi per calcolare la sezione d'urto elastica e−p+ → e−p+

in QED. Tale scattering è detto elastico perchè l'identità delle particelle iniziali (e−, p) è la stessa
di quelle �nali. Se il protone fosse puntiforme, otterremmo lo stesso risultato che nello scattering
elettrone-protone con protone puntiforme analizzato nel par.6.2, e cioè la sezione d'urto (271).
Se possiamo considerare l'elettrone puntiforme, in quanto le correzioni ad una corrente del tipo
jµ ∼ γµ sono di ordine 10−3 (vedi tab. 3), la corrente del protone data in (279) contiene due
fattori di forma di cui bisogna tener conto. Il calcolo della sezione d'urto elettrone-protone
procede sulle stesse linee di quello della sezione d'urto elettrone-muone, fatta eccezione per la
forma diversa della corrente protonica. Per convenzione si riparametrizza la corrente del protone
(279) nella forma:

Jµ = Ū(P ′)

{
F1(q2)γµ +

kF2(q2)

2M
iσµνqν

}
U(P ) (294)

dove k è il momento magnetico anomalo del protone, di modo che F1 e F2 hanno le stesse dimen-
sioni e F2(0) = 1. Calcolando il tensore adronico da questa corrente e dopo un procedimento
piuttosto laborioso, si ottiene:

|A|2 = LµνM
µν Mµν =

W2(q2)

M2
[P µ − Pq

q2
qµ][P ν − Pq

q2
qν ] +W1(q2)(−gµν +

qµqν
q2

) (295)

dove Lµν è l'usuale tensore fermionico (269) e dove W2 = F 2
1 − k2q2

4M2F2,W1 = − q2

2M2 (F1 + kF2)2.
Procedendo nel calcolo della sezione d'urto seguendo i passi �nora visti, si ottiene nel sistema
del laboratorio:

dσ

dΩ

∣∣∣∣∣
e+p el

lab

=
α2

4E2 sin4 θ
2

E ′

E

(
cos2 θ

2
W2(q2) + 2 sin2 θ

2
W1(q2)

)
(296)

dove E(E ′) è l'energia dell'elettrone prima (dopo) dello scattering. Il primo termine in questa
espressione è identico alla sezione d'urto elettrone - pione (275) per cui si intuisce che W2 è in
qualche modo legato al contributo della distribuzione di carica del protone alla sezione d'urto. W1

invece, che è zero nel caso di scattering elettrone-pione, è legato allo spin del protone e quindi alla
distribuzione del momento magnetico. A causa del rinculo del protone però questa identi�cazione
non è immediata (tale identi�cazione è semplice nel caso di scattering da potenziale �sso come
abbiamo visto sopra). E' possibile fare una identi�cazione precisa di distribuzione di momento
magnetico e carica solo in un sistema di riferimento preciso, quello di Breit; vedere [8] cap. 8.
Nel caso W1 = W2 = 1, cioè in assenza di fattori di forma, si riottiene la sezione d'urto elettrone
- protone puntiforme (271).

6.6 Scattering inelastico elettrone-protone

Lo scattering elastico è possibile solo se l'energia dell'elettrone, o meglio il suo q2, sono rela-
tivamente bassi, �no a circa 150 MeV. A ldi là di tale energia si apre la soglia di produzione
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Figure 6: Correzione di vertice per l'elettrone

e− 1.15965...10−3

p+ 1.7928...

n0 −1.913....

Table 3: Valori del momento magnetico anomalo k = 2MF2(0) da [13]

Γα numero parità
1 1 1

γ5 1 −1

γµ 4 gµµ

γµγ5 4 −gµµ

σµν ≡ i [γµ,γν ]
2

6 gµµgνν

Table 4: Base di matrici 4x4. Sono indicati anche il numero di matrici indipendenti e le proprietà
sotto trasformazione di parità

u ū v̄ v

Figure 7: Regole di Feynman per stati iniziali e �nali fermionici. La freccia fermionica segue
il �usso della carica della particella (e non l'impulso!); ad esempio carica - per l'elettrone. La
macchia nera indica il diagramma di Feynman.
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1
p2−m2

µ ν

−igµν
p2

i
p/−m

Figure 8: Regole di Feynman per i propagatori scalare, del fotone, fermionico

µ

ieγµ p1 p2

µ

ie(p1 + p2)µ

µ ν

ie2gµν

Figure 9: Regole di Feynman per i vertici

P

k k′

P ′

Figure 10: Scattering profondamente anelastico (DIS=Deep Inelastic Scattering)
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di un pione, e il processo diventa ep → e∆+ → epπ0. Questo processo è inelastico per via
della presenza del pione nello stato �nale. Ad energie ancora maggiori, dell'ordine del GeV e
superiori, il protone si spezza perdendo la sua identità e vengono generati nuovi adroni di tutti
i tipi *. La cosa più semplice da misurare sperimentalmente diventa la sezione d'urto inclusiva,
cioè e−(k) + p(P ) → e−(k′) + X(P ′) in cui non ci si preoccupa di cosa sia X e si osserva solo
l'elettrone �nale. La massa invariante, W ≡ P ′2, dello stato adronico �nale è in questo caso
una variabile e non è più �ssata ad essere la massa del protone quadro come nel caso dello
scattering elastico. Questo signi�ca che q2 non è più la sola variabile cinematica indipendente.
Infatti nel caso elastico la conservazione dell'impulso P + k = P ′ + k′ e le condizioni di mass
shell P 2 = P ′2 = M2, k2 = k′2 = 0 (l'elettrone è senza massa ad alta energia) implicano che
2qP = q2, e ogni altro invariante che si può formare con k, k′, P, P ′ è funzione di q2, il che
signi�ca che l'angolo di scattering θ (0 il valore di q2) determina tutto quanto. Questo non è
vero nel DIS (Deep Inelastic Scattering, scattering profondamente inelastico) in quanto la massa
invariante adronica W = P ′2 è una variabile e quindi ho due variabili cinematiche invece che
una sola. Questo signi�ca che la sezione d'urto sarà doppio di�erenziale, cioè una distribuzione
in due variabili, mettiamo q2 e W , oppure θ e ω′, dove θ è l'angolo di scattering dell'elettrone
�nale e ω′ la sua energia. L'espressione per la sezione d'urto è analoga a quella per lo scattering
elettrone-muone; la di�erenza è che non sappiamo dare una espressione precisa per il tensore
adronico Wµν :

d2σ = (
4πα

q2
)2 1

k · P
4πMLµνW

µν d3k′

2E ′(2π)3
(297)

Sappiamo dare un'espressione precisa per il tensore leptonico Lµν :

Lµν =
∑
r,s

jµj
∗
ν =

∑
r,s

ūr(k
′)γµus(k)ūs(k)γνur(k

′) = Tr{(k/′+m)γµ(k/+m)γν} = 2[k′µkν+k
′
νkµ+

q2

2
gµν ]

(298)
Del tensore adronico invece sappiamo solo che è una somma sui contributi degli stati �nali
adronici; tenendo conto dello spazio delle fasi si ha:

W µν =
1

4πM
δ4(P + q − PX)

∑
X

〈P |Jµ(0)|X〉dΦX〈X|Jν(0)|P 〉 (299)

Di nuovo, notare che nel caso elastico W µν contiene una delta che vincola l'unico stato �nale
adronico, il protone, ad essere sul mass shell: δ(P ′2−M2) = δ((P + q)2−M2) = δ(q2 + 2M(E−
E ′)). Questa δ vincola quindi il valore di E ′; la sezione d'urto diventa singolo di�erenziale
anziché doppio. L'invarianza di Lorentz e la parità impongono che il tensore adronico abbia la
forma:

W µν = −W1g
µν +

W2

M2
P µP ν +

W4

M2
qµqν +

W5

M2
(P µqν + qµP ν) (300)

*Esistono moltissimi adroni noti, oltre a pioni e nucleoni che sono i più noti; una lista esaustiva si puó trovare

in [13]
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La conservazione della corrente qµW
µν = W µνqν = 0 impone le relazioni (Esercizio: di-

mostrarlo):

W5 = −Pq
q2
W2 W4 = (

Pq

q4
)2W2 +

M2

q2
W1 (301)

per cui la forma è simile a quella dello scattering elastico (295):

W µν =
W2(q2, ν)

M2
[P µ − Pq

q2
qµ][P ν − Pq

q2
qν ] +W1(q2, ν)(−gµν +

qµqν
q2

) (302)

In questo caso però i fattori di forma W1,W2 dipendono da due variabili cinematiche e non da
una sola. Oltre a q2, qui si è scelto la variabile ν ≡ Pq

M
, che è legata aW = P ′2 dalla conservazione

dell'energia: P + q = P ′ ⇒ 2Pq = W 2 −M2 − q2; nel caso di scattering elastico, 2Pq = −q2.
Nel sistema del laboratorio in cui il protone è inizialmente fermo, ν = E − E ′ è l'energia persa
dall'elettrone.

In de�nitiva, dalle formule precedenti si ottiene l'espressione per la sezione d'urto profonda-
mente anelastica nel sistema del laboratorio:

d2σ

dΩdE ′
=

α2

4E2 sin4 θ
2

(
W2(q2, ν) cos2 θ

2
+ 2W1(q2, ν) sin2 θ

2

)
(303)

Poichè si sono scelte le variabili q2, ν per i fattori di forma, è conveniente passare a queste variabili
anche per la sezione d'urto, cioè scrivere d2σ

dνdQ2 al posto di d2σ
dΩdE′

. Inoltre convenzionalmente si
usa Q2 ≡ −q2 = 2EE ′(1− cos θ) > 0 al posto di q2. Si ha:

ν = E − E ′ Q2 = 2EE ′(1− cos θ) ⇒ dQ2dν = 2EE ′d cos θdE ′ =
EE ′

π
dΩdE ′ (304)

per cui:
d2σ

dQ2dν
=

πα2

4E2 sin4 θ
2

1

EE ′

(
W2(Q2, ν) cos2 θ

2
+ 2W1(Q2, ν) sin2 θ

2

)
(305)

E' istruttivo confrontare questa espressione con quella per scattering elettrone-protone con pro-
tone puntiforme (che è identica a quella elettrone-muone) e con quella elettrone-protone elastica
cioè con fattore di forma. Le tre sezioni d'urto si possono scrivere nella stessa forma:

d2σ

dQ2dν
=

πα2

4E2 sin4 θ
2

1

EE ′
{} (306)

dove

{}punt.ep→ep =

(
cos2 θ

2
+

Q2

2M2
sin2 θ

2

)
δ(ν − Q2

2M
) (307)

{}el.ep→ep =

(
cos2 θ

2
W2(Q2) + 2 sin2 θ

2
W1(Q2)

)
δ(ν − Q2

2M
) (308)

{}inel.ep→eX =

(
W2(Q2, ν) cos2 θ

2
+ 2W1(Q2, ν) sin2 θ

2

)
(309)
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Le δ presenti nei primi due casi �ssano la variabile ν al valore determinato dalla conservazione
dell'energia P + q = P ′ ⇒ 2Pq + q2 = 0 → ν = Pq

M
= − q2

2M
= Q2

2M
e fanno diventare la sezione

d'urto un di�erenziale singolo.
Che cosa ci si aspetta se, andando a valori di Q2 si scopre che il protone è composto da oggetti

puntiformi quasi liberi? In base alle espressioni qui sopra, ci si aspetta che i fattori di forma
non dipendano più da due variabili indipendenti (ν,Q2), bensìì da una sola variabile. Daremo
un signi�cato preciso a questa a�ermazione nel prossimo paragrafo.

6.7 Il modello a partoni

Supponiamo che, a valori di Q2 � (1GeV )2 il protone sia costituito da oggetti puntiformi
(quasi) liberi, che chiamiamo partoni. Allora lo scattering inelastico può essere visto come
una somma di scattering elastici di oggetti puntiformi, la cui sezione d'urto è data dalla (307).
Consideriamo per ora un partone solo, di carica frazionaria ei e con impulso p ≈ xP , e quindi
massa mi ≈

√
(xP )2 = xM . Confrontando la (307) con la (309) si ottengono per il partone le

funzioni di struttura:

W i
1 = e2

i

Q2

4M2x2
δ(ν − Q2

2Mx
) W i

2 = e2
i δ(ν −

Q2

2Mx
) (310)

Nel modello a partoni il partone ha probabilità fi(x) di avere frazione di impulso x. Le dis-
tribuzioni fi non sono determinate dal modello, ma vanno ricavate dall'esperimento. Per trovare
la funzione di struttura del protone occorre sommare su tutti i partoni i, e integrare la funzione
distribuzione, per cui:

W2(ν,Q2) =
∑
i

∫ 1

0
dxfi(x)e2

i δ(ν −
Q2

2Mx
) =

∑
i

∫ 1

0
dx
x

ν
fi(x)e2

i δ(x−
Q2

2Mν
) =

1

ν

∑
i

e2
ixBfi(xB)

(311)
dove xB = Q2

2Mν
, e analogamente:

W1(ν,Q2) =
1

M

∑
i

f(xB) (312)

La variabile xB = Q2

2Pq
è detta variabile di Bjorken, e nel modello a partoni la conservazione

dell'impulso �ssa la frazione di impulso x ad essere uguale a xB. In fatti xP + q = p′ dove p′ è
l'impulso del partone uscente. Poiché nel DIS siamo interessati al limite in cui le energie tendono
a ∞ con le masse �ssate, x2P 2 e p

′2 sono trascurabili e otteniamo xPq + q2 = 0 da cui x = xB.
Il fatto che le funzioni di struttura dipendano dalla variabile adimensionale xB è detta propri-

età di scaling e signi�ca che tali funzioni non variano se scalo contemporaneamente di un fattore
β le variabili dimensionate Q2, 2Pq. Lo scaling signi�ca in generale che una certa variabile scala
con le sue dimensioni di massa, cioè se ha dimensioni [M ]α scala come βα. Ci aspettiamo quindi
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che la sezione d'urto, avendo dimensioni [M ]−2, scali come β−2; vediamo se è vero. La sezione
d'urto, utilizzando le funzioni di struttura del modello a partoni, si scrive:

d2σ =
4πα2dQ2dν

Q4

(
E ′

E

)∑
i

{
cos2 θ

2

1

ν
e2
ixBfi(xB) + 2 sin2 θ

2

1

M
fi(xB)

}
(313)

Un cambiamento di scala signi�ca P → βP, k → βk, k′ → βk′ lasciando �ssa la massa �sica M .
Per capire come scalano i vari termini in (313) occorre esprimerli in termini di P, k, k′:

E =
Pk

M
→ β2E E ′ =

Pk′

M
→ β2E ′ sin2 θ

2
=

q2M2

(Pk)(Pk′)
→ β−2 sin2 θ

2
(314)

ν =
Pq

M
→ β2ν Q2 = −(k − k′)2 → β2Q2 (315)

E' facile vedere a questo punto che d2σ → β−2d2σ. Analogamente, per rescaling νW2(Q2, ν) ≡ F2

e MW1(Q2, ν) ≡ Fq sono invarianti.
Lo scaling è sperimentalmente ben veri�cato a parte piccole correzioni che sono però ben

calcolabili nell'ambito della cromodinamica quantistica (QCD) che è la teoria fondamentale delle
interazioni forti.

Poiché le fi(x) sono ignote in quanto legate alla �sica non perturbativa (non sappiamo la
funzione d'onda dei quarks all'interno del protone), la (313) NON è una predizione della QCD,
cioè la sezione d'urto non si può calcolare in base alla Lagrangiana di QCD. Quello che si può fare
è ottenere informazioni sulle fi da una serie di esperimentimenti e quindi fare una predizione
su un'altra serie di esperimenti. Si tratta quindi di un modello fenomenologico, che però è
ben supportato sperimentalmente. Nel paragarafo 6.9 vedremo in che modo le interazioni forti
descritte da QCD alterano le predizioni del modello a partoni.

6.8 Il modello a partoni e i quarks

Che cosa sono i partoni che compongono il protone? E' naturale identi�carli in prima approssi-
mazione con i quarks, cioè con quegli oggetti che compongono gli adroni secondo un ben de�nito
schema: il modello a quarks (vedi apposita sezione in [8]). In questo modello gli adroni sono
costituiti essenzialmente da 3 quarks: u,d,s con de�niti numeri quantici di spin, carica, numero
barionico e con proprietà de�nite secondo un'altra simmetria, la simmetria SU(3) di isospin
forte. Così ad esempio per un protone, la (311) si scrive:

F p
2 (x) = x

{
4

9
[up(x) + ūp(x)] +

1

9
[dp(x) + d̄p(x) + sp(x) + s̄p(x)]

}
(316)

La vera forza dell'avere introdotto le distribuzioni dei quarks sta nel fatto che queste sono
universali, cioè appaiono anche in altri tipi di esperimenti come lo scattering neutrino-protone,
il processo di Drell-Yan (vedi più avanti) ecc. Si possono quindi confrontare processi diversi,
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ad esempio misurando le distribuzioni in un processo e utilizzandole per fare predizioni in un
altro. Inoltre la simmetria di isospin del modello a quark collega le distribuzioni nel neutrone
con quelle nel protone:

up(x) = dn(x) ≡ u(x) dp(x) = un(x) ≡ d(x) (317)

Le distribuzioni dei quarks soddisfano varie regole di somma:

� Stranezza del protone =0: ∫ 1

0
dx[s(x)− s̄(x)] = 0 (318)

� Carica totale del protone =1, del neutrone =0∫ 1

0
dx{2

3
[u− ū]− 1

3
[d− d̄]} = 1

∫ 1

0
dx{2

3
[d− d̄]− 1

3
[u− ū]} = 0 (319)

� Conservazione del momento totale:∫ 1

0
dxx[u+ ū+ d+ d̄+ s+ s̄] = 1 (320)

Quest'ultima regola di somma è pesantemente violata: i quarks portano solo circa la metà del
momento del protone, il resto è portato da oggetti neutri. Questo induce a pensare che per il
resto il protone sia formato dai gluoni, particelle neutre di spin 1 mediatrici delle interazioni
forti.

Per �nire, esistono modelli che tentano di dire qualcosa sulle distribuzioni dei quarks. uno
dei più noti introduce l'idea di partoni �di valenza� e �del mare�. Per esempio nel protone( s sta
per �sea�):

u = uv + qs d = dv + qs ū = d̄ = s = s̄ = qs (321)

Il numero di distribuzioni indipendenti diventa 3, dalle 6 iniziali, e il modello guadagna quindi
in predittività.

6.9 Altarelli-Parisi 1: fattorizzazione collineare

I risultati del parton model del paragrafo 6.7 si possono riassumere in questo modo:

Wµν(ν,Q
2) =

∫
dxf(x)W 0

µν(xP, q) (322)

dove, riferendosi per semplicità al contributo di un singolo quark di carica eq:

W 0
µν = [Pµ −

Pq

q2
][Pν −

Pq

q2
qν ]
e2
q

ν
xδ(x− xB) + (−gµν +

qµqν
q2

)
e2
q

M
δ(x− xB) (323)
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Figure 11: Deep Inelastic Scattering e−P → e−X nel modello a partoni (a) e prima correzione
perturbativa di ordine αs (b).

In queste espressioni, f(x) è la (ignota) probabilità che il quark q abbia una frazione x di impulso
dell'adrone (tipicamente, protone) originario e la variabile di Bjorken vale xB ≡ Q2

2Mν
. Vogliamo

ora dimostrare che si può tenere conto delle correzioni di QCD al primo ordine introducendo
una funzione f(x,Q2) tale che valga ancora una formula simile alla (322):

Wµν(ν,Q
2) =

∫
dxf(x,Q2)W 0

µν(xP, q) (324)

Questa espressione rende esplicita la violazione di scaling in quanto f non dipende solo da x.
E' conveniente però ragionare in termini della sezione d'urto, di rappresentazione intuitiva più
semplice rispetto al tensore Wµν . Nel modello a partoni (�g. 11 a) si ha:

Σ(eP → eX; s) =
∫ 1

0
f(x)σ(xs) (325)

dove Σ è la sezione d'urto adronica e σ(xs) è la sezione d'urto partonica per il processo eq → eq

ad una energia nel c.m. pari a xs. In e�etti l'energia nel c.m di protone e elettrone iniziali è
s = (P + k)2 ≈ 2Pk, mentre l'energia nel c.m. del sistema partonico è (xP + k)2 ≈ 2xPk = xs.
Al primo ordine in αs abbiamo correzioni perturbative a questo processo, ad esempio (�g. 11 b)
il quark intermedio può emettere un gluone. Corrispondentemente avremo:

σ → σ + δσ = σ(eq → eq) + δσ(eq → eqg) (326)

La δσ è di ordine relativo αs ed ha un gluone in più nello stato �nale. Ricordiamoci che il DIS
è una osservabile inclusiva, ed il gluone emesso andrà pertanto a far parte dello stato �nale X
non osservato. Sommando i due contributi otterremo:

Σ(s) =
∫
dxf(x)σ(xs) +

∫
dyf(y)δσ(ys) =

∫
dxf(x)σ(xs) +

∫
dyf(y)

(∫ dx

y
P̃ (
x

y
)σ(xs)

)
(327)

Nel secondo termine di questa equazione ho supposto che la correzione alla sezione d'urto parton-
ica si possa scrivere in forma fattorizzata, cioè sia possibile de�nire una probabilità di splitting
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P̃ tale che valga:

δσ(s) ≈
∫
dzP̃ (z)σ(zs)⇒ δσ(ys) =

∫ dx

y
P̃ (
x

y
)σ(xs) (328)

Che una tale fattorizzazione sia possibile non dovrebbe stupire, dato che è esattamente ciò che
avevamo dimostrato per il fotone emesso nel processo Z → e+e−. In questo caso però l'emissione
è di un gluone, e avviene dallo stato iniziale piuttosto che da quello �nale.

La (327) ammonta a una ride�nizione della f(x), com'è possibile osservare scambiando
l'ordine di integrazione nelle variabili x, y nel secondo termine a destra:

f(x)→ f(x) +
∫ dy

y
f(y)P̃ (

x

y
)

Sappiamo già dai risultati relativi al decadimento dello Z che la P̃ contiene una dipendenza dalla
scala hard del processo, Q2 in questo caso, e questo produrrà le violazioni di scaling. Passiamo
ora a dimostrare la (328) e a calcolare la P̃

Vogliamo dimostrare che nella regione in cui il gluone è circa collineare al quark da cui
viene emsso, il contributo del gluone stesso fattorizza. A tree level, indicando con l l'impulso
dell'elettrone iniziale, si ha:

σ(s) =
1

lp
LµνTr{p/Γµν(p)}; Γµν(p) = γµ(p/ + q/)γν (329)

Se adesso riscaliamo p→ p− k ≈ zp e quindi s = (p+ l)2 → (p+ zl)2 = zs, otteniamo la sezione
d'urto che vogliamo fattorizzare:

σ(zs) =
1

z(lp)
LµνTr{(p/− k/)Γµν(p− k)} (330)

Nel seguito calcoliamo il termine di traccia relativo al contributo con ulteriore emissione di un
gluone. I diagrammi che contribuiscono alla correzione al primo ordine in αs sono quelli di �g.
12. Introduciamo la cinematica approssimata:

p = E(1,0, 1) k ∼
(

(1− z)E,k⊥, (1− z)E − k2
⊥

2(1− z)E

)
kp ∼ k2

⊥
2(1− z)

(331)

Con questa parametrizzazione si ha k2 = O(k
2

⊥
E2 ) quindi la cinematica è valida �ntanto che

k2
⊥ � E2 che è una delle nostre ipotesi di lavoro. La sezione d'urto partonica è composta da

3 contributi, ra�gurati in �g 12; calcoliamo per primo il contributo di tipo (a), che chiamiamo
�ladder�. Omettendo per ora il fattore (p − k)−4 dei denominatori dei propagatori fermionici si
ottiene:

Tr{(p/− k/)ε/p/ε/(p/− k/)Γµν} (332)
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Figure 12: Diagrammi per il modulo quadro dellee ampiezze del processo e−q → e−qg. (a):
ladder, (c):rainbow, (b) interferenza. Il coniugato del diagramma di intereferenza non è mostrato.

Tenendo conto che kε = 0 e che a/b/ = −b/a/ + 2(ab):

(p/− k/)ε/p/ε/(p/− k/) = [−ε/(p/− k/) + 2ε(p− k)] p/ [−(p/− k/)ε/ + 2ε(p− k)] (333)

= [ε/k/ + 2εp] p/ [k/ε/ + 2εp] (334)

Otteniamo tre termini:

(A+B + C)Γµν ; A = 4(εp)2p/ B = 2(εp)[p/k/ε/ + ε/k/p/] C = ε/k/p/k/ε/ (335)

A è già fattorizzato mentre per C vale:

C = 2(pk)ε/k/ε/ = −2(pk)ε2k/ (336)

Per B uso l'identità:

p/k/ε/ = −p/ε/k/ = −2(εp)k/ + ε/p/k/ = −ε/k/p/− 2(εp)k/ + 2(pk)ε/ (337)

per cui:
B = −4(εp)2k/ + 4(εp)(pk)ε/ (338)

Interessano solo i termini più singolari nella regione collineare, cioè in questo caso quelli che
vanno come θ2 al numeratore; il termine in (pε)(pk) ∝ θ3 nella (338) è quindi trascurabile
rispetto ai termini in (pk), (pε)2, entrambi di ordine θ2. Per il termine C della (336) utilizzo
k/ = (1− z)p/ +O(θ) per cui in de�nitiva si ottiene:

Tr{(p/− k/)ε/p/ε/(p/− k/)Γµν} ≈ [−2ε2(pk)
1− z
z

+ 4(pε)2]Tr{(p/− k/)Γµν} (339)

a meno di termini di ordine superiore in θ, rendendo evidente la fattorizzazione collineare. Som-
mando sulle polarizzazioni e per quanto visto sopra, si ha:

∑
i=1,2

[−2ε2
i (pk)

1− z
z

+ 4(pεi)
2] = 2E2θ2[

1 + z2

z
] = 2

k2
⊥

(1− z)2
[
1 + z2

z
] (340)
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avendo tenuto conto del fatto che
∑
i ε

2
i = −2, pk ≈ E2θ2 1−z

2
e
∑
i(pεi)

2 ≈ E2θ2. In�ne,
rimettendo i denominatori dei propagatori fermionici:

d3k

E

1

(p− k)4
∼ 1

E2

dz

1− z
dθ2

θ4
= (1− z)dz

dk2
⊥

k4
⊥

(341)

dove l'espressione a destra tiene conto dei propagatori fermionici e dello spazio delle fasi del
gluone. L'espressione per la sezione d'urto è quindi

σ(s) =
Lµν

lp

∑
ε

Tr{(p/− k/)ε/p/ε/(p/− k/)Γµν} ∼ αs

∫ dk2
⊥

k2
⊥

1 + z2

1− z
dz

Lµν

z(lp)
Tr{(p/− k/)Γµν} (342)

che è esattamente nella forma (328) dove σ(zs) è dato dalla (330) e de�nisce la probabilità di
splitting

P (z) =
1 + z2

1− z
. (343)

La variabile z varia fra 0 e 1, in quanto nella regione collineare (p − k)2 ≈ k2 = 0 e quindi z
ha l'interpretazione di frazione di energia portata via dal quark dopo l'emissione del gluone. La
distribuzione in momento trasverso è del tipo dk2

⊥/k
2
⊥ (vedi (342)). Quali sono gli estremi di

integrazione? Siccome siamo considerando il comportamento nella regione di scaling Q2, ν →∞
con Q2/ν,M �ssi, in realtà l'unica scala �sica UV è Q2 (oppure 3 Q2,o Q2/3: il log non cambia).
Il limite inferiore invece, più che da una scala �sica, è determinato dal fatto che il calcolo non ha
senso nel regime non perturbativo. Chiamo quindi µ il cuto� IR di ordine ΛQCD; l'integrazione in
dk⊥ produce quindi un log(Q2/µ2). Sommando i risultati di tree level e primo ordine perturbativo
ottengo quindi:

f(x,Q2) = f(x) + αs log
Q2

µ2

∫
dzP (z)f(

x

z
) (344)

Adesso è necessario tornare un attimo indietro e chiarire perché non abbiamo incluso nel
calcolo i diagrammi della �g 12 (c) (rainbow) e (b) (interferenza. Il diagramma (c) non ha
singolarità collineari connesse con l'impulso p del partone, e quindi lo possiamo tranquillamente
trascurare. Per il diagramma (b) il discorso è un pò più complesso. Si può ovviamente e�ettuare
un calcolo diretto, con la stessa tecnica utilizzata per il diagramma (a); tale calcolo concluderebbe
che il diagramma (b) non produce singolarità collineari di tipo logaritmico e quindi può essere
trascurato. Tuttavia è più utile fare un ragionamento di tipo �sico, sulla conservazione del
momento angolare. Consideriamo la situazione in cui l'impulso del quark 'genitore', quello del
gluone e quello del quark '�glio' siano tutti allineati lungo l'asse z, e quantizziamo gli spin lungo
lo stesso asse. E' facile rendersi conto che la conservazione del momento angolare impone che il
quark prima e dopo l'emissione abbiano elicità opposte (si dice che c'è un helicity �ip). D'altra
parte nel limite di masse nulle che stiamo considerando, le interazioni di QCD conservano la
chiralità e quindi l'elicità: ad esempio 0 = ūLγµuR = ū+γµu−. Questo signi�ca l'ampiezza per
un quark esattamente collineare è 0; facendo una espanzione di Taylor |A| ∼ θ e |A|2 ∼ θ2.
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Nel caso del diagramma (a) lo zero di helicity �ip viene compensato da θ4 al denominatore in
quanto ognuno dei due propagatori fermionici si comporta come θ2 a piccoli angoli; ottengo
|A|2/θ4 ∼ 1/θ2 che è singolare. Ma nel caso del diagramma (b) solo uno dei due propagatori
fermionici è singolare per piccoli angoli e ottengo θ2/θ2 = 1, cioè nessuna singolarità collineare.

La probabilitá P (z) de�nita dalla (343) è in realtà divergente (singolare IR) quando z → 1.
Questo perchè non ho tenuto conto dei virtuali. La procedura corretta è:

� scegliere un regolatore infrarosso (ad esempio, massa del gluone)

� calcolare reali e virtuali col regolatore scelto

� sommare reali e virtuali

E' possibile trovare la distribuzione complessiva senza necessità di fare il calcolo, tenendo conto
che i virtuali sono proporzionali a δ(1 − z), e che deve essere

∫ 1
0 P (z) = 0 in quanto il termine

di tree level, δ(1 − z), ha 1 come integrale e quindi esaurisce l'unitarietà; questo punto viene
chiarito meglio nel paragrafo 7.2. Chiamando ε il regolatore IR (il risultato non dipende da come
regolarizzo), avrò:

P (z) =
1 + z2

1− z + ε
+ f(ε)δ(1− z)

∫ 1

0
P (z) = 0⇒ f(ε) =

3

2
− 2 log ε+O(ε) (345)

e la distribuzione cercata è quindi:

P (z) = [
1 + z2

1− z + ε
− 2δ(1− z) log ε] +

3

2
δ(1− z) ≡ 1 + z2

(1− z)+

+
3

2
δ(1− z) (346)

dove si è de�nita la distribuzione:∫ 1

0

g(z)

(1− z)+

= lim
ε→0

∫ 1

0
g(z)[

1

1− z + ε
− δ(1− z) log ε] =

∫ 1

0

g(z)− g(1)

1− z
(347)

In maniera equivalente (e più semplice):

P (z) =

[
1 + z2

1− z

]
+

;
∫ 1

0

[
1 + z2

1− z

]
+

g(z) ≡
∫ 1

0

[
1 + z2

1− z

]
[g(z)− g(1)] (348)

6.10 Altarelli-Parisi 2: equazioni di evoluzione

La (344) è la correzione perturbativa a f(x) al primo ordine in αs. Derivando rispetto a µ2

questa equazione si ottiene:

−
∂f(x, Q

2

µ2 )

∂ log µ2
= αs

∫ 1

x

dy

y
P

(
x

y

)
f(y,Q2) +O(α2

s) (349)
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Figure 13: Equazioni di evoluzione di AP
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avendo tenuto conto che f(x) = f(x,Q2) + O(αs). L'equazione di ricorrenza (349) è in realtà
valida a tutti gli ordini della teoria perturbativa. Dimostrarlo però non è a�atto banale e implica
un ordinamento, ad esempio in k⊥. Si può argomentare che i ladder sono ordinati in k⊥. A parte
il solito argomento di estrarre la singolarità massima, è facile vedere che il k⊥ del primo gluone
emesso cuto�a quello del secondo, e così via. Infatti il valore minimo di −(p− k)2 = −p2 + 2kp

si ha quando kp = 0 e vale −p2. Per il primo quark, −p2 = µ2 cuto� IR. I quark successivi
hanno impulso ∼ zP −k⊥; (zP −k⊥)2 = −k2

⊥ per cui la singolarità del propagatore del secondo
quark è cuto�ata dal k⊥ del primo gluone emesso, e così via. A questo punto si può ragionare in
vari modo ma forse il modo più intuitivo di ricavare la (349) è quello di considerare la variazione
della funzione di distribuzione ∆f indotta da una variazione del cuto� inferiore µ2. A causa
dell'ordinamento, tale di�erenza è dovuta a un gluone con k2

⊥ compreso fra µ2 −∆µ2 e µ2, che

viene emesso con probabilità proporzionale a P (z)dk
2

⊥

k2

⊥
(vedi �gura 13). Inoltre la conservazione

dell'impulso forza la relazione zy = xB a causa della δ(q2 + 2zyPq) = 1
2Pq

δ(zy − xB). Si ha
quindi:

f(x, µ2 −∆µ2) = f(x, µ2) + αs
∆µ2

µ2

∫ 1

0
dzP (z)

∫ 1

0
dyf(y, µ2)δ(zy − x) (350)

Passando agli in�nitesimi, si ricava dunque:

∂f(x, Q
2

µ2 )

∂ logQ2
= −

∂f(x, Q
2

µ2 )

∂ log µ2
= αs

∫ 1

xB

dz

z
P (z)f

(
x

z
,
Q2

µ2

)
= αs

∫ 1

xB

dy

y
P

(
x

y

)
f

(
y,
Q2

µ2

)
(351)

avendo tenuto conto che siccome f dipende solo dal rapporto fra Q2 e µ2, la derivata rispetto a
Q2 e quella rispetto a µ2 sono uguali ma con segno opposto. Notare che avrei potuto ragionare
tramite la variazione rispetto a Q2, invertendo la posizione di gluone e �box� con la funzione f
nella �g. 13. In tal caso però avrei dovuto dimostrare la fattorizzazione collineare in maniera
diversa.

Per procedere adesso dobbiamo tenere in conto la possibilità che un quark si trasformi in
gluone (mixing q-g). Prima però è utile separare la parte nonperturbativa da quella perturbativa,
nel segunte modo: La quantità che compare direttamente nelle sezioni d'urto è la funzione di
struttura mista FHi che descrive la probabilità di trovare un partone i nell'adrone H. Essa si
può fattorizzare separando i contributi perturbativi e non perturbativi nel modo seguente (vedi
�gura. ...):

FHj(x,Q
2) =

∫ 1

0

dy

y
hHi(Q0, y)fij(Q

2, Q2
0;
x

y
) (352)

dove Q0 è la scala di fattorizzazione che separa la dinamica perturbativa, descritta da fij, da
quella nonperturbativa descritta da hHi. Gli oggetti che soddisfano le equazioni AP sono le fij.
Ad esempio, tenendo in conto, oltre al contributo di �g. 13, quello della �g. , otteniamo

− 1

αs

∂fqq(x,
Q2

µ2 )

∂ log µ2
=
∫ 1

xB

dz

z
Pqq(z)fqq

(
x

z
,
Q2

µ2

)
+
∫ 1

xB

dz

z
Pqg(z)fqg

(
x

z
,
Q2

µ2

)
≡ Pqq ⊗ fqq + Pqg ⊗ fqg

(353)
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Figure 14: Equazioni di evoluzioni IR (a sinistra) e UV (a destra)

E' uno standard includere i fattori di colore nella de�nizione delle P . Nel caso di quark che
emette un gluone restando un quark, il fattore di colore è 1

3
T aijT

a
ji = 1

3
4
3
δii = 4/3, dove il fattore

1/3 tiene conto dei 3 possibili colori inziali. Nel caso di gluone che si splitta in quark antiquark,
il fattore di colore è 1

8
T aijT

a
ji = 1

8
4
3
δii = 1/2, dove il fattore 1/8 tiene conto degli 8 possibili gluoni.

Le splitting functions:

Pqq(z) =
4

3

[
1 + z2

(1− z)+

+
3

2
δ(1− z)

]
Pqg(z) =

1

2

[
z2 + (1− z)2

]
(354)

Inoltre ci sono equazioni analoghe per l'evoluzione della distribuzione del gluone:

1

αs

∂fg(x,
Q2

µ2 )

∂ logQ2
= Pgq ⊗ fq + Pgg ⊗ fg (355)

Poiché è conivolto lo stesso vertice col ruolo di z e 1− z scambiati, si ha Pgq(z) = PR
qq(1− z) =

4/3[1 + (1− z)2]/z. La Pgg riceve contributo sia dai reali che dai virtuali, con il risultato:

Pgg = 6[
1− z
z

+
z

(1− z)+

+ z(1− z)] +
33− 2nf

6
δ(1− z) (356)

dove nf = 6 è il numero di �avors. Notare che l'apparente singolarità per z → 0 è in realtà
irrilevante in quanto l'integrale su z ha xB come cuto� inferiore.

Riassumendo quanto visto �nora, Le equazioni di evoluzione e le relative initial conditions
hanno la forma:

∂fij(x,Q
2)

∂ logQ2
= αs(Pik ⊗ fkj)(x,Q2) fij(x,Q

2 = µ2) = f
(0)
ij (x) (357)

In questo set di equazioni, diversamente da quanto accade in QED, le condizioni iniziali sono
non perturbative: in altre parole nessuna teoria può determinare le f (0)

ij (x) che invece devono
essere misurate a una scala µ. La QCD determina poi le violazioni di scaling, cioè l'evoluzione
delle funzioni di struttura �no alla scala Q.
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7 Sum rules

De�nendo i momenti

f(N,µ) =
∫ 1

0
dzf(z, µ)zN−1 (358)

Le equazioni di evoluzione IR e UV si fattorizzano:

−
∂f IRij (N,µ2)

∂ log µ2
= f IRik (N,µ2)Pkj(N)

∂fUVij (N,Q2)

∂ logQ2
= Pik(N)fUVkj (N,Q2) (359)

La legge di conservazione dell'impulso implica che la somma degli impulsi dei partoni i nei quali
un partone j può evolvere sia costante. Siccome la frazione di impulso portata via dal partone
i è z, si ha:

1 =
∑
i

∫ 1

0
zfij(z, µ

2)dz =
∑
i

fij(2, µ
2) (360)

Derivando rispetto a µ2 si ottiene, nel caso delle UV:

0 =
∑
i

Pik(2)fUVkj (2, Q2)⇒
∑
i

Pik(2) = 0 ∀ k (361)

dove l'ultimo passaggio deriva dal fatto che l'uguaglianza a zero deve valere per fkj arbitrari.
Nel caso IR:

0 =
∑
i,k

f IRik (2, µ2)Pkj(2) =
∑
k

Pkj(2) (362)

dove l'ultimo passaggio si ottiene reinserendo la (360) nella (362).
Supponiamo ora di avere una legge di conservazione di una certa carica q. Si ha:

qj =
∑
i

∫ 1

0
qifij(z, µ

2)dz =
∑
i

qifij(1, µ
2) (363)

Derivando rispetto a µ2 si ottiene, nel caso delle UV:

0 =
∑
i

qiPik(1)fUVkj (1, Q2)⇒
∑
i

qiPik(1) = 0 ∀ k (364)

dove l'ultimo passaggio deriva dal fatto che l'uguaglianza a zero deve valere per fkj arbitrari.
Nel caso IR:

0 =
∑
i,k

qif
IR
ik (1, µ2)Pkj(1) =

∑
k

qkPkj(1) (365)

dove l'ultimo passaggio si ottiene reinserendo la (363) nella (365).
Quindi dalle evoluzioni IR e UV si ottengono le stesse leggi di conservazione.
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7.1 Altarelli Parisi 3: Initial Conditions

Nella QED il calcolo è completamente perturbativo: µ→ m massa dell'elettrone. Le condizioni
iniziali sono quindi, a loro volta, perturbative: fee(x,m2) = δ(1−x), fγe(x,m

2) = 0. In qcd le
initial conditions non sono perturbative e occorre misurarle: si misura f(x,Q2

0) e si evolve �no
a un valore Q2 con le evolution equations.

7.2 Altarelli Parisi 4: momenti

De�nite le trasformate di Mellin (ovvero momenti di ordine n):

f (n)(Q2) =
∫ 1

0
dxxn−1f(x,Q2) P (n)(Q2) =

∫ 1

0
dxxn−1P (x) (366)

si ha che la trasformata di Mellin di una convoluzione è il prodotto delle trasformate di Mellin;
infatti: ∫

dxdzxn−1 1

z
P (
x

z
)f(z) =

∫
dydzyn−1zn−1P (y)f(z) = P (n)f (n) (367)

Le equazioni di Altarelli Parisi si riscrivono, nello spazio dei momenti:

df
(n)
i (Q2)

d logQ2
= αsP

(n)
ij f

(n)
j (Q2) (368)

Analogia: trasformata di Fourier per eq. di�. lineari ordinarie. Abbiamo quindi diagonalizzato
le AP, ottenendo equazioni più semplici (ma sono in�nite!).

La riscrittura in termini di momenti è connessa con alcune sum rules per le P (z). In concreto,
se esiste una carica conservata q, questa non deve dipendere da Q2 e quindi

∂

∂ logQ2

{∑
i

∫
dxqifi(x,Q

2)

}
=
∑
i

qiP
(1)
ij f

(1)
j (Q2) = 0 (369)

Poiché l'uguaglianza deve valere qualsiasi sia f (1)
j (Q2), ne segue

∑
i qiP

(1)
ij = 0∀j. Consideriamo

ad esempio la carica elettrica. Poiché l'evoluzione ad esempio di 2/3fu − 2/3fū coinvolge solo
Pqq in quanto i termini proporzionali a Pqg si cancellano nella di�erenza, si ottiene:∫ 1

0
dxPqq(x) =

∫ 1

0
dx[PR

qq(x) + P V
qq(x)] = 0 (370)

che è la regola di somma discussa in precedenza. Analoghe considerazioni per la conservazione
del momento portano a due ulteriori regole di somma:∫ 1

0
dxx[Pqq(x) + Pgq(x)] = 0;

∫ 1

0
dxx[2nfPqg(x) + Pgg(x)] = 0 (371)

(nell'ultima espressione si conta il numero di stati �nali in cui si può trasformare un gluone).
Utilizzando le espressioni per le funzioni di splitting è immediato veri�care che le regole di somma
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sono soddisfatte. Viceversa, come abbiamo visto nel caso di Pqq, la parte virtuale di Pgg si può
ottenere dalla parte reale imponendo le regole di somma.

Se consideriamo una distribuzione Non Singlet* come f = fu − fū oppure f = fi − fj, i 6= 0,
le soluzioni delle equazioni di Altarelli Parisi si scrivono:

f (n)(Q2)

f (n)(Q2
0)

= e
αsP (n) log Q2

Q2
0 =

(
Q2

Q2
0

)αsP (n)

(372)

Possiamo tener conto del running di αs. De�nendo t = log Q
ΛQCD

:

α(t) =
1

bt
;

df (n)(t)

dt
= α(t)P (n)f (n)(t) =

P (n)

bt
f (n)(t) (373)

Soluzione:

d log f (n) =
P (n)

b

dt

t
⇒ f (n)(t)

f (n)(t0)
=
(
t

t0

)P (n)

b

=

[
α(t)

α(t0)

]−P (n)

b

(374)

Lo stesso risultato si può derivare (anzi storicamente ottenuto prima di Altarelli e Parisi) uti-
lizzando le equazioni del gruppo di rinormalizzazione applicate alla Operator Product Expansion
[15]. Le soluzioni delle equazioni AP sono in e�etti formalmente identiche a quelle RGE (205)
che producono le soluzioni (374) identiche alle (209a). Le dimensioni anomale dei momenti sono
date quindi da (αs moltiplicato per) i momenti delle funzioni di splitting. Nel prossimo paragrafo
vedremo come ottenere le equazioni di AP dal punto di vista UV, cioè come equazioni RGE.
Questo è possibile in primis perché le singolarità di tipo infrarosso sono assenti nella �sica (in-
clusiva) presa in esame. In�ne, notare che le equazioni e le relative soluzioni si possono scrivere,
nel caso più generale singlet f =

∑
i(fqi + fq̄i), promovuendo le dimensioni anomali a matrici

nello spazio degli indici.

8 DIS e OPE

Il deep Inelastic Scattering si può analizzare utilizzando una tecnica denominata Operator Prod-
uct Expansion (OPE, vedi [15]). Storicamente questa analisi è stata e�ettuata prima che Altarelli
Parisi presentassero le equazioni di evoluzione determinate dalla struttura infrarossa della teoria
che abbiamo visto nei paragra� precedenti. L'approccio AP risulta più intuitivo e diretto rispetto
a quello tramite OPE; tuttavia quest'ultimo è più rigoroso formalmente. I paragra� successivi
sono organizzati nel modo seguente:

� De�nizion e di OPE con esempi

� Connessione del limite DIS con il prodotto T-ordinato di due correnti

*il non singlet si riferisce alle proprietà sotto trasformazioni di gruppo di �avor
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Figure 15: xf(x) unpolarized per Q2 = 10GeV 2 (a) e Q2 = 104GeV 2 (b). Da [13]. Le c,d sono
polarized.
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Figure 16: F2 misurato ad HERA confrontato con le predizioni di QCD.
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� Connessioni dei momenti delle funzioni di struttura con la OPE

� Violazioni di scaling determinate dalle RGE

8.1 Operator product expansion

Molte osservabili �siche, fra cui il tensoreWµν che compare nel DIS, sono connesse con il prodotto
di due operatori O1(x)O2(y) quando x → y. Tale prodotto è singolare nel limite, a causa della
presenza di operatori di creazione/distruzione non ordinati normalmente. Ad esempio*:

T{φ(x)φ(0)} = 〈T{φ(x)φ(0)}〉+ : φ(x)φ(0) : ≡ ∆F (x)+ : φ(x)φ(0) : (375)

In questa espressione ∆F è singolare nel limite x → 0, mentre il secondo termine, essendo
ordinato normalmente, non è singolare: quando andiamo a farne elementi di matrice su stati
�sici non incontriamo singolarità. Possiamo calcolare esplicitamente il propagatore nel caso
massless:

∆F (x) =
∫ d4k

(2π)4

e−ikx

k2 + iε
=
∫ d3k

(2π)4
eik·x

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0x0

k2
0 − |k|2 + iε

(376)

L'integrale in k0 si fa con il metodo dei residui: i poli sono sul semipiano complesso inferiore
per p0 ∼ |p| e sul semipiano superiore per p0 ∼ −|p|. Per x0 > 0 (x0 < 0) si può chiudere il
cammino di integrazione sul semipiano inferiore (superiore), cosicché si ottiene:

∫ ∞
−∞

dk0
e−ik0x0

k2
0 − |k|2

= − iπ
|k|

[θ(x0)e−i|k|x0 + θ(−x0)ei|k|x0 ] (377)

Utilizzando d3k = 2π|k|2d|k|d cos θ possiamo fare l'integrale in θ, ottenendo:

∆F (x) = − 1

8π2|x|

∫
d|k|(ei|k||x| − e−i|k||x|)[θ(x0)e−i|k|x0 + θ(−x0)ei|k|x0 ] (378)

Regolarizzando gli integrali tramite la sostituzione exp[±iα|k|] → exp[±i(α ± iε)|k|] si ottiene
in�ne:

∆F (x) =
i

4π2

1

x2 − iε
(379)

Il propagatore nel caso massivo è diverso, ma il comportamento singolarità per x→ 0 è identico:
esso deriva da regioni di integrazione in trasformata di Fourier k → ∞, che sono insensibili al
valore della massa.

Calcoli simili a quelli appena visti portano a concludere che:

∆(x) ≡ −i[φ(x), φ(0)]
x→0≈ − 1

2π
ε(x0)δ(x2) (380)

*questo è un esempio di teorema di Wick
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Figure 17: OPE per il prodotto di due correnti.

dove ε(x0) è la funzione 'segno di x0. Notare la relazione fra le singolarità del commutatore e
del propagatore ∆(x) = 2ε(x0)Im(i∆F (x)). Incontreremo relazioni simili quando analizzeremo
il DIS in termini di OPE.

Come prossimo passo consideriamo l'operatore φ2. Utilizzando il teorema di Wick:

T [: φ2(x) :: φ2(0) :] = −4∆2
F (x) + 2i∆F (x) : φ(x)φ(0) : + : φ2(x)φ2(0) : (381)

Dal punto di vista diagrammatico questa equazione, se la valuto fra uno stato iniziale A e
uno �nale B, corrisponde ai diagrammi in �gura 17. I primi due termini sono i più singolari;
sviluppiamo in serie di Taylor il secondo termine:

: φ(x)φ(0) := φ2(0) + xµ(: φ∂µφ :)0 +
1

2
xµxν(: φ∂

µ∂νφ :)0 (382)

Adesso interpretiamo J(x) ≡: φ2(x) : come una 'corrente scalare'. Otteniamo:

T [J(x)J(0)] =
1

8π2

1

(x2 − iε)2
− J(0) + xµJ

µ(0) + · · ·
π2(x2 − iε)

+ · · · (383)

dove i puntini stanno per termini nonsingolari.
Le espressioni (375,383) possono essere generalizzate a espansione di prodotto di due operatori

quando la di�erenza degli argomenti tende a zero (limite xµ → 0, OPE vera e propria) oppure
quando x2 → 0 senza che necessariamente xµ → 0 (sviluppo sul cono luce)*. Come vedremo, il
primo limite è rilevante per e−e+ in adroni e il secondo per il DIS.

P{A(x)B(0)}
xµ→0
≈

∑
Ci(x)Oi(x) P{A(x)B(0)} x

2→0≈
∑

C
(n)
i (x)xµ1 · · ·xµnO

µ1···µn
i (x)

(384)
Le singolarità che compaiono nel prodotto di due operatori in punti vicini vengono così fattor-
izzate nel prodotto di coe�cienti singolari e di operatori locali nonsingolari O(x). I prodotti P
possono essere di tipo commutatore, T-ordinato ecc. e corrispondentemente cambia il tipo di
singolarità come abbiamo già avuto modo di osservare. Per ragioni dimensionale, nel caso della
OPE , avendo indicato con dI la dimensione dell'operatore I, i coe�cienti si comportano come

*una discussione esaustiva di queste espansioni è data in [16]
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Ci ∼ x−dA−dB+dI . Pertanto i coe�cienti più singolari sono quelli che moltiplicano gli operatori
di dimensione più bassa, come si vede ad esempio dalla (375). Nel caso dello sviluppo sul cono

luce, si ha C(n)
i → (x2)−

dA+dB
2

+ τ
2 e in questo caso quello che conta è il twist τ = d0 − n cioè

dimensione - spin *. Ad esempio l'operatore φ∂µ1 . . . ∂µnφ ha spin n, dimensione n + 2 e twist
2. Gli operatori di twist più basso corrispondono dunque ai coe�cienti più singolari, e sono
pertanto quelli dominanti nello sviluppo.

8.2 Singolarità dei campi liberi e Bjorken scaling

Cominciamo con il mostrare la connessione fraWµν e il commutatore di due correnti. La trasfor-
mata di Fourier del commutatore si scrive:∫

eiqx〈P |[Jµ(x), Jν(0)]|P 〉 =
∑
X

δ4(P + q − PX)〈P |Jµ(0)|X〉dΦX〈X|Jν(0)|P 〉 (385)

−
∑
X

δ4(PX + q − P )〈P |Jν(0)|X〉dΦX〈X|Jµ(0)|P 〉

avendo utilizzato J(x) = eiPxJ(0)e−iPx e 1 =
∑
X |X〉dφX〈X|. Ora, il primo termine nel mem-

bro di destra di questa espressione è esattamente Wµν dato dalla (299). Il secondo termine
è identicamente 0. Infatti per la conservazione del numero barionico nello stato �nale c'è un
barione con massa maggiore o uguale alla massa M del protone, che è il barione più leg-
gero; ne segue P 0

X ≥ M . D'altra parte nel sistema di riposo del protone si ha P 0 = M e
q0 = E − E ′ > 0, per cui la delta di conservazione dell'energia non può essere soddisfatta. Se
ne conclude Wµν =

∫
eiqx〈P |[Jµ(x), Jν(0)]|P 〉. Mostriamo ora che la regione di interesse è quella

del cono luce x2 ∼ 0. Per cominciare, la causalità comporta che il commutatore possa essere
diverso da 0 solo per x2 ≥ 0. Scegliamo un sistema di riferimento con il protone a riposo e l'asse
z lungo q. Allora q = (ν,0,

√
ν2 + Q2), per cui q0 + q3 ≈ 2ν e q0 − q3 ≈ Q2/2ν nel limite DIS

in cui Q2, ν →∞ con Q2/ν �sso. Il contributo dominante all'integrale (385) viene dalle regioni
con oscillazioni meno rapide, cioé qx ∼ 1, per cui:

q · x =
q0 + q3√

2

x0 − x3√
2

+
q0 − q3√

2

x0 + x3√
2
∼ 1⇒ x0 − x3 ∼

1

ν
, x0 + x3 ∼

2ν

Q2
(386)

In de�nitiva si ha 0 ≤ x2 = x2
0− x2

3−x2
T ≤ (x0− x3)(x0 + x3) ∼ 1/Q2 e la light cone dominance

è stabilita.
Nel caso in cui nelle correnti appaiano gli operatori liberi, ci si aspetta di recuperare i risul-

tati del parton model, cioè lo scaling. Mostriamo adesso come questo sia vero. Nel seguito
sviluppo la dimostrazione solo a grandi linee; i dettagli si trovano in [5]. Nella stessa referenza
si trova una discussione della relazione della OPE con il processo e+e− → adroni,che qui ometto
concentrandomi sul DIS. Lo sviluppo sul cono luce delle correnti fermioniche è analogo a quello

*in appendice è dimostrato che uno spinore simmetrico negli indici µ1 . . . µn ha spin n
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visto in (383), ma la presenza degli indici di Lorentz rende notevolmente più complesso il calcolo.
De�nita Jµ(x) =: Ψ̄(x)γµΨ(x) : e Vµ(x, y) =: Ψ̄(x)γµΨ(y), si ottiene [5]:

T [Jµ(x)Jν(x)] ≈ (Tr Q2)
x2gµν − 2xµxν
π4(x2 − iε)4

+
ixα

2π2(x2 − iε)2
Sµανβ[V β(x, 0)− V β(0, x)] + · · · (387)

dove Sµανβ = gµαgνβ + gµβgνα − gµνgαβ. Nella (387) sono stati omessi termini higher twist
o che contribuiscono solo allo scattering polarizzato. Inoltre il primo termine del membro a
destra contribuisce solo a e+e− in adroni in quanto corrisponde al diagramma disconnesso in
�g. 17, assente nel DIS. Adesso dalle singolarità del prodotto tordinato possiamo ricavare le
singolarità del commutatore in maniera analoga a quanto visto in precedenza: [j(x), j(0)] =

2ε(x0)Im[iT (J(x), J(0))]. Per farlo usiamo le identità:

xα

(x2 − iε)2
= −1

2
∂α(

1

x2 − iε
) Im(

1

x2 − iε
) = −2πiδ(x2) (388)

da cui ricaviamo:

[Jµ(x), Jν(0)] ≈ {Sµανβ[V β(x, 0)− V β(0, x)]} 1

2π
∂α[δ(x2)ε(x0)] (389)

In maniera analoga a quanto fatto nel caso scalare, da uno sviluppo di Taylor otteniamo:

[Jµ(x), Jν(0)] ≈
∑

ndispari

1

n!
xµ1 · · ·xµ2O(n+1)

βµ1···µnSµανβ∂
α[δ(x2)ε(x0)] (390)

dove la limitazione agli n dispari è connessa con la presenza della di�erenza V (x, 0)− V (0, x) e
dove O(n+1)

βµ1···µn è un operatore di spin n+ 1:

O(n+1)
βµ1···µn =: ψ̄(0)

↔
∂µ1 · · ·

↔
∂µn γβQ

2Ψ(0) : (391)

(in questa espressione Q è la carica). Gli elementi di matrice di questo operatore sul protone
sono ignoti in quanto non perturbativi, tuttavia possiamo dare un'espressione come tensori di
rango n+1 (vedi appendice:

〈P |O(n+1)
βµ1···µn|P 〉 = N (n+1)S[pβpµ1 · · · pµn ] + Tr... (392)

dove gli N sono c-numeri e dove i termini di traccia, che contengono uno o più gµiµj , danno
potenze di x2 quando contratti con la (390) e sono quindi sottodominanti sul cono luce. Utiliz-
zando le (392, 390) si ottiene:

Wµν =
∫
d4xeiqx〈P |[Jµ(x), Jν(0)]|P 〉 (393)

≈
∫
d4xeiqx

∞∑
n disp

(x · P )n
P β

n!
N (n+1)Sµανβ∂

α[δ(x2)ε(x0)] (394)
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De�niamo adesso la funzione f e la sua trasformata di Fourier:

f(z) =
∞∑

n disp

zn

n!
N (n+1) f̃(ξ) =

∫
dzf(z)e−izξ (395)

e quindi:

Wµν =
∫
d4xeiqx

∫
dξeix·ξP f̃(ξ)P βSµανβ∂

α[δ(x2)ε(x0)] (396)

Ora, in trasformata di Fourier derivare corrisponde a moltiplicare per l'impulso, cioé∫
d4x exp[iqx]∂αg(x) = d4x exp[iqx](−iqα)g(x), per cui si arriva al risultato:

Wµν ≈
∫
d4xeiqx

∫
dξeix·ξpf̃(ξ)Sµανβ(q + ξP )αP β[δ(x2)ε(x0)] (397)

In�ne, utilizzando l'identità:

i
∫
d4xeikxε(x0)δ(x2) = (2π)2ε(k0)δ(k2) (398)

con k = q + ξp, si ottiene:

Wµν ≈
1

M

∫
dξf̃(ξ)δ(q2 + 2Mνξ)(gµαgνβ + gµβgνα − gµνgαβ)(q + ξp)αpβ (399)

=
1

2M2ν

∫
dξf̃(ξ)δ(ξ +

q2

2Mν
)(−Mνgµν + 2ξpµpν + . . .) (400)

= f̃(x)
[
− gµν

2M
+
x

ν

pµpν

M2
+ . . .

]
(401)

con x = −q2/(2Mν) dove i puntini stanno ad indicare termini di traccia (proporzionali a P 2 =

M2, higher twist) oppure termini proporzionali a qµ o qν che fanno zero per conservazione della
corrente.

Otteniamo quindi i risultati del modello a partoni con:

MW1 → F1(x) =
1

2
f̃(x) νW2 → F2(x) = xf̃(x) (402)

8.3 DIS e T [JµJν]

In questa sezione operiamo una serie di passi formali per connettere il tensore adronico che
compare nel DIS con lo sviluppo sul cono luce del prodotto T-ordinato di due correnti. I
momenti delle funzioni di struttura di Wµν sono legati all'espansione sul cono luce del prodotto
T-ordinato delle correnti elettromagnetiche. Per vedere come, de�niamo il tensore (al solito,
x = Q2/2Mν):

Tµν(Q
2, x) = i

∫
d4xeiqx〈P |T{Jµ(x)Jν(0)}|P 〉 (403)
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Vale la relazioneWµν = Im(Tµν). Per dimostrare questo, notiamo intanto che dei due termini
che compongono Tµν , per ragioni cinematiche identiche a quelle dimostrate per Wµν , solo uno è
diverso da 0:

Tµν = i
∫
d4xeiqxei(PX−P )xθ(x0)〈Jµ(0)|X〉〈X|Jν(0)|P 〉 (404)

Ora utilizziamo:

i
∫
d4xeiqxei(PX−P )xθ(x0) =

(2π)2δ3(q + P − PX)

PX0 − q0 − P0 − iε
(405)

Prendendo la parte immaginaria di questa espressione si ricostruisce la δ4(q + P − PX) che
compare in Wµν (299).

Possiamo fare per Tµν la stessa decomposizione in termini di strutture di Lorentz e fattori di
forma fatta per Wµν . Adesso per non generare confusione con gli indici di Lorentz, omettiamo
gli indici µ, ν e supponiamo di fare l'OPE di un prodotto di correnti scalari, oppure di uno
dei fattori di forma scalari di Tµν . Per T{J(x)J(0)} vale l'espansione sul cono luce (384). In
trasformata di Fourier de�niamo:

T .F .[C(n)
i (x)xµ1 · · ·xµn ] =

qµ1 · · · qµn
(q2)n

C̃n
i (q2) (406)

dove i C̃n
i (q2) sono de�niti in termini di derivate della trasformata di Fourier C̃ di C(x), ad

esempio C̃1
i (q2) = 2q2(∂/∂q2)C̃(q2). Gli elementi di matrice sullo stato del protone degli operatori

che compaiono nella (384) possono essere costruiti a partire dall'unico vettore Pµ (nel caso in
cui non osservi lo spin) e sono dati da:

〈P |Oµ1···µn
i (x)|P 〉 = Nn

i S[Pµ1 · · ·Pµn ] + . . . (407)

dove S[..] rappresenta l'operazione di simmetrizzazione e sottrazione di traccia per formare il
tensore di rango n (vedi appendice). I puntini stanno per termini di traccia proporzionali a
gµiµj e quindi sottodominanti in quanto contengono potenze di P 2 = M2. Gli N sono c-numeri.
Poiché x = Q2/2qP , otteniamo in�ne:

T .F . {〈P |[T (J(x)J(0))]|P 〉} ≡ T (Q2, x) =
∑
i,n

C̃n
i (q2) ·Nn

i · (
1

x
)n (408)

Dobbiamo adesso connetere la OPE con la regione �sica del DIS; le due regioni sono distinte.
Infatti la regione OPE è quella in cui q →∞ , per cui Q2 →∞ con Q2/ν2 �sso (ricordiamo che
ν = Pq/M). Invece la regione �sica di scaling è quella in cui Q2/ν è �sso. Per Q2 �sso, vista
Tµν come funzione di ν, la regione OPE è quella in cui ν ∼ 0 mentre quella �sica corrisponde a
ν ≥ Q2/(2M). In appendice.....è dimostrata la seguente relazione di dispersione:

T (Q2, ν) =
1

π

∫ ∞
Q2

2

dν ′Im[T (Q2, ν ′)]
[

1

ν ′ − ν
+

1

ν ′ + ν

]
(409)
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che connette Siccome ImT = 2πW , cambiando variabili tramite ν = Q2/(2x) si ottiene:

T (Q2, x) = 4
∫ 1

0

dx′

x′(1− x′2

x2 )
W (Q2, x′) = 4

∞∑
2

(
1

x
)n
∫ 1

0
dx′x′n−1W (Q2, x′) (410)

dove la somma è solo sugli n pari, a causa della simmetria T (Q2, x) = T (Q2,−x). Confrontando
la (408) con la (410), si ottiene in�ne:

W (n)(Q2) =
∫ 1

0
dzzn−1W (Q2, z) =

∑
i

C
(n)
i (Q2)N

(n)
i (411)

Quindi i momenti delle funzioni di struttura sono connessi con i coe�cienti dello sviluppo sul
cono luce per il prodotto T-ordinato di due correnti.

L'ultimo passo degli sviluppi formali �n qui e�ettuati è quello di scrivere le equazioni RGE
per i coe�cienti di Wilson, e conseguentemente per i momenti delle funzioni di struttura. Per
fare questo, teniamo conto del fatto che i coe�cienti di Wilson per via delle divergenze UV
acquistano una dipendenza dal punto di rinormalizzazione µ:

T .F . {〈P |[T (J(x)J(0))]|P 〉} ≡ T (Q2, x) =
∑
i,n

C̃n
i (q2, µ2) ·Nn

i (µ2) · ( 1

x
)n (412)

〈P |Oµ1···µn
i (x)|P 〉 = Nn

i (µ2)S[Pµ1 · · ·Pµn ] + . . . (413)

I c-numeri N = 1 + bαs log Λ/µ acquistano una parte divergente UV. Adesso, possiamo scrivere:

〈On
i 〉P = Z−1

2 (Zn
i )−1〈On

i 〉RP
∂ logZn

i

∂ log µ2
= γni = bni αs + . . . (414)

Gli elementi di matrice degli OR, e quindi i numeri N , obbediscono una equazione di Callan-
Simanzik:

(D − γ2 − γni )Nn
i (µ2) = 0; D ≡ ∂

∂ log µ2
+ β(αs)

∂

∂αs
(415)

Consideriamo ora la (412). La corrente elettromagnetica è conservata, per cui la sua normal-
izzazione è �ssata dalla conservazione della carica, come abbiamo visto in precedenza. Questo
ammonta a dire che le dimenzioni anomale delle correnti conservate sono nulle. L'equazione di
Callan-Simanzik in questo caso è quindi:

(D − γ2)[C̃n
i (q2, µ2) ·Nn

i (µ2)] = 0 (416)

Mettendo insieme le (414,415) si ottiene:

(D + γni )C̃n
i (q2, µ2, αs) = 0 (417)

In altre parole le dimensioni anomale dei coe�cienti di Wilson sono uguali e opposte a quelle
degli operatori che compaiono nello sviluppo. Poichè le funzioni di distribuzione f nel parton
model sono connesse con i le funzioni di struttura Wi (vedi ad esempio la 312), anche le funzioni
di distribuzione fi(x,Q2) soddisfano le stesse equazioni RGE.
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8.4 Calcolo delle dimensioni anomale

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, nella OPE di due correnti elettromagnetiche
compare l'operatore (391). Quando accendo le interazioni, siccome il prodotto di due correnti
e.m. è invariante secondo SU(3) di gauge forte, le derivate diventano covarianti:

O(n+1)
βµ1···µn =: ψ̄(0)S[Dµ1 · · ·Dµnγβ]Ψ(0) : Dµ ≡ ∂µ + igAaµτ

a (418)

dove l'operatore S, al solito, simmetrizza e toglie le tracce. Calcolando le dimensioni anomale
di questo operatore si ottengono, secondo la (417), le equazioni RGE dei momenti delle funzioni
di struttura. L'elemento di matrice dell'operatore (418) nel limite g = 0 è dato da pµ1 · · · pµnγβ
(vedi �g. 18 a). L'operatore inoltre descrive diversi elementi di matrice con stati di gluone in
aggiunta agli stati fermionici; questi elementi di matrice corrispondono ai termini in Aµ delle
derivate covarianti (vedi �g. 18 b). La rinormalizzazione di questo operatore, che consente di
calcolare le dimensioni anomale, ad ordine g2 coinvolge i diagrammi di �g. 19.

Utilizzando le regole di Feynman della teoria, oltre alle regole aggiuntive di �g. 18, in gauge
du Feynam si ottiene per il diagramma di �g. 19 a:

g2
∫ d4k

(2π)4
γατa

k/

k2
γµ1kµ2 · · · kµn k/

k2
γατ

a 1

(p− k)2
(419)

= g2CF (−2)
∫ d4k

(2π)4

1

(k2)2(k − p)2
k/γµ1kµ2 · · · kµnk/

Adesso utilizziamo un trucco dovuto a Feynman per scrivere l'integrando come un oggetto
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con un solo denominatore:

1

AB2
=
∫ 1

0
dx

2(1− x)

[xA+ (1− x)B]3
⇒ 1

k2(k − p)2
=
∫ 1

0
dx

2(1− x)

[(k − xp)2 + x(1− x)p2]3
(420)

Adesso facciamo l'integrale shiftando k → k + xp. Fra i vari termini che otteniamo, dobbiamo
selezionare quelli in cui in due fattori compare k e negli altri xp; questi infatti sono gli unici
termini proporzionali all'operatore di tree level del quale vogliamo calcolare il rescaling. Si ha:

kµkν → 1

4
k2gµν k/γµkν → 1

4
k2γνγµ → 1

4
k2gµν (421)

La prima uguaglianza è dovuta al fatto che i termini con µ 6= ν sono 0 per parità e all'invarianza
di Lorenz; il fattore 4 si ottiene facendo la traccia*. La seconda uguaglianza deriva dalla sim-
metrizzazione rispetto agli indici. Entrambi i termini della (421) sono irrilevanti in quanto
termini di traccia. L'unico termine rilevante per il clcolo è:

k/γµ1k/→ 1

4
k2γνγµ1γν = −1

2
k2γµ1 (422)

Otteniamo quindi:

g2 4

3

∫ 1

0
dx 2(1− x)

∫ d4k

(2π)4

k2

[k2 + x(1− x)p2]3
γµ1(xpµ2) · · · (xpµn)

=
8

3

∫ 1

0
dxxn−1(1− x)

1

(4π)2
Γ(2− d

2
)γµ1pµ2 · · · pµn (423)

=
4

3

2

n(n+ 1)

g2

(4π)2
Γ(2− d

2
)γµ1pµ2 · · · pµn

Il diagramma di �g. 19 (b) è una somma sull'indice j, dove µj è l'indice della derivata covariante
dalla quale estraggo il pezzo in Aa:∫ ddk

(2π)4
γµjgτa

k/

k2
γµ1kµ2 · · · kµj−1gτapµj+1 · · · pµn 1

(k − p)2
(424)

= g2CF

∫ ddk

(2π)4

1

k2(k − p)2
γµjk/γµ1kµ2 · · · kµj−1pµj+1 · · · pµn (425)

Simmetrizzando rispetto agli indici µ1 e µj e omettendo i termini di traccia::

kα
2

(γµjγαγµ1 + γµ1γαγµj) = kα(gαµjγµ1 + gαµ1γµj − gµ1µjγα)→ 2γµ1kµj (426)

Adesso, come fatto in precedenza, raccogliamo in un unico denominatore e facciamo lo shift nella
variabile di integrazione. Gli unici termini che producono n − 1 fattori di p sono quelli in cui

*a rigore dovrebbe comparire 1/d anziché 1/4. Tuttavia siamo interessati solo alla parte divergente, che non

cambia.
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Figure 20:

k → xp. Otteniamo quindi:

g2 4

3

∫ 1

0
dx 2

∫ d4k

(2π)4

1

[k2 + x(1− x)p2]3
γµ1(xpµ2) · · · (xpµj)pµj+1 · · · pµn

= g2 8

3

∫ 1

0
dxxj−1 1

(4π)2
Γ(2− d

2
)γµ1pµ2 · · · pµn (427)

=
∑
j

4

3

2

j

g2

(4π)2
Γ(2− d

2
)γµ1pµ2 · · · pµn

Sommando l'identico contributo dal diagrmma di �g. 19 c, otteniamo la dimensione anomala:

γn =
8

3

g2

(4π)2

1 + 4
n∑
j=2

1

j
− 2

n(n+ 1)

 (428)

Come si confronta questo risultato con l'approccio alla Altarelli Parisi? Abbiamo visto che le
dimensioni anomale sono date dai momenti delle funzioni di splitting. Considerando la Pqq si ha
ad esempio:

∫ 1

0
dzzn−1 1

(1− z)+

=
∫ 1

0
dz
zn−1 − 1

(1− z)
=
∫ 1

0
dz(−1− z · · · − zn−2) = −

n−1∑
1

1

j
(429)

per cui:

∫ 1

0
zn−1 4

3

[
1 + z2

(1− z)+

+
3

2
δ(1− z)

]
= −4

3
[
n−1∑

1

1

j
+

n+1∑
1

1

j
− 3

2
] = −2

3
[1 + 4

n∑
2

1

j
− 2

n(n+ 1)
] (430)

Le equazioni RGE collegate con lo svuiluppo sul cono luce sono quindi equivalenti alle Altarelli -
Parisi di Non Singlet. Un ultimo commento. Esiste un'altra classe di operatori gauge invarianti:

O(n)µ1···µn
g = S[F µ1νDµ2 · · ·Dµn−1F µn

ν ] (431)

Questi operatori hanno all'ordine piú basso due gluoni sulle gambe esterne anziché due fermioni
e vengono mischiati con gli operatori fermioni da diagrammi tipo quelli di �g. 20. Una volta
tenuto conto di questo mixing, si ottengono le full Altarelli Parisi incluse le Singlet.
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9 Essai �nal: Divergenze IR ed equazioni di evoluzione nel

Modello Standard

Le divergenze IR sono qualitativamente diverse nei tre settori: QED, QCD ed interazioni elet-
trodeboli del Modello Standard. Cominciamo da un esempio, tornando al caso del decadimento
dello Z in quark antiquark. Supponiamo di voler isolare nello stato �nale un quark con indice 1
e un antiquark con indice 2. Al solito, includiamo la radiazione di un gluone (emissione reale=
e le correzioni virtuali a 1 loop; i relativi diagrammi sono ra�gurati in �g. 21. Poiché sappi-
amo che, per quanto riguarda le divergenze leading proporzionali a log2 λ con λ cuto� IR, i due
diagrammi producono contributi uguali e oppposti, focalizziamoci sulla struttura di colore. Il
diagramma di emissione reale modulo quadro è proporzionale a

∑
i T

a
12T

a
21. Ispezionando le ma-

trici di Gell-Mann si ricava che solo a = 1 e a = 2 contribuiscono, a dare
∑
i T

a
12T

a
21 = 1

4
+ 1

4
= 1

2
.

Il diagramma di correzione virtuale invece...è identicamente 0! Indatti il fotone conserva il col-
ore e quindi il vertice fra quark di colore 1 e antiquark di colore 2 è nullo. In conclusione, le
correzioni virtuali (nulle) non si possono cancellare con quelle reali (non nulle). Vediamo però
che succede se invece che �ssare il colore dei quark �nali, sommo sugli indici di colore. In questo
caso entrambe i diagrammi sono proporzionali a

∑
i,j T

a
ijT

a
ji = 3CF = 4. Tenendo conto del segno

- di di�erenza fra i due diagrammi, si ottiene che reali e virtuali si cancellano. In altre parole
in QCD per avere cancellazione fra reali e virtuali occorre sommare sul colore degli stati �nali.
Calcoli del tutto analoghi mostrano che la stessa cosa è vera per quanto riguarda gli stati iniziali.
La somma sul colore di stati �nali e iniziali è assicurata dal con�namento, cioè dal fatto che gli
stati asintotici sono singoletti di colore. Possiamo dire quindi che la dinamica infrarossa fornisce

una indicazione perturbativa del con�namento.
Veniamo ora al caso delle interazioni elettrodeboli. I bosoni W,Z non sono massless e quindi

non ci sono 'vere' divergenze infrarosse collegate. Tuttavia, supponiamo per un momento di fare
il limite v = v.e.v → 0. In questo caso le masse ∼ gv forniscono un cuto� IR del tutto analogo al
cuto� λ di QED e QCD. Mi aspetto quindi nei calcoli perturbativi al primo ordine dei contributi
proporzionali a log2 E

MW
dove E è l'energia caratteristica del processo preso in considerazione.

Pensando al limite E → ∞ anziché al limite MW → 0, concludiamo che i logaritmi di tipo IR
dominano le correzioni radiativi elettrodeboli ad altissima energia. Le scale � energia �n qui
raggiunte, dell'ordine del TeV e con le masse dei gauge bosons dell'ordine di 100 GeV, indicano
che tale regime è già stato raggiunto negli attuali esperimenti.

Per quanto riguarda le osservabili esclusive, cioè quelle che non includono bosoni W,Z negli
stati �nali, sappiamo già cosa succede per analogia con la QED e la QCD: σ = exp[−αW log2 E

MW
]σ0,

dove σ0 è la sezione d'urto tree level e σ quella risommata a livello Leading Log. Quindi ad alta
energia tutte le sezioni d'urto tendono a 0. Ma sono le sezioni d'urto inclusive a riservare le
sorprese più grandi. In �g. 22 vediamo un esempio di osservabile inclusiva: e+e− → qq̄ + X.
In questo caso la dicitura ′X ′ include non solo gli stati �nali derivanti dall'adronizzazione del
gluone, ma anche quelli che derivano da un processo analogo di decadimento di W,Z: questa
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Figure 22:

osservabile è appropriata nel limite di grande energia, per E � MW . Poiché in questo caso si
somma sugli stati �nali, una eventuale non cancellazione fra reali e virtuali può avvenire solo
per le correzioni di stato iniziale.

In �g 23 vediamo il motivo della noncancellazione: le correzioni virtuali sono proporzionali
a σe−e+ mentre quelle reali sono proporzionali a σνe+ . Il risultato sorprendente è che non si

possono de�nire osservabili infrared safe nel caso delle interazioni elettrodeboli.
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Figure 23:

A Appendice

A.1 Costruzione di tensori di ordine n

Per prima cosa consideriamo due vettori pi, qi, i + 1, 2, 3 che vivono nella rappresentazione fon-
damentale di SO(3). Con essi costruiamo il tensore Tij = piqj. La traccia Tii =

∑
i piqi è

invariante. Inoltre il carattere di (anti)simmetria è invariante rispetto alle rotazioni di SO(3),
cioè se Tij = ±Tij vale anche T ′ij = ±T ′ij dove T ′ è il trasformato di T (Esercizio: dimostrarlo!).
Quindi i multipletti appartengono a elementi del tensore con simmetria de�nita. Quanti gradi
di libertà ha il tensore simmetrico? Ha elementi Tij con i ≤ j. Con i = 1 ho tre possibilità, con
i = 2 ne ho 2 e con i = 3 ne ho una sola, in tutto 6 elementi. Il tensore antisimmetrico ha i < j

e quindi 2+1=3 componenti, che esauriscono le 3x3=9 componenti. La decomposizione è:

3⊗ 3 = 5⊕ 3⊕ 1 (432)

Eliminando la traccia, che è invariante, dal tensore simmetrico, otteniamo le 5 componenti del
multipletto di spin 2. La parte antisimmetrica ha le tre componenti di spin 1 e la traccia ha spin
0:

Tij =

[
piqj + pjqi

2
− 1

3
δij
∑
k

pkqk

]
+
[
piqj − pjqi

2

]
+

1

3
δij
∑
k

pkqk = S[Tij] + A[Tij] + Tr (433)

avendo indicato con S l'operazione di simmetrizzazione e sottrazione della traccia.
Consideriamo ora il prodotto diretto di tre vettori p, q, r. La decomposizione è:

3⊗ 3⊗ 3 = [5⊕ 3⊕ 1]⊗ 3 = (7⊕ 5⊕ 3)⊕ (5⊕ 3⊕ 1)⊕ 3 (434)

per un totale di 33 = 27 gradi di libertà. Di nuovo, la rappresentazione di spin più elevato
(spin 3 in questo caso) è legata al tensore completamente simmetrico ripetto allo scambio dei
tre indici. In questo caso il numero di componenti è dato dalle scelte i ≤ j ≤ k. E' facile
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vedere che se scelgo i = 1 ho 6 possibili scelte per j, k. se scelgo i = 2 ne ho 3 e per i = 3 una
sola. In totale ho 10 componenti. Tuttavia anche in questo caso ho dei termini di traccia: Tutti
i tensori ottenuti contraendo due indici appartengono alla rappresentazione di spin 1. Ho tre
possibili scelte δijTijk, δikTijk, δkjTijk. In totale ho 10-3=7 componenti per il tensore totalmente
simmetrico a traccia nulla, che corrispondono allo spin 3.

Cerchiamo ora di formalizzare e generalizzare a tensori con n componenti. Possiamo formare
i tensori invarianti (R ∈ SO(3)):

δij → Rii′Rjj′δi′j′ = δij εijk → Rii′Rjj′Rkk′εi′j′k′ = εijkdet[R] = εijk (435)

Combinando questi tensori con un tensore di rango n possiamo abbassare il rango rispettivamente
a n-2 e n-1*:

δabTab → δabRaa′Rbb′Ta′b′ = δa′b′Ta′b′ (436)

εabcTbc → εabcRbb′Rcc′Tb′c′ = εa′bc
δa′a

Ra′lRal Rbb′Rcc′Tb′c′ = Ralεab′c′Tb′c′ (437)

Sottraiamo ora il termine di traccia e il termine antisimmetrico:

S[T ]ij = Tij −
1

3
δij[δabTab]−

1

2
εijl[Tabεabl] (438)

E' Facile veri�care che S[T ] è simmetrico e a traccia nulla rispetto agli indici ij. POssiamo ora
ripetere l'operazione di simmetrizzazione e sottrazione di traccia per tutti gli indici. Otteniamo il
giusto numero di gradi di libertà, che è 2n+1 per uno spin n? Siccome il tensore è completamente
simmetrico, possiamo contarne le componenti indipendenti mettendo tutti gli 1 a sinistra, i 3 a
destra e i 2 fra gli 1 e i 3. Possiamo pensare di identi�care un elemento del tensore mettendo
due separatori A e B fra i tre gruppi di numeri. Ad esempio A=3, B=5 con n=7 corrisponde
a 1123333 mentre A=4, B=8 con n=10 corrisponde a 1112223333. Il numero di componenti
indipendenti dipende quindi dal numero di modi diversi in cui posso sistemare A e B. Se A=1 B
può essere messo in n+1 modi diversi (il numero totale di oggetti compresi A e B è n+2). Se A=2
B ha n possibilità ecc. In totale ho la somma degli interi da 1 a n+1, cioé (n+2)(n+1)/2. Adesso
passiamo a richiedere traccia nulla su tutte le coppie di indici. Data la smmetria, posso sempre
mettere i due indici su cui richiedo traccia nulla a sinistra. Dopodiché il conteggio procede come
prima solo che il numero di indici è sceso di due unità. Ottengo quindi n(n− 1)/2 condizioni, e
il numero di gradi di libertà è:

(n+ 2)(n+ 1)

2
− n(n− 1)

2
= 2n+ 1 (439)

Spesso anziché la base cartesiana si usa la base sferica, cioé quella degli autovettori di T3.
Siccome in base cartesiana T 3

ij = −iε3ij, è facile veri�care che T3x± = ±x± con x± = 1/
√

2(x±
*si sottintende che la contrazione ad esempio avviene sui primi due indici mentre i restanti n-2 indici restano

invariati
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iy). Si ottengono facilmente le armoniche sferiche dal prodotto diretto di vettori di spin 1:

T+ =
x+ iy√

2
=
eiφ sin θ√

2
T3 = z = cos θ T− =

x− iy√
2

=
e−iφ sin θ√

2
(440)

Ad esempio le componenti del tensore di spin 2, ordinati dal valore +2 al valore 0 di T3, sono:

S[T ]++ = T++ =
x2 − y2 + 2ixy

2
=

1

2
e2iφ sin2 θ

S[T ]+3 =
T+3 + T3+

2
=
z(x+ iy)√

2
= eiφ sin θ cos θ

S[T ]33 = T33 −
1

3
(T+− + T−+ + T33) =

2z2 − x2 − y2

3
=

1 + 3 cos(2θ)

6

con le componenti con T3 negativo ottenute dallo scambio di + con − ovvero φ→ −φ.
Possiamo usare lo stesso conteggio nel caso di un tensore con indici che vanno da 1 a 4 ,

Tµ1...µi...µn = pµ1 . . . pµi . . . pµn . Il numero di gradi di libertà sembra diverso, ma se pensiamo a
uno stato �sico la condizione di onshellness impone p0 = +

√
p2 +m2 e ho 3 gradi di libertà per

ogni indice.
Per �nire, posso descrivere uno spinore di spin s e impulso k tramite sµs = ūs(k)γµus(k).

Nel sistema a riposo se la particella ha spin allineato con n̂, è facile veri�care che sµ = (0,mn̂).
Possiamo costruire anche tensori misti sµpν .

A.2 Relazioni di dispersione

Il tensore adronico de�nito in termine di commutatore delle correnti è simmetrico per scambio
q → −q, µ↔ ν; infatti:∫
d4xe−iqx〈T [Jν(x)Jµ(0)]〉 = −

∫
d4xeiqx〈T [Jν(−x)Jµ(0)]〉 = +

∫
d4xeiqx〈T [Jµ(0)Jν(−x)]〉 =

∫
d4xeiqx〈T [Jµ(x)Jν(0)]〉

(441)
Quindi i fattori di forma T1, T2 che compaiono nell'analogo della (300) per Tµν sono simmetrici
per scambio (Q2, ν) → (Q2,−ν). Qui discussione sul Peskin sulla regione �sica e quella della
OPE. Si ha Wµν ∼ ImTµν vedi Muta. Nella variabile ν, Wµν è zero per ν = Pq/M < Q2/(2M).
Infatti nella regione �sica P + q = PX da cui −q2 = Q2 = 2Pq + P 2 − P 2

X ≤ 2Pq. Quindi
anche la parte immaginaria di T, cioè la discontiuità attraverso il taglio dell'asse reale, è zero
per ν =< Q2/(2M). T è inoltre simmetrico per crossing (Q2, ν)→ (Q2,−ν).
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