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Premessa

Scopo delle teorie a molticorpi & la descrizione delle proprieta di un sistema composto da molte particelle
partendo dalla loro mutua interazione.

In realta le teorie a molticorpi affrontano un problema tecnico, non di principio. Le equazioni da
risolvere sono note e definite dal sistema in oggetto. Per un sistema classico si tratta di risolvere le
equazioni di Newton oppure, nel caso relativistico, quelle di Einstein-Lorentz. Nel caso quantistico non
relativistico le equazioni da risolvere sono quelle di Schrodinger, nel caso relativistico bisogna considerare
le equazioni di campo. Queste equazioni sono ben definite per un numero qualsiasi di particelle, anche
infinito. Purtroppo la soluzione esatta di queste equazioni diventa sempre piu difficile con ’aumentare il
numero delle particelle che compongono il sistema.

Il nucleo atomico ¢ un esempio di sistema a molticorpi. Ipotizziamo sia composto solamente da
neutroni e protoni. L’equazione di Schrédinger che descrive un nucleo di A nucleoni puod essere scritta
come:

H|U >= E|¥ >, (1)

in cui sia ’hamiltoniana H che la funzione d’onda |¥ > dipendono dalle A coordinate spaziali dei nucleoni
che compongono il nucleo, e dal loro stato di spin e isospin. Il valore dell’energia del sistema ¢ dato da:

< V[H|¥ >

< U|T > @)

Per risolvere questa equazione & necessario calcolare un numero di integrali a 3 A dimensioni (le coordinate
spaziali dei nucleoni) pari al numero delle possibili configurazioni di spin e isospin. Per un nucleo composto
da A nucleoni, di cui Z protoni, questo numero ¢ dato dalla formula:

Al

Nepns=24—""_
conf Z(A=27)!

(3)
Il numero delle configurazioni di spin e isospin per alcuni nuclei, &€ mostrato nella tabella.

Per nuclei come 4°Ca questo numero raggiunge ’ordine di grandezza del numero di Avogadro e,
supponendo di poter calcolare l'integrale a 3 A dimensioni in un millisecondo, indipendentemente da
quanto valga A, significa che il computer dovrebbe lavorare per 102 secondi, (ricordo che l'etd stimata
dell’universo ¢ dell’ordine di 10® secondi).

Questo esempio fa capire come 'approccio diretto al problema dei molticorpi sia pragmaticamente
fallimentare e come sia necessario sviluppare delle metodologie di soluzione approssimata delle equazioni
che descrivono il sistema: questo ¢ lo scopo delle teorie a molticorpi.

Le tecniche a molticorpi che descrivero prescindono dalle caratteristiche dell’interazione e dalla strut-
tura interna dei componenti fondamentali del sistema.

Strettamente parlando, oggi, in fisica, si ritiene che le uniche entita puntiformi, ovvero prive di strut-
tura interna, siano leptoni e quark, e particelle mediatrici delle quattro interazioni fondamentali, e, per
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Nucleo | Z N=A-Z Neons
SH 1 2 24
3He 2 1 24
1He 2 2 96
6He 2 4 960
6Li 3 3 1280
8He 2 6 7168
2c 6 6 3784704
160 8 8 8.4-108
40Ca, 20 20 1.5-10%3
18Ca 20 28 4.7-10%7

Tabella 1: Numero di configurazioni di spin e isospin per alcuni nuclei.

finire, il bosone di Higgs. Ovviamente tutta la materia ¢ composta da leptoni e quark, ma nessuno
penserebbe di descrivere il 2°8Pb, I’acqua o una galassia partendo dalla loro composizione in termini di
quark e leptoni. Il punto di partenza della descrizione dei sistemi a molticorpi e la scelta delle entita da
considerare puntiformi a cui poi applicare le tecniche a molticorpi.

In queste note presentero I'approccio alla teoria a molticorpi ispirato alla teoria dei campi che ¢ quello
piu noto ed che ha imposto la nomenclatura.

Queste note sono concepite per essere una introduzione alle tecniche a molticorpi. Lo scopo che
mi sono prefisso € quello di esporre sopratutto le idee di base e le problematiche. Per questo motivo
molti argomenti sono trattati senza entrare nei dettagli delle dimostrazioni che, ho pensato, avrebbero
ulteriormente appesantito il gia pesante apparato formale. I lettori interessati ad approfondire possono
fare riferimento ai testi citati nella bibliografia.

Un ultimo avvertimento, in queste note mi occupero esclusivamente di sistemi fermionici. L’estensione
a sistemi bosonici non presenta difficolta rilevanti sia dal punto di vista concettuale che dal punto di vista
tecnico. Non e comunque da considerarsi immediata.
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Capitolo 1

Modelli a campo medio

1.1 Proprieta generali

In questo capitolo illustrero le caratteristiche del modello a campo medio che ¢ il punto di partenza dal
quale si evolvono tutte le teorie a molticorpi. Il modello a campo medio, o a particelle indipendenti, ¢
I’approccio del problema a molticorpi piu semplice da risolvere.

L’hamiltoniana che descrive il sistema a molticorpi puo essere espressa come

A 2 A
H = Z; (—;LWV? +Vo(i)> +% > VGEg) (1.1)

4,j=1

dove A indica il numero di particelle di massa m;. il primo termine indica Uenergia cinetica, V;(i) un
generico potenziale che agisce su ogni singola particella, e V' (4, ) 'interazione tra due particelle.

Nel caso si stia descrivendo un sistema atomico, o molecolare, le particelle che vengono descritte
dall’hamiltoniana (1.1) sono elettroni. Per un atomo, il potenziale V;(i) & quello generato dal nucleo,
quindi )

. et Z
Voli) = o (1.2)

dove r; € la posizione dell’elettrone dal nucleo, e Z rappresenta il numero di protoni che compongono il
nucleo, quindi il numero atomico che corrisponde con il numero di elettroni. Il potenziale di interazione
tra due elettroni e

e? 1

= — 1.3
47T€0 Tij ( )

Vi, j)

dove r;; = |r; —r;| ¢ la distanza tra i due elettroni. Ovviamente nel caso atomico si ha nell’espressione
(1.1) Z = A.
Nel caso di un nucleo atomico si ha

Voli) = 0 (1.4)

e V(i,7) rappresenta genericamente 'interazione nucleare forte tra due nucleoni.
Aggiungiamo e sottraiamo all’espressione (1.1) un termine di potenziale medio U (i) che agisce esclu-
sivamente su una particella

A 5 A N
H=2 (_ 27:711- Vi Vo(d) + U(i)> + % DV =3 UG (1.5)

%

HO H1
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Il termine tra parentesi tonde, Hy ¢ somma di operatori che agiscono su una particella alla volta.
Possiamo quindi definire la somma di questi operatori come hamiltoniane di singola particella h(7),

A 2
Hy = Z h(i) = Z <—2mi VZ 4+ Vo(i) + U(z)) ) (1.6)

%

Il modello a campo medio consiste nel trascurare nell’espressione (1.5) il termine H;. In questa
approssimazione il problema a molti-corpi viene trasformato in una somma di problemi ad un corpo. Il
modello € anche detto a particelle indipendenti poiché le particelle descritte da Hy non interagiscono tra
di loro. Il fatto che Hy sia somma di termini indipendenti implica che i suoi autostati possono essere
costruiti come prodotti degli autostati di h(i)

h(i)|¢i) = €ldi) (1.7)

e quindi
Ho|®) = (Z h(l’)) ) = E|®) , (1.8)

dove
|®) = |$1)|¢2) -+ [a) - (1.9)

Per fermioni l'antisimmetria della funzione d’onda per lo scambio di due particelle implica che |®) sia
una combinazione lineare di prodotti antisimmetrizzati, che possono essere descritti come determinante
di funzioni d’onda di singola particella, il determinante di Slater

1
VAl

Il potenziale medio inserito in Hy € normalmente definito fenomenologicamente. Ad esempio nel caso
atomico U (%) € un potenziale che considera lo schermo degli altri elettroni rispetto all’interazione con il
nucleo. Per nuclei atomici le espressioni di U(¢) piu utilizzate sono l'oscillatore armonico e il potenziale
di Woods-Saxon

) = det{e;} . (1.10)

14+ exp(%)

U(r) (1.11)

dove Uy, R e a sono costanti reali e positive, i cui valori sono fissati dal confronto con dati empirici.

1.2 Simmetria sferica

Come visto precedentemente, nel modello a campo medio la soluzione del problema a molticorpi consiste
nel risolvere per ogni particella 'equazione di Schrédinger di singola particella, 'equazione (1.7).

Atomi e nuclei sono sistemi che vengono ben descritti considerando la simmetria sferica del potenziale
U(r) = U(r) dove r = |r|. E conveniente cercare delle soluzioni del tipo

¢(r) = > Ru(r)Yiu(Qxo (1.12)

n,lu,o

dove n,l, u,0 sono i numeri quantici che identificano i vari termini della funzione d’onda: m numero
quantico principale, [ numero quantico del momento angolare orbitale, u la sua proiezione sull’asse di
quantizzazione e ¢ la proiezione dello spin. Ho indicato con Y;,, 'armonica sferica e con Q@ = (6, ¢) la
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parte angolare delle coordinate polari sferiche. Lo spinore di Pauli che descrive lo spin del fermione,
elettrone o nucleone che sia, ¢ indicato da

X1/2 = ( (1) ) P X—1/2 = ( (1) ) . (1.13)

Utilizziamo le ben note tecniche per risolvere I’Equazione di Schrédinger con un potenziale con sim-
metria sferica. Esprimendo 'operatore laplaciano in coordinate polari sferiche, si osserva che la parte
differenziale relativa al modulo della distanza, 7, & separata da quella che riguarda le coordinate angolari
Q2. Autostati della parte angolare sono le armoniche sferiche Y; ,(€2), e gli autovalori sono [(1+ 1)h?. Ope-
rando in questo modo, e sostituendo alla parte operatoriale che agisce su €2 il termine con gli autovalori,
si ottiene un’espressione che, dal punto di vista operatoriale, dipende solo da 7,

2
p: Ul +1)
{2m + Dy +U(r) —en| [Ru(m)Y,(Q)xs] =0, (1.14)
dove l'espressione dell’'operatore p? &
1d d d? 2d
2R — _Rp2 22 " = K2 = - -—R, . 1.1
Py Ru(r) 2\ 1(r) gl 1(r) + L i(r) (1.15)

Supponendo che il potenziale U dipenda solo da r, e non dallo spin della particella, si ottiene
I’espressione
d? 2d
= Ro(r)+ 22
dr? n(r) + rdr
Questa tecnica di sviluppo in armoniche sferiche della funzione d’onda,
¢ valida per ogni potenziale che dipenda solo da r. La potenza di que-
sta e tecnica consiste nel fatto di aver ridotto il problema di risolvere
un’equazione differenziale in tre dimensioni a quello della soluzione di

Ry (r) + [i_?(enl —-U(r)) — l(l:; 1)} Ryu(r)=0 . (1.16)

vir) un’equazione differenziale ad una dimensione. Solo dopo aver ottenu-
to V’espressione (1.16) & necessario specificare la dipendenza da r del

0 potenziale. Qui sotto considerero alcuni potenziali molto utilizzati in
letteratura.

A. Potenziale costante
0 R Il potenziale costante e tipico di problemi a simmetria traslazionale,
come il gas infinito di fermioni o la particella libera, in questo caso la
Figura 1.1: Potenziale a buca costante ¢ uguale a zero. La trattazione di questo problema ¢ molto
infinita. utile perche gli autostati del potenziale costante possono essere utiliz-
zati come base sulla quale sviluppare funzioni d’onda piti complesse.
Consideriamo il sistema legato con dimensioni R. Il potenziale &

-V

Ulr)y=-Voperr<ReU(r)=coperr>R (1.17)
come mostrato nella Figura 1.3. L’equazione (1.16) & definita solo nell’intervallo 0 < r < R.
Definiamo
k? = i—?(em + Vo) (1.18)
e dividiamo la (1.16) per k. Possiamo riscrivere questa equazione come dipendente dalla variabile p = kr
LR+ 2 LRt + [1- D m) =0 (1.19)
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Figura 1.2: Prime quattro funzioni di Bessel sferiche

Questa equazione differenziale ¢ ben nota in letteratura. Due categorie di soluzioni indipendenti sono
le funzioni di Bessel sferiche j;(p), e le funzioni di Neumann n;(p), le prime sono regolari all’origine, e
le seconde irregolari. Dato il significato fisico della funzione d’onda, solo soluzioni legate alle funzioni di
Bessel sferiche sono fisicamente accettabili.

Le espressioni analitiche delle prime due funzioni di Bessel sferiche sono

. sin p . sinp cosp
Jo\p) = ;o J1lp) = - , 1.20
(p) ; (p) = P (1.20)
ed ¢ valida la relazione di ricorrenza
21+ 1)5i(p) = pliir1(p) + ji-1(p)] (1.21)

per [ > 0.

Dal punto di vista fisico, poiché il potenziale tende all’infinito per » > R, ¢ necessario che j; sia nulla
nel punto » = R e, ovviamente, per > R. Questo impone la condizione j;(kR) = j;(X,1) = 0, che, vista
la definizione di k, implica

2m h? X2
?(Gnl + %)R2 = XTQLl y €Epl = %?Zl — ‘/0 . (122)
Gli zeri della funzione d’onda dipendono dal numero quantico principale n e da quello orbitale [. Ad
esempio, per jo gli zeri corrispondono a multipli interi di 7. E evidente dalla (1.22) che, in questo caso,
tutti gli autovalori dell’energia sono discreti.

B. Oscillatore armonico a tre dimensioni
In questo caso il potenziale &

U(r) = —mw?r? . (1.23)
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Poiché r? = 22 + y? + 22 & possibile risolvere il problema riformulando I'equazione di Schrédinger in
coordinate cartesiane. In questo modo l’equazione differenziale diventa separabile nelle tre coordinate
e le autofunzioni possono essere costruite come prodotto delle autofunzioni dell’oscillatore armonico ad
una dimensione ottenute per ognuna delle tre coordinate. L’autovalore ¢ dato dalla somma dei singoli
autovalori nelle tre direzioni.

Ovviamente, il potenziale di oscillatore armonico ¢ di tipo centrale, quindi puo essere trattato utiliz-
zando lo sviluppo in armoniche sferiche. La funzione d’onda che si ottiene & proporzionale ai polinomi
di Laguerre. Gli autovalori possono essere espressi in termini dei numeri quantici della funzione d’onda
espressa in termini di armoniche sferiche. Questi autovalori possono essere riscritti come

€1 = hw (N—i—;) = fw (Nz—i—Ny—i—NZ—i-g) = hw (2(n—1)+l+g) . (1.24)
I primi due termini esprimono gli autovalori in termini dei numeri quantici della soluzione in coordinate
cartesiane, mentre I'ultima espressione si riferisce ai numeri quantici della soluzione in coordinate polari
sferiche. In quest’ultimo caso n — 1 indica il numero di nodi della funzione d’onda (il valore minimo di
n e 1), ed ! ¢ il numero quantico legato al momento angolare orbitale. Il valore dell’energia dipende da
N numero che puo essere ottenuto modificando sia n che [. Stati che hanno la stessa energia, sebbene
abbiano numeri quantici n e [ differenti, sono detti degeneri. Si tratta di una degenerazione casuale,
o accidentale, perché generata dalla scelta specifica di una forma funzionale del potenziale, e non dalla
caratteristiche di simmetria del sistema. Una degenerazione di quest’ultimo tipo & quella legata al numero
quantico pu, presente in tutti i problemi a simmetria sferica.

N n 1 n 1 1I
0 1 0 1s +1
1 1 1 1p -1
2 2 0 28 1 2 1d +1
3 2 1 2 1 3 1f -1

Tabella 1.1: Esempio di combinazione di numeri quantici che producono lo stesso valore dell’energia (1.24). 1
vari livelli energetici sono identificati con la tradizionale simbologia spettroscopica. L’ultima colonna indica la

parita degli stati ottenuta come (—1).

Nella tabella (1.1) presento una lista di valori dei numeri quantici che producono lo stesso valore
dell’energia (1.24). Come si vede l'oscillatore armonico produce sequenze di autostati accidentalmente
degeneri. E interessante notare come tutti gli stati con la stessa energia abbiano la stessa parita, il cui
valore cambia quando si incrementa 'autovalore dell’energia di hw.

C. Potenziale di Coulomb

Nella descrizione di un sistema atomico a molti elettroni, il modello a campo medio interviene quando si
trascura l'interazione reciproca tra gli elettroni e si considera solo 'interazione tra ogni singolo elettrone
e in nucleo atomico. Eventualmente il potenziale generato dal nucleo puo essere corretto dalla presenza
di un potenziale medio che descrive ’effetto di schermo prodotto dalla presenza degli altri elettroni. Per
distanze vicine all’origine il potenziale a cui & sensibile 1’elettrone & quello prodotto dal nucleo

A

dmegr;

lim, Vi (i) + U (i) = (1.25)

mentre a distanze lontane dal nucleo I'elettrone ¢ sensibile ad un potenziale schermato dalla presenza
degli altri N elettroni

2

e Z—(N-1

Ti—00 4meg T

(1.26)
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Il puro potenziale Coulombiano
e? Z
Vir) = — z 1.27
(r) oo (1.27)

genera autovalori dell’energia che sono indipendenti da [, degenerazione casuale o accidentale, e da p,
degenerazione prodotta dalla simmetria sferica del potenziale

1 5 (Za)?

€Ep = —imc 3 5

; (1.28)

dove « € la costante di struttura fine
e? 1
o= —
4meg he
e n ¢ il numero quantico principale. Fissato il valore di n il momento angolare [ puo assumere i valori
0,1,---,n—1.

(1.29)

n 1 n 1 n 1
er |1 0 1s
e 12 0 2512 1 2p
e 13 0 3s|3 1 3p|3 2 3d

Tabella 1.2: Schema dei livelli del potenziale Coulombiano. Le energie sono identificate dal numero quantico n,
quindi si ha una degenerazione accidentale per diversi valori di [.

Nella tabella 1.2 sono mostrati i livelli che hanno degenerazione accidentale. Ogni livello ha una
degenerazione legata ai valori della terza componente del momento angolare caratterizzata dal numero
quantico p che puo assumere 2! + 1 valori. Considerando anche il fatto che il potenziale non dipende
dalla direzione dello spin dell’elettrone la degenerazione globale ¢ 2(2]+1). Su questa base, considerando
il principio di esclusione di Pauli, si costruisce la tavola periodica degli elementi.

1.2.1 Termine di spin-orbita

Al termine di questa sezione dedicata ai potenziali centrali, presento la trattazione del termine di spin-
orbita nell’ambito delle teorie di campo medio non-relativistiche. E ormai accettato che gli effetti generati
dalla presenza dell’interazione tra momento angolare orbitale e spin semi-intero del fermione abbiano
origine relativistica. Questo e sempre stato evidente nell’ambito della fisica atomica, ma nell’ambito della
fisica nucleare € stato accettato solo nei primi anni ’90 del secolo scorso. L’effetto dell’accoppiamento spin-
orbita nei nuclei & molto grande ed era difficile da comprendere utilizzando i modelli nucleari sviluppati
fino a quel momento.

Per quanto ci riguarda 'idea e quella di descrivere questi effetti nell’ambito della tradizionale mecca-
nica quantistica non relativistica. Nel modello di campo medio che stiamo discutendo, si tratta di aggiun-
gere al termine scalare del potenziale con simmetria sferica un termine proporzionale all’accoppiamento
spin-orbita,

V(r)=Ve(r) — 2—31 o, (1.30)

dove « ¢ una costante reale. Il prodotto scalare tra 1 e lo spin s = /2 & dovuto al fatto che globalmente
I’hamiltoniana deve essere un operatore scalare, e questo e il pit semplice tipo di accoppiamento tra
momento angolare orbitale e spin.

La presenza di una dipendenza dallo spin nell’lhamiltoniana ci costringe a modificare la procedura
della soluzione dell’equazione di Schrodinger che era basata sullo sviluppo in onde parziali (1.12), dove
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le armoniche sferiche, autostati di 1? presente nell’hamiltoniana, e gli spinori di Pauli y, autostati di
s2, erano fattorizzati. L’assenza di termini dipendenti dallo spin nell’hamiltoniana permetteva di non
considerare questi ultimi questi termini.

La situazione attuale e piti complicata per la dipendenza dell’hamiltoniana dallo spin. Risulta conve-
niente trattare il problema considerando il momento angolare totale del fermione ottenuto come somma

del momento angolare orbitale e dello spin j = 1+ s. Questa definizione implica

PF=0+s)2=P+s*+20-s (1.31)

da cui si ottiene un’espressione di 1 - s dipendente dai quadrati dei tre momenti angolari che stiamo

considerando

1.
1~s:§(_]27127s2) . (1.32)

A questo punto conviene considerare espressioni dell’autofunzione dell’hamiltoniana della forma
1 .
Gutjm (1) = R (r) D (L1 5 913 m)Yiu ()Xo = Ry (1) Vijm () (1.33)
no

dove abbiamo unito armoniche sferiche e spinori di Pauli considerando i coefficienti di Clebsch-Gordan,
e abbiamo definito ’armonica sferica di spin che ¢ autostato dei seguenti operatori

PVm() =506+ DR Vm(Q) 5 §2Vigm(Q) = mhdym(Q) (1.34)
3
12yljm(Q) = l(l + 1)h2yljm(Q) ; S2yljm(Q) = Zthljm(Q) ’ (1~35)

e quindi, per quanto riguarda il termine inserito nell’hamiltoniana abbiamo che

L8 Vi) = 5 [ =8 =] 1200n(@) = 3 [aG+ 1 =100 = 3| m2ym@) . 39

N |

Dato che j =1+ 1/2, il termine di spin-orbita produce

.1 Lo 3y 2, 3| _

per j =1+ 5 {(Z—F 2)(l—|- 2) “—1 4] =1 (1.37)
N IV St

perj—l—2 {(Z—Q)(l—|—2)—l —l—4]— i+1),

quindi €,, lenergia ottenuta con il solo termine V. mnella (1.30), viene modificata come segue

j=l-172 , 1
. 1

j=l+172 €nij = €y —oad perj=1+ 3 (1.38)

Figura 1.3: Separazione del livello La definizione delle costanti della (1.30) & stata fatta in modo che

di singola particella per ’azione del
termine di spin-orbita.

per @ > 0 lenergia con ! — 1/2 sia inferiore a €%, e viceversa per

I+ 1/2. Questo & quanto avviene in fisica nucleare. L’effetto del
termine di spin-orbita in fisica atomica e invertito.
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1.3 Simmetria traslazionale

Barioni, nuclei, atomi e molecole sono sistemi ben descritti usando una simmetria rotazionale. In questi
sistemi, anche se deformati, & possibile delineare la posizione di un punto attorno al quale il sistema si
sviluppa e che puo essere considerato il centro dal quale emerge il potenziale medio. Negli agglomerati
di materia condensata domina la simmetria traslazionale, nella quale la struttura base del sistema si
riproduce periodicamente in ogni direzione e non e possibile identificare un punto centrale.

Il modello di campo medio che sta alla base di questo tipo di sistemi € quello in cui il potenziale V' &
costante. Questo sistema fermionico viene comunemente chiamato gas di Fermi. Si tratta di un sistema
omogeneo, di volume infinito e con un numero infinito di fermioni non interagenti. Dato che la scelta della
scala dell’origine dell’energia & arbitraria, € sempre possibile definire V' = 0. In questo caso I’equazione
di Schrodinger di singola particella e

h2

‘*mnivf¢ﬂr)ziq¢dr)y (1.39)
con 1
() = — ptlkir)
¢i(r) ¢ XoXr (1.40)

dove V e il volume, e x sono spinori di Pauli relativi allo spin e all’isospin della particella, le cui ter-
ze componenti sono indicate come o e T, rispettivamente. Le variabili fisiche interessanti sono quelle
indipendenti da V che alla fine del calcolo puo essere considerato infinito.

La simmetria del problema induce a considerare il sistema racchiuso in una scatola cubica di lato
L = V'/3 con condizioni al contorno periodiche

Dato che )

WXJXT )

per rispettare le condizioni periodiche dobbiamo imporre

¢i(r=0) = (1.42)

eike L — giky L _ gkl _ 1 (1.43)
che implica
2 2m 27
ky = fnx 5 ky = fny ) k. = fnz y (144)

dove ng, ny, n, sono numeri interi. Si ha quindi che

L3 L3
nd — K3 — P
@2m)3" ~ (2nh)3

(1.45)

Il calcolo della densita degli stati inizia considerando 1’espressione dell’energia in un intervallo infini-
tesimo, ovvero compresa tra € e € + de. Dato che I'impulso e legato al numero d’onda dalla relazione p =
mv = hk, e consideriamo energie cinetiche non relativistiche, abbiamo € = mv?/2 = p2/2m = h?k?/2m.
11 differenziale in energia &

1 1
dezd(zmv2> = imQUdv:vmdvzvdp , (1.46)

dove v = |v| e p = |p|. La densita degli stati ¢ data da

d3n L3 1 1% 1
= —_— = d3 _— = QdQ d _— = idQ . 1~47
ple) de (27h)3 Py dp  (2wh)3 praidry, dp  (27h)3 v P (147)
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dove €2, sono le coordinate angolari polari sferiche che identificano la direzione di p. Questa ¢ I’espressione
della densita degli stati comunemente adottata nel calcolo di probabilita di transizione e sezioni d’urto.

Calcolo adesso densita ed energia cinetica per particella nel gas di Fermi. La normalizzazione ad uno
delle funzioni d’onda di singola particella implica che ogni prodotto scalare sia moltiplicato per il fattore
V/(2r)3. Infatti

_ % 3 L —i(ka~r)i i(kyr) _ vV (27)%0 (ks — kp)
ko) = g | T e

Calcoliamo la densita definita come

(1.48)

A

p(r) =Y [6a ()2 . (1.49)

a

dove A ¢ il numero di fermioni che compongono il sistema. Consideriamo il sistema a temperatura zero.
In questo caso i fermioni occupano completamente tutti gli stati di singola particella fino ad esaurisi.
Sono completamente occupati tutti gli stati con un’energia inferiore ad una energia massima ep detta
energia di Fermi, mentre gli stati con energia maggiore sono totalmente vuoti. Nel nostro caso ogni stato
& caratterizzato dal numero d’onda, direttamente legato all’energia, quindi le stesse affermazioni possono
essere fatte definendo un impulso massimo detto di Fermi pp, e il relativo numero d’onda kg. La relazione
tra energia e numero d’onda di Fermi ¢ ,
o,
er = 5 ki . (1.50)
Il calcolo della densita ¢ quindi

% ke 1, 1, D (ke
_ 2 3 —i(kr) i(ker) _ 3
p(r) = E |pa(r)]” = @y D /0 d k—\/v e D e RE /0 k. (1.51)

k<kp

In questa equazione D indica il fattore di degenerazione dovuto alle caratteristiche dei fermioni che
formano il sistema. Nel caso di gas di elettroni i fermioni si differenziano solo per le diverse orientazioni
dello spin, mentre nel caso di materia nucleare c¢’¢ anche una differenziazione legata alla terza componente
dell’isospin che distingue i protoni dai neutroni. Abbiamo quindi, per elettroni

D= > xixo=2, (1.52)
o=+1/2

e per nucleoni

D= > xixo > xixr=4, (1.53)

o=+1/2 T=+1/2

Quindi calcolando 'integrale della (1.51) otteniamo

D ke D ke D 4
= = = —_ = — — . . 4
p(r) @y /0 d® k @y /O k2dk d Qp o 3ka 57 3 (1.54)

La densita e indipendente da r, come ci si aspettava, poiché abbiamo considerato il sistema omogeneo.
In altre parole, avendo scelto le funzioni d’onda (1.39) come base, era implicita 'omogeneita del sistema.
Piu interessante e la dipendenza della densita, in numero di particelle, dalla terza potenza dell’impulso
di Fermi.

E possibile calcolare I’energia cinetica media di una particella.

S 1% . 1, —h? 1, h2k2
_ ds —i(kq'T) 2 i(kqT) — a 1.
(9l 2m VZia) (2m)3 / TW ¢ 2m v NaY c 2m (1.55)
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L’energia cinetica del sistema & quindi

1% hk? V. h*4x (R
T — v2 — Bk =D k2 k2 dk
Z<¢“| [6a) (27r)3 /0 2m (2m)3 2m J,
k<kp
vV RMrkd 0V RMrkd: (27%3p\ 3. R’k 3
@213 2m 5 (21)% 2m 5 ( D ) 5V am = 5T (1.56)

Quindi Ienergia cinetica per particella e

BN

= CE€f (1.57)

p 1022 em™3]  kp [10° cm™ 1] ep [eV] B [dyne / cm®] Beyp [dyne/ cm?]

Li 4.70 1.11 4.75 23.84 11.5
Na 2.65 9.22 3.24 9.17 6.42
K 1.40 0.75 2.12 3.17 2.81
Rb 1.15 0.70 1.86 2.28 1.92
Cs 0.91 0.65 1.59 1.54 1.43
Cu 8.45 1.36 7.02 63.37 134.3
Ag 5.85 1.20 5.50 34.34 99.9
Al 18.06 1.75 11.65 224.74 76.0

Tabella 1.3: Le densita elettroniche sono dati empirici dai quali si ricavano i valori di kr, Eq. (1.54), er, Eq.
(1.50), e B, Eq. (1.60). I dati empirici sono stati estratti da C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, John
Wiley, New York (1986), and N. W. Ashcroft and N. D. Mermin, Solid State Physics, Saunders, Orlando, (1976).

Possiamo calcolare la pressione del sistema utilizzando 1’espressione

3 3 Wk _ 3 B kF 2723 A\ */® 23
La pressione ¢ quindi
OF 2 2F 213 2
P=—(] =S (-3 ) V¥V =" =A== 1.59
(av)A ( 3) 3V 3y5 7T 5P (1.59)

La compressibilita K e 'inverso del modulo di compressione B

B=—=-V— =— 5/3 ===z 1.
- Yoy = V3 §5V (3)V 9y~ 3% (1.60)

Nella tabella 1.3 mostro i valori di kp,epr e B calcolati per gas di elettroni di diversi cristalli. Questi
valori son ottenuti usando, rispettivamente, le equazioni (1.54) (1.50) e (1.60) ed utilizzando i valori
empirici della densita di elettroni. Il confronto con i valori empirici del modulo di compressione mostra
chiaramente i limiti del modello a campo medio.



Capitolo 2

Rappresentazione dei numeri di
occupazione

2.1 Determinanti di Slater

La Rappresentazione dei Numeri di Occupazione (RNO) basata sugli operatori di creazione e di di-
struzione ¢ stata introdotta nella teoria dei campi. In questa teoria il formalismo della RNO & necessario
dato che il numero di particelle non & fisso, poiché & energeticamente possibile creare coppie particella—
antiparticella. In Meccanica Quantistica non relativistica, la creazione di coppie non & possibile. Il
formalismo della RNO, anche se non necessario, risulta essere comunque comodo anche in ambito non
relativistico per lo studio di sistemi composti da molte particelle.

Come ¢ stato accennato nell’introduzione, considerero solo il caso fermionico.

Un sistema di N particelle & descritto dalla funzione d’onda che soddisfa I’equazione di Schrédinger

indipendente dal tempo:
H\D(l’l,xg...l‘]\]):E\I/(.'El,l‘g...l‘]v> (21)

dove x indica tutti i numeri quantici che caratterizzano la particella: posizione (r), spin (o), isospin ()
ed eventualmente, sapore e colore.
Dato che stiamo trattando un sistema fermionico ¥ deve essere antisimmetrica per lo scambio di due

particelle:
\I!(x“,xj) = —\I!(xj,,xz) (22)

Ognuna di queste autofunzioni puo essere scritta come combinazione lineare di un sistema completo di
autofunzioni ortonormali. Lo stesso concetto puo essere formulato dicendo che ogni autofunzione puo
essere sviluppata su una base ortonormale:

U= Zci‘bu (2.3)

dove ho indicato con ®; dei determinanti di Slater e con C; delle costanti. Il determinante di Slater & co-
struito con prodotti di funzioni d’onda di particella singola che formano una base di funzioni ortonormali.
Questa base viene costruita partendo da un’equazione di Schrédinger di singola particella:

hu¢v(z) = Eu(bu(x)v (24)

dove v e I'insieme dei numeri quantici caratterizzanti lo stato di ogni singola particella; ad esempio le tre
componenti dell’impulso p nel caso di onde piane, o i numeri quantici principale, n , orbitale [, momento

13
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angolare j e la sua proiezione sull’asse di quantizzazione m, nel caso di stati generati da un potenziale a
simmetria sferica.

Date le funzioni d’onda di singola particella ¢, il determinante di Slater per IV particelle viene costruito
come:

B o) = e 3O Pl (21)60 (w2) - (). (2.5)
P

in cui ho indicato con P le permutazioni tra gli indici delle coordinate. Il fattore v N! garantisce la

normalizzazione:
<O |P>=1 (2.6)

L’eq. (2.5) pud essere scritta come

G (T1) oo Guy (1)

Lan) = ——| : (2.7)
m (bVl(mN) ¢VN(xN)

Il determinante di Slater ¢ autostato di un’hamiltoniana a molticorpi che &€ somma delle hamiltoniane
di singola particella:
Z h,® = Hy® = Ey® (2.8)
v

2.2 Operatori di creazione e di distruzione

Il determinante di Slater contiene informazioni ridondanti. Cio che interessa, dal punto di vista fisico,
e sapere se lo stato di singola particella ¢, sia occupato oppure no. L’informazione su quali siano i
fermioni che occupano quello stato e irrilevante dato che tutti i fermioni che compongono il sistema sono
identici. L’informazione contenuta nel determinante di Slater puo essere condensata in un insieme di
numeri ordinati che indicano quali stati di singola particella sono occupati. Si pud quindi costruire una
corrispondenza tra determinante di Slater e questo insieme di numeri ordinati:

|D) — |un, V... 11). (2.9)

L’ordine normalmente utilizzato ¢ quello dell’energia crescente dello stato di singola particella. A vy
corrisponde lo stato ad energia piu alta ecc.

Questo modo di rappresentare un determinante di Slater stato ¢ chiamato Rappresentazione dei
Numeri di Occupazione RNO.

E utile legare tra loro stati con diverso numero di particelle. Ad esempio, lo stato di singola particella

o) = [v), (2.10)
puo essere pensato come ottenuto dallo stato vuoto |0) aggiungendo una particella. Simbolicamente:
lv) = a}|0), (2.11)

dove a rappresenta l'operatore che crea una particella nello stato caratterizzato dai numeri quantici v.
In generale si ha che:
aflvy ...v1) = |vun .. ovp). (2.12)

Lo stato di NV + 1 particelle non & necessariamente ordinato. Per sistemare nella posizione corretta la
particella v € neccessario considerare che ogni cambio di posizione produce una fase negativa che moltiplica
lo stato (questo sempre perché consideriamo fermioni). Le possibili ambiguita del segno si possono fissare
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scegliendo la convenzione che il segno del determinante rimanga lo stesso se si crea una particella nella
prima posizione, come & stato ipotizzato nello scrivere 'eq. (2.12).
Ad esempio:
af [vsra) = [ivsve) = —|vsive) = |vsvary) (2.13)

Dalle equazioni (2.11) e (2.12) segue che:
lun o) =af af .o af |0) (2.14)
Per le proprieta del determinante di Slater si ha che:
aflvy...v...v) =0. (2.15)

Questa operazione inserisce in un determinante una riga, o colonna, uguale a una riga, o colonna, gia
presente. Dal punto di vista fisico l’eq. (2.15) esprime il principio di esclusione di Pauli.

Da quanto detto si puo dedurre che gli operatori di creazione godono della seguente proprieta di
anticommutazione:

afaf =—at al (2.16)
Per dimostrare ’eq. (2.16) supponiamo v > v/
afal,®N(N... ...1) = 0SafONTI(N.. V.1 = 0M0ARNTEN...v. V)
(2.17)
al,af®N(N... ...1) = 0BateNTYN...v...1) = 0BOBONTA(N...v...v . 1)

In queste equazioni ho indicato con §2 = (—)P = (—1)P la fase acquisita facendo le permutazioni necessarie
per sistemare la particella v, e analogamente 9;4 = (f)p', mentre con #2 e 05 ho indicato le fasi ottenute
nel secondo caso. Dato che ho ipotizzato che v/ sia minore di v, ho che 7 = 62 perché il numero di
permutazioni necessario per sistemare v & lo stesso nei due casi. D’altra parte 675 = —62 percheé nel
secondo caso ¢’¢ una permutazione in pit da effettuare per sistemare v’. Quindi:

afal,® = —alal® (2.18)
da cui 'equazione operatoriale (2.16). Ovviamente I’equazione (2.16) implica che:
(af)* =0 (2.19)

che & un altro modo di esprimere l'eq. (2.15).

Si pud definire 1'aggiunto dell’operatore a™ la cui azione pud essere compresa facendo I’aggiunto
dell’eq. (2.11).

()t = a (2.20)
v)=as0) (] = (Olay (2.21)
(nve...vnl = 0lay, .. Guy_ Gy (2.22)
dato che (v|v) =1 si ha che:
(0]a,a;f]0) =1 (2.23)
————

10)
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quindi,
0) = aya;]0)
a,|v) =10) (2.24)

L’azione di a, sullo stato ket & quindi quella di distruggere una particella che si trova nello stato |v),
da cui il nome di operatore di distruzione. Analizziamo il comportamento di a,.

A lUN - Vpp V1. v1) = UN Ve Vg ) (=) se v=u, (2.25)
Dato che, per definizione, nello stato vuoto non ci sono particelle, si ha che:
a,|0) = 0. (2.26)

Quindi se il vettore |vy ...v1) non contiene lo stato v allora
aylvn ...v1) =0. (2.27)

Anche nel caso degli operatori di distruzione, utilizzando le metodologie descritte per gli operatori di
creazione, si puo dimostrare che:

Uyy Qpy = —Qpyyy quindi (a,)* =0. (2.28)
Allo stesso modo si pud anche dimostrare che, per v; # vo, si ha:
aaf, = —af a,,. (2.29)

Utilizzando le proprieta precedentemente mostrate si ottiene:

0 se ves S={vn...1n}
+ -
aya) vy ..ov) = { n .. v1) se Ve S (2.30)
i B lvn...v1) se velS
ayaylvy ... ) = { 0 o v S (2.31)
Dalle equazioni (2.30) e (2.31) si ha che:
(al,aj—l—aja,,) N ...v1) =|vn ... 1) (2.32)

Questa equazione ¢ valida per qualsiasi vettore |vy ...v1) dato che uno dei due addendi dara risultato
nullo, mentre ’altro produrra il vettore di partenza.
L’eq. (2.31) definisce 'operatore numero di occupazione:

n, =ala, (2.33)

i cui autovalori sono 1 o 0 se lo stato a molticorpi a cui e applicato contiene o no lo stato di singola
particella v.
La relazione operatoriale data dalle (2.30) e (2.31) &:

ayal +afa, =1 (2.34)

Le relazioni (2.16), (2.28), (2.29) che definiscono le proprieta degli operatori di creazione e di distru-
zione, possono essere sintetizzate come:

{av,af} = 6,0 {av,a,} =0 {a},a}} =0, (2.35)

v

dove il simbolo {, } indica l'operatore di anticommutazione.

Nel caso di sistemi a molticorpi descrivibili con simmetria sferica ¢ utile lavorare con tensori sferici
irriducibili. A questo scopo si utilizzano operatori di creazione e distruzione leggermente modificati come
indicato in Appendice A.
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2.3 Operatori ad uno o a due corpi

La corrispondenza tra vettori nella RNO e vettori nello spazio delle configurazioni puo essere spinta piu
avanti per trovare una corrispondenza tra operatori.

Chiamiamo |S) e |S’) due vettori nella RNO e |®g) e |Pg/) i due corrispondenti determinanti di Slater.
Considero nello spazio delle configurazioni un qualsiasi operatore a molti corpi Og(x1 ... zyN). Si ottiene
I’espressione corrispondente O di questo operatore nella RNO imponendo 'uguaglianza degli elementi di
matrice:

(®s|Os|®s) = (S'|0]S) (2.36)

Nello studio dei problemi a molticorpi gli operatori che si incontrano pit frequentemente sono quelli
a uno e due corpi.

Nello spazio delle coordinate, un operatore a un corpo ¢ dato dalla somma di operatori che dipendono
solo da una coordinata;

Ol (zy...xn) = Z ol (z;) (2.37)

L’energia cinetica ¢ un tipico operatore a un corpo.
Utilizzo per semplicita una base di funzioni d’onda di singola particella in cui O! ¢ diagonale

Ol(x)¢v(x) = Wu(bv(x)- (238)
Utilizzando il determinante di Slater formato dalle ¢, si ha che:

OYxy...an)Ps(x1...2N) =

) N
= Um ZP:(—)P;OI(%)P%l (1) .- oy (2N) =
N

ﬁ\

= = Y POl (@) (1) b (o)
P 1

K2

2

= Z P wViP¢V1 (371) et ¢VN (JTN)
! P 1

1=

-

wy®s= > w,ds= Zwynl,‘bs (2.39)

1 v occupati

.
Il

Dove ho indicato con P l'operatore che effettua tutte le possibili permutazioni. Nel risultato precedente
n, = 1 per i livelli occupati e n,, = 0 per quelli non occupati. Il calcolo dell’elemento di matrice diventa:

(Ps|O'[Rs) = > wyn, (Pg|Ps) = (2.40)

> w, (8 |ny|S) = (8'10"|S) (2.41)

dove & stato usato l'operatore numero di occupazione definito in eq. (2.31). Sostituendo si ha che:

(8"10718) = (S Zw,,a ay|S) (2.42)

da cui:

o = waajal, (2.43)
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dove
Wy, = /d?’mﬁ,ﬁ(r)ol(r)qﬁy(r). (2.44)
Riferendosi ad una base qualsiasi 'operatore ad un corpo puo essere scritto come:
o' = Y ol,afay (2.45)
o, = /d?’;vd);ﬁ(x)ol(x)(b,,/(x) = (v|o"|V) (2.46)

Questa equazione mostra che I'operatore ad un corpo distrugge una particella in v/ e ne crea una nel
livello v. E ovvio che v/ deve essere occupato e v vuoto. Quindi 'operatore puod creare una coppia
particella-buca. Nel caso in cui |S >= |5’ > i soli contributi non nulli sono quelli in cui v’ = v.

La stessa procedura puo essere utilizzata per ottenere 1’espressione in RNO degli operatori a due corpi,
definiti come somma di operatori che dipendono da due coordinate:

OH(xl Zo (@i, xj) Zo” T, ;) (2.47)
i<J z;éj

Un tipico esempio di operatore a due corpi ¢ il potenziale d’interazione V = % Do £ V(z;,x;). Operatori
di questo tipo nella RNO si esprimono come:

Z Ouuu p’a’ af O Qs (248)
v’ !
in cui abbiamo definito:
Ol = (vulOM W'y = / dadz’ ¢}, (x) ¢ (") o (z, &) pur () Bpur (2) (2.49)

Da notare I'ordine degli operatori e degli indici.
In questo caso, 'operatore distrugge due particelle al di sotto della superficie di Fermi e ne crea due
al di sopra.

2.4 Operatori di campo
Gli operatori di creazione a;l e distruzione a, si riferiscono a una base specifica i cui stati di particella
singola sono caratterizzati dai numeri quantici v. Si puo passare ad una rappresentazione indipendente

dalla base utilizzando gli operatori di campo.

r) = Z a, ¢, (1) distrugge una particellanel puntor (2.50)

(r) = Z al¢k(r) crea una particellanel puntor. (2.51)

Nota che ¢ & una funzione d’onda di singola particella, mentre )+ e 1) sono operatori che creano e
distruggono una particella nel punto r.

Le equazioni precedenti possono essere invertite per esprimere gli operatori di creazione e di distruzione
in funzione degli operatori di campo.

_ / Eroyru) e af = / @Br o, ()9 (x) (2.52)
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Utilizzando le proprieta di anticommutazione(2.35) degli operatori di creazione e distruzione, si ottengono
analoghe relazioni per gli operatori di campo:

{7 @)} =0 {o().p)}=0  {¢(r)e@)}=0(r—1) (2.53)

Gli operatori a uno o due corpi possono essere espressi in termini di operatori di campo come:

o' = /d?’m/ﬁ' (r)o! (r)e(r) (2.54)
1
o = | / Erdry (e ()0 () ()i (r) (2.55)
L’operatore hamiltoniano puo essere espresso come:
1
H = T+V= Z<V|T|Vl>aj%' +t3 Z /(Vu|V|V’u'>aja:auza,/ (2.56)
vv v’ pp

= /d3rw+(r) (—;nW) P(r) + % /d3rd3r’w+(r)w+(r’)V(r, )" )(r). (2.57)
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Capitolo 3

Teoria perturbativa dei sistemi a
molti corpi

3.1 Rappresentazioni

I valori degli osservabili in meccanica quantistica sono ottenuti calcolando elementi di matrice di operatori.
Queste quantita sono invarianti se si applica la stessa trasformazione unitaria agli stati e agli operatori.
Queste trasformazioni unitarie possono contenere il tempo e, per esempio, possono trasformare gli stati
|¥s(t)) in stati indipendenti dal tempo. In questo caso la dipendenza temporale sard inserita nella
definizione degli operatori. Queste trasformazioni unitarie dipendenti dal tempo definiscono quelle che
sono chiamate rappresentazioni della Meccanica Quantistica.

Rappresentazione di Schrédinger

La rappresentazione pitt comune & quella di Schrédinger in cui i vettori che descrivono lo stato del sistema
sono dipendenti dal tempo, mentre gli operatori sono indipendenti dal tempo. In questa rappresentazione,
I’evoluzione temporale del sistema € descritta dall’equazione:

o Ws(0) = s (D), (5.1

detta appunto equazione di Schrodinger.
Per sistemi in cui ’energia e conservata, ’operatore hamiltoniano H non dipende esplicitamente dal
tempo. In questo caso la soluzione formale della (3.1) &:

 H(t—tq)
—iZ—to)

[Ws(t)) =e [Ws(to))- (3.2)

In questa equazione & presente la funzione esponenziale di un operatore. L’azione di questa funzione sullo
stato |Ug(tg)) & definita in termini dello sviluppo in serie dell’esponenziale. Inoltre, dato che H & un
operatore hermitiano, e’ & unitario.

L’equazione (3.2) permette di costruire la soluzione dell’eq. di Schrodinger ad un qualsiasi tempo ¢
una volta noto lo stato del sistema ad un tempo tg.

Rappresentazione di Heisenberg

In questa rappresentazione gli stati sono indipendenti dal tempo mentre gli operatori hanno una esplicita
dipendenza temporale. Gli stati del sistema in rappresentazione di Heisenberg sono legati a quelli della
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rappresentazione di Schrodinger dalla relazione:

JHt
h

(W (t) = e 7 |Ws(t)). (3-3)

L’evoluzione temporale degli stati in rappresentazione di Heisenberg e data da:

I (0) = —He R Us(0) + e Fin T Ws(0) = perla(31)

= —He'F|Wg(t)) + He' 7 [Ug(t)) =0 (3.4)

da cui risulta che |¥ ) & indipendente dal tempo.

Per ottenere la relazione che descrive gli operatori nella rappresentazione di Heisenberg in termini degli
operatori in rappresentazione di Schrodinger & conveniente uguagliare gli elementi di matrice espressi nelle
due rappresentazioni:

(Ts(t)|0s|Ws(t)) = (Tgle'F Ose™ 5 W), (3.5)

da cul si ottiene la definizione:

On = e''" Oge ' (3.6)
L’evoluzione temporale dell’operatore da 1’equazione del moto:
0 e H i e
ihEOH(t) = —He’%Ose_ZHT + eZHTOSHe_ZHT =
= —HOH—l-OHH:[OH,H] (3.7)

dove si & sfruttato il fatto che H e e'*&" commutano. In generale, Oy e H non commutano. Se commutano
I’equazione (3.7) implica che Oy sia una costante del moto.

Rappresentazione di interazione

Questa rappresentazione intermedia tra quella di Heisenberg e quella di Schrédinger e quella di maggior
interesse nella descrizione di sistemi a molticorpi.
Supponiamo che ’hamiltoniana sia indipendente dal tempo e possa essere suddivisa in due termini:

H = Hy+ H,. (3.8)
Definiamo un vettore di stato in rappresentazione di interazione come:
;Hot
(Wi (t)) = e 7 [Us(t)). (3.9)
Lo sviluppo temporale dello stato |¥;(¢)) ¢ dato da:
0 CHgt CHot . O
i Wi (8) = —Hoe # |Ws(t) + ¢ F iho (W (1))
ot ot
= e [—Ho+ Hy+ HiJe ' e |Ug(t)) =

. Hot - Hot
= ¢ Hie '™

Ui(t)) = Hi ()| 9r(t)) (3.10)

Bisogna considerare che in generale H; e Hy non commutano.

Anche in questo caso, I'espressione degli operatori in rappresentazione di interazione in termini di ope-
ratori in rappresentazione Schrodinger puo essere ottenuta eguagliando due elementi di matrice arbitrari
nelle due rappresentazioni:

(Ws()|Os|Ws(1)) = (Uyle™ F Oge™ " W) (3.11)
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da culi si ottiene la definizione:

Or(t) =e"™n Oge "7 (3.12)

Dalle equazioni precedenti appare chiaro che nella rappresentazione di interazione, sia gli operatori
che gli stati dipendono dal tempo. L’equazione del moto in rappresentazione di interazione e:

a . t . t . t . t
ihaOI(t) fHerH??OSeﬂHT? + e’H??OSHOeﬂH??
= eiyOSe_i%Ho — Hoei%OSe_i%
= O[HO — H()O] = [O[(t)7H0] (313)

Ricaviamo le espressioni degli operatori di creazione e di distruzione in rappresentazione di interazione.
Per semplificare il calcolo considero una situazione in cui Hy sia un operatore ad un corpo e la base &
diagonale.

Ho = Z hwkagak (314)
k

L’equazione del moto per un operatore di distruzione in rappresentazione di interazione e:

L d i Hot _;Hot ; Haot + _;Hot
ih—arp(t) = €7 [ask, Hole '™ =¢'™ ag,k,g hwgal asp | e
dt . ’
 Hot _; Hot
= e E [as,k,aJsrkfaS,k'} e hwy

1%

dove I e S indicano rappresentazioni di interazione e Schrodinger rispettivamente. Il termine tra parentesi
diventa (tralasciando il pedice S):

[aka;,ak/ — a;c",(—akakf)} = [aka;:,ak/ — (= Opprap + aka;ak/)] =ay

Si ha quindi:

d
ihaak,I(t) = hwgag,1(t) (3.15)
da cui, ipotizzando a;(t = 0) = ag ottengo
ark(t) = agpe” . (3.16)

Per I'aggiunto si ottiene:
af,k(t) =ak, e (3.17)

3

Siccome la dipendenza temporale ¢ presente solo nella fase complessa, le proprieta di (anti)commuta-
zione degli operatori di creazione e distruzione risultano identiche nelle rappresentazioni di interazione e
di Schrodinger. Abbiamo visto che, in rappresentazione di Schrédinger ogni operatore puo essere rappre-
sentato in termini di ay, e a;c". Per ottenere I’espressione dell’operatore in rappresentazione d’interazione
basta sostituire ay, con ay (t) e analogamente con gli operatori di creazione. Anche gli operatori di campo
sono esprimibili in termini di ay e a:, e quindi la loro espressione in rappresentazione di interazione puo
essere ottenuta applicando la stessa regola empirica.
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3.2 Operatore di evoluzione temporale

Definiamo un operatore U(t, ), detto di evoluzione temporale, che determina il vettore di stato al tempo
t una volta noto il vettore di stato al tempo tg.

[Wr(t)) = U(t, to)|¥1(to)) (3.18)

Dalla definizione di stato in rappresentazione di interazione e dall’equazione (3.2) si ha:

W) = e W(t)) = ¢ T e R ) W (1))

=R i) =i g gy

da cui: Y RN
Ult,tg) =e"n e '~ 7 e '"h (3.19)
Le proprieta di U(t, tg) vengono dedotte dalle equazioni precedenti. Ad esempio:
Ulto,to) =1, (3.20)
e anche:
Ut (t,to)U(t, to) = Ult, to)UT (t,t0) =1 (3.21)
che implica:
Ut(t,to) = U (t,t0) (3.22)
Ul(ty,t2)U(ta,t3) = U(ty, t3) (3.23)
Ul(t,to)U(tg,t) =1  cheimplica Ulto,t) = UT(¢t,t0). (3.24)

L’equazione (3.19) non & molto utile per il calcolo di osservabili. Dal punto di vista della complessita di
calcolo, risolvere I’eq. (3.18) utilizzando I’espressione (3.19) equivale a risolvere I’equazione di Schrodinger.
Per superare questo problema ¢ conveniente utilizzare un’espressione integrale di U (t, o).

Riscrivo I’equazione (3.10)

(1) = H (1)1 (1) (3.25)

e, usando la (3.18) ottengo:

ih%U(t,to)I\P[(to» = Hi(t)U(t,t0)|¥1(to))- (3.26)

Dato che |¥;(tg)) & costante nel tempo si ha ’equazione operatoriale:

ih%U(t, to) = Hi(H)U(t, to) (3.27)
e integrando da %y a t si ottiene:

t a t

/ ih—U(t' to)dt' = H ("YU, to)dt’
to 8t to
t

iR Ut to) — Ulteto)] = / A HL (YU (1 1),
to
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Considerando I’equazione (3.20) si ha:

.ot
Ut,tg) =1— %/ dt' Hy (U (t', to) (3.28)
to

La soluzione formale dell’equazione (3.28) si ottiene sostituendo al posto di U(#, tg) 'equazione stessa:

. t . t'
Ut tg) = 1—%/ dt' Hi(t') |1 — %/ dt”Hl(t”)[l—...]]
t(J tO
. t s t t’
Ut,tg) = 1—%/t dt’Hl(t’)+(%)2/t dt’/t dt"Hy () Hy (1) + . .. (3.29)
0 0 0

t>t
Consideriamo il terzo termine dell’equazione:

t t t t t "
/ dt’/ dt"H,(t')H,(t") = 1/2/ dt’/ dt”Hl(t’)Hl(t”)—i—l/Q/ dt”/ dt' Hy(t")H,(t')  (3.30)
t[] to to to t() tO
t' >t t" >t

Nella parte destra dell’equazione (3.30) ho cambiato solo 'ordine degli indici muti. Dato che in
generale si ha che:

/abdy/yb dz f(z) f(y) /abdz/; dyf(z)f(y) (3.31)

leq. (3.30) pud essere scritta come segue:

t t
/ dt’/ dt"Hy(tYH,(t") =
to to
1 [t t 1 rt t
7/ dt’/ dt”Hl(t’)Hl(t”)Jrf/ dt’/ dt" Hi (" H, (') =
2 to to 2 to t’
1 t t
: / a / At TH (¢ HL ()0 — &) + H () Hy (£)0(¢ — )] =
t() t()
1 t t
1 / a / 4" [Hy (¢) Hy ()] (3.32)
2 to to

dove abbiamo introdotto 'operatore di ordinamento temporale T'[H;(¢')H; (t")] la cui azione consiste nel
sistemare in ordine di tempo decrescente da sinistra a destra gli operatori su cui agisce.
Generalizzando il risultato (3.32) per un termine qualsiasi, si ottiene per 'eq. (3.29) 'espressione

Ult,to) = i (;j)n;’/j dt . /tt At T [Hy (1) ... Hi(t)] . (3.33)

n=0
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Dimostrazione della (3.31). Definisco

LD — jw)
Considero il primo termine della (3.31).
/ dy/ e / dyf (5) [F(b) - F(y)) = F) [F(b) — F(a) —/abdyf WF)
— P [F() - F(a)) - / Cayt LI = F0) - FOF(@) - 5 [F0) - F*(0)]
= P01 P @ - FeF@ = L Pe) - P
11 secondo termine della (3.31) &
/ o / dyf (e / (o) (F(a) — )] = [ " el () F (@) — F@) [FO) — P(a)]
/a d%% [F(x)]? = F(a)F(b) + F*(a) = % [F?(b) — F*(a)] — F(a)F(b) + F*(a)
= LF0)+ 5F(a) —~ FO)F(a) = 5 [F(b) ~ F(a)

3.3 Teorema di Wick

Prima di considerare 1'uso dell’operatore di evoluzione temporale nell’ambito dello sviluppo perturbativo
presenterd un teorema estremamente utile per calcolare valori di aspettazione di operatori espressi in
seconda quantizzazione.

Operatore di ordinamento temporale T

Ho gia introdotto nell’equazione (3.32) I’ operatore di ordinamento temporale
T[ABC..], (3.34)

che ordina gli operatori di creazione e distruzione in modo da avere i tempi piu grandi a sinistra.
Nell’effettuare questo ordinamento bisogna considerare una fase negativa per ogni scambio tra due
operatori.

Ad esempio, supponendo ¢, 41 < t, si ha che:

T [a(t3)a+(t1)a+(t2)] = a+(t1)a+(t2)a(t3). (335)

Un altro esempio:

T [a(tg)a+(t1)a+(t3)] = —a+(t1)a(t2)a+(t3) . (336)

Prodotto normale ordinato NV

L’azione di questo operatore su un insieme di operatori di creazione e distruzione e quella di ordinarli in
modo tale che il loro valore medio sullo stato fondamentale sia zero.
L’ordinamento Normale dipende quindi dalla definizione di stato fondamentale del sistema.
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Considero come stato fondamentale il vuoto fisico |0), cioé uno stato privo di particelle. In questo
caso 'azione dell’operatore Prodotto Normale Ordinato ¢ quella di sistemare a destra gli operatori di
distruzione e a sinistra quelli di creazione, questo perche a|0) = 0, e (0la™ = 0.

Ad esempio:

Nlaiadazaf] = —ajafaias . (3.37)

Questo ¢ il modo in cui il Prodotto Normale Ordinato viene utilizzato in teoria dei campi.

Nel caso della descrizione di sistemi a molti corpi, ¢ molto piu conveniente considerare come stato
fondamentale del sistema, non tanto lo stato di vuoto |0) ma piuttosto lo stato fondamentale di campo
medio |®g) in cui tutti i livelli al di sotto della superficie di Fermi (stati buca) sono occupati e quelli sopra
(stati particella) sono vuoti. L’azione di N sugli operatori di creazione e distruzione ¢ pit complessa che
nel caso precedente. Indicando, come ¢ tradizione, con le lettere (ijkl) gli stati buca e con (mnpq) gli
stati particella si ha:

CLj|(I)Q> 75 0 ma am‘(l)0> =0
af|®o) =0 ma af|®) #0 . (3.38)

In questo caso l'azione del Prodotto Normale Ordinato consiste nello spostare a destra gli a,, e gli
a;r, e nello spostare a sinistra a; e a;},. Ovviamente questo viene fatto considerando tutti i segni negativi
generati dalle verie permutazioni dell’ordine degli operatori. Ad esempio:

N[ama;raja;’,’L] = ajafnama;r . (3.39)

Contrazione

L’operazione di contrazione tra due operatori viene definita come la differenza tra Operatore Temporale
T e Prodotto Normale Ordinato V.

AB = T[AB| - N[AB] . (3.40)

Indentifichero i due operatori a cui intendo applicare I'operazione di contrazione con una linea che li
collega.
Se gli operatori sono indipendenti dal tempo, o se sono definiti allo stesso tempo si ha:

T[AB] = AB . (3.41)

Consideriamo come esempio la contrazione di un operatore di creazione di particella con I'operatore
distruzione di uno stato buca:

—
ala; =Tla} a;)] — Nla}a;] =ata; —ata; =0 . (3.42)

Il risultato dell’operazione di contrazione non & un operatore, ma un numero. Questo fatto discende
dalle regole di anticommutazione degli operatori di creazione e di distruzione. In realta la contrazione &
strettamente legata al commutatore di due di questi operatori.

Si puo dimostrare che la contrazione e il valore di aspettazione dei due operatori sullo stato fonda-
mentale:

— M
(o|AB|Qo) = (Po[|AB|®o) + (Po|N[AB]|®g) = AB(®¢|®o) , (3.43)
dove abbiamo sfruttato il fatto che (®¢|N[AB]|®¢) & nullo.

In un gruppo di pit operatori con piu di una contrazione, la coppia di operatori che verra contratta
deve essere sistemata con gli operatori uno accanto all’altro e il segno deve tenere conto delle varie
permutazioni.

Esempio:

] M
ABCDEF = —ACBFDE . (3.44)
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Formulazione del teorema di Wick

Il teorema Wick afferma che un prodotto di operatori puo essere scritto come somma di Prodotti Normali
Ordinati in cui tutte le possibili contrazioni sono effettuate:

T[ABC...Z] = N[ABC...Z] + NI[AB...Z]+N[ABC...Z]

— — ]
+ N[ABCD...Z]+ N|ABCD...Z

[
+ NIABCD...Z]+... .

Dato che il risultato dell’operazione di contrazione € un numero, tutti gli operatori contratti non sono
soggetti all’azione di N.
Ad esempio, il teorema di Wick applicato al prodotto di quattro operatori da:

(| [ 1
N[ABCD)] + N[ABCD] + N[ABCD)]

ABCD = N[ABCD] +
[ 1 [
+ N[ABCD] + N[ABCD] + N[ABCD]
1 i [ 1
+ N[ABCD] + N[ABCD)] + N[ABCD)]
| I L

— — (m
= N[ABCD] + ABN|CD]— ACN[BD]+ AD N[BC]
) ™ .
+ BCN[AD]—- BD N[AC]|+ CD N[AB]
— — ™
+ ABCD - ACBD + ADBC . (3.45)
L [ [
Dall’espressione ricavata sopra appare chiaro che il calcolo del valore di aspettazione di questi operatori

rispetto allo stato fondamentale ¢ ridotto al solo calcolo delle contrazioni. Questo perché per definizione
i valori di aspettazione dei termini contenenti N sono nulli.

3.4 Accensione adiabatica dell’interazione

L’accensione adiabatica dell’interazione ¢ un espediente matematico che permette di descrivere gli au-
tostati di un sistema di particelle interagenti in termini di autostati di un sistema di particelle non
interagenti. Questo & ovviamente molto utile dato che si presume si sappia descrivere perfettamente il
sistema di particelle non interagenti.

Si introduce una hamiltoniana del tipo:

H=Hy+e MH, | (3.46)

in cui € ¢ un numero reale positivo. Ovviamente:

lim H = H, , (3.47)

t—+oo

e al tempo ¢ = 0 'hamiltoniana corrisponde all’intera hamiltoniana:
lim H=Hy+ Hy . (3.48)
t—0

Il parametro € puo essere scelto in modo da accendere e spegnere lentamente a piacere la perturbazione.
I risultati devono essere indipendenti da e.
Gli autostati dell’hamiltoniana (3.46) in rappresentazione d’interazione sono espressi come:
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(W1(t)) = Ue(t, to)[ W1 (to)) (3.49)

Il pedice € e stato aggiunto all’operatore di evoluzione temporale U dato che ora, nella sua definizione,
eq. (3.19), al posto di H;(t) bisogna sostituire e~¢I*l H; (t).
L’equazione (3.33) che esprime loperatore di evoluzione temporale in termini perturbativi diventa:

o0 _Z n 1 t t
Uc(t,to) = Z(h) E/ﬁ dtl.../t dt,,

n=0

efel[t1|+\tz|+m]T[H1 (t1)... Hi(tn)] , (3.50)

dove i termini esponenziali sono stati estratti da T" dato che commutano con H;.
Riscriviamo l’eq. (3.10) del moto per un sistema descritto dall’hamiltoniana (3.46).

ih%\‘lff(t)) = e MH ()W () 21400 0 (3.51)

quindi nel lim¢ — 4oo si ha che |¥;(—o00)) & indipendente dal tempo. Dato che nel lim¢ — +oo
I’hamiltoniana si riduce a Hy si ha che:

|1 (1)) = Ue(t, —00)|®o) , (3.52)

dove |®() ¢ Pautostato di Hp.

Se non ci fosse U'interazione |¥;) sarebbe sempre uguale a |®g). Al crescere del tempo I'interazione
viene accesa, fino a t = 0 quando & completamente accesa.

Le definizioni degli stati nelle rappresentazioni di Heisenberg, Schrodinger e interazione determinano
gli stati a ¢t = 0.

Wi (1)) 0 = lim % [Us(1)) = |Us(0)) (3.53)
W1 ()0 = lim s (1) = [Ws(0)) (3.54)
[ (0) = [¥,(0) = |¥s(0) (3.55)
da cui:
|95(0)) = [91(0)) = Ue(0, —00)|o) . (3.56)

L’equazione (3.56) esprime l'autostato di un sistema interagente in termini di un autostato di un
sistema non interagente Hy. Il risultato ottenuto sara significativo dal punto di vista della fisica se il
lim e — 0 sara finito.

A questo quesito risponde il teorema di Gell-Mann and Low che afferma che se, ad ogni ordine
perturbativo, la seguente entita matematica,

Uc(0, —00)|®o) |¥o)

Y ([0 (0, —o0)|@0)  (Bo|Tg) (3.57)

esiste, ¢ finita, allora questa ¢ autostato dell’hamiltoniana H:

[Wo)
(o[ To)

|o)
(®o|Wo)

— E, (3.58)
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Moltiplicando a sinistra per (®g| ho che:

(@o|Ho|Vo) | (Po|H1|Wo)
(®o]Wo) (®o|Wo)
7 (D[H|Wo)
- T e

(Po|H[Wo)

= F
(®o|Wo) °

da cui:

~  (®o|H1|¥p)

By = By = =g (3.59)

Il punto essenziale del teorema ¢ che il numeratore e denominatore di (3.57) non esistono separata-
mente, ma esiste solo il loro rapporto. Il numeratore ha divergenze dell’ordine e ' che vengono cancellate
da analoghe divergenze presenti nel denominatore.

Tl risultato (3.59) & importante perché da la differenza di energia tra un sistema interagente e un sistema
non interagente. Tutti gli ingredienti per poter calcolare questa quantita sono noti. Per definizione |®q)
¢ noto e |¥y) puo essere calcolato utilizzando I’equazione (3.56). In questa equazione U, viene calcolato
utilizzando lo sviluppo dato dalla (3.33) in cui, il teorema di Wick, permette di valutare il valore di
aspettazione dell’operatore T applicato all’interazione che agisce in tempi diversi.



Capitolo 4

Teorema di Goldstone

4.1 Diagrammi di Goldstone

L’analisi dei vari termini dello sviluppo perturbativo ¢ semplificata da tecniche grafiche. Queste tecniche
consistono nell’attribuire un simbolo grafico ad ogni elemento dell’equazione che deve essere sviluppata
perturbativamente. Ne risulta quindi che ogni termine dello sviluppo & identificato da un diagramma.

Nella teoria relativistica dei campi questi diagrammi sono denominati diagrammi di Feynmann. Esiste
una serie di regole che permette, partendo da un diagramma di Feynmann, di ricostruire esattamente
(fasi comprese) 'espressione del termine perturbativo descritto.

Non & mio interesse, nell’ambito di queste note, arrivare a questa utilizzazione delle tecniche diagram-
matiche. Sono piuttosto interessato ad utilizzare le tecniche grafiche come ausilio per identificare termini
dello sviluppo perturbativo che hanno caratteristiche simili.

Dato che i diagrammi di Feynmann sono utilizzati nell’ambito relativistico, preferisco denominare i
diagrammi utilizzati in meccanica quantistica non relativistica come diagrammi di Goldstone.

A | a , am, a; a ;

Figura 4.1:

Nella Figura 4.1 sono presentati i vari elementi che compongono il diagramma.

Il diagramma immagina una ideale freccia del tempo orientata dal basso verso I’alto. Nella Figura 4.1
questa linea e stata disegnata, ma nelle altre figure sara sempre sottintesa.

Una freccia che esce da un punto e si muove nella direzione dei tempi positivi (A nella figura) rappre-
senta la creazione di una particella. Questo diagramma nella rappresentazione dei momenti, o dei numeri
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quantici di funzioni d’onda a simmetria sferica, ¢ collegato all’operatore di creazione a;,. Anche qui uti-
lizzo la convenzione di identificare gli stati al di sopra della superficie di Fermi con le lettere m,n,p,q,r,
e quelle al di sotto la superficie di Fermi con le lettere 4, j,k,l. Nel caso della rappresentazione delle
coordinate questo simbolo ¢ legato all’operatore di campo 1™ (r), che indica la creazione di una particella
nel punto r.

Una freccia che si muove nella direzione dei tempi positivi e scompare in un punto (B nella Figura)
rappresenta la distruzione di una particella. A questo diagramma sono associati gli operatori a,, o ¥(r)
nella rappresentazione delle coordinate.

Le frecce che si muovono nella direzione contraria a quella della freccia dei tempi (tempi negativi)
rappresentano gli stati buco. In meccanica quantistica relativistica, nei diagrammi di Feynmann, queste
linee rappresentano le antiparticelle. Nel nostro caso, diagrammi di Goldstone, rappresentano invece stati
buca, al di sotto della superficie di Fermi.

In questo caso, la freccia che scompare (C nella Figura) rappresenta la creazione di uno stato buco
e gli operatori associati sono a;” o 1(r). Ovviamente la freccia che esce da un punto e si propaga nella
direzione dei tempi negativi rappresenta la distruzione di uno stato di buco a; o ¥*(r).

L’ultimo elemento grafico necessario a comporre i diagrammi ¢ quello legato all’interazione V (ry,rs):
una linea tratteggiata che unisce due punti, dato che si tratta di un operatore a due corpi.

Dato che operiamo nell’ambito di una teoria non relativistica e utilizziamo il concetto di potenziale,
I'interazione e istantanea, quindi nei diagrammi di Goldstone le linee tratteggiate sono sempre orizzontali.
Questo non ¢ il caso dei diagrammi di Feynmann in cui l'interazione si propaga con velocita finita.

Figura 4.2:

Nella Figura (4.2 presento come esempio due diagrammi di cui scriverd ’espressione.
I diagrammi rappresentano valori di aspettazione del tipo:

(Wa|V(r1,r2)[Ws) (4.1)

in cui |¥,) rappresenta lo stato iniziale e |¥}) quello finale.
Considero il diagramma A della Figura 4.2. Lo stato iniziale ¢ composto da uno stato particella n e
uno stato buca %:
(W] = (Bola an (4.2)

In questo caso anche lo stato finale ¢ composto da stati buca e particella che, perd sono differenti
rispetto a quelli dello stato iniziale:
W) = ap,a;|®o). (4.3)
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L’espressione del diagramma rappresentato dal grafico A della Figura 4.2 é:
(®ola anVala;|®o). (4.4)
Ovviamente a questo punto bisogna inserire I’espressione dell’interazione V nella RNO:
1 + ot
V= 3 Z Vi @y @y Qs Gy s (4.5)
vv' pp!
e quindi utilizzare il teorema di Wick per calcolare il valore di aspettazione.

La valutazione del termine B della figura 4.2 procede in maniera analoga. La differenza qui consiste
nel fatto che gli stati buco dello stato iniziale e finale coincidono. L’espressione del diagramma é:

(®olaj a,Varta;|®o). (4.6)

4.2 Teorema di Goldstone

Il teorema di Goldstone afferma che la differenza tra I'energia di un sistema di particelle interagenti e
quella di un sistema di particelle non interagenti, puo essere espressa come:

o0 n

- 1

Eo — Eo = (®o|H, Z (MH1> Do) (4.7)
0 — 0

n=0
dove Hy e H; sono operatori indipendenti dal tempo nella rappresentazione di Schrédinger. 11 significato

del pedice ¢ sara chiarito piu avanti.
Esplicitiamo l'eq. (4.7) per i primi termini di n

Ey—Ey = (®o|H:|®0)
1
+ <@0|H1~7H1|@0>
Eo — Hy
1 1
+ (Po|H1= Hi—= H,|®g)
Ey—Hy Ep— Hy
o (4.8)

Alcuni dei diagrammi prodotti dallo sviluppo sono presentati nella figura 4.3. 11 diagramma A &
contenuto nel primo termine dell’eq. (4.8). Una sola linea tratteggiata indica la presenza di una sola
interazione H;. Non ci sono linee di particella o buca aperte perché il valore di aspettazione viene valutato
sullo stato fondamentale di campo medio. L’altro diagramma presente nel primo termine ¢ il cosidetto
termine di scambio, in cui le linee particella e buca sono scambiate tra i vari punti (¢ il diagramma B
della figura 4.4).

Ovviamente il diagramma B della figura 4.3 & uno dei diagrammi del secondo termine dell’eq. (4.8)
dato che contiene due linee di interazione Hi. Anche qui bisogna aggiungere il termine di scambio.

Questi diagrammi mostrano che H; crea uno stato intermedio caratterizzato da 2 stati particella e 2
stati buca (2p — 2h), questo perché ¢ un operatore a due corpi. Questo stato intermedio si propaga nel
tempo ( (Eo — Ho) ™! indica il propagatore) e poi viene de -eccitato dall’azione di un altro termine Hj.

L’espressione tradizionale dello sviluppo perturbativo, puo essere ottenuta inserendo una completezza
di autostati di Ho, I =3, o |®n)(®Pxsl, (ho indicato con I I'operatore identita):
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Figura 4.3:
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¢’O|H1|¢’n><q)n|H1|¢)0> +
EO - En

Eo — Eo = (®o| Hy| D) + Z <
n#0
Nel seguito dard I'indicazione di come si procede nella prova dell’eq. (4.7) partendo dall’espressione
data dal teorema di Gell-Mann e Low. L’eq. (3.59) pud essere riscritta come:

(4.9)

~  (Do|H1|Vo)  (Po|HU(0,—00)|Pp)
Bo=Bo = g 100) ~ (0|00, —o0)|0) (4.10)

Utilizzando espressione (3.33) dell’operatore di evoluzione temporale, si ottiene per il numeratore:

(@0 H1U (0, —00)|B0) = Z(_hi)y;/ooodtl.../o dt,

v=0 -

(@o|T'[Hy, Hi(t) .., Hi(ty)]|Po) (4.11)

dove abbiamo usato il lime — 0 di eq. (3.50). Il primo H; a sinistra & stato inserito al primo posto
all’interno delle parentesi di T'. Questa operazione non modifica il risultato, poiché questo H; e definito
a t = 0 che ¢ il tempo maggiore.

I vari termini dello sviluppo perturbativo possono essere calcolati utilizzando il teorema di Wick.
L’ analisi dei diagrammi che vengono generati in questo modo, indica la possibilita di suddividerli in due
categorie: i diagrammi connessi e quelli non connessi. 1 diagrammi connessi sono quelli in cui esistono
contrazioni tra gli operatori che definiscono H;(0) e gli altri operatori definiti a tempi precedenti.

Considero ad esempio il termine con v = 1:

(@o|H1(0)Hy(t1)|Po) =
<‘I)()|VMVMIVICL: (O)a,‘f (O)al,/ (O)CLM/ (0)‘/;757,/5/ a;;' (tl)ag (tl)(lgl (tl)anf(t1)|<1>0> (4.12)
dove i termini di interazione sono stati esplicitati utilizzando gli operatori di campo.

Se non si effettuano contrazioni tra operatori definiti al tempo ¢; e operatori definiti al tempo ¢t = 0,
i due termini possono essere separati inserendo l'operatore identita |®g)(Pg| = I:

(D0 Vi af arf ayran | o) i=0(Po| Vaeerart af agran | ®0) 1=, (4.13)

Le contrazioni non nulle in questi due termini sono:

| — |

at (t)ai (taur (e (1) (414)
a: (t)aj (t)av (t)aw (t) (4.15)

dove ho indicato con « e g gli operatori a cui la contrazione viene applicata. Il primo di questi termini
¢ raffigurato dal diagramma A della figura 4.4 e il secondo dal diagramma B della stessa figura.

Il termine di eq. (4.13) produce quattro diagrammi, ognuno di questi ottenuto accoppiando due dei
diagrammi di figura 4.4: uno al tempo ¢t = 0 e ’altro al tempo ¢ = t;. Chiaramente questi sono diagrammi
non connessi.

Se invece, applicando il teorema di Wick, si opera con delle contrazioni che collegano gli operatori
definiti a ¢ = 0 con quelli definiti a ¢t = ¢1, si hanno diagrammi connessi. Ad esempio:

| T 1 |
(@0 Vst (0)af (0)ans (0)a, (0)Voeyrera (t)ag (ags (t)ay (1) o). (4.16)
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Figura 4.4:

t=0

t=t1

Figura 4.5:

In questo caso le lettere «, 3, v e § indicano le coppie di operatori a cui la contrazione viene applicata.
Il diagramma che rappresenta questo termine € mostrato in figura 4.5.

1l termine con v = 1, eq. (4.12), produce quindi diagrammi non connessi, come il diagramma A in
Figura 4.6, e diagrammi connessi, come il diagramma di B della stessa Figura.

Dopo questa discussione sulla struttura dei vari termini dello sviluppo presentero la prova dell’eq.
(4.7).

Considero un termine dell’eq. (4.11) e ipotizzo che sia composto da due parti non connesse, come ad
esempio il diagramma mostrato nella figura 4.7:

Il contributo di un diagramma di questo tipo é:

(P|HLU(0, —00)|Pp), =

(;) 5 [ [t ®TIHR0) (1) o).
0 0
[ dtpsr ... [ Aty (D | TTHi (bt - . . Hy (fnsm)]|®0)e (4.17)

Ho separato le due parti connesse, la prima contenente n interazioni H; e la seconda con m interazioni.
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Figura 4.6:

Valuto il contributo totale dei diagrammi di ordine v che possono essere suddivisi in due parti, di
ordine n e m (v =m+n).

Diagrammi di questo tipo possono essere ottenuti scambiando tra loro gli operatori H;. E da notare
che scambiando tra loro due operatori H; definiti a tempi differenti si scambiano 4 operatori di creazione
e distruzione, quindi la fase totale generata dallo scambio & sempre positiva. Il numero delle possibili
permutazioni ¢ v!. D’altra parte lo scambio di due operatori H; apparenenti alla stessa partizione non
produce un nuovo diagramma. Il numero delle permutazioni che non generano nessun nuovo diagramma
& nlml.

11 contributo totale dei diagrammi del tipo di quello di Figura 4.7 all’eq. (4.11) & dato da :

;;(;)Hm&;/ldtl /O dt (Bo|T[Hy, Hy(ty) ... Hy ()]|®0)e

0 0
/ dtpir ... / Aty (0| T[Hy (tnsr) - Hy (tnsm)]|®o)e  (4.18)

1l secondo termine ¢ presente nel denominatore di eq. (4.10). In questo secondo termine, sotto il simbolo
dell’operatore di ordinamento temporale T non ¢’¢ Hy(0) che & I'unico elemento estraneo al denominatore
di eq. (4.10). Tutti i diagrammi non collegati con H;(0), diagrammi che abbiamo definito come non
connessi, sono eliminati dal denominatore.

Dopo aver chiarito perché nell’espressione del teorema di Goldstone appaiono soltanto diagrammi
connessi, non resta che calcolare gli integrali sul tempo.

Considero 'ordine n e uso ’espressione esplicita dell’operatore Hy in rappresentazione di interazione:

. Hgt

. Hgt
Hl(t) = GZTHleilT. (419)
Il termine di ordine n puo essere scritto come:

~ 4 n 0 ty tn_1
[Eo — Eoln = () / dtl.../ dtg.../ dtectittn)
h —o0 —00 —o0

. Hgty . Hgty . Hg - Hg _ . Hg
<<I)0|H161 n Hye '™ n Hy...e '™ tn—1¢tR t”Hle 'R t"|(I)0>C
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Figura 4.7:

dove ho eliminato 7' scrivendo esplicitamente i limiti di integrazione e ho inserito il fattore e“. Faccio un
cambio delle variabili di integrazione:

r1=t , ®p=to—t1 , w3=tz3—ta , ... , Tp=t,—th

t1:£€1 y t2:$2+$1 3 t3:I3+I2+$1 3 ; n—ZZ'n
e usando Ho|®y) = Eo|®0) ottengo:

[EOEO}W<Z> @0|/ d:z:l/ day .. / d,,

ec@iH(watar)H(@staatar) o (TnFTn 1. FT2+T1)
Hozy Hozg

1116z h I‘IleZ h Hl...e

Je

Considero il termine a destra dell’equazione precedente,

_;Hotn _;Fa ;B
i (I)O> — e 'R tn (I)0> — e i (x1+...@n)

e 13

®o). (4.20)

che inserito nell’integrale permette di scrivere:

) —i\" nex z(HO 5g)
[EQ _EO]n = (h) (I)0|H1/ dl‘ (& ! H1

0 ~
n—1)exs z( ex,, i H0—E0)
dxge -Hy.. e""e h "H1|(I)0>C

— 00

Abbiamo espresso il termine n—esimo come prodotto di n integrali del tipo:

0 i o h 1
/ dxleﬁ(Hoonfzneh):cl LA (421)
— oo —1 [EO — Hy + ZTLET“L]
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n
Dato che ci sono n termini uguali, c’e un fattore (%) , che puo essere fattorizzato, quindi:

~ 1 1 1
[E — Eoln = (@o|H1—  H - . H——
Eo — Hy + tenh FEo— Hy + Ze(n — 1)h Eo — Hy + t€h

Hq|®p). (4.22)

Facendo il lime — 0 si prova il teorema. E da notare che il fatto che ’equazione sia valida per i soli
diagrammi connessi impedisce di inserire |®() questo motivo non sono presenti divergenze dato che il
denominatore Ey — Hy € sempre diverso da zero.
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Capitolo 5

Teoria di1 Brueckner

5.1 Introduzione

Il calcolo dell’energia dello stato fondamentale del sistema interagente € basato sull’equazione di Goldstone
che riscrivo per comodita

~ 1 "
By~ By = @l 3 (5t [2u). (5.1
0 — 410

n
dove Ej e I'energia del sistema interagente, Eo e il minimo autovalore di Hy, ed il sub-indice ¢ indica che
solo i diagrammi connessi sono da considerare nello sviluppo. Quest’ultimo criterio evita le divergenze
prodotte da eventuali zeri del denominatore.

Lo schema di calcolo &, in principio, ben definito. Si ottiene l'interazione V', contenuta in H;, dallo
studio dei sistemi a due corpi, nucleone-nucleone, atomo-atomo, molecola-molecola, poi si inserisce nello
sviluppo di Goldstone (5.1) per ottenere il valore dell’energia dello stato fondamentale del sistema. Il
problema é che I'interazione microscopica tra due fermioni diverge per piccoli valori della distanza relativa.
Questa e un’evidenza empirica osservata per i sistemi a molticorpi piu diversi, dalla materia nucleare
all’elio liquido. Lo stesso problema e presente anche nel gas di elettroni dove 'interazione colombiana
presenta una divergenza per distanze relative nulle. Il problema legato alla divergenza, o forte repulsione,
per piccole distanze, ¢ schematicamente illustrato nella figura 5.1 dove ho indicato con 1 la funzione
d’onda che descrive il moto relativo dei due fermioni che interagiscono con il potenziale V' (r). Il prodotto
V(r) 1(r) & sempre finito per ogni valore di . A piccole distanze, dove il potenziale diventa molto grande,
la funzione d’onda #(r) risulta essere molto piccola. Nel limite di un potenziale che tende all’infinito, la
funzione d’onda tende a zero piu velocemente di quanto il potenziale diverga, in modo tale che il prodotto
V(r) v(r) risulti sempre finito. Questo non avviene se si moltiplica il potenziale per la funzione d’onda
relativa ¢ di due particelle libere, ovvero descritte dall’hamiltoniana Hy.

Nell’equazione si calcolano elementi di matrice dell’interazione tra stati imperturbati |®¢). Il proble-
ma che sorge diventa evidente se si suppone che V(r) tenda all’infinito per piccole distanze di interazione.
Ogni termine dello sviluppo sarebbe infinito, e si cercherebbe di otterenere un valore finito, sommando
e sottraendo termini infiniti. Anche ipotizzando 'uso di potenziali con un core fortemente repulsivo ma
non infinito, il problema rimane. Ogni termine dello sviluppo sarebbe molto piu grande del valore dell’e-
nergia che si vuole ottenere. Questo & proprio I'opposto del concetto di perturbazione. Evidentemente,
i potenziali microscopici non sono perturbativi, e quindi da non usare direttamente nello sviluppo di
Goldstone.

L’ idea della teoria di Brueckner ¢ quella di utilizzare nello sviluppo di Goldstone (5.1) una interazione
effettiva che si comporti bene a piccole distanze, in modo da essere perturbativa. Questo implica la
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i V(r)

0(r)
y(r)

Figura 5.1: Potenziale microscopico tra due fermioni e funzioni d’onda relative. Con 1 indichiamo quella dei due
fermioni interagenti e con ¢ quella dei due fermioni non interagenti.

definizione di una nuova interazione G tale che

G|®o) = V[Wo) (5.2)

dove ~
Ho|®o) = Eo|®o) (5.3)
H[Wo) = (Ho + H1)|¥o) = (Ho + V)[¥o) = Ep| Vo) (5.4)

5.2 La somma dei diagrammi a scala (ladder diagrams)

In questa sezione presentero l'idea di base di come viene costruita 'interazione G. Consideriamo un’ha-
miltoniana contenente soltanto interazioni a due corpi.

H = Zt +Zv”—2t + u;) +Z’U” Zul (5.5)
1<J 1<J 1

dove il termine di potenziale a campo medio u; € stato aggiunto e tolto. Definiamo

Hy|®o) = (T + U)|®o) = Y (i + u;)|®o) Zh\(bo (5.6)

7

dove @ ¢ il determinante di Slater

Bo(r1, 2, - r4) = ﬁdet 161(r1)6a(r2) -+~ da(r )] (5.7)
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e le funzioni di singola particella sono definite come

hi|pi) = €ildi) (5.8)

Nella rappresentazione dei numeri di occupazione si ha che

Hy =Y ((vltlv) + (v|ulv))afa, (5.10)
1
_ +,+ +
Hy = 3 Z /<I/u|v|1/,u’>ay aya,a, — Z<V|u\u>al, a, (5.11)
| 2247 v
Per definizione abbiamo che
EO = <‘D0|H0|(I)0> = <(P0|T|<I>0> + <¢0‘U|¢0> (512)

Figura 5.2: Diagrammi corrispondenti al termine (5.13).

Il primo termine dello sviluppo (5.1) € n =0

(Eo — Eo)n=o) = (®o|H1|®o) = (Bo|V — U|®o)
1
= 3 D wulely'w)(@olafafa,a, Do) = S (vluly') (@olaf a o)
v pp’ v

1
= 5D (Gdlvlig) = Giglelgi) = (iluli) (5.13)
ij i
I diagrammi corrispondenti sono presentati nella figura 5.2. Come é stato fatto nei capitoli precedenti ho
usato le lettere i, j, k,[ per stati di singola partciella tipo buca, sotto la superficie di Fermi, e le lettere
m,n,p,q,r, per stati particella, sopra la superficie di Fermi.
Consideriamo ora il termine n = 1.

(Bo — Eo)n=1y = (®o|Hi(Eo — Ho) 'Hi|®o).
= (D|V(Eg — Ho)~'V|®p), — (®|U(Eo — Ho)~"V|®).
— (®|V(Ey — Ho) 'U|®0)c + (®o|U(Eo — Ho) " 'U|®0). (5.14)

Consideriamo il primo termine
(®o|V (Eo — Ho) ™1V |®p).

1 = _
= 1<<I>O| Z (vplvlv'v')af afara, (Eg — Hy) 1 Z <aﬂ|v|0/6’>aza;§aﬁ/aa/|<I>0>c (5.15)

vv' pp! afa’B’
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Possiamo inserire a destra e a sinistra del denominatore (Eq — Ho) ™! un proiettore |®,,)(®,,| = I purché
n # 0, altrimenti si produrrebbero diagrammi non connessi, contraddicendo la limitazione imposta dal
sub-indice ¢, e provocando divergenze. Questi determinanti di Slater |®,) rappresentano stati eccitati
del sistema imperturbato formati dall’eccitazione 2 particelle - 2 buche (2p-2h), la cui energia & data da

EO +emt+ €, —€ —¢ (5.16)

Figura 5.3: Diagrammi corrispondenti al termine (5.17).

Dato che |®,,) & autostato di Hy, il denominatore della (5.17) & diagonale rispetto a questi stati, quindi
bisogna inserire lo stesso proiettore a destra e a sinistra del denominatore, per questo motivo le linee delle
particelle e buche create dall’interazione a sinistra, si collegano con quelle distrutte dall’interazione di
destra. Il diagramma diretto corrispondente a questo termine e presentato nella figura 5.3. Il contributo
di questo diagramma e

(|V (Eyg — Hy) 'V |®g)e = - Z ( ijlvlmn)(Ey — (Eo + € + €n — €; — ej))_1<mn\v|ij>)
= Z ((ijvimn)(e; + €j — € — €,) " (mnvlif)) (5.17)

iymn

In maniera analoga, si possono calcolare gli altri termini, ad esempio

(@o|V(Eo — Ho) ™" U|®o)e = Y _ ({ijlvlmy) (e — em) ™ (m]uli)) (5.18)

ijm

Figura 5.4: Inserimento di interazioni nella linea di particella.

Consideriamo adesso un diagramma particolare ed una interazione che operi tra linee di particella,
e aggiungiamo altre interazioni. La scelta di operare solo su linee di particella & dovuta al fatto che
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Iinterazione cambia ¢, ed operando su linee particella non c¢’¢ alcun impedimento legato al principio di
esclusione di Pauli.
Consideriamo il grafico della figura 5.4, ed inseriamo linee di interazione nella parte della linea p e n.
Il diagramma con una sola linea di interazione tra p e n & dato da
(Bo|V (Eo — Ho) ™'V (Eo — Ho)™'V|®)e
= Y (ijlolmp)(e + 6 —em =)t [(phlolnk)] (i + €5 — en — &) (mnfolij)  (5.19)
ijmp k

Il diagramma con due linee di interazione ra p e n ¢ dato da

(Bo|V (Eo — Ho) ™'V (Eo — Ho) ™'V (Eo — Ho)~'V|®0).
= ) (ijllmp)(ei + € — €m — )"

ijmp
DD (pklvlpran) (e + e+ ek — em — € — €q,) T (prarvlnk)
k  Lpiqu
(€i + €5 — €m — €,) " Hmn|vlij) (5.20)

Si vede che c¢’¢ una parte costante del contributo generata dai termini del diagramma che non vengono
modificati. Questi sono il primo e l'ultimo termine della (5.20) che rappresentano i tempi iniziali e quelli
finali. La parte che viene continuamente modificata si trova tra parentesi quadre. Anche in questo
fattore, nel denominatore c’¢ un parte, costante, che rappresenta le differenze tra le energie delle parti
del diagramma non modificate. Definiamo

W=¢+e+e—e€m (5.21)

In sintesi i termini che vengono modificati inserendo linee di interazione sono

1linea (pklv|nk) (5.22)
2linee > klvlp1a) (W = &, — €,) " (praa [v]nk) (5.23)
r'q’
3linee > (pkllpra)(W = ep, — €q,) " (D101 vlp2ge) (W = €, — €4,) " (p2ga|v|nk) (5.24)
P191p2q2
nlinee
h
h k n
- T
A=o—— A2 S
g @ VST N 2 Sl Ve R 74
e A _4 2
P
t P

Figura 5.5: Inserimento di interazioni nella linea di particella.
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Possiamo costruire un operatore G che opera inserendo tutte le linee di interazione tra gli stati (pk| e
|nk). A questo scopo definiamo un operatore tale che

QlaB)y = |aB) (se €q, €5 > €p) (5.25)
Qlaf) = 0 (see€qn, €5 <e€r) (5.26)
€ un operatore
Elpg) = (W —ep — €)lpg) (5.27)
Quindi
(pk|GInk) = (pk[v|nk)
+ Z<pk|v|p1q1>(w —€py — €Q1)_1<pIQI|v|nk>
P1q1
+ Y (Dkulpag)(W — 6, — €g,) " (p202[vlp1an)(W — €5, — €g,) ™ (pran|v|mk)
P191pP292
+
= (pklv+ v%v + v%v%v + - |nk)
= (pklv+ vggln@ (5.28)
Dal punto di vista operatoriale abbiamo un’equazione integrale, detta di Bethe-Goldstone
G=v+ v%g (5.29)

L’idea & quella di utilizzare nello sviluppo di Goldstone (5.1) l'interazione G al posto di V. A questo scopo
bisogna evitare la possibilita di doppio conteggio. Ad esempio nel diagramma di figura 5.6 le due linee
superiori rappresentano un un doppio conteggio.

Figura 5.6: Diagramma che presenta un doppio conteggio.

5.3 L’equazione di Bethe-Goldstone
Otteniamo 'equazione di Bethe-Goldstone partendo dalla definizione (5.2). Utilizziamo le seguenti

definizioni

H|Wy) (Ho + H1)|V,,) = E,|V,) (5.31)
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Dato che gli autostati della (5.30) formano una base completa, si puo, a meno di una normalizzazione

globale, sviluppare la |¥() su questa base

|Wo) = [Po) + Z an|Pn)
n#0

La (5.31) per lo stato fondamentale puo essere riscritta come

(Ho + Hi) | |P0) + Y anl@n) | = Eo [ |D0) + Y an|®y)
n#0 n#0

(Ho— Eo) | 1®0) + Y _an|®,) | + Hi|¥o) =0
n#0
Moltiplicando a sinistra per (®| e considerando lortogonalita delle |®,,), abbiamo
(@ol(Ho — Eo) (|190) + D anl®n)) + (@o|Hy o) =0

n#0
Eo — Eg + (®o|Hy|Ug) =0

Moltiplicando per (®,| la (5.34), con n > 0, si ha
(@] (Ho = Eo)(|90) + > aw|®u)) + (®nl H1|¥o) = 0
n’#0

e, dato che (@, |®,) = 6y
(En - EO)an + <(I)n|H1|\I/O> =0

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Utilizzando 'espressione degli a,, estratta dall’equazione precedente, ed inserendola nella (5.32) otteniamo

|To) = [Po) +Z ———= [P )(Pn|H1[ Vo)
n;éO n

1
= |®o) + QmH1|‘I’O>

dove ho definito () come
n#0
Moltiplicando a sinistra per H;

H\ Vo) = Hi|®o) + H; Hy[Wo)

Qe
Ey — Ho
e considerando la definizione (5.2) dell’operatore G, Hy|¥o) = G|Pg)

Q

dg) = H{|D H
G|®o) 1|@o) + "Fo— Hy

610} = (#:+ 26 o)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

che ¢ 'equazione di Bethe-Goldstone (5.29) ottenuta inserendo infiniti termini a scala dell’interazione

nella linea di particella.
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5.4 Il confronto con I’equazione di Lipmann-Schwinger

Consideriamo due particelle che diffondono nel vuoto. Il comportamento asintotico della funzione d’onda
del moto relativo puo essere espresso come

) ek:ar
Tim g, (r) = ™7 + fi, () (5.42)
La sezione d’urto ¢ legata all’ampiezza di transizione dalla relazione
do 2
= — Q 5.43
= (@) (5.43)
per un’hamiltoniana H =T + V si ha che [Mes61]
2mh?
<¢b|v|wa> = - m fa(Q) (5'44)
dove abbiamo semplificato la scrittura indicando a = k, e analogamente per b. L’equazione (5.44)

non descrive un elemento di matrice perché gli stati del valore di aspettazione non sono autostati della
stessa hamiltoniana. Con ¢ abbiamo indicato la funzione d’onda dell’hamiltoniana libera e con 1 quella
dell’hamiltoniana totale.
Definiamo le funzioni di Green come risolventi dell’hamiltoniana libera e interagente. Per la funzione
di Green libera abbiamo che )
2%1 (V2 + k] GO(r,r) =6(r — 1) (5.45)

m 6ik|r7r'|

Grr)=——5—r
(r,x') orh? |r — 1|

(5.46)
dove 'energia della particella libera e
hk?

E= 4
Sy (5.47)

La soluzione dell’equazione di Schrodinger con potenziale e

Y(r) = e*T 4 /d3r’ GO(r, v )V (r')ap(r) (5.48)
infatti inserendola nell’equazione
52
o V24 R o) = V(r)g(r) (5-49)
abbiamo
hz 3 / h2 ! ! /
Im (V2 + k2] etr + /d3r 3 (V2 + k%] GO(r, v )V (r')y(r')
h? ;
= 5= [—k% + 2] e + /d?’r’ S(r — ")V (' )y(r')
= 04 V(r)y¥(r)

Definiamo un operatore 7 tale che

(96| T10a) = (D0 V]tha) (5.50)
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In termini operatoriali abbiamo che la (5.45) puo essere riscritta come

(E—-Hy)G°=1; G°=(F— Hy)™* (5.51)
e la (5.48)
1
Va) = |¢a) + GOV [1ha) = [da) + mW%) (5.52)

dove & stato inserito il termine in per evitare divergenze. Moltiplicando a sinistra per V e considerando
la definizione di T (5.50)

1
Via) = Vlga) + va|¢a>
Tlga) = (V + VEHOJFZ.”T) |¢a) (5.53)

che & 'equazione di Lipmann-Schwinger.

L’analogia con I’equazione di Bethe-Goldstone (5.41) & evidente. Anche I’equazione di Bethe-Goldstone
descrive l'interazione tra due particelle che diffondono, ma nel mezzo. La differenza piu notevole & legata
alla presenza dell’'operatore ) che considera il principio di esclusione di Pauli. Nel mezzo sono permesse
solo le interazioni che popolano stati al di sopra il livello di Fermi, mentre nel vuoto tutti gli stati finali
sono disponibili.

La seconda differenza ¢ legata al denominatore di energia. Nell’equazione di Lipmann-Schwinger il
denominatore ¢ composto dalle energia cinetiche delle particelle che collidono, e la presenza del termine
immaginario & necessario perché esiste la possibilita che il denominatore si annulli. Nella Bethe-Goldstone
il denominatore non si annulla mai, perché non ci sono diagrammi non connessi. Inoltre, le energie di
singola particella, non sono le energie cinetiche, ma contengono anche il termine di energia potenziale
che le tiene legate al sistema. In aggiunta, esiste anche il termine W, definito dall’equazione (5.21) che
inserisce una dipendenza del denominatore di energia anche dalle energie di singola particella dei termini
del diagramma che non sono coinvolti direttamente dall’interazione delle due particelle considerate.

5.5 Applicazione alla materia nucleare

Le difficolta di calcolo legate alle peculiarita di ogni nucleo hanno spinto ad applicare ’equazione di
Bethe-Goldstone ad un sistema fittizio detto materia nucleare. Si tratta di un sistema infinito di nucleoni,
quindi con invarianza traslazionale, nel quale 'interazione di Coulomb viene spenta. Nel caso specifico ci
limiteremo a considerare materia nucleare simmetrica che ha un egual numero di protoni e di neutroni.
Per l'invarianza traslazionale, la base di funzione d’onda di singola particella & quella delle onde piane
ognuna di queste caratterizzata dal numero d’onda k = p/hc, dove p & 'impulso della particella.

Le evidenze empiriche provenienti dalla diffusione elastica di elettroni da nuclei indicano che le distri-
buzioni di carica nel centro dei nuclei hanno valori simili per i diversi nuclei su tutta la tavola periodica.
Semplificando la situazione, consideriamo il nucleo come una sfera a densita costante di raggio R. Quindi
la densita costante si ottiene dividendo il numero di nucleoni per il volume della sfera:

A4 A 3
_%ﬂ'R?’

= = =0.17+0.02 fm 3 5.54
%71'7’814 47?7’8 m ( )

p
Nell’equazione precedente abbiamo utilizzato la relazione empirica R = rgA3 con rg=1.12 fm.

Per quanto riguarda il valore dell’energia di legame, consideriamo la formula semi-empica della massa
e analizziamone il comportamento facendo tendere all’infinito sia il volume sia il numero di nucleoni.
Ovviamente la quantita per nucleone deve rimanere finita perché possa avere significato fisico.
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L’energia di legame di un nucleo espressa dalla formula semi-empirica della massa e:

2 2
B(A,Z) = ayA + a,Ab 4 a,2r 4 o N=2" 5(A) (5.55)
A3z A

Come accennato nell’introduzione, nel sistema considerato abbiamo lo stesso numero di protoni e
neutroni. Questa ipotesi che cancella il termine di asimmetria € introdotta per semplificare la trattazione,
ma non e necessaria per assicurare la stabilita del sistema. Infatti ci sono studi su materia nucleare
assimmetrica, con differente numero di protoni e neutroni, e addirittura studi su materia neutronica. Le
stelle di neutroni, che si suppone siano le pulsar, sono al momento i sistemi fisici esistenti in natura piu
simili alla materia nucleare.

Ben piu rilevante l’altra approssimazione menzionata nell’introduzione: l’interazione Coulombiana
viene spenta. Questa ipotesi ¢ necessaria per la stabilitda del sistema infinito dato che l’interazione
coulombiana e a lungo raggio e porterebbe quindi ad una repulsione infinita nel limite per numero di
particelle infinito. Utilizzando queste ipotesi, 'epressione dell’energia di legame per nucleone e:

B(A, Z) 5(A)
A A

e nel limite per A tendente all’infinito sopravvive solo il termine a, = 16.0 MeV.

Una corretta descrizione della materia nucleare deve prevedere un’equazione di stato che leghi ’energia
di legame per nucleone con la densita del sistema. Il minimo di questa funzione deve cadere nella regione
emipirica in cui per p = 0.17 4+ 0.02 , fm =3 si ha B(A, Z)/A = 16.0 + 1.0 MeV.

Dato che il sistema & infinito, esiste invarianza traslazionale. Questo significa che la densita di pro-
babilita di trovare una particella deve essere costante in ogni punto del sistema. Le funzioni d’onda di
singola particella che godono di questa proprieta sono le onde piane:

=a, +as AT + (5.56)

1 .
@a(r) = Q e'ka "Xsa Xta (5.57)

1
2

dove € indica il volume, ed i sottoindici s e ¢ indicano la terza componente dello spin e dell’isospin della
particella e y e il tradizionale spinore di Pauli normalizzato come

Xsz’ = 5573/ (558)

Data ’espressione precedente delle funzioni d’onda di singola particella, ogni prodotto scalare deve
essere moltiplicato per un fattore /(2m)3, infatti:

| T Q (27)36(k, — kp)
3 ik T ikyr
/d 02 Qae (2m)3 Q (5.59)

Q
< ¢a|¢b >= (27T)3
Il fattore moltiplicativo necessario per la corretta normalizzazione dei prodotti scalari, & lo stesso anche
quando il prodotto scalare viene fatto nello spazio complementare degli implusi.

Se il modulo quadro della funzione d’onda di singola particella da la probablita di trovare la particella
in un punto dello spazio, per un sistema di particelle non interagenti, la densita totale del sistema, ovvero
la probabilita di trovare una particella qualsiasi in un certo punto dello spazio, ¢ data dalla somma delle
probabilita prodotta da ogni particella:

A
p(r) = 3 |6a(r)? (5.60)

In questa equazione la somma & limitata al numero A di nucleoni. Successivamente faremo tendere
all’infinito questo numero.
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Il sistema in oggetto € composto da fermioni che obbediscono al principio di esclusione di Pauli. Dato
che cio che distingue le singole particelle & il loro impulso k, lo stato fondamentale del sistema sara
configurato in modo che tutti gli stati con 0 < |k| < |k|F siano occupati e tutti gli altri siano vuoti. 11
massimo valore dell'impulso, |k|r & detto impulso di Fermi, e Penergia associata & detta energia di Fermi.
L’espressione della densita del sistema diventa:

kr
o) =3 ¢a(r)|2(22)3/0 Phy e PRI

aSk‘F
O 4 [k 4 ke 167 k3 2
= — 3k, = 4 k2dk, = — £ = _~_}3 5.61
213 Q /0 PER /0 a 873 3 32 F (5.61)

Questo risultato mostra come la densita del sistema sia indipendente da r. Questo era comunque atteso

visto che la densita di ogni singola particella lo e. Piu rilevante il fatto che sia indipendente dal numero di

nucleoni. Inoltre dipende dal momento di Fermi. Utilizzando il valore empirico della densita si trova che

il valore del momento di Fermi ¢ kr = 1.36 fm~! = 250 MeV /c. L’energia cinetica associata al momento

di Fermi e:

52

€r = —k‘F = 38.35 MeV (5.62)

Un calcolo analogo puo essere fatto per ottenere I’energia cinetica del sistema. Il valore d’aspettazione
dell’energia cinetica di una particella ¢ dato da:

2

—h
< ¢a|%v2|¢é >_

7zk T FLQ 1 ik_s-r + —+ h2 2
% mk Ql e Z Xsg Xsqr Xtg Xty = 4%ka

Sasta

L’energia cinetica del sistema e:

2 Q b 3 n’ 2
T = <¢a| V\¢a>—74/ dk—k
> e
Q0 I Q K21
= 4(47) — k2dk k% = 167 k 5.63
(2m)3 (W)zm , a®ela = BT B (5.63)

Dalla relazione (5.61) si ottiene un’espressione per k3% che inserita nella precedente equazione da:

2 2 2
=0 (3 0) K= Fwg = ag
da cui T3
1= 56F (5.64)
Definiamo le coordinate relative per due particelle p e g che interagiscono
R = = (rp +ry) ;3 r=r,—r, (5.65)
Kpo=ky+ks 5 kyg=ky—kq (5.66)

La funzione d’onda imperturbata delle due particelle ¢ data da
1 ik, r, Jikgrg 1 Ky R ikpg T 1 iKpqg'R
Dpy(rp, 1) = Qf e =0f e = 0f Ppq(r) (5.67)

dove ho trascurato i termini di spin e isospin.
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Gli operatori @ e £ definiti precedentemente agiscono su questa funzione d’onda.

QlPpqg) = |Ppq) (5.68)
se sia |k,| che |k,| sono maggiori di kg, e zero altrimenti, e
E|Ppq) = [W — e(ky) — e(kq)] [Ppg) = e(kp, kq)|Ppg) (5.69)

Consideriamo la funzione d’onda delle due particelle che interagiscono
1 .k .
Wpq(rp,Tq) = o Kra By (r) (5.70)

Data la definizione di (5.2) posso scrivere

(|G| Prs) = /dgrp d3rq Dy (rp, 1g)V ()W (rp, Tg)

1 Koo
= s o = Kor) [ eV () = (G167 (571)
La parte relativa alla coordinata del centro di massa del sistema puo essere fattorizzata, quindi,
considerando la (5.38), otteniamo

Unalt) = Gpa(0) + [ &1 K )V (7)) (5.72)

La procedura per risolvere queste equazioni ¢ composta dai seguenti passi.
1. Scelta di U per fissare le energie di singola particella del denominatore.
2. Soluzione numerica della (5.73).

3. Inserimento del kernel (5.73) nella (5.72).

4

. Inserimento della (5.72) nell’elemento di matrice (5.71).

5.6 Considerazioni finali

1. Nella diffusione nel vuoto il denominatore dell’equazione di Lipmann-Schwinger (5.53) ha una parte
immaginaria. Questo implica che asintoticamente esista uno sfasamento tra funzione d’onda diffusa
e libera. Nella Bethe-Goldstone (5.41) non c’¢ questo termine immaginario, questo implica che non
c’e sfasamento asintotico tra le funzioni d’onda relative di due particelle che interagiscono 1, e
quelle di particelle non interagenti ¢,,. La differenza tra queste due funzioni d’onda e presente
a distanze relative piccole, dove il potenziale ha un ruolo molto importante, essenzialmente nella
regione del core fortemente repulsivo.

2. Il parametro essenziale dello sviluppo di Goldstone non ¢ il numero di linee di interazione, ma il
numero di linee buco. Diagrammi che differiscono per una linea di interazione generano contributi
dello stesso ordine di grandezza. Al contrario diagrammi con una linea di buco addizionale generano
contributi un ordine di grandezza inferiore rispetto a quelli dei diagrammi con una linea di buco in
meno. Lo sviluppo in linee di buco ¢ essenzialmente uno sviluppo in potenze della densita. Nella
fisica dei molticorpi si parla di densita relativa, ovvero numero di particelle, puntiformi, presenti
nel volume definito dal raggio del core fortemente repulsivo.
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. In linea di principio 'interazione G dovrebbe essere indipendente dalla scelta del potenziale U. In

realtd questo avviene solo parzialmente se tronchiamo lo sviluppo di Goldstone (5.1). La conver-
genza dello sviluppo anche utilizzando l'interazione G, calcolata usando H; = V & molto lenta.
L’implementazione della parte perturbativa con un termine ad un corpo H; = V — U contribuisce
a velocizzare la convergenza. La scelta autoconsistente di U &

U= Z<¢a|g(W)|¢a> (5.74)

La scelta normale € quella di limitare la somma a stati sotto la superficie di Fermi. In questa scelta
c¢’e quindi una discontinuita nelle energie di singola particella. Quelle sotto la superficie di Fermi
sono energie che contengono anche il temine potenziale, mentre quelle sopra sono soltanto energie
cinetiche. Questa scelta, relativamente semplice, non garantisce consistenza dei risultati, nel senso
che risultano essere estremamente dipendenti dalla scelta di U. Quando si utilizza la scelta continua,
che consiste nel considerare la somma in (5.74) su tutto lo spazio, si ha una maggiore consistenza
del calcolo, ovvero il risultato ¢ praticamente indipendente dalla scelta di U.
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Capitolo 6

Applicazioni del principio
variazionale

6.1 Introduzione

Il principio variazionale ¢ uno dei metodi piu usati per risolvere ’equazione di Schrodinger in maniera
approssimata. Si basa sul fatto che la funzione d’onda che minimizza l'energia del sistema e autostato
dell’hamiltoniana che descrive il sistema. Questo & vero se la ricerca del minimo viene effettuata in
tutto lo spazio di Hilbert. In realta il problema viene semplificato cercando la funzione che minimizza
I’energia in un sottospazio dello spazio di Hilbert. In questo modo si ottiene un limite superiore al valore
dell’energia che si otterrebbe risolvendo il problema senza approssimazioni, ovvero considerando l'intero
spazio di Hilbert.

Nel primo paragrafo di questo capitolo presento queste caratteristiche del principio variazionale. Gli
altri paragrafi sono dedicati alla descrizione dell’applicazione piu comune di questo principio, quella che
porta alle equazioni di Hartree-Fock.

6.2 Principio variazionale

Consideriamo un sistema composto da molti fermioni descritto dall’hamiltoniana H. L’equazione di

Schrodinger corrispondente e
HIW) = B|W) | (6.1)

dove |U) & l'autostato che descrive il sistema. Qui considererd esclusivamente lo stato fondamentale.
Voglio dimostrare che, considerando I’energia del sistema come un funzionale di ¥, la ricerca del minimo,

ovvero la soluzione di | H )
JEV]=0——-+-=0, 6.2

corrisponde alla soluzione dell’equazione di Schrodinger (6.1).
Riscriviamo la definizione dell’energia definita in (6.2) come

E[Y] (VW) = (V|H|¥) , (6.3)
e facciamo la variazione
SE[P(|W) + E[V]s(¥|W))=0((VIH|T¥))

55
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SE[V(W]W) 6 ((W[H[P)) — E[W]5 ((¥|¥))
1

SENU] = @mQBUWHWﬂ—EWMKW%H=O~

Questo termine & nullo se la parte tra parentesi quadre ¢ nulla
6 ((WH|¥)) — E[W]6 ((W[¥)) =0, (6.4)

e poiché FE ¢ un numero

(0U|H — E|V) + (V|H — E|US) =0 . (6.5)

Dato che ¥ ¢ un funzione complessa la variazione di (¥| ¢ indipendente da quella di |¥). Questo perché
la parte la parte reale e quella immaginaria di |¥) variano in maniera indipendente. Questo si pud vedere
sostituendo nella (6.5) [id®) a |§T).

—i(0W|H — E|U) 4+ i(¥|H — E|Vd) =i[-(0V|H — E|V) + (V|H — E|¥))] =0 . (6.6)
Poiché le equazioni (6.5) e (6.6) devono essere verificate contemporaneamente si ha che
(0OV|H—E|¥)=0 e (¥|H—-E|0V)=0. (6.7)

Dato che |§¥) & arbitrario deve essere
[H—-E|¥)=0, (6.8)

che corrisponde all’equazione di Schrodinger (6.1).

Consideriamo una funzione d’onda di prova |®)
o0
|B) = > Dn[T,) (6.9)
n=0
espressa come combinazione lineare degli autostati di H

dove D,, sono numeri complessi.
Il funzionale dell’energia puo essere espresso come

(Y, | Dy HDy |V ,)

<(I)|H|(I>> ~ nn/

> DuDn(Vw|H Vo) N DEDuEubun > IDul*Eo
n’ > n

Questa diseguaglianza mostra come I’energia ottenuta cercando il minimo del funzionale in un sottospazio
di funzioni d’onda di prova possa fornire al massimo un valore maggiore del corretto valore dell’energia
del sistema previsto dall’hamiltoniana H.

_ nn/

= . (6.11)

Z D:L’Dn<‘11n’ |\Iln>

n,n’
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6.3 Hartree-Fock

6.3.1 Hamiltoniana Hartee-Fock

In questo paragrafo presentero un’espressione dell’operatore hamiltoniano utile per il suo uso nella teoria
Hartree-Fock. Consideriamo ’espressione dell’operatore hamiltoniano nella rappresentazione dei numeri
di occupazione Eq. (2.56).

1
H = E Tyy/ajal,/ + 5 E Vuu’uu’aja:aulav'

vy’ v’ pp!

1 _
= ZTyy/ajal,/JrZ Z Vyuyflt/aja;aula,,/ . (6.12)

v pp!

Nell’espressione precedente T indica I'operatore dell’energia cinetica e V' l'interazione tra due particelle.
Sono assenti interazioni a tre o a molticorpi. L’interazione antisimmetrica ¢ definita come

Vi = wplVI[V'e') = (vul V') (6.13)

Dalla definizione di contrazione (vedi sezione 3.3) si ha che

T ay =08, ; al,aj,:() sayay =0 ; afal,=0. (6.14)

v v’

a

Considerando la definizione di prodotto normale ordinato N otteniamo

—
at a, = Nla} a,]+a}ta, | (6.15)
e, per il teorema di Wick,
afaf apa, = Nlafal aa,]
—
+ Nla}ayla, a), + Nla} aylay, a;,
I —
— Nla}a,]a, a:[, — Nla}aula, al,
[ T (e T
+ aiapayal, —afaga,al, . (6.16)

Inseriamo l'ultima espressione nell’equazione (6.12)

1 —
H = Z T,,V/ajayx + 1 Z VV,U,V',U,/ {N[aia: aﬂ/ ay/]
127%4 pp’'vv!
+  Nla) au]u00i + Nl au)6 05 — Na au]6,,060 — Nlas )60
+ 51/1/’ 6Vi6/,1,u’ 6;},]‘ - 6VM’6Vi5MV/6/,Lj } (617)

dove ho gia considerato il fatto che il valore di aspettazione della contrazione su un determinante di Slater
e diverso da zero solo se lo stato di singola particella e sotto la superficie di Fermi, cioé uno stato di tipo
buco. Ho usato la convenzione di indicare con i sottoindici 4, j, k,l stati buco, e con m,n,p,q,r stati
particella, cioe al di sopra della superficie di Fermi.
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Considerando le restrizioni imposte dagli indici di Kronecker otteniamo:

1 —
H = ZTV,,/a;"al,/ + 1 Z Vo Nla) ;au/ ay]
v’ pp'vv’
1 — 1 —
+ Z Z VHiH/iN[a:aH/] + Z Z Viyiy/N[a;‘—a/y/]
np'i vv'i
1o . 1 N
= 32 ViwnNlegav] = 1 3 Viiw Nlafay]
uv'i vp'i
1 — 1 —
+ Z Z Vijij — Z Z Vijji . (6'18)

La definizione (6.13) dell’interazione antisimmetrica implica le seguenti simmetrie

VVI“’/:U'/ = _V,u,l/l/’;t’ = V;LV;L’V’ = _VV;L/_L’V’ s (619)

quindi

1
ZTwzajal/ + 1 Z Vo wNla) ;au/ ay]

l/l// ’LL/.L,VV/
— 1 —
+ Z VyiviNla) an] + 3 Z Vijij - (6.20)
vv'i ij

Consideriamo il prodotto normale ordinato di due operatori, e riscriviamolo secondo la definizione di

contrazione

Nlaf ay] = af ay —af ayr (6.21)

quindi il penultimo termine della (6.20) diventa

Z Vuw &) (Z av/ Z Vuw za Qyr — Z V’L]l] ’ (622)

l/l/l VI/’L

e loperatore hamiltoniano puo essere scritto come

H = Z (Tyu’ + Zvyiu z) a,, Gy
+
n

Z Vuuu MIN[a,'fa a#/ Qyr ] — 5 ZVZ»M . (623)

uu vy’ ij

L’operatore hamiltoniano ¢ composto da un termine ad un corpo, quello proporzionale a a}a,  piu altri
termini. B interessante notare che anche parte dell’interazione V contribuisce al termine ad un corpo.
Dato che non abbiamo fatto alcuna ipotesi sulla struttura della base di funzioni d’onda di singola particella
che compongono il determinante di Slater sul quale operano gli operatori di creazione e di distruzione,
possiamo usare la base di funzioni d’onda di singola particella che diagonalizza il termine ad un corpo
della (??), ovvero

hw/ - Tm// + Zvuiu’i 5 (624)

quindi
(v|hlv) =€, . (6.25)
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In questa base, 'operatore hamiltoniano puo essere scritto come

1 — 1 _
H = Z eya:ray - 5 Z Vz'jij + Z Z VVIW/H/N[G,;F(I; Qy al,/] = Hy+ Vies , (6.26)
v ij

pp'vv!

dove ho definito con Hj il termine ad un corpo, e con V., detta interazione residua, il termine rimanente.
Il valore di aspettazione dell’operatore (6.26) sullo stato fondamentale del determinante di Slater
costruito con gli autostati di h &

(Po| H|Po) = (Po|Ho|Po) + (Po|Vies|Po)
1 _
Z e, (Pola,} a, |®o) — 3 Z Vijij (Po|Po)

v ij

1 —
—+ Z Z Vvuwjzﬂ/<(I>0|]V[(2'J;LCL'LJLr CLH/ au/]|<I>0>

pp'vr!
ZQ‘ - %Zvijij = Ey . (6.27)
i ij

I risultati importanti di questo paragrafo possono essere cosi riassunti.

e L’espressione (6.26) dell’hamiltoniano ¢ solo una riscrittura dell’espressione (6.12) dove viene uti-
lizzato il prodotto normale ordinato. Non c’¢ alcuna differenza nel contenuto fisico delle due
espressioni.

e Il calcolo del valore di aspettazione dell’operatore hamiltoniano calcolato per lo stato fondamentale
descritto in termini di determinante di Slater trascura una parte dell’hamiltoniana. Quando si
descrive un sistema a molticorpi in termini di determinante di Slater, ovvero quando si usa un
modello a particelle indipendenti, il contributo del termine dell’hamiltoniano legato al prodotto
normale ordinato &, per definizione, nullo. Questa e la grande semplificazione intrinseca ai modelli
a particelle indipendenti. Il termine che si trascura ¢ quello che viene definito come interazione
residua. La parte dell’operatore ad un corpo Hy e responsabile del modello a particelle indipendenti.
Fenomeni che vanno oltre questa descrizione sono dovuti alla presenza dell’interazione residua Vies,
e sono genericamente definiti come correlazioni a Iungo raggio per distinguerli dagli effetti legati al
core fortemente repulsivo dell’interazione, indicati come correlazioni a corto raggio.

e L’energia totale del sistema a molti corpi nell’ambito di un modello a campo medio puo essere
calcolata solo conoscendo l'interazione a due corpi V. L’espressione (6.27) indica che lenergia
totale non & semplicemente la somma delle energie degli stati di singola particella.

6.3.2 Equazioni di Hartree-Fock

11 calcolo dell’energia del sistema ¢ effettuato utilizzando l'espressione (6.27). Nella teoria Hartree-Fock
si cerca il determinate di Slater che minimizza questo valore. Si tratta quindi di ricercare il minimo di
Ejy nel sottospazio di Hilbert formato da tutti i possibili determinami di Slater. Il principio variazionale
viene applicato scegliendo 'insieme di funzioni d’onda di singola particella che formano il determinante
di Slater. Per poter formare il determinante & necessario che le funzioni d’onda di singola particella siano
ortonormalizzate. Questa ¢ una condizione esterna che deve essere imposta. Il problema consiste quindi
nella ricerca di minimo vincolato che trattiamo con la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange. Il principio
variazionale con la condizione di ortonormalizzazione € espresso come

§ E((I))—Z/\ij<i|j> =0, (6.28)
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ed utilizzando 'operatore hamiltoniano H

5(D|H|D) — ZA”(S ilj) =0 , (6.29)

dove |®) & il determinante di Slater & formato dalle funzioni d’onda |i) e ho indicato con A;; i moltiplicatori
di Lagrange. Usando l’espressione (6.23) dell’operatore hamiltoniano ottengo

I
> SGITI) + 5 D 18IV Iig) — (i |V i) Z&ﬁ iljy =0 . (6.30)

La variazione del prodotto delle due funzioni d’onda
Zd (ij] = Z [(dig] + (i07]] —QZ (0ig] (6.31)
ij

quindi
> 6TV + Y (56| V]ig) — (6i§ |V |ji)] Z)\,J Silj) =0 . (6.32)
ij

[

Dato che ogni variazione delle funzioni d’onda (di| & 1nd1pendente dall’altra, ogni termine della somma
su ¢ nell’espressione precedente deve essere nullo, quindi

(OKITIR) + > (ORI (V' 15) k) — (Ol GV k)] ZAM (Skl3) - (6.33)

Poiché |0k) ¢ diverso da zero, possiamo semplificare I’espressione precedente

T|k) +Z JIV Ik — (GIVIk)]5)] Zw. (6.34)

Supponiamo che il moltiplicatore di Lagrange A;; sia il valore di aspettazione di un’hamiltoniana h
Aej = (klhlj) - (6.35)

E possibile trovare una base di singola particella che diagonalizzi h utilizzando una trasformazione
unitaria.

(|Rlj) = exdr; - (6.36)
La trasformazione unitaria da una base all’altra ¢ data da

k) = Zskk"k/> Zs;gklsk’k =1. (6.37)
k/

kE’

I determinante di Slater nella nuova base ¢ data da
|®) = det(S)|P) (6.38)

poiché S & unitaria si ha che |det(S)| = 1, il determinante nelle due basi & lo stesso a meno di una fase.
Questo significa che il funzionale E(®) ¢ invariate sotto la trasformazione di base e quindi anche la sua
variazione lo e.
Nella nuova base
hik) = TIk) + Y [GIVIDIR) = GIVIF)I] = exlk) - (6.39)
J
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Definisco il potenziale medio come
U) = S GIVI) =3 [ eV e (6.40)
J J

legato al termine detto di Hartree. La somma & effettuata su tutti gli stati al di sotto dell’energia di
Fermi. Quindi questo termine descrive l'interazione della particella k& con tutte le altre. L’altro termine
€ non locale ed e legato al termine di Fock - Dirac

Z<b (r,x);(x) (6.41)

Nello spazio delle configurazioni l’equazione (6.39) puo essere espressa come
2

e O1(5) + Uon(r) = [ €W (e )onlr!) = wonr) (6.42)
m N——

Hartree

hei(r) = —

Fock—Dirac

Trascurando il termine di Fock - Dirac si ottiene un’equazione differenziale tipo campo medio. Il termine
di Fock - Dirac, detto anche di scambio, modifica la pura equazione di campo medio inserendo 'effetto
del principio di esclusione di Pauli.

Le equazioni differenziali (6.42) sono risolte numericamente utilizzando una procedura iterativa. Si
parte da funzioni d’onda di prova |k)(;) costruite con metodi di campo medio, ad esempio oscillatore
armonico, Woods - Saxon, funzioni idrogenoidi. Con queste funzioni d’onda di prova si calcolano i
potenziali di Hartree (6.40) e di Fock-Dirac (6.41) che vengono inseriti nell’equazione differenziale (6.42).
La soluzione delle equazioni (6.42), risolte con metodi numerici standard, produce un nuovo insieme di
funzioni d’onda |k) ;41 con le quali & possibile calcolare nuovi potenziali U e W. Il processo continua fino
a convergenza. Normalmente il criterio di convergenza viene fissato considerando le modifiche dell’energia
totale del sistema (6.27).

Teorema di Koopman
11 significato fisico del moltiplicatore di Lagrange € € chiarito da quello che viene definito come Teorema
di Koopman. Consideriamo il determinante di Slater che descrive un sistema composto A — 1 particelle

a|®o(A))

2(4 1)) = RS

(6.43)

dove N (A) & una costante di normalizzazione.
La differenza tra le energie del sistema con A particelle, e quello con A — 1 particelle & data da

E(A) —E(A- 1) _ <¢'(A)|H|(I)(A)> <(I)(A - 1)‘H|‘I)(A — 1)>

(@(A)|@(A)) (®(A = 1)[(A-1))

_ 1 _
= Z i3 2 Vau|=| X2 oa—35 2. > Viy

[i=1,A i=1,4;5=1,a i=1,45i#k i=1,Asizk j=1,Asj#k
= € — 1 - vijij

- 2 | & Lo
z: VA i=1,A51#k ¥ 1j;i#k,j#£k
1—

= € — §kakk =€, (6.44)

dove Virrr = 0. Quindi €, fino a questo momento considerato moltiplicatore di Lagrange, ¢ la differenza
di energia tra sistemi che differiscono tra loro di un particella. Questa ¢ la definizione operativa dell’energia
di singola particella.
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6.3.3 Hartree-Fock nel gas di Fermi

Un’applicazione semplice della teoria di Hatree-Fock ¢ la descrizione di un sistema infinito ed omogeneo
di fermioni, quel sistema che nel paragrafo 1.3 abbiamo considerato e definito come gas di Fermi.
Riscrivo le equazioni Hartree-Fock nello spazio delle coordinate

_7V2 Z /d3 "|owr (2) PV (2, 1) Z /d37a/¢k/ (e, 7' )65 () i () (6.45)

k'<kp k'<kp

dove le somme sugli stati occupati sono indicate come somme sul numero d’onda il cui valore ¢ inferiore al
numero d’onda di Fermi, kr. L’invarianza traslazionale implica che V(r,r") = V(r —r’), poiché non esiste
un punto centrale a cui fare riferimento, o, meglio, perché il sistema & invariante qualunque sia il centro
delle coordinate scelto per la sua descrizione. Ovviamente le funzioni d’onda sono autostati dell’impulso
p = hk, le onde piane definite nell’equazione (1.40), e soddisfano I'equazione di Schrédinger di particella
libera

h2
—5 - V0k(r) = () . (6.46)

Vale la pena mettere in evidenza che il termine V(r — r’) indica l'interazione tra due fermioni che
compongono il sistema. Nel caso del gas di Fermi non c¢’e alcuna interazione tra le particelle che compon-
gono il sistema. Ogni particella si muove indipendentemente dalla presenza delle altre in un potenziale
uniforme e costante che si puo anche eliminare definendo lo zero dell’energia in maniera appropriata. La
teoria di Hartree-Fock propone ancora una soluzione approssimata del problema perché richiede che la
funzione d’onda totale che lo descrive sia un determinante di Slater, ma accende una interazione tra i
fermioni e, inoltre, considera il principio di esclusione di Pauli.

Definiamo la trasformata di Fourier dell'interazione tra i due fermioni come

v(k) = /d?’x V(x)ekx (6.47)

Considero il terzo termine della (6.45), il termine di Fock-Dirac, inserendo il termine di normalizza-
zione (1.48)
eﬂor’e—ikhr

1% 3 3¢ e i
(271_)3 /d ]f/@(kp — k)/d I'l VI/Q [e (& :IV(I'_I'/)WW

ikT
KO (ke — k /d3 0Oy ()

yi/2

zkr

KO (ke — kjo(k — K) 75 -

(6.48)

Dato che la densita del sistema ¢ definita come, (1.51),

=3 o) . (6.49)

k<kp

usando la (6.46) posso riscrivere 'equazione di Hartree-Fock (6.45) come

(0) +pv(0) —

(2717)3 /dsk/@(kF —k)o(k - k/)} or(r) = exdr(r) (6.50)

dove

v(0) = /d?’xv(x) (6.51)
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¢ detto integrale di volume dell’interazione.
La presenza dell’interazione modifica ’energia della particella libera

hk?
€ = 6](;)) +Z/{HF(k) = o +UHF(k) s (652)
dove )
Uy () = po(0) ~ /d?’k’@(kp K)ok —K) . (6.53)

6.4 Teoria del funzionale densita (DFT)

Il modello di Hartree-Fock viene ampiamente utilizzato nell’ambito della fisica atomica e nucleare. Tutta-
via ci sono due tipi di problemi legati al suo uso. Il primo problema ¢ di tipo formale ed emerge sopratutto
nell’ambito della fisica nucleare. L’interazione effettiva da utilizzare in calcoli Hatree-Fock deve contenere
termini dipendenti dalla densita del sistema. Quale parte dell’interazione nucleone-nucleone microscopica
sia simulata da questa dipendenza dalla densita ¢ ancora motivo di studio. Il fatto & che senza questi
termini i calcoli Hartee-Fock non riescono a riprodurre energie di legame e densita dei nuclei, mentre
laggiunta di questo termine permette di definire una interazione effettiva utilizzabile in tutta la tavola
periodica che produce risultati di alta qualita. Il principio variazionale sopra definito non é formalmente
valido se l'interazione dipende dalla densita.

Il secondo problema ¢ pragmatico e consiste nella difficolta di calcolare il termine di Fock-Dirac in
Eq.(6.42). Nuclei e atomi, anche se deformati, sono sistemi che si sviluppano attorno ad un punto che
puo essere convenientemente utilizzato come centro del sistema di riferimento. Anche in questi sistemi il
calcolo del termine di Fock-Dirac non ¢ banale, ma gestibile. Ben diversa ¢ la situazione della descrizione
di molecole complicate che non hanno un preciso centro di riferimento. In questi sistemi il calcolo del
termine di Fock-Dirac diventa proibitivo.

La teoria del funzionale della densita, Density Functional Theory (DFT), risolve entrambi i problemi.
La teoria si basa su un teorema formulato nella seconda meta degli anni 60 del secolo scorso. Su questa
base teorica si e costruita una serie di equazioni che assomigliano molto alle equazioni Hartree-Fock ma
con un termine di scambio e correlazione locale che sostituisce il termine di Fock-Dirac.

6.4.1 Teorema di Hoenberg-Kohn

11 punto di partenza della DFT & il teorema di Hohenberg-Kohn (HK) che assicura che lo stato fondamen-
tale di un sistema di molte particelle puo essere completamente caratterizzato dalla densita e da quantita
che le sono strettamente collegate. Consideriamo I'’hamiltoniana di un sistema di A fermioni a spin 1/2
espressa come

H=T+ Vo + W, (6.54)
dove

2

T=%" —ihZ% s Ve =Y vewli) W= %Zw(i,j) , (6.55)

i=1 i=1 ij

dove tutte le somme corrono su tutti gli A fermioni. Il termine di energia cinetica , T', e del potenziale
Vewt, detto esterno sono operatori ad un corpo, mentre il termine W di interazione tra i fermioni & un
potenziale a due corpi. Il termine di energia cinetica piu il termine di interazione W sono caratteristiche
del sistema di fermioni, mentre il termine V,,; dipende da situazioni esterne, e quindi puo, in principio
essere modificato. Ad esempio in un atomo V..; ¢ dovuto all’interazione degli elettroni con il nucleo,
e puo essere modificato se il numero di neutroni del nucleo cambia modificando cosi la distribuzione di
carica, a parita totale di carica. Se si considera un gas di elettroni generato da un sistema cristallino, il
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campo esterno puo essere modificato cambiando la posizione degli ioni del cristallo, oppure considerando
il sistema di cariche positive come una distribuzione uniforme con definita densita di carica, il jellium.
Nel caso del nucleo il campo esterno puo essere un campo medio nel quale sono immersi i vari nucleoni,
ad esempio un potenziale Woods-Saxon o Oscillatore Armonico.

Consideriamo l'insieme di tutte le Hamiltoniana della forma (6.55) che abbiamo stati fondamentali
non degeneri, ovvero l'insieme di tutti i potenziali esterni V,,; che generano uno stato fondamentale
|[¥o). Questo insieme di Hamiltoniane contengono non solo potenziali fisicamente accettabili, ma anche
un numero infinito di potenziali che hanno una valenza puramente matematica. In aggiunta, per ogni
Vet esiste un numero infinito di copie ovvie ottenute aggiungendo una costante. Queste copie generano
lo stesso stato fondamentale, quindi, dal punto di vista della fisica sono equivalenti. La presenza di stati
degeneri puo essere rimossa inserendo una piccola perturbazione che rimuove la simmetria del sistema.

"
%

Figura 6.1:

Il teorema afferma che
esiste una corrispondenza biunivoca tra potenziale esterno V., lo stato fondamentale |¥y) e la densita,

di numero,
N

po(r) = (Yol Y 3(r —1:)|Wo) (6.56)

i=1

Il teorema afferma che non & possibile che uno stesso potenziale generi piu di uno stato fondamentale,
e che uno stato fondamentale sia generato da piu di un potenziale esterno. In aggiunta, ogni stato
fondamentale genera una sola densita pg, e ogni densita non viene generata da piu di uno stato ¥.

) (2)

Questo e indicato schematicamente nella Fig. 6.1 dove si indica che \1182 € generato solo da v3, e pg

generata solo da \1182). L’osservazione importante del teorema ¢ che le due mappe sono iniettive, e quindi
uniche.
La prova del teorema implica due passi
(i) per ogni V., esiste solo un Wy,
(ii) non ¢’¢ alcun ¥y che ¢ simultaneamente stato fondamentale di due potenziali V., e V.

.+ che possono
differire per una costante al massimo.

(i) Visto che consideriamo un sistema non degenere, per definizione per ogni hamiltoniana esiste un
solo Wg.

(ii) La prova del secondo punto & fatta per assurdo. Ipotizziamo che lo stesso stato |¥y) sia autostato
di due hamiltoniane che differisco per piu di una costante.

H|Yo) = [TH+W + Veat]|¥o) = Eo|Wo)
H'[Wo) = [T+ W+ Vi]|Wo) = Eg|¥o) .
Sottraendo membro a membro otteniamo

[Vewt + Veze][Wo) = (Eo — Ep)| o)
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Dividendo per |¥() otteniamo
D et (rs) = vigy (r:)] = Eo — B

Teniamo fisse le A — 1 coordinate e facciamo cambiare una sola coordinata. L’equazione di sopra
porta una contraddizione poiché la parte sinistra viene modificata, mentre la parte destra rimane
costante. Questo dimostra che ogni V., a meno di una costante, definisce un’hamiltoniana con un
solo autostato che descrive lo stato fondamentale.

Anche la seconda parte dell’affermazione, ovvero che ogni densita po € generata da un solo stato
Vo, & dimostrata per assurdo. Ipotizziamo che la stessa densitd sia generata sia da Wy che da ¥j
autostati delle hamiltoniane H e H’ definite sopra. Per il principio variazionale di Rietz otteniamo
la diseguaglianza

Eo = (Wol H|Wo) < (Vo H|W) (6.57)

dove H & I’hamiltoniana di cui ¥y & autostato, e la diseguaglianza deriva dal fatto che non c’e
degenerazione nel sistema. Posso riscrivere la parte destra aggiungendo e sottraendo V.,

Eo < (Wo|[(T 4+ W + Vewr) + Viar — Vil [W0) = (Wo|[(T + W + Vige) + Vewr — Viar] | Wo)
== E(,) + <\I]€)|Vezt - ‘/e/:ct|\1/£)>

Il contributo del potenziale esterno ad un corpo puo essere scritto come
(WOI > vear (r:) | W5) = / d*rvese (0) (U] ) 8(r —x:)| W5) = / d*r vear (r) po(r)

quindi possiamo scrivere
B < Byt [ @) = vl ()

Tutto il ragionamento & stato fatto supponendo la (6.57), ma potrebbe essere ripetuto invertendo il
ruolo delle due hamiltoniane. Si otterrebbe quindi

E0+E(/)<E0+E(l)

che & un assurdo, per questa ragione ¢’¢ una mappatura univoca tra |¥o) e p.

Il teorema di Hoenberg-Kohn ha le seguenti implicazioni.

(a) Considerando insieme le due mappe, ¢’ una corrispondenza biunivoca tra il potenziale esterno Ve,
e lo stato fondamentale, non degenere, |¥() che risulta dalla soluzione dell’equazione di Schrodinger
e la densita dello stato fondamentale pg

Vet <= Vo) < p . (6.58)

Questo significa che le tre quantita sono legata da mappature biunivoche. Possiamo quindi consi-
derare gli stati come funzionali della densita |¥g[p])

(b) L’esistenza del funzionale |¥g[p]) implica I'affermazione che ogni osservabile sia un funzionale della
densita O[p]. In particolare questo ¢ vero per 'energia del sistema

Elp] = (¥[p]|H[¥[p]) Flp] + /dBr Veat (1) po(r) (6.59)
dove la parte universale, cioé indipendente dal potenziale esterno, & definita come

Flpl = (V[T + W[¥[p]) (6.60)
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(c¢) Esiste un principio di minimo per E. Se pg ¢ la densita dello stato fondamentale che corrisponde
ad uno specifico valore di V., allora per ogni p # pg si ha che

Ey = Elp] < Elpo] (6.61)

Questa e una conseguenza dell’unicita della relazione tra densita, autostato e potenziale esterno e
del principio variazionale di Ritz.

6.4.2 Equazioni di Khon e Sham

L’applicazione del teorema di Hoenberg-Khon e’ basata sull'idea di costruire la densita py dello stato
fondamentale del sistema di fermioni interagenti usando un fittizio sistema di fermioni non interagenti,
cambiando I’hamiltoniana del sistema. L’idea é rappresentata graficamente nella figura 6.2. La linea

Figura 6.2:

verde rappresenta la densita, ed € uguale nel sistema a sinistra, fermioni interagenti, e in quello a destra.
Nel sistema a sinistra il potenziale esterno ¢ Vgo molto diverso dal potenziale esterno Vig. Il primo
potenziale ¢ inserito nell’hamiltoniana contenente W, mentre il secondo ¢ utilizzato in una hamiltoniana
che non contiene W.

L’idea di descrivere un sistema di fermioni interagenti utilizzando un sistema effettivo di fermioni
non interagenti & analoga a quella utilizzata da Landau nella descrizione dei liquidi fermionici. In questo
secondo caso, pero, vengono modificate le proprieta dei singoli fermioni che acquisiscono masse e cariche
effettive. In questo caso, invece, viene modificata ’hamiltoniana di base cambiando i potenziali esterni
al sistema.

L’idea ¢ quella di descrivere la densita (6.56) come somma di funzioni d’onda ortonormalizzate di
singola particella

po(r) = p6S(r) = D |55 () (6.62)
1<€ep
dove KS indica Kohn-Sham. La densita (6.62) ¢ generata da un’hamiltoniana ad un corpo, il cui autostato
¢ un determinante di Slater |®XS).
Il funzionale dell’energia costruito in questo sistema viene comunemente espresso come

Elpo] = T™%[po] + Efi°[po] + E&:[po] + Exe [po] (6.63)

dove si ha il termine di energia cinetica

2\72
T ] = @710 = [ @ Y o) (-I5E ) oS) (6:60)

2m
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di Hartree

Egs[po} 22/ d3ri/ dSijo(ri)w(ri,rj)po(brj) (6.65)

di campo medio esterno

B o] = 3 [ drnlr)olSiiey) (6.66)

e il termine di scambio e correlazione EXS.
Applicando il principio variazionale come nel caso Hartree-Fock si ottiene un’equazione differenziale

analoga
h*V?
{ ©2m

+ /d3rjw(ri, r5)po(r;) + v (r) + vfff(ri)} $o(r) = €67 5(r) - (6.67)

Anche questa equazione differenziale viene risolta con metodologie iterative come 'equazione Hartee-Fock.
Questo risultato deve essere commentato.

e A differenza dell’equazione di Hartee-Fock nell’equazione (6.67) ci sono solo termini locali. Questo
rende piu semplice la soluzione numerica dell’equazione.

e Dal punto di vista operatoriale i termini di energia cinetica e di Hartree del funzionale di Khon-Sham
sono identici a quelli del sistema interagente. Questo non significa che dal punto di vista quantitativo
i valori dell’energia cinetica e del termine di Hartree sono differenti nei due sistemi. Infatti i valori
di aspettazione sono calcolati tra il determinante di Slater per il funzionale Khon-Sham e tra |¥g)
per il sistema interagente.

e Nel funzionale dell’energia di Khon-Sham (6.63) la parte che somma i termini di energia cinetica di
Hartree e del potenziale esterno danno un contributo molto piu grande del contributo del termine
si scambio e correlazione.

e Le equazioni di Khon-Sham (6.63) sono equivalenti alla minimizzazione dell’energia dello sta-
to fondamentale del sistema, nello stesso spirito delle equazioni Hartree-Fock. Questo per la
corrispondenza biunivoca tra densita e funzionale dell’energia.

e Il determinante di Slater |®¥S) non rappresenta I’esatto stato fondamentale |¥,). Tutto I'impianto
della DFT & basato sull’'uguaglianza delle densita (6.62). Le densita ad un corpo contengono in-
formazioni molto meno ricche di quelle contenute negli autostati. Discuterod in maggiore dettaglio
questo punto nel prossimo paragrafo.

e Il significato delle funzioni d’onda di singola particella ¢X5(r) non hanno un significato fisico de-
terminato ma sono da considerarsi uno strumento fisico per poter ottenere la densitéra. Anche gli
autovalori €; non sono energie di singola particella come vengono definite dal teorema di Koopman.

e Non ci sono prescrizioni per la definizione del termine di scambio e correlazione. Gran parte del
lavoro teorico nell’ambito della DFT ¢ legato alla costruzione di questo termine.

e La DFT ¢& un modello a particelle indipendenti

6.5 Densita e funzioni d’onda di singola particella

In questo paragrafo discutero delle definizioni di densita e di funzioni d’onda di singola particella vista la
loro importanza nella teoria di Hartree-Fock e della DFT.
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Voglio definire la densita nella forma pitu generale possibile, in modo che non dipenda da alcun modello.
Definiamo la matrice densita di un sistema a molticorpi come

A
p(ry,rh) = W/d%@ dPrs - dPrpgU* (ry,rg, -, 1 4)U(r), T, - T 4) (6.68)

dove ¥ indica la funzione d’onda che descrive il sistema. Per essere precisi, questa € la definizione della
matrice della densita ad un corpo, poiché nell’equazione (6.68) vengono integrate tutte le coordinate
tranne una. La matrice densita (6.68) & normalizzata al numero di particelle A, come si pud vedere
integrando sulle variabili r e r’ e inserendo d(r—r’). Le densita utilizzate nella DFT sono la parte diagonale
della matrice densith. E evidente che integrando su A-1 coordinate si perda molta dell’informazione
contenuta nella funzione d’onda ¥. Questo limite diventa evidente quando si descrivono osservabili che
sono sensibili non solo alla parte diagonale della matrice densita, come avviene nella DFT, ma anche ai
termini fuori dalla diagonale.

Nel modello a particelle indipendenti lo stato |¥) & un determinante di Slater |®) composto da
un insieme di funzioni d’onda ortonormali di singola particella |¢;). Inserendo nell’equazione (6.68)
il determinante di Slater si ottiene una matrice densita data da

PP (e, )) = ) 6 (r)di(r) (6.69)

’iSEF

Le funzioni d’onda di campo medio sono quelle generate in un modello a particelle indipendenti
che generano una densita del tipo (6.69).
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Figura 6.3: Confronto tra i numeri di occupazione del modello a particelle indipendenti, linee tratteggiate, e
orbite naturali, linee degli istogrammi calcolati con due differenti correlazioni. Il sistema studiato & il nucleo *®Ca.
La figura a sinistra indica il risultato per i protoni, e quella a destra per i neutroni.

Le orbite naturali sono definite come quelle funzioni d’onda di singola particella che diagonalizzano
la matrice densita (6.68) che puo essere descritta come

plr,rh) =Y cadd O ()oNO(r) (6.70)

[}

La differenza tra le espressioni (6.69) e (6.5 consiste nel fatto che nella seconda espressione la somma ¢
estesa fino all’infinito i coefficienti, reali, ¢, sono i termini diagonali della densita e indicano la percentuale
di occupazione della singola orbita naturale. Le due densita sono normalizzate in modo che

A= /d37’pIPM(r1,r’1)5(r —1r') = /dSTpNO(rl, r))o(r—r') = Z Cor - (6.71)

Questo permette di interpretare l'espressione (6.69) in analogia alla (6.5) nella quale i numeri di occupa-
zione valgono 1 per gli stati sotto la superficie di Fermi, e 0 in alternativa.
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Nella Fig. confronto i risultati del modello a particelle indipendenti con quello di un calcolo micro-
scopico eseguito con due diverse funzioni di correlazione. Il sistema studiato & il nucleo **Ca e la figura
a sinistra si riferisce ai protoni, mentre quella a destra ai neutroni.

Come si vede il modello a particelle indipendenti prevede occupazione completa degli stati al di sotto
della superficie di Fermi, mentre al di sopra ’occupazione ¢ nulla. I calcoli che includono le correlazioni
mostrano che le orbite naturali sono solo parzialmente occupate sotto la superficie di Fermi, nonostante
i numeri di occupazione siano vicino ad 1. Al di sopra della superficie di Fermi i numeri di occupazione
sono relativamente piccoli, ma non nulli.

Nella figura (6.4) confronto alcune funzioni d’onda del modello a particelle indipendenti

con le orbite naturali di neutroni nel 3Ca. Si puo osservare che
la grande somiglianza tra orbite naturali e funzioni d’onda di

singola particella. Il ruolo di effetti al do 1& del campo medio &

o consiste sopratutto nella modifica dei numeri di occupazione.
i ] Un altro tipo di funzioni d’onda che si riferiscono al fermio-
§ ne individuale sono le funzioni d’onda di quasi-particella
%e | definite come la sovrapposizione delle funzioni d’onda di sistemi

con A e A-1 particelle

0.0 20 40 60 80 100 VAW(A = 1)[8(r — r4)[(A)) -
03 = Ga-ua- py @y ¢
ﬁl\ o2 b £ Idyy Nella figura (6.5) mostro la differenza tra le distribuzioni di
& carica dei nuclei 2°6Pb e 29°T1. La struttura a strati di questi
o o1 b i due nuclei indica che la differenza tra le due distribuzioni di

"o carica ¢ dovuta all’assenza di un protone nello stato 3s1/2.

0.0 \ \ La linea identificata con IPM indica il modulo quadro di que-
0.0 2.0 40 6.0 80 10.0 sta funzione d’onda di singola particella nel modello a particelle
0.3 indipendenti. Si puo osservare che la forma della funzione d’on-
& da e molto simile a quella indicata dall’esperimento. D’altra
%02+ If7p A parte di vede che la curva IPM & molto piu grande. Per poter
§ descrivere correttamente la distribuzione di circa ¢ necessario
e olr ] inserire vari effetti che tengono conto del fatto che nel 2°°Pb i
< neutroni non riempiono completamente tutti i livelli, IPM*, del-

0.0 la vibrazioni superficiali collettive dei nuclei, LRC, e, infine, del

fatto che l'interazione tra due nucleoni ha un core fortemente
repulsivo, SRC. Tutti questi fenomeni non sono considerati nel
modello a particelle indipendenti e sono inclusi nella generica
Figura 6.4: Funzioni d’onda di singola categoria delle correlazioni.
particella, linee continue, e orbite naturali E evidente che nel modello a particelle indipendenti funzio-
per tre stati neutronici del **Ca. ni d’onda di particelle indipendenti, orbite naturali e funzioni
d’onda di quasi-particella coincidono. Le sottili differenze tra

questi tre tipi di funzioni d’onda emergono solo in casi molto particolari. Questo & cio che rende molto
utili i modelli a particelle indipendenti e la DFT. Nell’ambito di quest’ultima teoria posso affermare che
leffetto delle correlazioni ¢ visibile in osservabili che sono sensibili alla parte non diagonale della matrice
densita 6.68.

Un osservabile di questo tipo € la densita di momento, tradizionalmente indicata come n(k), e definita
come

0.0 2.0 4.0 6.0 80 10.0
r [fm]

n(k) = ﬁf \PT\P) / dPre™ =) p(r,r) . (6.73)

La densita di momento ¢, nello spazio dei momenti, analoga alla densita di numero, risponde alla domanda
di quale sia la probabilita di trovare nel sistema una particella con il valore del momento compreso tra k e
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Figura 6.5: Differenza tra distribuzioni di carica dei nuclei 2°°Pb e 205T1. IPM indica il risultato ottenuto
con funzioni d’onda di campo medio. Le altre linee sono ottenute considerando correlazioni di vario tipo,
a lungo e corto raggio, LRC e SRC rispettivamente.

k 4 dk. Nella figura 6.6 mostro le densita di momento per cinque nuclei sferici, e doppio magici. Le linee
continue sono state ottenute considerando un modello a particelle indipendenti, ovvero con una matrice
densita diagonale. Le altre linee sono ottenute nella teoria della funzione di base correlata (Correlated
Basis Function, CBF) che risolve ’equazione di Schrodinger considerando correlazioni tra i nucleoni.
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Figura 6.6: Distribuzioni di momento per
cinque nuclei sferici e doppio magici otte-
nute nel modello a particelle indipenden-
ti, IPM, e con una teoria che considera le
correlazioni tra le particelle.



Capitolo 7

Funzioni di Green

11 formalismo presentato nei capitoli precedenti era finalizzato ad ottenere 'equazione di Goldstone (4.7)
e alla sua applicazione al calcolo dell’energia dello stato fondamentale del sistema di fermioni interagenti.
In questa presentazione ho volutamente evitato di utilizzare quell’entita nota come funzione di Green.

In realta la funzione di Green e estremamente utile nella descrizione dei sistemi a molticorpi per il
calcolo di quantita osservabili anche diverse dall’energia. Il calcolo delle funzioni di Green implica aspetti
generali legati al problema a molticorpi, indipendentemente dallo specifico osservabile a cui si & interessati.

La funzione di Green non ¢ definita in maniera univoca, perché la sua definizione dipende dal numero
di operatori di campo considerati. In questo capitolo presentero prima la funzione di Green ad un corpo,
ne forniro 'interpretazione fisica, la utilizzero per calcolare osservabili, e presentero la relazione con la
funzione di Green definita come risolvente di equazioni differenziali. In seguito definiro la funzione di
Green a due corpi. Il capitolo termina presentando un sistema di equazioni che collega le funzioni di
Green a n corpi. La difficolta di risolvere questo sistema di equazioni accoppiate spinge a formulare una
tecnica alternativa per il calcolo delle funzioni di Green, tecnica basata sulla teoria perturbativa. Questo
sara il soggetto del capitolo successivo.

7.1 Funzioni di Green ad un corpo
L’operatore di campo fermionico in rappresentazione di Heisenberg & definito come

i (X,1) = € T, (x)e iR (7.1)
Nell’equazione precedente il subindice H indica Heisenberg, mentre, a destra del segno di uguaglianza,

il simbolo H rappresenta ’hamiltoniana totale del sistema. Con «a ho indicato tutti i numeri quantici,
diversi da posizione e tempo, che caratterizzano la particella, ad esempio spin, isospin, colore ecc.

La funzione di Green ad un corpo per un sistema di fermioni ¢ definita come

(Uo|T [wH,a(Xa t)wﬁﬁ(x’,t’)} |Wo)

iGap(x,t,x,t) =

(7.2)
Nell’equazione precedente |¥g) & lo stato fondamentale del sistema in rappresentazione di Heisenberg
H|Wo) = E|Ty) (73)

71
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e T indica I'operatore di ordinamento temporale

+ !’ ’
om0 s.00)] = { e e O )
Si possono legare le funzioni di Green ad un corpo alle seguenti quantita osservabili:
e valore di aspettazione di un operatore ad un corpo nello stato fondamentale del sistema,
e energia dello stato fondamentale,

e spettro di eccitazione del sistema per eccitazioni particella singola.

Per semplificare la scrittura d’ora in poi non scrivero esplicitamente i numeri quantici « e 3, intendendo
la loro somma ogni volta che indichero 'integrale sulle coordinate. Inoltre, sempre per semplificare la
scrittura, utilizzero le unita naturali h = c = 1.

Facendo l'ipotesi che I’hamiltoniana H sia indipendente dal tempo, possiamo scrivere la funzione di
Green (7.2) come

i E(t—t) (Tolgp(x)e =yt (x') W)

t>t
(Wo|Wo)
iG(x,t,x/,t') = (7.5)
e—iB(t—t) (Wo |yt (x)e = (x) W) t<t
(Wo|Wo)

Per calcolare il valore di aspettazione di un operatore ad un corpo nello stato fondamentale del sistema,
utilizziamo la definizione di operatore ad un corpo

0! = [ da v (0G) (76)
Possiamo scrivere il suo valore di aspettazione rispetto allo stato fondamentale come
(Wo|¢™ (x)O(x)(x)|Po) (Wo|y™ (%) (x)|Wo)
(oh /d3 2 /d% lim O( 7.7
<\I/0|\IIO x/ % () (To|Po) (1)

dove il limite x’ — x & stato utilizzato per far commutare O(x) con ¥ (x). Utilizzando la seconda delle
equazioni (7.5) ed indicando con ¢* un tempo maggiore di ¢ otteniamo

(O =—i lim [ d®z lim Ox)G(x,t,x,t1) (7.8)

t'=t+—t x—x/

Faccio un esempio con 'operatore densita. Il numero di particelle puo essere scritto in funzione della
densita come

N= [ Eautpvi = [ drit ) v (7.9)
Ny = —i t/_lgn . >z lim_ p(x)G(x,t,x,tT)

= —i lim >z hm G(x,t,x 1)
=ttt

T(x)(x
= —i/deG(x,t,xﬁ) = /d?’x <\P0|w<\1(/0|)\;/}5> )[¥o) (7.10)
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Nel caso di fermioni non interagenti, cio¢ |¥qy) = |®g), abbiamo

_ [ Rl ()0 (x)|Po)
N) —/d (By|0) (7.11)

Usando la rappresentazione degli operatori di campo in termini di operatori di creazione e di distruzione,
eq. (2.50) e (2.51), otteniamo

W) = /d%qu x)(®olat an|Po)

a,o’

- /d3 qu X) o (X M,_/d3 Z|¢>a (7.12)

a,a’=1

dove ho ipotizzato |®) normalizzato ad uno e l'ortonormalita delle funzioni di singola particella ¢4, e
ho indicato con e ’energia di Fermi. L’espressione finale sotto il segno di integrazione ¢ la tradizionale
densita di un sistema di particelle non interagenti.

Calcolo adesso ’energia dello stato fondamentale del sistema, mostrando che puo essere descritta in
termini della sola funzione di Green ad un corpo.
Utilizzero le seguenti espressioni dei commutatori di 3 operatori:

[A,BC] = ABC - BCA=ABC - BCA+ BAC — BAC (7.13)
[A,BC] = {A,B}C— B{A,C} (7.14)
[A,BC] = |[A,B]C - B[C,A] (7.15)
e anche
{A,BC} = {A,B}C — B[A, (] (7.16)

Consideriamo il commutatore dell’hamiltoniana

H = T+V:/d3:cw+(x) (V’Q‘>¢(x)

2m
v / @ dPy o ()BT (9)V (%, ¥) o (y) () (7.17)

con loperatore 1 (r). Calcoliamo il commutatore con il termine di energia cinetica

)71 = ot [ 0 (<32 ) vt (7.18)
—~— ——

Applico I'equazione (7.14)

[t w0y (~Sven) - [ oo (-2 i) o)
v 0

§(x—r)

_ / 2 5(x 1) <_;3;¢(X)>__V% (x) (7.19)

2m

[ (), T]
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Per il termine di interazione

wi. V=5 [ dody [wr),wx) vV yw(y)w(x)] (7.20)
—~ ——
A B C
Applico 'equazione (7.14)
[(r),V] = %/dsxf’y {4(r), " (%)} C —¥T(x) {@,W(y) V(x,y)w(y)w(X)}
§(r—x) A’ B’ c’

= %/d?’yw*(y)‘/(r»yw(y)w(r)
g [ dedy (ot ) {00,870} Vixy) wly)vix)

o(r—y) —p(x)¥(y)

+ *% / P dy (0 (%) T (¥)V(x,y) (), ¢(y)e(x)]
—_———

0
= %/d3y¢+(Y)V(I‘7Y)¢(YW(r)+ %/dgxw+(x)V(x, r)h(x) ) (r) (7.21)

dove ho utilizzato la (7.16) e le regole di (anti)commutazione di operatori di campo. Per la simmetria del
potenziale, V(x,y) = V(y, %), i due termini dell’ultima espressione sono uguali, quindi

[¢(r), V] = /dsx¢+(X)V(r7X)¢(X)¢(r) (7.22)
Unendo le (7.19) e (7.22) ottengo
Vi T
6 H] =~ 200 + [ @i GOV (w00 0) (7.23)

Uso questa equazione nell’equazione del moto per 'operatore di campo in rappresentazione di Hei-
senberg

i%?ﬁH(r,t) — [bu(r, t), H] = e [ib(x), H] e H!

2
= —Z;T/)H(I‘,t)+/d?’xq/;ﬁ(x,t)V(nx)q/)H(x,t)z/;H(r,t) (724)

Moltiplico a sinistra per l'operatore wg (r',t') e poi calcolo il valore di aspettazione sullo stato
fondamentale |¥y) e divido per la sua norma.

[igt - <_2Vni>} <‘1’o¢§(r<",1/t0’|);/):>(r,t)|\yo>

1

- e / P (ol (¢!, )05 (x, OV () (x, ) bus (x, £) | o) (7.25)

Considero il limite per r’ — r e ¢’ — t e, poi, integro su d°r,

r'—rt'—t ot 2m

/d3r lim lim [ia - < vZ)} [—iG(r, t, v/, t")] = 2(T,|V|T) (7.26)
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dove il termine 2 & legato alla definizione di V' data dalla (7.17). Con l'aiuto di questa equazione si pud
eliminare il termine di potenziale dal valore di aspettazione dell’energia.

Ey = (Wo[T|Wo) + (¥o|V|¥o)
_3. 3 é _ VE I
5 /d T thnr t1/1£n>t {Zat ( 2m>} G(r,t,x',t") (7.27)

Questa espressione indica come sia possibile descrivere ’energia dello stato fondamentale del sistema
interagente in termini di sola funzione di Green ad un corpo.

7.1.1 Sistema di fermioni non interagenti

In questo paragrafo otterro un’espressione della funzione di Green ad un corpo per un sistema infinito di
fermioni non interagenti. Questo risultato € la base per il calcolo perturbativo della funzione di Green
per il sistema interagente.

Nel caso non interagente abbiamo

H=Hy=)Y hq (7.28)

dove h, sono hamiltoniane di singola particella di cui le ¢, sono autostati. In questo caso, tut-
ti gli operatori in rappresentazione di Heisenberg corrispondono a quelli scritti in rappresentazione di
interazione

Oy = Qe 1 = ¢iHot e —iHot = O, (7.29)

Consideriamo normalizzati ad uno gli stati |®g) del sistema non interagente. Per definizione, la
funzione di Green assume l’espressione

iGO(X7t7X/,t,) = <<DO|T WI(Xa thL(X'vt/)] ‘CI)0>
= (Dolv(x, )y (X', )| @) O(t — t') — (Rolthy (X', )1 (x,1)|P)O(t' — 1) (7.30)

dove ho indicato con ©(x) la funzione gradino.
Consideriamo gli operatori di campo in rappresentazione di interazione esprimendoli in termini di
operatori di creazione e distruzione

)= art)or(x) e ¥ (x,1) Zak (7.31)
k

quindi
iG(x,t, X, 1) = <(I)O|Z¢k( X)age W2¢k, Jai et |Bo)O(t — t')

_ ¢)0|Z¢k' + w)k/t Z¢k ake 1wkt|¢)0> (t —t)

— Z (bk ¢k’ —zwktezwk/t

kK’
[(®o|anal, [Po)O(t — t') — (Pola;, ar|Po)O(t' —t)] (7.32)

Per definizione di |®y) abbiamo che
<<I>o|akaz,|<1>0> = 6k k/@(k/ - kp), e <<I>0|az,ak|<1>o> = 5k k/@(kp - k) (733)

In un sistema infinito

Pr(x) = —=e X (7.34)

5~
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dove ) ¢ un volume finito che si fara tendere all’infinito al termine dei calcoli. La funzione di Green
imperturbata (7.32) assume ’espressione

iGO(x,t,x' 1) = é D ek Demint= [Q(k — kp)O(t — 1) — Okp — K)O(t' — 1)) (7.35)
k

Figura 7.1: Contorno di integrazione per 'integrale (7.39)

Per un sistema infinito bisogna considerare la corrispondenza
Q
N Bk 7.36
2.7 Gy / (7.36)

Utilizzando la rappresentazione integrale della funzione gradino

oo 1 e*ikm
O(z) = — lim dk— - (7.37)
n—0J_o 2mik+in
posso scrivere
1 ; Y ’
iGY(x,t,x',t) = e /dgk e~k (x=x) p—iwp (t=t)
00 g e—iw (t=t") 00 d. e~ iw (t=t")
—/ o O(k—kp) - / 2 O(kr—k) (7.38)
Ceo 2Tl W Him Ceo 21 W =1
Calcoliamo 'integrale dell’equazione (7.37) utilizzando il teorema dei residui
o 1 e—ikz 1 e—ikm
— =— lim 27mi— i =—e " .
/ﬂod‘rzmkﬂn G, 2mig (ki) = e (7.39)

dove il segno — & legato alla direzione del circuito di integrazione per > 0. Nel caso di x < 0 il
circuito di integrazione sarebbe chiuso senza contenere il polo, quindi 'integrale sarebbe nullo. A

questo punto si ha che
lim —e™ " = -1 (7.40)

n—0

da cui la (7.37) .
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Raggruppando e moltiplicando per —¢ ottengo

1 “ . ’ e * ’ 7 . !’

GO(X7 t,x', t/) = (2)* /d5k e~k (x=xT) [m dw' e~ (t=t1) g—iwr (t=t")
k—k krp —k
w' +in w' —in

Definendo una nuova variabile w = w’ + wj, posso riscrivere I’equazione precedente come

ket x)/ do ¢~ (=1 [G(k_kF) d) (7.42)

W—WwE+1n  w—wi—1in

GO(x,t,x',t)

dalla quale posso definire la funzione di Green imperturbata dipendente dall’impulso ed dall’energia

Ok -k O(kr — k
GOk, w) = (k=kr) | Okr = k) } (7.43)
W—WwE -+ w—wg—1
7.1.2 Relazione con la risolvente dell’equazione di Schrodinger.
Consideriamo il caso ¢ > t’ la definizione della funzione di Green non perturbata ¢
GO(x,t,x, ') = —iO(t —t') (Dol (x,t)Y; (x',1')|®o)
= —iO(t —t'){(Dy| Z b1 (X)age k! quk/ Najent | @)
= —iO(t—t) Zd)k X)pr (x *W’“te“"k’t (®o|aray |®o) (7.44)
k k!
Per |®() stato fondamentale di campo medio si ha che
<<I>0|aka:, ‘(I)o> == 5k k/@(k, - kF) (745)

Facciamo l'ipotesi che

Z Z (7.46)

k>kp

quindi le somme in (7.44) si riducono ad un’unica somma su tutti gli stati di singola particella. Per la
completezza dello spazio abbiamo che

Z o (x = §(x —x') (7.47)
quindi
tli_)rrtll GO(x,t,x', 1) = —id(x — x') (7.48)

Sostituiamo ’espressione (7.44) nell’equazione di Schrédinger dipendente dal tempo

gy~ o] P tx') = 157 ()

—i@(t — t/) Z oz (X7 t)qblt (X/7 t/)‘|
k

[;e<t—t'>}§¢ (0616, + 3631 gy = Hol)| enot) [-i0(e — )] (749

0
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Dato che per costruzione

[iaat - Ho(x)} dp(x,1) =0 (7.50)
e che
0
E@(T) = 4(7) (7.51)
ottengo
[th - HO(X):| GO(x,t,x/,t) = 6(t — )83 (x — X') (7.52)

quindi G° @ la risolvente dell’equazione di Schrédinger di un sistema di particelle non interagenti.

7.1.3 Rappresentazione di Lehman

Consideriamo la funzione di Green completa e, per semplicita di scrittura, supponiamo che lo stato
fondamentale dell’hamiltoniana sia normalizzato (¥o|¥o) = 1. Riscriviamo ’espressione della funzione
di Green inserendo un insieme completo di autostati dell’hamiltoniana

PG, 6x ) = (Wo|T [vu(x, ) (X, 1')] | Wo)
= > [(Wolwn(x, O Wn) (Walt (', ) [ Wo)O(t — )

n

— (Wolty (x/, )| W0 ) (W [ (%, )| Do) O(t — )] (7.53)

Gli autostati |¥,,) contengono diversi numeri di particelle. Nello specifico, mentre quelli presenti nel
termine con O(t — t') hanno N+1 particelle, quelli del termine con O(t' — ¢) hanno N-1 particelle.

Indico con N il numero di particelle autovalore dell’operatore numero di particelle
N = / @ (X)) (7.54)
Calcolo il commutatore
Wob@)] = [ el v, via] = [ a6 (ux)ite) — @ (v

= /dgx (W' (x)e(x)¥(z) — " ()Y (x)(2) — ¥(2)d(x - 2)] = —¢(2)

Da punto di vista operatoriale posso scrivere

quindi

NY[Wo) = p(N = 1)[Wo) = (N — 1)|Wo) = (N — 1)¢|Wo) (7.56)
che indica che gli stati del secondo termine dell’equazione (7.53) hanno una particella in meno degli
stati |Wo).

Esplicitiamo nell’equazione (7.53) gli operatori di campo in rappresentazione di Schrédinger

Oy = et Oge 1 (7.57)
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PGOE ) = DT [O( — e E T EI (W[ (0 0,) (T [0 ()| W)

n

— Ot — )& P E T (o g (x) W) (W 16(x) [ W) (7.58)
Sostituiamo le espressioni degli operatori di campo

x) =Y ardi(x) e ¢F(x zam (7.59)
k

iG(x, t,x,t) = Z Ot — t')e 1 En—Eo)(t= t)ZQﬁk x) s (%) (Wolar W) (Uylag, | o)

n kK’

— Ot = )e! TN " g (%) g () (Wolags [ W) (W |ak o) | (7.60)
ke k!
Considerando che, per un sistema infinito, sono valide la (7.34) e la (7.36) possiamo scrivere

iG(x,t,x,t') =

—1 - —t’ 1 ik (x—x’
Z {@(t — t/)e (Bn—Eo)(t=t) (27_‘_)3 /dgk'e e )<\I/0|ak|\Iln><\Iln|a:/|\I/0>

n

— Ot — t)e!Pn—Fo)t=t)_—__ /d3keik(x—X’)<w0|a;|xyn><wn\ak|%> (7.61)

(27T)

Nelle espressioni precedenti abbiamo considerato che |¥,,) ¢ caratterizzato dall’impulso k, quindi

1
I—ZN’ (W |_ 3/d3k|k></€/| = Ok,

(2)

Utilizziamo la rappresentazione integrale della funzione gradino (7.37)

G(x,t,x' ) /d?’k ik (e —x /dweﬂ“’(t v)
(2m)4

\ v, (¥ \ )\ ) \\
ZP olar W) (W lay [Po) +< olag W) (Wnax| oq (7.62)
~ w— (E, — Ey)+in w+ (B, — Ep) —
Possiamo definire la trasformata di Fourier
Gk,w) = / &Pz — 2') e ) / d(t — e = G(x, t,x, 1)
B 3 [ LA L AT ) -
w_(En_E0)+i77 W"’(EH_EO)_“? ’

n

Analizzo il denominatore del primo termine. L’energia E; ¢ autovalore di |¥) sistema con N particelle,
mentre F,, ¢ autovalore di |¥,,) che ha N+1 particelle. Riscrivo il denominatore esplicitando tra parentesi
tonde il numero di particelle del sistema al quale si riferisce ’energia.

w—Ep(N+1)+ Ey(N) =w — E (N +1)+ Eg(N +1) — Eg(N + 1) + Eo(N)
= w—[E,(N+1)—Ey(N+1)]-[Eo(N+1)—Ey(N)|=w—-—w,(N+1)—u
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Nell’equazione precedente ho definito con w,, (IN+1) 'energia di eccitazione del sistema con N+1 particelle
e con p il potenziale chimico definito come

N (E)E>V _ [EO(N+1) —EO(N)] (760

ON Al

dove ho indicato con Al la variazione di una unitd del numero di fermioni. La funzione di Green in
rappresentazione Lehmann & quindi

Gk ) = Y [ los o)l ) (ol ) o) (7.65)

w—wp — k+in wtwp —p—1n

n

11 segno del potenziale chimico nel secondo denominatore & dovuto alla definizione (7.64) nella quale la
derivata ha segno positivo aggiungendo una particella al sistema. E da notare che w,, nel primo termine
si riferisce all’eccitazione di un sistema con N+1 particelle, mentre nel secondo termine ad un sistema
con N-1 particelle.

7.1.4 Interpretazione fisica

In rappresentazione di interazione, consideriamo uno stato ed aggiungiamo una particella nel punto x’,
al tempo t/

v ()0 (t) (7.66)

Questo stato si propaga al tempo ¢ come

U(t, )y (', )21 (t)) (7.67)

Cerchiamo la sua sovrapposizione con ¥ (x,t)|¥;(t)) per t > ¢. Ricordiamo alcune proprieta dell’ope-
ratore di propagazione U (t,t')

Ut, U t)=U(t,t) =1

W) = [¥1(0)) = U(0, —00)[Po) = [¥o)

Ult,to) = gtHot ,—i(Ho+H:)(t—to) ,~iHoto

U(t,0) = e~ "t o [(0,t) = 1

(’)I( ) = e it Oy (t) et = U(t,0)0xU(0, 1)
Ou(t) = e Oge 1t ;. Oy(t) = ot Oge—iHot

(Wi (t')) = U(t', —00)|2(0))

Possiamo scrivere la sovrapposizione tra due stati. Al tempo ¢’ aggiungiamo una particella al sistema nel
punto x’, lo stato si propaga e, successivamente, al tempo t nella posizione x viene tolta una particella.

(W) [ (x, U (8, ) (X, 1) [0 (t)) =

(®o|U (00, 1) [U(t, 0)ym (x, )U (0, )] U (t,t") [U(t, 0)3by (x, ") U(0,¢") | U(t', —00)|®o) =
{{@0]U (00, )U (t,0) } b (x, 1) [U(0,)U (¢, t")U (¥, 0)] tbyg (x', ") {U(0, ") U (', —00)|P0) } =
(Wolvbm (x, ) (x, ) Wo)

L’ultima espressione ¢ quella della funzione di Green ad un corpo per ¢t > t'.
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7.2 Funzione di Green a due corpi

Anche in questo paragrafo utilizzero le unita naturali, i = ¢ = 1, ed, inoltre, per semplificare la scrittura,
faro lipotesi (Uo|Wy) = 1. La funzione di Green a due corpi ¢ definita come

(—i)°G(x1,t1,X2, t2, X3, t3, %4, t4) = (Vo |T[vou (x1, t1)vu (x2, t2) 05 (X3, t3) 1y (x4, ta)]|¥o) (7.68)

dove, come fatto in precedenza, ho indicato con T[] 'operatore di ordinamento temporale. Se per la
funzione di Green ad un corpo era necessario considerare due soli casi, t > t’ e viceversa, per la funzione
di Green a due corpi i casi sono 4! = 24. In realta per le proprieta di simmetria

G(1234) = —G(2134) = —(G(1243) = G(2143) (7.69)
solo 6 casi sono indipendenti. Di questi solo tre casi hanno conseguenze fisicamente interessanti,

1. t1,to > ts,ty che implica

(—1)2G(x1,t1,%a, ta, X3, 3, X4, 1) = (Yol (%1, t1)Pm (Xa, ta) gy (X3, t3) 1y (x4, 14) W) (7.70)
descrive ’evoluzione dello stato al quale nei tempi t3 e t4 sono state aggiunte due particelle.

2. t1,te < ts,ty che implica

(—1)2G(x1,t1,Xa, ta, X3, 13, X4, 1) = (Wol Y (X3, t3) ¢ (Xa, ta)Ym (X1, 1) Pm (x2, 02) W) (7.71)
descrive ’evoluzione dello stato al quale nei tempi t; e t3 sono stati creati due buchi.

3. ty,t3 > tg,t4 che implica

(—i)*G(x1,t1, X2, ta, X3, 3, X4, ta) = —(Wo|vou (X1, 1)U (X3, t3)Yn (X2, t2) U (x4, 14) |Po)  (7.72)
e descrive ’evoluzione di una coppia particella-buca.

L’ultimo ¢ il caso che ci interessa maggiormente. Dato che siamo in ambito non relativistico, la creazione,
e la distruzione, di una coppia particella-buca ¢ istantanea, quindi

ti=tg=1t e ta=t,=t (7.73)
Per quest’ultimo caso riscriviamo la funzione di Green in termini di operatori di creazione e distruzione

G(Xlat7x27tlvx3at7x47t,) =

D b (1)), () bus (x2) 65, (3a) (Wo Ty, (), (') aws, (B, (1)) Wo)

viVvaV3ly

= Z ¢V1 (X1)¢’V2(X2)¢;3(X3)¢z4(x4)(;(’/1>tlvVQat7V3at/,V4vt) (7'74)

viv2V3ly

Nell’espressione precedente gli operatori di creazione sono espressi in rappresentazione di Heisenberg.
Definiamo la parte ritardata, R della funzione di Green considerando il caso t' > ¢

GR(VL t/a V2, ta Vs, t/a Vy, t) = <\I/0|0,,,1 (tl)ajg (t/)aVz (t)a’l-i:; (t)|\I/0>
<\I/0‘eth'ayle—th'eth’a-i- —th/eth

llge e—th iHt + _th|\I/0>

e ray e

Ay,

= (Uplay,af,e B =g, at W) (7.75)
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dove ho usato H|¥g) = Ey|¥). In maniera analoga, definiamo la funzione di Green avanzata, G4, per
il caso t' < t, come

GA it vastva, U va 1) = (Wolay,af,e =0 a, of W) (7.76)

quindi si ha

[ GA(, ' ve,t vzt vg,t) per T=t —t <0
G, va,vs,v0,7) = { GE(v, V' vg,t,us, t vy, t) per 7=t —t>0 (7.77)
7.2.1 Rappresentazione di Lehmann
Definiamo la funzione di Green a due corpi dipendente dall’energia.
G(v1,va,v3,v4, E) = / dr G(v1,v2, v3,v4,7) €57 (7.78)
Consideriamo la parte ritardata
GR(Vl, Vo, V3,4, E) = <\I/0|(Ll,1a3_3 /0 dr 6_i(H_EO_E)T Vo 1/4 |\Ifo> (779)
Possiamo scrivere il valore dell’integrale sul tempo come
0o ) ) ‘(EfHJrEO) Te—NT i
li dr e THAEoHEHT — iy & = li 7.80
aso o 4T¢ 171—>O@(E Hibril M e mrmrm (7.80)
quindi .
R i
G (1/1,V2,V37V4,E) (\I/0|a,,1 l/3 E_ H+E0 +i Ayy 1/4|\I/0> (781)
Con un calcolo analogo otteniamo per la parte avanzata
0
Gy, 19,13, 04, E) = (\Ilo\a,,za;;/ dr e H=EotE)rg 4 a [Wo) (7.82)
0 ] ) i(E+H—E0)TenT —
li d i(H—Eo+E—in)T _ li € 0 = 1i 7.83
aso ) 4T¢ n%i(E—s—H—Eo—in)l"’o D0 E 1 H— Eo— i1 (7.83)
A i
G (1/17 Vo, Vs, 1/4,E) = (—1)<‘Ilo|a,,2a;: E n H— EO _ “7 aylaj3|‘llo> (784)
quindi

1
Wolay, a;, Q.
< O‘a 10’113 E_H+EO+Z 2 D4

1
= (Yolav,a, o B aa),|Wo)  (7.85)

7Z‘G(V1,V2,V3,I/47E) = 7Z(GR+GA) =

. 1%o)

Inserendo la completezza delle autofunzioni di H ) |V, )(V¥,| = 1 e considerando H|¥,) = E,|V,)
otteniamo ’espressione

+ + + +
—’L'G(Vl,l/g,V37V4,E) _ Z <\IJO|QV1QD3|\IIH><\IJ7I| aVzC.lu4|\I/0> _ <\I/0|auzau4|\Pn><\1/n|avl"ty3|\1}0>
E— (E, — Ep) +1in E+ (E, — Ep) —in

n

(7.86)

In questa espressione gli stati |¥,,) hanno lo stesso numero di particelle dello stato fondamentale. I poli
di questa espressione ' = E,, — E rappresentano le energie di eccitazione del sistema di N particelle.
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7.3 Risposta lineare

Consideriamo che il sistema di molte particelle sia soggetto ad una perturbazione esterna. Scriviamo
I’hamiltoniana totale descrivente il sistema perturbato come somma dell’hamiltoniana H che descrive il
sistema senza perturbazione, ed indichiamo con |¥) i suoi autostati, e il termine perturbativo H®**(t)

H'' = H + H(t) (7.87)

dove abbiamo
H®™'(t) = BF(t) (7.88)

con F(t) =0 per t < to = 0. Questo significa che la perturbazione viene accesa dopo un tempo stabilito,
che definiamo il tempo zero. Supponiamo che una volta accesa la perturbazione, quindi per ¢ > 0, i tempi
di reazione del sistema siano molto piu rapidi dell’accendersi e spegnersi della perturbazione. Quindi,
per tempi in cui I'interazione ¢ completamente accesa, ’hamiltoniana ¢ H** = H + B. In questo caso
possiamo trattare B come il temine perturbativo dell’hamiltoniana totale indipendente dal tempo. Per
questo motivo possiamo considerare la rappresentazione di interazione, la cui equazione del moto, per gli
stati, ¢ data da:

2 1n(0)) = B () (7.59)
dove
Bi(t) = et Be ™t o |Wy(t)) = YW (1)) (7.90)

dove utilizzo la convenzione che stati e operatori senza pedice sono in rappresentazione di Schrodinger.
Integro l'equazione (7.89)

i/_oodt’;ﬂhlll(t’)} = / dt’ By(t)|y(t"))

— 00

i[lwao) -~ 1a-o0)] = [ dt B

t
) = (oo~ [t Bl)n(e) (r.91)
Dato che la perturbazione & spenta per ¢ = —oo abbiamo |Ur(—oc0)) = |¥). Possiamo esprimere

l’equazione precedente in termini perturbativi iterando la presenza di |¥1(—00))

W) = [W0) i [ dt Bult)w) + - (7.92)

— 00

Supponiamo che il sistema risponda con 'operatore D alla perturbazione. Il valore di aspettazione di
questo operatore ¢ dato da

(W1 (0)| D1 (0] W (1))
{@wm/ W&wwd+-}Dwﬂwww/w&mww+-}

t
(Wo|D1(t)[®o) + Z/ dt’'(Wol[Bi(t'), Dr(t)][Wo) + -+ (7.93)
Definisco la funzione risposta come

/ ~_J O per t' <t
Rt —1) —{ i(Wo|[Bi(t), Du(t)][ W) per > ¢ (7.94)
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questa definizione implica la causalita. Il sistema non puo rispondere prima che la perturbazione sia stata
accesa.
Esplicitando la dipendenza temporale di By(t') e Dy(¢),

Bi(t') = 'V Be " . Dyi(t) = et D! (7.95)
possiamo esprimere la risposta come
R(t' —t) = i(Wy| B! H=Fo) =) D|@ ) — §(Wy| De~ " H—Fo) =) By ) (7.96)

e, dato che dipende solo dalla differenza dei tempi 7 = t' — ¢, usando la definizione di trasformata di
Fourier, otteniamo

R(E) = /00 dr R(r) '™

— 00

= ¢<\110|B/ dTei(H_EO+E)TD|\I!0>—i<\IIO|D/ dre”"H=Eo=E)T B|y)

= —(Wo|B(H — Eo + E +in) "' D|Wo) — (¥o|D(H — Ey — E —in) "' B|¥o)  (7.97)
Inserisco la completezza ) |[¥,)(¥,|=1

E—(E, — Ep) +1in E+ (E, — Ey) +1in

I poli di R(E) corrispondono alle energie di eccitazione del sistema. Per ogni polo positivo ¢’¢ un polo
negativo, uguale a quello positivo in valore assoluto.
Consideriamo ’espressione di Dirac

1 1
=P Fimd(z — ') (7.99)

' —x =t i

dove P indica la parte principale, quindi
1 1
Sr—2)=—-—-3 | —— 7.100
(z—a) w\y(x/—xiin> ( )

con & parte immaginaria. Supponiamo che D = B, come in realta avviene normalmente, e consideriamo
solo le energie positive. La probabilita di transizione ¢ data da

S(E) = —=S(R(E)) = > _[(¥|B|¥,))[*§(E — (En — Ey)) (7.101)

n

Ipotizzando che B sia un operatore ad un corpo

B=)Y Bua,a), e B, = / d*r ¢}, (r) B(r) ¢y, (r) (7.102)

vivz
otteniamo

* (Tolay, a;), |\I’n><\I/n|al/3a;L |Wo)
RE)=Y 33 [BunBi g —(Bn—FBo)+in

ViV V3lVg M

(7.103)

_ B B* <\I’0|al/3aj4|\pn><\1}n|avlaj2|\IIO>}
iR G (B — Bo) +in
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Poiché B e hermitiano, B,,,, = B}, ,. e gli indici v sono muti, possiamo scrivere
2V1

R(E) = Z Z BV1V2 V3V4

V1V V3lV4
Z [<‘1’o\au1 af W) (Wnlav,a, [Yo) — (Wolay,arf, [¥n)(Pnla, af, Vo)
E— (E, — Ey) +1in E+ (E, — Ey) +in
- Z ZBVUQ u3u4 )G(Vlay3>’/23V47E) (7104)
V1V V3V4g

dove, nell’ultimo passaggio, ¢ stata considerata ’espressione (7.86) della funzione di Green a due corpi
in rappresentazione di Lehmann. La probabilita di transizione ¢ data da

S(E)=—=S(R(E)) =>_ > BDIDQB;‘BM% (iG (1, v3, v, 14, E)) (7.105)

ViVa V3V4

7.4 Equazioni del moto

In questo paragrafo otterro delle equazioni che descrivono ’evoluzione temporale delle funzioni di Green.
Consideriamo ’hamiltoniana totale come somma di un termine ad un corpo Hy ed uno a due corpi H;.

H = Hy+H = /d3xw+(x)h(x)w(x)
g [ eyt vt )V ¥R (7.106)

dove h(x) in aggiunta al termine di energia cinetica puod contenere anche un termine di potenziale medio,
ad un corpo. Utilizzando le tecniche adottate per ottenere le equazioni (7.19) e (7.22), ottengo

(), Hol = h(r)i(r) (7.107)
p ) = [ Ve x0u) (7.108)
[1/)+(r),H0] = —w+(r)h(r) (7.109)
) ) =~ [ e @0 GV (e xv) (7.110)
Consideriamo le equazioni del moto in rappresentazione di Heisenberg
gt — [, H] (7.111)

Dalla definizione di funzione di Green ad un corpo otteniamo

i%G(x,t,x’,t’) = <\1/o|1/1H(X’t)%bﬁ(x/vt,)‘\p@%
a0(t' —

- <\1/0|w§<x’,t’)wH<xat>\‘Po>%

o 2D i oo - 1)

87;/}H( 7t

ol (¢, 19 21 D g
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Wolvbm (x, t)iby; (X', 1) [Wo)é(t — 1)

Wl (%', ") m (x, )| Wo) (—=0(t — 1))

D) (Wol[wm(x,t), Hobi (%', 1) |[Wo)0(t — t')
i) (ol (X', 1) [ (x, 1), H]|Wo)0 (' —t)

Dai primi due termini si ottiene un anticommutatore tra 1 e +. Considerando le equazioni dei
commutatori tra hamiltoniana e operatori di campo scritte in precedenza otteniamo

(
(
+
(

i% G(x,t,x',t") = &(x—x)5(t —t") + h(x)(¥o|T[Yu(x, )05 (X', )] o) (—i)
+ (WolT [[m(x,t), Hilibgy (x', )] [@o) (—i) (7.112)

dove ho indicato con T l'operatore di ordinamento temporale. Il fattore del secondo termine ¢ la
definizione di funzione di Green ad un corpo, quindi

[zgt — h(x)} G(x,t,x' 1) = 6(x — x')5(t — t') — i(Wo|T [[Wu(x, 1), Hi]vi (x', )] [Wo) (7.113)

Per la (7.108) l'ultimo termine puod essere scritto come
(Wo|T {/ Py i (v, OV (%, y) Yy, )y (x )y (X, 1) | [To)
= / dsy V(X> Y)<\I/0 ‘T [wH (y> t)"/}H(X’ t)wﬁ (Y7 t)wg (X/a tl)] |\I/0>

= /d3y V(x,y)@)2G(y,t,x,t,y,t,x',t) (7.114)

dove ho sostituito la definizione di funzione di Green a due corpi. L’ambiguita del tempo da associare a
y e x ¢ chiarita considerando che i tre operatori di campo, che dipendono da queste variabili, provengono
da un solo blocco definito al tempo t.

L’equazione del moto puo essere riscritta come

|:laat — h(X):| G(X7t’X/,t/) = 5(X — X')(S(t — t/) + 'L/ddyV(x, y)G(y,t,X,t,y,t,X/,t/) (7115)

Per un sistema imperturbato,V (x,y) = 0 abbiamo

[igt — h(x)} GO(x,t,x',t') = 6(x — x')d(t — ) (7.116)

che permette di ottenere una espressione integrale dell’equazione del moto
G(x,t,x,t') = G(x,t,x', 1) —|—i/d3y BzGO(x,t,y,t) V(y,z) Gz, t,y,t,2,t,x,t') (7.117)

L’equazione del moto, in forma differenziale (7.115) oppure integrale (7.117), per la funzione di Green
ad un corpo contiene la funzione di Green a due corpi per il sistema interagente.
In generale possiamo definire una funzione di Green a n corpi

(Z)nGn(Xla tly e 7X7L7t’n; xllvtllv e 7X;mt;z)

o {olT [hm(xas ta) - - hm (ks )ty (1, 11) -+ 1 (s £1)] [Wo)
= o[ To) (7.118)
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L’equazione del moto per una funzione di Green a n corpi richiede I'informazione sulla funzione di
Green a n + 1 corpi.

.0
|:Zat1 - h(X1):| Gn(xhtl’ T 7Xn7tn§X/17t/1, . ,X'/n)t'/n,)
n
— Z(S(X1 —x)0(t — ) (= 1) Gp_1 (X1, b1, - X1, tn_l;xll,tll, . ’X{rl—lvt{n_l)
=1

+i /d3yV(X7y)Gn+l(xl7tl7"'7Xn+1atn+1;xll7t/17'"7X'/n,+17t;q,+1) (7119)

In questo modo, si ha un sistema di equazioni accoppiate con funzioni di Green legate a diversi numeri
di particelle. Il problema non & pragmaticamente risolvibile, & sempre necessario avere l'informazione su
una funzione di Green contenente un numero di particelle superiore a quella cercata. In ogni caso, il
problema ¢ formulato in una serie di equazioni che diventano gerarchicamente piti complicate. Se fosse
possibile rompere la gerarchia facendo un’ipotesi sull’espressione della funzione di Green a n particelle,
in linea di principio sarebbe possibile calcolare poi le funzioni di Green di rango inferiore. Dal punto
di vista pragmatico si tratta comunque di una procedura molto complicata. Normalmente si preferisce
utilizzare una procedura perturbativa, come quella che verra descritta nel Capitolo 8.
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Capitolo 8

Descrizione perturbativa della
funzione di Green

La teoria perturbativa sviluppata nel Cap. 3 puo essere utilizzata per il calcolo della funzione di Green.

Considerero la funzione di Green ad un corpo.
Ricordo alcune relazioni presentate nel paragrafo 7.1.4.

U(t,0) = et . U(0,t) =t
Ou(t) = Mtoy(t)e 1t = U(0,t)O1U(t,0)
|Wn) |¥1(0)) = [¥s(0)) = Ue(0, —00)|®g) = [¥o)

(8.1)

(8:3)

Usando la tecnica dell’accensione adiabatica dell’interazione, presentata nel paragrafo 3.4, possiamo

esprimere il valore di aspettazione di un operatore in rappresentazione di Heisenberg come

(Wo|On(t)|[Wo) (@0|Uc(+00,0) [Uc(0, 1) Or(£)Ue(t, 0)] Ue (0, —00)|Po)

Wolwe) % (@[T (0, —o0) o)
— lim <<I)0|U6(+00,t)01(t)U6(t, —OO)lq)0>
e—0 <(I)0|U€(+OO, —OO)|CD0>

Dato che

Ue(+00,t) O1(t) U (t, —0) =

o0

an L[ o —e
(—i) ﬁ/ dty - / dty e DT [ Hy (1) - - Hya ()] Ox(2)
n=0 PJt t
00 1 t t , ,
Z (_Z’)mil / dtll . / dt,m, e—ﬁ(‘t1\+"'|tm|)T [HI,1<t/1> - HLl(t;n)]
m=0 m:J—co -

possiamo riscrivere la funzione di Green ad un corpo come

= [ (@0l [Hia(t) -+ Hia (b)r ()5 ()] [0)

i) = Dy [t [t (@[T (00, —00) o)

dove sono stati utilizzati i simboli = (x,t,), ed analogamente per y.
Consideriamo un’interazione istantanea,

V(z,2') =V (x,x")o(t —t)

89

(8.4)

(8.5)
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quindi il termine perturbativo dell’hamiltoniana puo essere scritto come

Hua(tt) = 5 [ [l @ @)V )i - i) (8.7)
11 numeratore dell’equazione (8.5) pud essere riscritto come
G () = (@[T [t1 ()i (1)] 90)
+<w/w%@wﬂmmmu )] [90) +

= iG%(z,y) / ditq( <I>0\T /dgxl/d%lwl x1)f ()
vwhmwmfuwa%mmmmwwmmyw~ (8:8)

La presenza di §(t; — ;) permette di inserire un integrale su ¢] quindi possiamo scrivere

iGMM(z,y) = iGO(z,y)
/d4x1 /d4m1 (x1,x7)0(t1 — t7)

(@0|T [ (1) ()b (@) n (1) ()1 (y)] Do) + - - - (8.9)

Il calcolo della funzione di Green in teoria perturbativa avviene utilizzando le tecniche presentate nei
capitolo 3. Per poter utilizzare il teorema di Wick, & necessario definire la contrazione tra due operatori
di campo. Questo e abbastanza immediato perché gli operatori di campo possono essere espressi in
termini di operatori di creazione e di distruzione, e abbiamo visto che, per questi ultimi, le proprieta
di anticommutazione sono preservate in ogni rappresentazione. Nello specifico della rappresentazione di
interazione abbiamo

ark(t) = ape ™*t 5 af (t) = af ™kt (8.10)
Gli operatori di campo sono definiti in termini di operatori di creazione e distruzione come
v @) = [Ereiat, s o) = [ ko .11

Possiamo scrivere le contrazioni come

/f /fﬁm )1 (3 )ai et (1)
/ﬁ /fkm e g, ()6 vt ag

_ / @ / &K g (x)e= 4 67, (y)e s { Tlaf a] — Nlajf a]}
)] - NIt (@)en(v)]

quindi

—

i(@)er (y) = (Povhr(x)vf (1) Po)

(@o|TTen(x)¥i" ()] ®o) — (Ro| N [thr(2)¢y ()] Po)

(®o|TTen(2)¥ ()]|®0) = iG°(x, y) (8.12)
11 calcolo della (8.9) richiede 1'uso del teorema di Wick, quindi il calcolo di contrazioni che, come visto

sopra, sono espresse in termini di funzione di Green imperturbata. Questo significa che la funzione di

Green di un sistema interagente puo essere espressa in termini perturbativi in funzione della funzione di
Green di un sistema di particelle non interagenti.
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8.1 Diagrammi di Goldstone-Feynmann

91

Considero lo sviluppo perturbativo (8.9) del numeratore della funzione di Green ad un corpo troncato al

primo ordine

iGN (g, y) = iGO (2, y) +

(i) [[dter [ dh Vi al)@olT [0 o) (24 n (e n(on) o) ()] [0

Applico il teorema di Wick per calcolare I’elemento di matrice

+

(2, y)][-iG" (21, 21)][iG° (2], 7))
(2, )] [-iG" (x1, 2))][-iG° (2], 21)]
—iG (2, 21)][~iG (21, 2))|[iIG° (2, )]
—iG (@, 21)][—iG (2, 2))][iG° (21, )]
—iGO(x,x’l)][—iGO(xll,xl)][iGo(mhy)]
GO (x, 1)) [-iG (21, 21)][iG° (2}, )]

(@o|T [ (1) () r (@) ¢n (1) (@) ()] [ Do)

I — I

(olvf (w1) ¥y (@) (@) n (w1 )¢hn ()

Ui ()| o)

r —F —

(Doeby (1) () r (@) )1 (1) ()

T (y)|®o)

! (1))

(

|
<<I>o|?/11+($1)7/)fr(1?/1)1/)1(f€'1)¢1($1)¢1 )

(

(@olyf Wl)wfﬂx/l)%(fc'l)%(fﬂl)% )

(1)]0)

x/l)wl(;xll)wl (?1)7#1

2)

I
I
I
I

O

(
|
(
(
(

(4
(4
1/)+
(4
(4

 (1)|20)

<<I>0|7111+5961)1/)1+ 21) ¥ (1) ¥ (1) (@)

(8.13)

(8.14)

Per la descrizione dei termini dello sviluppo perturbativo ¢ comodo utilizzare una rappresentazione
grafica. La funzione di Green imperturbata G°(x,%) & rappresentata da una linea orientata che va da y
a x, poiche t; > t,. L’interazione ¢ rappresentata da una linea tratteggiata. I vari termini dello sviluppo
perturbativo (8.14) sono descritti dai diagrammi presentati nella figura 8.1.

I termini A e B della figura 8.1 sono sottounita composte da diagrammi non connessi. Il numeratore
della funzione di Green puo essere descritto come indica la figura 8.2, ovvero dal prodotto della somma
di due diversi tipologie di diagrammi. La prima topologia ¢ composta da tutti i diagrammi connessi che
contengono i punti z e y. Questi diagrammi sono rappresentati nella parentesi sinistra della figura. Questi
diagrammi sono moltiplicati per quelli della parentesi destra, che sono diagrammi che non contengono i

punti x e y.

Questo secondo termine ¢ identico a quello del denominatore perché nel denominatore mancano i
termini legati ai punti e y. Per questo motivo la funzione di Green puo essere espressa solo in termini
di diagrammi connessi contenenti i punti x e y.
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Figura 8.1:

+ + -y 1+ GO+

Figura 8.2:

I diagrammi topologicamente uguali, ad esempio C ed E della figura 8.1, cosl come i diagrammi D e
F, danno contributo identico.

La funzione di Green nello spazio delle configurazioni dipende da due coordinate. Per sistemi ad
invariata traslazione e utile utilizzare la trasformata di Fourier di questa funzione, definita nello spazio
degli impulsi, e dell’energia, perché dipende da una sola variabile, a quattro dimensioni.

Cla,y) = (2%)4 / ke 0 Gk, w) (8.15)
G(k) = / d*(z —y) e *F TV Gk, w) (8.16)

dove abbiamo definito d*k = d®kdw e k- = wt —k - x. Analoga espressione & usata per la G°.
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Per interazioni istantanee che dipendono solo dalla differenza tra le coordinate delle due particelle
interagenti abbiamo

1 , 1
V((I;,y) = =7 /d4k e—k'(l—y)])(k;) =

(2m) (2m)3

Inserendo queste definizioni nell’espressione della funzione di Green, & possibile definire la trasformata
di Fourier di espressioni che possono essere interpretate come diagrammi di Feynmann. La peculiarita
della rappresentazione degli impulsi € che I'impulso deve essere conservato ad ogni vertice.

/ Bke CYIVK)S(t, — t,) (8.17)

8.2 Equazione di Dyson e Autoenergia

L’espressione (8.5) indica che la funzione di Green del sistema interagente ¢ composta dalla funzione di
Green non interagente piu tutti i diagrammi che possono essere inseriti tra i punti = e y. L’espressione
matematica di quando affermato e

G(z,y) = GOz, y) + / dhy / di, GO, 1) Sy, ) GO} ) (8.18)

espressione che definisce 'autoenergia (self-energy) X.

X X

[ ]

A - +
[ ]

y y

Figura 8.3: Rappresentazione grafica della definizione di autoenergia.

La rappresentazione grafica di questa espressione € data in figura 8.3. La linea orientata piu spessa
indica la funzione di Green G per il sistema interagente, mentre le linee piu sottili indicano la la funzione
di Green GV per il sistema non interagente. Il blob rappresenta ’autoenergia .

Dal punto di vista del calcolo della funzione di Green risulta piu utile usare l’autoenergia propria.
Definiamo impropri quei diagrammi che possono essere separati in altri diagrammi tagliando una delle
linee che descrivono la G°. Nella figura 8.4, dove non sono disegnate le frecce, i diagrammi A e B sono
impropri, perché tagliando la linea continua verticale si generano diagrammi separati, mentre i diagrammi
C e D della figura sono invece propri, perche non & possibile ottenere diagrammi separati tagliando alcuna
linea continua.

Definendo l’autoenergia propria come la somma di tutti i diagrammi propri, possiamo descrivere
I’autoenergia impropria come somma infinita di tutte le autoenergie proprie, come indica la figura 8.5,
dove il blob con la doppia retinatura indica l’autoenergia impropria, e quelli con la retinatura semplice,
I’autoenergia propria. L’espressione matematica di quanto descritto ¢ data dall’equazione

S(z1, 7)) :E(xl,x’l)+/d4x2/d4xl2 (21, 22) GO (2o, 2h) X (2, o)
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Figura 8.4: Gli inserimenti dei diagrammi A e B sono impropri, mentre C e D sono propri.

+/d4;v2/d4x’2/d4x3/d4xgE(xl,xg)GO(xQ,xé)E(x'wx3)G0($3,xg)E(mg,x’1)+~-~
Inserendo questa definizione di autoenergia propria nella (8.18) abbiamo che
G(z,y) = G°(z,y) + /d4a:1 /d4x’1 GOz, 21)% (21, 2)) GO (2, y)

+/d4$1 /d4x'1/d4x2 /d4x’2 GOz, 21)2 (21, 7)) GO (2, 22) X (e, 25) GO (2, )
N (8.19)

Questa equazione puo essere espressa come

G(z,y) = G%x,y) + /d4x1 /d456’1 Gz, 21)2(21, 24) G2, y) (8.20)

Questa espressione & comunemente chiamata 1’equazione di Dyson e la sua rappresentazione grafica
¢ data in figura 8.6. E da notare che in questa equazione e possibile fare uno sviluppo perturbativo sia
della funzione di Green che dell’autoenergia. La situazione e evidente per quanto riguarda lo sviluppo
perturbativo di G. Per quanto riguarda X, basta considerare il diagramma C' della figura 8.4. Per questo
diagramma, il primo ordine dello sviluppo contiene un solo loop, ed il diagramma completo ¢ al secondo
ordine.
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Figura 8.5: L’autoenergia impropria puo essere riscritta come somma di termini di autoenergia propria.

X X X
®

XJ
A = +

X2
[ J
y y y

Figura 8.6: Rappresentazione grafica dell’equazione (8.20), di Dyson.

L’equazione di Dyson assume un’espressione pitl semplice quando & riferita ad un sistema infinito ed
omogeneo. In questo caso, possiamo definire

L L
(2m)* (2m)*

Inserendo queste espressioni nell’equazione di Dyson (8.20), ed utilizzando la conservazione del quadrim-
pulso k otteniamo

G(z,y) = / ke PTG (k) e B(x,y) = / dke F @D (k) (8.21)

1
(2m)t

quindi I'espressione dell’equazione di Dyson nello spazio degli impulsi e

G(z,y) = / d* ke F =) [GO(k) + GO (k) S (k)G (k)] (8.22)

G(k) = [G°(k) + G°(k)(k)G(K)] (8.23)
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dalla quale

Gk 1
G(k) = 1— GO [GOR] T —=(k) (8.24)
Poiché
Go(k’ w) = f)_(kw; —]T-Fi)ﬂ + o.)@_(koik_—ki)ﬂ (8.25)
si ha
[Go(k)]_l =W — Wk (8.26)
quindi
1
G(k) = w — wy, — B(k) (8.27)
womnny = e +
Figura 8.7:

In analogia a quanto fatto per ottenere ’equazione di Dyson, possiamo trattare l'interazione. La
figura 8.7 indica come sia possibile considerare Iinterazione tra due generiche linee di particella, o buca,
definendo il polarizzatore II

V(e.y) = Volz,y) + / dhay / da, Vo, 1)Ly, 2,) Vo (). y) (8.28)

L’equazione precedente indica che l'interazione tra due particelle che si trovano nel mezzo € composta
dall’interazione nuda V), ovvero l'interazione delle due particelle nel vuoto, pit tutti i termini dovuti
alla polarizzazione del mezzo, che noi descriviamo in termini di eccitazioni virtuali particella-buca. Il
polarizzatore improprio II rappresenta tutte queste eccitazioni.

Figura 8.8:

Nella figura 8.8 sono rappresentati due dei possibili diagrammi inseriti nel polarizzatore improprio II.
Il diagramma A & appartiene alla categoria dei diagrammi definiti come propri perché non possono essere
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separati tagliando alcuna linea di interazione. Il diagramma B ha tre linee di interazione ma tagliando
la seconda, puo essere separato in due diagrammi propri, per questo motivo appartiene ai diagrammi
impropri.

In analogia a quanto abbiamo fatto per I'autoenergia, possiamo descrivere 'interazione in termini di
diagrammi propri, definendo il polarizzatore proprio II come contenente solamente diagrammi propri

fl(zy, 2}) = (a1, o)) + / dz, / da Ty, 22) Vo (w2, 2p)T1(zh, o))

+ / d4x'2/d4x3/d4:cg (21, z2)Vo(we, x5)I1(xh, 23)Vo (23, 25) (25, ) + - - -
= H(zy,7)) /d4x2/d4x2 xhxg)VO(xQ,xQ) (xh, x}) (8.29)
Quindi
V(z,y) = Vo(x,y)+/d4x1/d4x’1 Vo(x, x1) (21, 27) Vo (2], y)

+

/d4x1/d4x’1/d4m2/d4x’2 Vo(, x1) (21, 22) Vo (22, 2)I(2h, 1) Vo (], y) + - -

— Voley) + / d'a, / a4, Vo(, o)1 (a1, ) V() ) (8.30)

che ¢ ’analogo dell’equazione di Dyson per 'interazione.

Anche in questo caso, per un sistema ad invarianza traslazionale, quindi infinito ed omogeneo,
possiamo definire le trasformate di Fourier e otteniamo

V(k) = Vo(k) + Vo(k)TI(k)Vo(k) (8.31)
V(k) = Yolk)+ Vo(k)II(k)V(E) (8.32)

dalla quale si ottiene
V(k) = Vo(k) = Yolk) (8.33)

T= VoW K(F)
dove l'ultima equazione definisce I la funzione dielettrica che modifica 'interazione nuda V, per la
presenza del mezzo.

8.3 Hartree - Fock

Un primo approccio alla soluzione dell’equazione di Dyson (8.20) ¢ quello di considerare al posto del-
I’autoenergia completa gli inserimenti con una sola linea di interazione. Diagrammaticamente questa
approssimazione e descritta nella figura 8.9. Normalmente viene considerata un’approssimazione piu
raffinata, consistente nell’inserire tutte le possibili iterazioni di autoenergia nelle funzioni di Green dei
due termini di interazione della figura 8.9. Il risultato di questo inserimento di un numero infinito di
autoenergie ¢ presentato nella figura 8.11.

Consideriamo 1’equazione di Dyson (8.20)

Glz,y) = G,y) + / d'a, / 4, GO, 1)1, ) G (&, )

Nell’approssimazione presentata dalla figura 8.9 si ha che I’autoenergia puo essere espressa come

SO (2, a!) = —i {5(:51 —zh) /d‘*@wxl,@)GO(@,m) —V(x1,2h)GO(xy, xh) (8.34)
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Figura 8.9: Primo ordine perturbativo della funzione di Green descritta in termini dell’equazione di Dyson.

Figura 8.10: Inserimenti di autoenergia nei diagrammi della figura 8.9.

e nell’approssimazione della figura 8.11
SED (gy,2h) = —i {5(3:1 — ) /d4x2V(x1,x2)G(xz,x2) —V(x1,2})G (21, 7)) (8.35)

L’approssimazione di Hartree-Fock non include diagrammi come quelli presentati in figura 8.12 .
Ovviamente ’hamiltoniana H ¢ stata separata in Hy e H; e G° & definita rispetto agli autostati di
Hy. Se ’hamiltoniana H ¢ indipendente dal tempo si ha che 'interazione V puo essere scritta come:

V(xy,27) = V(x1,x7)d(t1 — t7)
Definiamo le trasformate di Fourier

G(xt,x't") = dwe= G (x, x| w) (8.36)

2

1 ; /
GO(xt,x't") = %/dwe_“”(t_t)GO(x,x’,w) (8.37)
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Figura 8.11: Rappresentazione diagrammatica dell’approssimazione HF nella equazione di Dyson.

1 , /
B(xt,x't) = B(xx)o(t—t) = - / dwe™ 3 (x, x) (8.38)
™
Per le funzioni di Green in rappresentazione mista, I’equazione di Dyson diventa
G(x,y,w) = G°(x,y,w) + /dgxl /dgx’l GO (%, %1, w) B(x1, 1) G (x], ¥, w) (8.39)
Nell’approssimazione I1 I'autoenergia diventa
SED (g, 2h) = 2UD (xq, x4)6(t — t') = —id(t — ')
1 _
X [5(:171 - x’l)/d4x2V(x1 - x2)2—/dweﬂ“’(tftJr)G(xQ,x’Q,w)
m
1 —iw(t—tT) /
—V(xi = x}) 5= [ dwe G(xl,xl,w)] (8.40)

Nell’equazione precedente ho indicato tT > t. Questo fatto sard utilizzato per definire poi la funzione

Figura 8.12: Esempio di diagrammi non inclusi nell’approssimazione di Hartree-Fock.

gradino.



100 CAPITOLO 8. DESCRIZIONE PERTURBATIVA DELLA FUNZIONE DI GREEN

Chiamiamo cz)?(r) le autofunzioni dell’hamiltoniana ad un corpo Hy

v?
Ho = Z hi 5 hidf(r) = {—Qm +U(r)} ¢J(r) = €;¢)(r) (8.41)

Usiamo questa base per descrivere gli operatori di campo in rappresentazione di interazione

Z ar(t ;Y (x, 1) Z ar i ( (8.42)

Quindi
iGO(xt, x't") = (®|T [¥r(x, t)i/)f'(x' t')] |<I>o)
= (00l e 00 e () o)
¢O|Zak N D owe T G)120)

= Z d)g(x)((bg(x * g iwi (t—t' ) O —t)O(w, — er) — O — 1)O(ep — wi)] (8.43)
k

dove ho usato
(‘I>0|aka;r,|<1>0> = OppO(wr — €F) ; <(I>0\a:,ak|¢>0> = Op kO (er — wi) (8.44)

Utilizzando la rappresentazione integrale di ©(¢ — t'), vedi Pequazione (7.43), ottengo

(x,x", w) Zqﬁk { Oler —er) + Oler — <) ] (8.45)

Ww—wg+1in  w—wg—in

Usando le ¢° ottenute dalla (8.41) posso calcolare G°, con la quale si puo attivare un ciclo iterativo
usando I'equazione di Dyson (8.39) e I’equazione per autoenergia (8.40).

E possibile cercare per GG un’espressione analoga alla (8.45) nella quale le ¢° sono sostituite con
generiche ¢ autostati di una nuova hamiltoniana ad un corpo, diversa da quella delle equazioni (8.41)

X X w Zfbk |: @(Ek - EF) + G(Ek - EF) :| (846)

Ww—wg+1in  w—wg—in

Inserendo questa espressione nell’equazione (8.40) si incontrano integrali del tipo
1 eio.)|t7t+| 1 6io.)|t7t+|

=0; = [ do————— =0O(-|t — ") (8.47)

27i ww—wk—&—in 211 W —w, — 1

quindi ottengo ’espressione
SED (g1, 1)) = DUD (xy,x))d(t — 1)
= — |:($(.’E1 — x/l)/dSCEQV(Xl — X2)iZ¢k(X2)¢Z(X2)@(6F — Ek)

k

=iV (1 = 1) Y 6u(x1) 01 (x4)O er — )|
k

= 021 — xi)/d%zV(Xl —X2)p(x2) = V(x1 = %1) Y ok (x1) 5 (x1)O(er — ) (8.48)

k
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dove ho usato l’espressione della densita per lo stato fondamentale di un sistema di particelle non
interagenti

p(x) = dr(x2) ) (x2) (8.49)
1
Definisco 'operatore
v2
EEw—HO:w—i—%—L{(X) (8.50)

dove U & un potenziale medio ad un corpo.

Ok — k) , Olcp — )

LG%(x1,x),w) - .
W—WE+1m w—wp—1n

D (w— e (x)dy" (x)

k

YR8 (X) [O(ef — ) +O(ep — )] = 6(x1 — x}) (8.51)
k

dove ho utilizzato la completezza delle ¢°, ed il fatto che per definizione delle energie wi = 62. Le-

spressione precedente indica che £ & l'operatore (G°)~!. Applico questo operatore all’equazione di

Dyson
LG(x1,x),w) = EGO(xl,Xll,w)+/d?’xg/d3m’2£GO(x1,x’1,w)E(xQ,x’2)G(xl,x’l,w)
= 0 xp) + [ S ax) Gl x ) (8.52)
Esplicitando 'operatore £ ottengo

ot 2 i) ICLDELS [

O(er — €r) n O(er — er) }

wW—wg+1in  w—wg—in

O(er — €r) N O(er — €x)
Ww—wg+1n  w—wg—in

= ol -+ [ P S(xa) 3 onx)oich) | | e
k

Moltiplicando per ¢;(x}) ed integrando su x} per l'ortonormalizzazione delle ¢y le somme scompaiono.

Oe; —er) | Olej —er) }

[w n vi —U(X1)] ¢j(x1) [

2m w—wj+in  w—w;—1in

_ ) 3/ / ] 9(6' —EF) 9(61:—6‘)

= ¢;(x1) + /d X5 2(X1,X5)P;(X2) [w 71% Tin + o—w; ]”J (8.54)
Moltiplicando per w — w; = w — €; ottengo
Vi : d*x4 % 5)0j(x2) = €;0; 8.55
ok Ub) | 65000) + [ @ Bl X5)0 x2) = €505 ) (8.55)
ed inserendo la (8.48)
2
o )| oyt + [ Vo - Xtk x)
- /d3X2 V(x1 = X2) Y b1 (x1)5(x2) ¢ (x2)O e — ) = €56;(x1) (8.56)
k

che ¢ la tradizionale equazione di Hartree-Fock.
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8.4 Equazione di Bethe-Salpeter

1l calcolo della funzione di Green in termini perturbativi usando ’equazione di Dyson come indicato nella
figura 8.13 rimane finito termine per termine solo se il potenziale non ¢ infinito. Si tratta del problema
che abbiamo studiato nel Cap. 4.2 utilizzando la teoria di Brueckner.

Ogni linea sottile della figura 8.13 indica la funzione di Green G°, descrivibile in termini di funzioni
d’onda non perturbate ¢, come dato dalle equazioni (8.45) e (8.46). Questo significa che ogni intersezione
tra linea tratteggiata e continua implica il prodotto v¢y tra interazione nuda e funzione d’onda imper-
turbata. Come discusso nel Cap. 4.2 questo prodotto non ¢ finito per potenziali infiniti. Usando una
strategia analoga a quella usata nel Cap. 4.2 cerchiamo di costruire una interazione effettiva sommando
una serie infinita di diagrammi in modo che il prodotto v¢y sia finito.

Figura 8.13:

Figura 8.14:

Consideriamo tutte le interazioni che collegano le linee di particella. Questa approssimazione detta
ladder (scala a pioli) & presentata, per i primi tre termini, nella figura 8.14. Bisogna considerare che
P'approssimazione ladder somma fino all’infinito termini di interazione legati esclusivamente a linee di
particella. Questo € necessario perche nel processo di interazione la particella modifica il proprio stato.
Se si trova al di sotto della superficie di Fermi bisogna considerare il principio di esclusione di Pauli. Per
evitare questa complicazione si sceglie di lavorare solo al di sopra della superficie di Fermi dove non ci
sono stati occupati.

Lavoriamo nello spazio degli impulsi e consideriamo i termini dello sviluppo perturbativo fino al
secondo ordine indicati nella figura 8.15 nei termini diretti e di scambio. I termini A e B contribuiscono
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Figura 8.15:

all’autoenergia con i termini
4B (p) = —2iV(0)(2m) / d*kG (k)e™ +i(2m)~* / d*kG°(k)V(p — k)e'on (8.57)
Ogni linea di particella che forma un circuito chiuso, o che si chiude alla stessa linea di interazione, che

¢ equivalente, genera un termine G(k,w)e’" con n — 0% alla fine del calcolo.
Per i termini C e D abbiamo

SOP() = 2 [ RGO [ HV 0 p - )Gk +)Via)
- en [ a0 E- 0PV -krg  (559)
Considerando tutti gli ordini dello sviluppo, si ottiene ’espressione
2(p) = —2i(2m)~* / d* kG (k)T (pk; pk) +i(2m) ™" / d*kG° (k)T (pk; kp) (8.59)
In questo esempio I' include la somma su tutte le interazioni ripetute, e assume ’espressione
L(pip2; p3pa) = V(p1 — p3) +i(2m) ™" / d'qV(q)G (p1 — )G (p2 + @)V (p1 —q —p3) + - (8.60)

Questa somma infinita di termini, indicata nella prima riga della figura 8.16, puo essere espressa in termini
di equazione integrale

T(p1pa; p3pa) = V(p1 — p3) + i(27r)_4/d4qV(q)G°(p1 —q)G°(p2 + )T (p1 — q,p> + @;p3ps)  (8.61)

la cui rappresentazione grafica & data dalla seconda riga della figura 8.16. L’equazione (8.61) & nota
come equazione di Bethe-Salpeter, anche se si tratta dell’approssimazione ladder dell’equazione di
Bethe-Salpeter.

Anche questa espressione presenta prodotti tra il potenziale microscopico V e la funzione di Green
non interagente G°. Questi termini sono perd moltiplicati da I' che rende finito I'integrando.
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Figura 8.16:

Ho espresso I’equazione di Bethe-Salpeter in termini di G°, ma & possibile utilizzare una G ottenuta
dal calcolo Hartee-Fock.

Ho giustificato 'uso delle sole linee di particella nel calcolo dell'interazione effettiva, per evitare
I'analisi in termini di principio di esclusione di Pauli. In realta ’approssimazione ¢ abbastanza buona,
perche lo spazio delle configurazioni al di sopra della superficie di Fermi ¢ molto piu grande di quello al
di sotto. E possibile dimostrare che i termini dello sviluppo sono legati a diverse potenze della densita
del sistema. Questo significa che tutto il processo € tanto piu valido quanto meno denso € il sistema.

8.5 La teoria Random Phase Approximation (RPA)

Figura 8.17: Rappresentazione grafica dell’equazione (8.62).

E possibile formulare un’equazione simile all’equazione di Dyson per la funzione di Green ad un corpo
anche per la funzione di Green a due corpi. In questa sezione ci occuperemo solo delle funzioni di Green
a due corpi che descrivono ’evoluzione temporale di una coppia particella-buca. Per questa situazione
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I’equazione, analoga a quella di Dyson eé:
0
G(Ila Z2,T3, .’,U4) = G (’rla €2,I3, fL'4)

+ /d4y1 d*ys d'ys dys GO(z1, 22, y1,Y2)K (Y1, Y2, y3, Ya) GO (Y3, Ya, T3, 74) (8.62)

dove il termine /C contiene tutti i diagrammi connessi che possono essere inseriti tra la linea di particella
e quella di buca.

Lo - _ % Y

R

Y Ya. Y,

A B 72

Figura 8.18: 1l giagramma A & improprio, riducibile, mentre il diagramma B & proprio, irriducibile.

I

Figura 8.19: Rappresentazione grafica dell’equazione (8.63).

Anche in questo caso si possono definire diagrammi impropri, o riducibili, e propri, o irriducibili.
Esempi di questi due tipi di diagrammi sono presentati nella figura 8.18. Il diagramma A & improprio,
riducibile, perche € possibile tagliare le linee di particella e di buca esterne generando due diagrammi
presenti nello sviluppo perturbativo della funzione di Green a due corpi. Al contrario questo non &
possibile per il diagramma B. Considerando I'inserimento di soli diagrammi propri, irriducibili, 'equazione
(8.62) puo essere, formalmente, riscritta come

G(x1, 2,3, 24) = G°(w1, w2, 73, T4)

+ /d4y1 d*ys d'ys d'ys GO (x1, 2, y1, ¥2)K(y1, Y2, y3, Ya) G (Y3, ya, T3, T4) (8.63)

dove il kernel K indica 'inserimento di tutti i diagrammi irriducibili.
L’approssimazione Random Phase Approximation (RPA) consiste nel considerare, nell’equazione
precedente, al posto del kernel K semplicemente I'interazione V che dipende solo da due coordinate.

KRPA (1, ya, ys, ya) = V(y1,y4) [0(y1 — y2)0(ys — ya) — 0(y1 — y3)5(y2 — ya)] (8.64)
quindi

GPPA (21, 29,23, 14) = GOz, 29, 73,24)
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: %M i

Figura 8.20:

+ /d4y1 dYys GO(21, 2,91, 1)V (Y1, y2) GR2 (ya, Y2, 23, 24)
- /d4y1 d*ys GO(x1, 22, Y1, Y2) VY1, y2) GRT™ (3, ya, 3, 24) (8.65)

dove ho separato il termine diretto e di scambio. La rappresentazione grafica dei diagrammi presenti
nell’approssimazione RPA ¢ data nella figura 8.20.

Considero l'espressione della funzione di Green a due corpi in rappresentazione di Lehmann, Eq.
(7.86). Poiché |¥,,) e (¥,| indicano lo stesso stato eccitato, i termini

(Wola, aif, [9n) (¥ lar,af, [Wo)

implicano
Oko ks (k2 — kp)ky 1, 0(ks — k)

Per questo motivo e possibile definire le trasformate di Fourier della funzione di Green a due corpi, e del
kernel di interazione, che dipendono esclusivamente da due impulsi

G($1,$2,$37$4) == (27T)_8/d4/€1 d4k26—ik1(x1—x4)€ik2(x2—x3)G(kl7k2) (866)
K(xy, 20, 3,24) = (27)78 / d*hey d*kpe 1 (@1—ea) gika(@2=2s) )0 () Fo) (8.67)

Inserendo queste due definizioni nell’equazione (8.63) ed utilizzando l'ipotesi RPA 8.65 sul kernel,
si ottiene I’espressione per I'equazione di Dyson in RPA espressa nello spazio dei momenti. Un calcolo
laborioso, anche se non presenta alcuna difficolta, mostra che considerando solo il termine diretto
della (8.65) 'equazione assume un aspetto puramente algebrico

GPAD (ki ko) = GOk k2)V (k1 — ko = )G Ry, k) (8.68)

Sviluppando un calcolo analogo per il termine di scambio, si vede che non puo essere fattorizzato
in una semplice espressione algebrica.

Considerando quindi il solo termine diretto, approssimazione detta dei diagrammi ad anello (ring
diagrams), si ha che

GRPAD (ki ky + q) = GO(ky, by + @)V(@QGRPAP (ky, k1 + ) (8.69)
G (ky by 4 q) [1— GOky, by + V()] = GOk, b + q) (8.70)
GO(ky, k1 + q)
1= GO%k1, k1 4+ q)V(q)

GRPAD (k1 k) + ) = (8.71)

Questa espressione ¢ comunemente utilizzata per calcolare la risposta lineare in sistemi fermionici infiniti.
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Figura 8.21: Rappresentazione grafica della RPA in approssimazione dei diagrammi ad anello.
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Appendice A

Operatori di creazione e distruzione
nel modello a Shell

Questo paragrafo riguarda la definizione degli operatori di creazione di distruzione nel caso specifico in
cui si voglia utilizzare una descrizione basata sulla simmetria sferica del problema.

La tematica e piuttosto specialistica e non verra ripresa nelle parti successive. Il lettore non inte-
ressato a questo problema puo tranquillamente passare ai paragrafi successivi senza comprometterne la
comprensione.

Nel caso di un’hamiltoniana di singola particella che gode di simmetria sferica, i numeri quantici che
caratterizzano gli stati sono: il numero quantico principale n, il momento angolare orbitale [, il momento
angolare totale j e anche m, la proiezione di j sull’asse di quantizzazione z (abbiamo ipotizzato una
descrizione in cui l'accoppiamento tra momenti angolari e spin avviene nello schema jj). Nel seguito
supporro sottintesi n e [.

L’azione degli operatori di creazione sara:

a;,|0) = |jm) (A1)

7,m

che indica che 'operatore aj

' m Crea una particella sul livello |gm). Il livello j & 2j + 1 volte degenere, per
questo motivo ¢ necessario specificare anche m.

Le 2j 4+ 1 componenti di al _ si comportano in modo tale da formare un tensore sferico irriducibile

che soddisfa le equazioni: o
[J.af,,] = mal, (A.2)
[Vevaf,] = [G+D)—mmz D] a0, (A.3)

dove abbiamo indicato con J4 e J, le componenti sferiche del momento angolare generalizzato del sistema.
L’equazione che trasforma le componenti di un tensore sferico irriducibile in quelle del suo hermitiano
e: N
k _ k _\q
(1M = (T*,) (-)7. (A.4)
Questo significa che 'aggiunto di a;“m, aj.m, non ¢ componente di un tensore sferico irriducibile, ma lo &
invece
ajm = (=) "0 —m (A.5)
Nei sistemi a invarianza rotazionale ¢ molto conveniente lavorare con operatori che si comportano
come tensori sferici irriducibili, quindi si preferisce utilizzare a@;,, al posto di a;,,. Le proprieta di

109
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anticommutazione sono:
+ ot _ Ty _
{aj,rrﬂ a’j,m’} = 0 {a'Jam’ a]/fm'} =0 (AG)

{@jmaﬁ,m«} (=)0 516 (A7)

Si puo creare uno stato di NV particelle applicando successivamente aj'm al vuoto e utilizzando le regole

di accoppiamento dei momenti angolari. Per esempio 'operatore di creazione di due particelle diventa:

1 J
AT (g2 IM) = —————75 [a}, ® a] (A.8)
(1+8j,50)"? 5@
dove abbiamo definito: ;
[aj1 ® ajﬂM = Z <j1m1j2m2|JM>a;7mlaj+27m2 (A.9)
mimse

in cui abbiamo indicato con (jimijams|J M) il coefficiente di Clebsch Gordan. L’operatore di distruzione
di una coppia di particelle diventa:

1 J

< . + - -
A(jrja; IM) = (=)"M [A* (jrjz; J — M) " = —m [aj, ® dj,ly, (A.10)
J1J2
e I'operatore di creazione di una coppia particella-buca é:
U(j1j2 I M) = [a}, ® aj,]a, (A.11)

Nel caso j; = ja, le due particelle sono distinte da m, # mo quindi, dato che le equazioni precedenti
comprendono una somma sulle componenti m e ms bisogna dividere per v/2 dato che si contano due volte
configurazioni indistinguibili. Ad esempio la configurazione in cui la terza componente della particella 1
¢ mq e quella della particella 2 & mo, ¢ identica a quella in cui la terza componente della particella 1 &
mo e quella della particella 2 € con m;.
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