
Dear Radioactive Ladies and Gentlemen,

As the bearer of these lines, to whom I graciously ask you to listen, will explain
to you in more detail, how because of the “wrong” statistics of the N and 6Li nuclei and the
continuous beta spectrum, I have hit upon a desperate remedy to save the “exchange theorem”
of statistics and the law of conservation of energy. Namely, the possibility that there could exist
in the nuclei electrically neutral particles, that I wish to call neutrons, which have spin 1/2 and
obey the exclusion principle and which further differ from light quanta in that they do not travel
with the velocity of light. The mass of the neutrons should be of the same order of magnitude
as the electron mass and in any event not larger than 0.01 proton masses. The continuous beta
spectrum would then become understandable by the assumption that in beta decay a neutron is
emitted in addition to the electron such that the sum of the energies of the neutron and the
electron is constant...

I agree that my remedy could seem incredible because one should have seen those neutrons
very earlier if they really exist. But only the one who dare can win and the difficult situation,
due to the continuous structure of the beta spectrum, is lighted by a remark of my honoured
predecessor, Mr. Debye, who told me recently in Bruxelles: “Oh, It’s well better not to think to
this at all, like new taxes”. From now on, every solution to the issue must be discussed. Thus,
dear radioactive people, look and judge. Unfortunately, I cannot appear in Tubingen personally
since I am indispensable here in Zurich because of a ball on the night of 6/7 December. With
my best regards to you, and also to Mr. Back.

Your humble servant

W. Pauli



Capitolo 1

Aspetti teorici delle oscillazioni di
neutrino

In questo capitolo si esamineranno brevemente alcuni aspetti teorici legati sia alla massa dei
neutrini che alle oscillazioni di flavour. Esso è organizzato come segue: nel primo paragrafo
verrà brevemente esaminato il problema delle masse dei neutrini, in particolare, i limiti su di
essi derivanti da ricerche dirette. Nel secondo paragrafo si analizzerà la matrice di mixing e
si esaminerà il fenomeno delle oscillazioni nel vuoto. Nel terzo paragrafo, invece, si esaminerà
più in dettaglio il problema delle oscillazioni dei neutrini nella materia. Nel quarto paragrafo
si discuterà infine dell’approssimazione di “dominanza di una scala di massa”.

1.1 Le masse dei neutrini

Se i neutrini hanno massa nulla, essi sono stati di elicità definita. Nel MSM i neutrini possiedono
solo la componente levogira νL mentre è assente la componente destrogira. Poiché l’operazione
di coniugazione di carica inverte l’elicità, gli antineutrini sono invece destrogiri (νL)cL = (νc)R.
Se i neutrini sono massivi, il termine di massa deve necessariamente mescolare stati di elicità
sinistrorsa e destrorsa. Ciò può avvenire in due modi:

• Esiste la componente destrogira νR (sebbene νR debba essere sterile) ed il termine di
massa è quello usuale νRνL + h.c.. In tal caso il termine di massa si dice di Dirac.

• Il termine di massa è del tipo ννc + h.c., ovvero mescola stati di neutrino con stati di
antineutrino (e quindi gli autostati di particella ed antiparticella non sono distinguibili).
In questo caso il termine di massa si dice di Majorana [24].

Quest’ultima possibilità è peculiare per i neutrini. Infatti un termine di massa di Majorana è
proibito per particelle elementari cariche [25] poiché implicherebbe la non conservazione della
carica elettrica. Ovviamente un termine di massa di Majorana viola la conservazione del numero
leptonico di due unità. Per esempio, sarebbe possibile il cosidetto doppio decadimento β senza
neutrini (Z,A) → (Z + 2,A) + e+ + e−, che sarà discusso brevemente nel paragrafo 1.1.3.
Tuttavia, mentre la conservazione della carica è assicurata dalla simmetria di gauge U(1), la
conservazione del numero leptonico deriva da una simmetria globale accidentale (derivante
proprio dall’assenza di termini di massa per il neutrino). Ne consegue che non vi è nessun
principio di simmetria di tipo fondamentale che assicura la conservazione del numero leptonico.

L’ipotesi più plausibile è che, se i neutrini sono massivi, entrambi i termini di massa, di
Dirac e di Majorana, siano presenti. Ciò è giustificato da un meccanismo, detto see–saw, che
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verrà discusso brevemente in seguito. Nel seguito verranno anche esaminati i limiti sulle masse
(sia di Dirac che di Majorana) dei neutrini derivanti dalle ricerche dirette di massa.

1.1.1 Termini di massa di Dirac e Majorana

In questo paragrafo il problema dei termini di massa verrà affrontato molto brevemente. Una
completa rassegna sull’argomento può essere trovata, ad esempio, in [26, 27, 28].

Come è noto, una particella di spin 1
2 è descritta da uno spinore a quattro componenti

Ψ. Questo spinore si può decomporre nelle componenti levogira e destrogira per mezzo degli
operatori di proiezione PL e PR

1 come:

ΨL = PLΨ ≡
(

1 − γ5

2

)
Ψ , ΨR = PRΨ ≡

(
1 + γ5

2

)
Ψ . (1.1)

Vi sono differenti rappresentazioni dello spinore Ψ. La più conveniente per la descrizione di
spinori con chiralità definita è quella di Weil (detta anche chirale o γ5–diagonale):

γ0 =
(

0 −σ0

σ0 0

)
, γi =

(
0 −σi

σi 0

)
, γ5 =

(
σ0 0
0 −σ0

)
, (1.2)

dove con σ0 si intende convenzionalmente la matrice unità 2 × 2 e le σi sono le matrici di
Pauli :

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (1.3)

In questa rappresentazione si ha, ovviamente:

ΨR =
(
φR
0

)
, ΨL =

(
0
φL

)
, Ψ = ΨL + ΨR =

(
φR
φL

)
, (1.4)

dove φL e φR sono spinori a due componenti. Uno spinore di Dirac è uno spinore in cui le
componenti ΨR e ΨL sono tra di loro indipendenti. Lo spinore corrispondente all’antiparticella
può essere ottenuto da quello di particella attraverso l’operazione di coniugazione di carica
Ψc = CΨT dove C = iγ0γ2 [29]. Uno spinore di Majorana è definito in modo che esso risulta
invariante sotto l’operazione di coniugazione di carica, ovvero Ψc = Ψ. Questa equazione ha
due possibili soluzioni date rispettivamente da:

χ =
(

φR
iσ2φ

∗
R

)
≡ ΨR + Ψc

R ,

ρ =
(

−iσ2φ
∗
L

φL

)
≡ ΨL + Ψc

L . (1.5)

E’ facile verificare che χc = χ e ρc = ρ. Uno spinore di Majorana è dunque uno spinore in cui
le componenti ΨR e ΨL non sono tra di loro indipendenti, ma sono legate dalle relazioni (1.5).
Si noti che χ e ρ non hanno elicità definita.

Un termine di massa nella lagrangiana corrisponde ad una generica forma quadratica ΨΨ
dove Ψ può essere uno spinore di Dirac o di Majorana. Per uno spinore di Dirac, ricordando
la (1.4), si ha:

LD = −mD (ΨLΨR + ΨRΨL) . (1.6)

1D’ora innanzi tutte le matrici verrano convenzionalmente indicate in grassetto.
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Questo termine viene detto termine di massa di Dirac: esso, come ovvio, mescola le componenti
levogira e destrogira, in quanto uno spinore di Dirac massivo non può avere elicità definita.
Per quanto riguarda i due spinori di Majorana, si ha invece:

LML = −1
2
mM
L χχ = −1

2
mM
L (Ψc

LΨL + ΨLΨc
L) ,

LMR = −1
2
mM
R ρρ = −1

2
mM
R (Ψc

RΨR + ΨRΨc
R) . (1.7)

Il fattore 1/2 è puramente convenzionale. Questi termini vengono detti termini di massa di
Majorana. Essi mescolano stati di particella e di antiparticella. E’ possibile che entrambi i
termini di massa siano presenti nella lagrangiana, per cui, in generale, si ha:

Lmassa = −mD ΨLΨR − 1
2
mM
L Ψc

LΨL − 1
2
mM
R Ψc

RΨR + h.c. (1.8)

Poiché ΨLΨR = Ψc
LΨc

R, la (1.8) si trasforma nella forma seguente, più compatta:

Lmassa = −1
2

(
ΨL Ψc

R

) (
mM
L mD

mD mM
R

)(
Ψc
L

ΨR

)
+ h.c.

= −1
2

(
ΨL Ψc

R

)
M

(
Ψc
L

ΨR

)
+ h.c. (1.9)

Questo è il più generale termine di massa per il neutrino nell’ipotesi di esistenza della compo-
nente destrogira νR, ed è detto termine di massa di Dirac–Majorana.

1.1.2 Il meccanismo see–saw

Come già accennato nel capitolo ??, se i neutrini sono massivi vi è un problema di naturalezza
legato al fatto che essi avrebbero comunque una massa molto più piccola rispetto agli altri
fermioni. Questo problema è risolto in alcune teorie di grande unificazione (GUT) attraverso
un meccanismo noto come see–saw [8]. Il punto di partenza è l’equazione (1.9) in cui si ipotizza
che M ≡ mM

R ≫ mD ≡ m mentre mM
L = 0. La matrice M in (1.9) diviene quindi:

M =
(

0 m
m M

)
. (1.10)

Questa matrice può essere diagonalizzata ed ha autovalori m+ ≃ M e m− ≃ −m2/M . Gli
autostati corrispondenti sono i seguenti:

N ≃ [νR + νcR] +
m

M
[νL + νcL] ,

ν ≃ −[νL + νcL] +
m

M
[νR + νcR] . (1.11)

Il fatto che una massa sia negativa è solo un artefatto matematico. Infatti, ridefinendo ν come:

ν ′ = γ5ν = [νL − νcL] +
m

M
[νR − νcR] , (1.12)

si vede che questo stato ha una massa positiva pari a +m2/M .
Nelle teorie GUT che prevedono il meccanismo see–saw, M è sostanzialmente dell’ordine di

grandezza della scala a cui si rompe la simmetria di grande unificazione, mentre m è dell’ordine
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delle masse dei fermioni (quark o leptoni). Dalle (1.11) si vede che l’autostato N , più massivo,
coincide praticamente con la componente destrogira (sterile) mentre l’autostato ν, meno mas-
sivo, coincide praticamente con la componente levogira (attiva). Delle due, solo la componente
ν è quindi osservabile. Nel meccanismo see–saw, inoltre, quanto più grande è M , tanto più
piccola è la massa di questa componente. Ciò giustificherebbe la piccolezza della massa dei
neutrini rispetto a quella degli altri fermioni.

Nel caso di tre generazioni, ciascuno spinore in (1.9) andrà sostituito con un vettore com-
posto da tre spinori (uno per ogni famiglia), mentre M ed m sono matrici 3 × 3. Dopo la
diagonalizzazione si avranno tre neutrini N1, N2, N3 “quasi–destrogiri” con masse M1, M2 ed
M3, autovalori della matrice M , e tre neutrini ν1, ν2, ν3 “quasi–levogiri” molto leggeri. Le
masse dei neutrini νi (i = 1, 2, 3) sono gli autovalori della matrice seguente:

mν = −mM−1mT , (1.13)

e stanno tra di loro all’incirca nel seguente rapporto:

mν1 : mν2 : mν3 ≃
m2
D1

M1
:
m2
D2

M2
:
m2
D3

M3
. (1.14)

Esistono differenti versioni del meccanismo sopra descritto; in particolare, le masse di Dirac
mDi in (1.14) possono essere dell’ordine delle masse dei quark di carica positiva o delle masse
dei leptoni carichi della corrispondente famiglia (a seconda del modello GUT scelto). Inoltre,
anche gli Mi possono variare da modello a modello. Per esempio nel see–saw quadratico si ha
M1 ≃M2 ≃M3; in tal caso:

mν1 : mν2 : mν3 ≃ m2
u : m2

c : m2
t (oppure m2

e : m2
µ : m2

τ ) . (1.15)

Nel see–saw lineare invece si ha:

M1 : M2 : M3 ≃ mu : mc : mt , (1.16)

e in tal caso anche le masse dei neutrini saranno nello stesso rapporto. Infine, l’ordine di
grandezza di M dipende dal modello e varia tipicamente nell’intervallo 103÷1016 GeV (ovvero,
dalla scala di supersimmetria a quella di Plank). Le masse dei neutrini nel modello see–
saw variano, quindi, dal MeV sino alla frazione di eV. In definitiva, come si è già osservato,
paradossalmente la misura della massa dei neutrini può contribuire a fornire informazioni sulla
scala di Grande Unificazione. Questa è una delle ragioni per cui ha una grande importanza la
misura di una eventuale massa dei neutrini.

1.1.3 Limiti diretti alle masse del neutrino

In questo paragrafo verrà affrontato molto brevemente il problema della misura diretta delle
masse dei neutrini. Per una rassegna completa si veda [30] 2. La misura diretta della massa
dei neutrini di una data generazione viene eseguita, in genere, attraverso l’analisi dei parametri
cinematici dei prodotti di un decadimento in cui compare il neutrino stesso. Il limite più basso
alla massa del ντ è stata posto dalla collaborazione ALEPH [31] mediante la misura della massa
invariante nei decadimenti τ+ → e+ +νe+ ν̄τ oppure τ+ → µ+ +νµ+ ν̄τ o anche τ− → nπ+ντ .
Questa misura ha fornito il seguente limite superiore:

mντ < 23MeV (95%C.L.) . (1.17)

2Esistono anche dei limiti indiretti posti da considerazioni astrofisiche. Per semplicità non ci si occuperà di
questi ultimi.
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Figura 1.1: Doppio decadimento β senza neutrini.

Per quanto riguarda il νµ, si è studiato il decadimento di un pione positivo a riposo in µ+ + νµ.
Dalla misura della massa invariante si è ricavato il seguente limite (esperimento PSI) [32]:

mνµ < 170 keV (95% C.L.) . (1.18)

Per quanto riguarda il νe, il decadimento considerato è quello del trizio:

3H → 3He + e− + ν̄e . (1.19)

Lo spettro energetico degli elettroni emessi segue la legge di Kurie:

dN

dE
∝ p (E +me)

√
(E0 − E)2 −m2

νe
, (1.20)

dove p ed E sono l’impulso e l’energia degli elettroni e E0 = 18.6 keV è la massima energia
disponibile per l’elettrone nel caso mνe = 0. Se il neutrino emesso è massivo, gli elettroni non
possono assumere un’energia superiore ad E0−mνe . La misura, quindi, viene eseguita cercando
deviazioni dello spettro energetico vicino al bordo (cioè per E ≃ E0). Per queste energie, però,
vi è una ridotta statistica di eventi di decadimento, come si può dedurre dall’equazione (1.20).
Inoltre, vi sono da considerare anche effetti di fisica nucleare (per esempio, correzioni dovute
allo spazio delle fasi) che possono influire sul decadimento e modificare lo spettro, anche per
mνe = 0. Per questo motivo, questo tipo di esperimento è molto delicato. Il limite più basso
alla massa del νe è stato posto dall’esperimento di Troitsk [33] e vale:

mνe < 4.35 eV (95% C.L.) . (1.21)

Oltre alle ricerche di tipo cinematico, sono state cercate evidenze di violazione del numero
leptonico attraverso il doppio decadimento beta senza neutrini (Z,A) → (Z + 2,A) + e+ + e−,
come in figura 1.1. Il limite più forte posto su questo tipo di decadimento è quello ottenuto
dalla collaborazione Heidelberg–Moscow al Gran Sasso [34]. In questo esperimento si cercano
evidenze del decadimento seguente:

76Ge → 76Se + 2e− + 0ν . (1.22)

L’esperimento ha posto un limite superiore al tempo di dimezzamento per il 76Ge attraverso il
decadimento (1.22) pari a T1/2 > 9.6 × 1024 anni. Da questo risultato si è ottenuto un limite
superiore alla massa di Majorana per il neutrino elettronico pari a:

mM
νe
< 0.5 eV (95% C.L.) . (1.23)
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1.2 Matrici di mixing e oscillazioni nel vuoto

Nel paragrafo precedente si è fatta l’implicita assunzione che i neutrini νe, νµ e ντ , autostati
di flavour, abbiano una massa definita. In realtà, se i neutrini sono massivi, è molto probabile
che gli autostati di flavour non coincidano con quelli di massa (e questo indipendentemente dal
carattere “Dirac” o “Majorana” del termine di massa per i neutrini), cos̀ı come anticipato nel
capitolo ??. In tal caso esisterà una matrice, detta di mescolamento o mixing , che connette
gli autostati di massa a quelli di flavour. Questo fenomeno trova un parallelo nel settore dei
quark, dove gli autostati di interazione forte per i quark di carica −1/3 (d, s, b) non coincidono
con quelli di interazione debole (dc, sc, bc). La matrice di mixing nel caso dei quark viene detta
di Cabibbo–Kobayashi–Maskawa (CKM) [35]. In questo paragrafo si introdurrà la matrice di
mixing nel settore dei neutrini. Inoltre, si mostrerà qual è la conseguenza diretta del mixing
tra i neutrini, ovvero il fenomeno delle oscillazioni di flavour .

1.2.1 Le interazioni dei neutrini nel Modello Standard

Nel Modello Standard, se si trascurano le piccole (poiché proporzionali alla massa) interazioni
con i campi di Higgs, gli unici due tipi di interazione in cui compare il neutrino sono quello di
corrente carica:

LCC =
g√
2

(νe, νµ, ντ ) γλ
1 − γ5

2

 e
µ
τ

W+
λ + h.c. , (1.24)

e di corrente neutra:

LNC =
g

2 cos θW
(νe, νµ, ντ ) γλ

1 − γ5

2

 νe
νµ
ντ

Zλ + h.c. (1.25)

I termini di massa per i leptoni carichi ed, eventualmente, per i neutrini sono i seguenti:

Lmassa
L = (e, µ, τ)ML

 e
µ
τ

 , Lmassa
ν = (νe, νµ, ντ )Mν

 νe
νµ
ντ

 . (1.26)

In generale, le matrici ML e Mν non sono diagonali, però sono sicuramente hermitiane.
Come si vede, mentre la lagrangiana di interazione di corrente neutra è invariante sotto

trasformazioni unitarie del tipo:  νe
νµ
ντ

 → O

 νe
νµ
ντ

 , (1.27)

dove O è una matrice unitaria (O†O = I), quello di corrente carica non lo è. Ciò mostra
come gli autostati di flavour sono anche autostati di interazione di corrente carica. Ciò li rende
distinguibili l’uno dall’altro, poiché si trasformano nei rispettivi leptoni in una interazione di
corrente carica. La lagrangiana (1.24) è invece invariante sotto rotazioni simultanee sia dei
neutrini che dei leptoni carichi: νe

νµ
ντ

 → O

 νe
νµ
ντ

 ,

 e
µ
τ

 → O

 e
µ
τ

 . (1.28)
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Questa proprietà permette di ruotare la base dei leptoni carichi in modo da diagonalizzare la
relativa matrice di massa, ovvero in modo che e, µ e τ siano anche autostati di massa:

OLMLO
†
L =

 me 0 0
0 mµ 0
0 0 mτ

 . (1.29)

Se i neutrini sono massivi, in generale le matrici di massa dei leptoni carichi e quella dei neutrini
non sono diagonalizzabili simultaneamente, ovvero OLMνO

†
L, dove OL è la trasformazione che

diagonalizza la matrice di massa dei leptoni carichi, può non essere diagonale. Ciò implica che,
per i neutrini, gli autostati di flavour non sono in generale anche autostati di massa, o, per dirla
diversamente, i neutrini νe, νµ e ντ possono non avere una massa definita. Si noti che la scelta
di diagonalizzare la massa nella base dei leptoni carichi è puramente convenzionale, sebbene
sia la più semplice da un punto di vista pratico. La situazione è la stessa che si verifica nel
caso dei quark, in cui si sceglie di definire gli autostati di massa u, c e t anche come autostati
deboli, mentre d, s e b non coincidono con i relativi autostati deboli dc, sc e bc.

1.2.2 La matrice di mixing

Come già anticipato nel precedente paragrafo, in generale la matrice di massa può contenere
elementi non diagonali. La lagrangiana di massa più generale per gli autostati di flavour è la
seguente:

Lmassa
ν = (νe, νµ, ντ )

 mee meµ meτ

mµe mµµ mµτ

mτe mτµ mττ

  νe
νµ
ντ



= (νe, νµ, ντ )Mν

 νe
νµ
ντ

 , (1.30)

dove Mν è una matrice hermitiana (meµ = m∗
µe, etc.). La matrice Mν può essere diagonalizzata

attraverso una matrice unitaria U, detta di mescolamento o mixing , nella maniera seguente:

U†

 mee meµ meτ

mµe mµµ mµτ

mτe mτµ mττ

U =

 m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 ≡ Md
ν . (1.31)

La matrice Md
ν (l’indice d sta per “diagonale”) è la matrice di massa nella base degli autostati

di massa ν1, ν2 ed ν3, legati agli autostati di flavour attraverso la trasformazione: νe
νµ
ντ

 = U

 ν1

ν2

ν3

 . (1.32)

Evidentemente, con questa posizione si ha semplicemente Lmassa
ν =

∑3
i=1miνiνi, dove i νi

(i = 1, 2, 3) sono gli autostati di massa.
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La matrice U è simile alla matrice CKM per i quark. Se si trascurano effetti di violazione
di CP 3, tale matrice è reale e può essere scritta come prodotto di tre matrici di rotazione [36]:

U = U23(ψ) × U13(ϕ) × U12(ω)

=

 1 0 0
0 cψ sψ
0 −sψ cψ

 ×

 cϕ 0 sϕ
0 1 0

−sϕ 0 cϕ

 ×

 cω sω 0
−sω cω 0
0 0 1



=

 cωcϕ sωcϕ sϕ
−sωcψ − cωsψsϕ cωcψ − sωsψsϕ sψcϕ
sωsψ − cωcψsϕ −cωsψ − sωcψsϕ cψcϕ

 , (1.33)

dove sψ = sinψ, cψ = cosψ, etc. Ovviamente questa non è l’unica scelta possibile, ma è quella
adottata più comunemente in letteratura. Gli angoli ϕ (= θ13), ψ (= θ23) ed ω (= θ12) vengono
detti angoli di mixing . Nel caso di due sole generazioni di neutrini, la matrice di mixing è più
semplice e può essere scritta come funzione di un solo angolo di mixing, il quale, usualmente,
viene indicato con θ [37]:

U(θ) =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
. (1.34)

Sebbene il caso di due generazioni non sia realistico, il suo studio è molto utile poiché, come
si vedrà in seguito, molti dei problemi generali in tre generazioni di neutrini possono essere
ridotti al caso di due generazioni.

1.2.3 Le oscillazioni di neutrino nel vuoto

Il fenomeno delle oscillazioni di flavour nel vuoto fu per la prima volta ipotizzato da Pontecorvo
nel 1967 [38], nel caso più semplice di due generazioni di neutrini. In questo paragrafo si
vuole illustrare il fenomeno nel caso generale di tre generazioni di neutrini, riducendosi a due
generazioni come caso particolare.

Si consideri un neutrino che si propaga nel vuoto con impulso p. Esso sarà, a seconda
della base scelta, una sovrapposizione degli autostati di flavour να (α = e, µ, τ) o di mas-
sa νi (i = 1, 2, 3). Questi ultimi, avendo massa ben definita, si propagano come autostati
dell’Hamiltoniana 4:

Hνi = Eνiνi . (1.35)

con autovalori:

Eνi =
√
m2
i + p2 ≃ p+

m2
i

2p
≃ p+

m2
i

2Eν
, (1.36)

dove si sono usate le approssimazioni m2
i ≪ p e Eν1 ≃ Eν2 ≃ Eν3 ≡ Eν . Nella base degli

autostati di massa, l’Hamiltoniana è quindi diagonale e l’equazione di Schrödinger:

i
∂νi
∂t

= Hνi . (1.37)

ha soluzione: ν1(t)
ν2(t)
ν3(t)

 = e−iHt

 ν1(0)
ν2(0)
ν3(0)

 =

 e−iEν1 t 0 0
0 e−iEν2 t 0
0 0 e−iEν3 t

 ν1(0)
ν2(0)
ν3(0)

 . (1.38)

3Gli effetti di violazione di CP non sono rilevanti per gli scopi di questa trattazione, e verranno sempre esclusi.
4D’ora innanzi si utilizzerà la convenzione ~ = c = 1.
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Per quanto detto nel paragrafo precedente, se si vuole descrivere il contenuto di flavour del
neutrino occorre ruotare secondo la matrice U. Al tempo t si ha: νe(t)

νµ(t)
ντ (t)

 = U

 ν1(t)
ν2(t)
ν3(t)

 = U e−iHtU†

 νe(0)
νµ(0)
ντ (0)

 . (1.39)

L’operatore U e−iHtU† è, in generale, non diagonale. Questo significa che il contenuto di
flavour al tempo t è, in generale, diverso da quello a t = 0. Vi è quindi una probabilità non
nulla che il flavour al tempo t sia diverso da quello iniziale. In particolare, utilizzando la (1.39),
la probabilità di transizione da un flavour α ad uno β sarà data [ricordando anche la (1.36)]
da:

P (να → νβ ; x) =

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

UαjUβje
−iEνj t

∣∣∣∣∣∣
2

= δαβ − 4
2∑
j=1

3∑
k=j+1

UαjUβjUαkUβk sin2
δm2

jkx

4Eν
, (1.40)

dove δm2
jk = m2

k −m2
j e si è usato il fatto che per un neutrino ultrarelativistico x ≃ t.

Il fenomeno appena descritto viene chiamato fenomeno delle oscillazioni di flavour o, anche
oscillazioni di neutrino. Da un punto di vista intuitivo esso consiste di un fenomeno di interfe-
renza (“battimento”) tra tre onde che si propagano con frequenza diversa. In due generazioni
di neutrini (che verranno chiamati convenzionalmente νe e νµ) la (1.40) diviene semplicemente:

P (νe → νe; x) = P (νµ → νµ; x) = 1 − sin2 2θ sin2

(
δm2

4Eν
x

)
, (1.41)

ed ovviamente P (νe → νµ) = 1 − P (νe → νe). La lunghezza d’onda di oscillazione vale:

λν =
4πEν
δm2

≃ 2.47 m × Eν
MeV

× eV2

δm2
. (1.42)

L’ampiezza massima di oscillazione si ha per θ = π/4. Questo caso si chiama di mixing
massimale e si ha quando sia il νe che il νµ sono costituiti in parti uguali dei due autostati
di massa ν1 e ν2. In questo caso si può avere la completa conversione da un flavour all’altro.
Quando la propagazione è “incoerente”, ovvero l’informazione di fase è mediata (come quando,
per esempio, la zona di produzione dei neutrini è molto più larga della lunghezza d’onda tipica),
si ha ⟨sin2

(
δm2

4Eν
x
)
⟩ = 1

2 e la (1.41) diviene semplicemente:

P (νe → νe; x) = 1 − 1
2

sin2 2θ . (1.43)

Nel paragrafo 1.3.3 si tornerà di nuovo sul problema della perdita di coerenza poiché esso è
cruciale nella semplificazione del problema della propagazione dei neutrini nella materia.

1.3 Le oscillazioni di neutrino nella materia

Quando il neutrino attraversa la materia, le interazioni con essa possono modificare sostanzial-
mente la probabilità di oscillazione. In particolare, si può innescare un fenomeno di risonanza
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in cui si ha un’amplificazione delle oscillazioni anche per piccoli valori degli angoli di mixing.
Questa possibilità è molto interessante, soprattutto per quanto riguarda il deficit dei neutrini
solari. Infatti i neutrini prodotti nel Sole interagiscono con la materia solare (e terrestre, nel
caso in cui i neutrini vengono rivelati di notte), prima di raggiungere il rivelatore. Sotto par-
ticolari condizioni, quindi, si può avere una sostanziale conversione di flavour anche per valori
piccoli dell’angolo di mixing. Questa possibilità fu per la prima volta individuata da Wolfen-
stein nel 1978 [9] e successivamente riconsiderata da Mikheyev e Smirnov nel 1985 [10] e per
questo motivo l’effetto di oscillazione nella materia viene chiamato effetto Mikheyev–Smirnov–
Wolfenstein (MSW). Attualmente questo effetto sembra essere la più probabile soluzione al
deficit dei neutrini solari. Inoltre, esso entra anche in gioco nella discussione dei neutrini at-
mosferici (sebbene in maniera meno cruciale), poiché parte di questi attraversano la materia
prima di essere rivelati. In questo capitolo verranno brevemente discussi gli effetti legati al-
le oscillazioni di neutrino nella materia. Per una rassegna completa sull’argomento si veda
[27, 10, 39, 40].

1.3.1 L’equazione MSW

Nel capitolo precedente si è esaminato il fenomeno di oscillazione nel vuoto. In particolare,
per un neutrino che si propaga nel vuoto, l’equazione che descrive l’evoluzione del contenuto
di flavour, tenendo presente la (1.36) e la (1.37), è la seguente:

i
∂

∂x

 νe
νµ
ντ

 = H

 νe
νµ
ντ

 = U
(Md

ν)
2

2Eν
U†

 νe
νµ
ντ

 , (1.44)

dove (Md
ν)

2 = diag(m2
1, m

2
2, m

2
3). La soluzione della (1.44) è la (1.39). Nella materia ordinaria,

la diffusione coerente dei neutrini sia sugli elettroni che sui nucleoni del mezzo attraversato fa s̀ı
che all’Hamiltoniano dell’equazione (1.44) si aggiunga un termine di potenziale, comunemente
indicato con A, e l’equazione (1.44) si trasformi nella seguente 5:

i
∂

∂x

 νe
νµ
ντ

 =
1

2Eν

[
U(Md

ν)
2U† + A

]  νe
νµ
ντ

 . (1.45)

Nel seguito si supporrà che le interazioni che il neutrino ha con la materia siano esclusivamente
di tipo standard. In tal caso sono assenti interazioni di corrente neutra con cambiamento di
flavour (FCNC), essendo queste proibite dall’ipotesi di conservazione naturale del flavour [41] 6.
Essendo gli autostati di flavour anche autostati di interazione nella materia, la matrice A è
diagonale ed è data da:

A =

 ACC +ANC 0 0
0 ANC 0
0 0 ANC

 . (1.46)

Il termine di interazione di corrente carica ACC è peculiare dei neutrini elettronici, come mo-
strato in figura 1.2. Se si trascurano piccoli effetti di correzione radiativa dovuti alla differenza
di massa tra il µ e il τ [42], i termini di interazione di corrente neutra per i tre flavour sono

5Una derivazione näıve dell’equazione (1.45) è stata riportata in appendice A.
6Il caso in cui sono presenti anche interazioni di corrente neutra con cambiamento di flavour è trattato in

[14, 15].
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W Z

e

νe

νe

e

e,N

νx

e,N

νx

- -

- -

- -

- -

Figura 1.2: Interazioni di corrente carica e neutra del neutrino nella materia (x = e, µ, τ ; N = nucleone).

uguali. Per questo motivo essi possono essere trascurati, essendo possibile eliminarli attraverso
una ridefinizione della fase complessiva dei tre stati di flavour nell’equazione (1.45): νe

νµ
ντ

 → exp
[
−i

∫
dx

ANC(x)
2Eν

] νe
νµ
ντ

 . (1.47)

Ne consegue che l’unico termine essenziale per la propagazione dei neutrini nella materia è il
potenziale di corrente carica ACC . Questo potenziale vale [9, 10] (si veda anche l’appendice A):

ACC(x) = 2
√

2GFNe(x)Eν , (1.48)

dove GF è la costante di Fermi ed Ne è la densità elettronica del mezzo attraversato. D’ora
innanzi, per semplicità, si trascurerà l’apice “CC” per indicare il potenziale (1.48). L’equa-
zione (1.45) con il potenziale (1.48) viene detta equazione di Mikheyev–Smirnov–Wolfenstein
(MSW) [9, 10].

L’operatore [U(Md
ν)

2U† + A] nel secondo membro dell’equazione (1.45) può essere a sua
volta diagonalizzato attraverso una matrice unitaria Um:

(Um)†
[
U(Md

ν)
2U† + A

]
Um =

 M2
1 0 0

0 M2
2 0

0 0 M2
3

 . (1.49)

Si definiscono inoltre gli stati:  νm1
νm2
νm3

 = (Um)†

 νe
νµ
ντ

 . (1.50)

Gli stati νmi non sono però, in generale, autostati di massa nella materia poiché la matrice Um

è, in generale, funzione di x. L’equazione di propagazione per gli stati νmi è la seguente [39]:

i
∂

∂x

 νm1
νm2
νm3

 =

 1
2Eν

 M2
1 0 0

0 M2
2 0

0 0 M2
3

 − i(Um)†
d

dx
Um

 νm1
νm2
νm3

 . (1.51)

Nel caso in cui A è costante si ha dUm/dx = 0 e quindi gli stati νmi divengono autostati
di massa nella materia. In tal caso la probabilità di transizione P (να → νβ ; x), in analogia
alla (1.40) è data, da:

P (να → νβ ; x) = δαβ − 4
2∑
j=1

3∑
k=j+1

UmαjU
m
βjU

m
αkU

m
βk sin2

δM2
jkx

4Eν
. (1.52)
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1.3.2 La propagazione adiabatica

Le proprietà dell’equazione (1.51) sono più semplici da studiare quando ci si riduce al caso
di due generazioni di neutrini. In tal caso, l’equazione (1.45) si scrive nella forma canonica
seguente:

i
∂

∂x

(
νe
νµ

)
=

1
4Eν

(
A(x) − δm2c2θ δm2s2θ

δm2s2θ −A(x) + δm2c2θ

)(
νe
νµ

)
, (1.53)

dove δm2 = m2
2 −m2

1 è l’unica differenza di massa al quadrato. In due generazioni, la matrice
Um può scriversi come:

Um =
(

cos θm sin θm
− sin θm cos θm

)
. (1.54)

L’angolo θm è noto come angolo di mixing nella materia, dato da:

sin 2θm =
s2θ√

(A/δm2 − c2θ)2 + s22θ

. (1.55)

Nel caso di due neutrini l’equazione (1.51) può venire riscritta nella seguente forma compatta
[39]:

i
d

dx

(
νm1
νm2

)
=

[
− π

λmν
σ3 +

dθm
dx

σ2

](
νm1
νm2

)
, (1.56)

dove le σi sono le matrici di Pauli e λmν è la lunghezza d’onda di oscillazione nella materia e
vale:

λmν =
λν√

(A/δm2 − c2θ)2 + s22θ

, (1.57)

mentre il gradiente di θm vale:

dθm
dx

=
1
2

δm2s2θ
(A− δm2c2θ)2 + (δm2s2θ)2

dA

dx
. (1.58)

Si supponga che la densità elettronica Ne(x) vari in modo “lento”. Più precisamente, si
assuma che l’angolo di mixing nella materia vari molto poco nello spazio della lunghezza d’onda
di oscillazione, ovvero: ∣∣∣∣dθmdx

∣∣∣∣ ≪ π

λmν
. (1.59)

Questa condizione viene detta di adiabaticità. Sotto questa ipotesi la (1.56) diviene:

i
∂

∂x

(
νm1
νm2

)
≃ − π

λmν
σ3

(
νm1
νm2

)
; (1.60)

in questo caso gli stati νm1 e νm2 sono approssimativamente autostati di massa nella materia
e quindi si propagano praticamente inalterati in essa. Questo tipo di propagazione si dice
adiabatica [39]. La soluzione della (1.60) è la seguente:(

νm1 (x)
νm2 (x)

)
= exp

[
iπσ3

∫ x

x0

dx

λmν (x)

](
νm1 (x0)
νm2 (x0)

)
. (1.61)
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Si supponga che un neutrino creato nella materia, venga rivelato nel vuoto (questo è il caso,
ad esempio, dei neutrini solari). In tal caso dalla (1.61) si ha che l’evoluzione degli autostati
di flavour, nell’approssimazione di propagazione adiabatica, è data da:(

νe(x)
νµ(x)

)
= U†(θ) exp

[
iπσ3

∫ x

x0

dx

λmν (x)

]
Um(θm)

(
νe(x0)
νµ(x0)

)
. (1.62)

La probabilità di transizione P (νe → νe) sarà quindi:

P (νe → νe) =
∣∣∣cθcθme

iπ
R x

x0

dx
λm

ν − sθsθme
−iπ

R x
x0

dx
λm

ν

∣∣∣2 . (1.63)

Se si suppone la propagazione incoerente [cos̀ı come nel caso della (1.43)], è possibile, nello
sviluppo della (1.63), mediare sui termini di interferenza. Dopo qualche calcolo si ottiene [39]:

P (νe → νe) =
1
2

(1 + cos 2θm cos 2θ) . (1.64)

Si noti che, nel caso θm = θ, la (1.64) si riduce alla (1.43).

1.3.3 Il fenomeno della risonanza

L’espressione (1.64) consente di calcolare analiticamente la probabilità di transizione P (νe →
νe) nella materia, purché la propagazione sia incoerente e valga la (1.59). Si noti come nel-
la (1.64) sia scomparsa ogni esplicita dipendenza dal profilo della densità elettronica Ne(x).
Quando la condizione (1.59) viene a cadere, gli autostati νmi possono non conservarsi, ovvero
vi è una probabilità non nulla di conversione νm1 ↔ νm2 .

Dalle equazioni (1.59) e (1.58) è facile rendersi conto che la condizione di adiabaticità (1.59)
diviene critica quando è soddisfatta la seguente condizione:

A(xc) = 2
√

2GFNe(xc)Eν = δm2 cos 2θ . (1.65)

Infatti, quando questo avviene, si ha che dθm/dx e λmν assumono contemporaneamente il massi-
mo valore. Questa condizione viene detta di risonanza. Quando viene soddisfatta la condizione
di risonanza, l’angolo di mixing nella materia diviene massimale (θm = π/4). Si supponga che
un neutrino si propaghi in un mezzo a densità elettronica decrescente dNe(x)/dx < 0, in modo
che alla creazione si abbia A(x0) > δm2 cos 2θ. In questa ipotesi il neutrino, nella sua propa-
gazione, incontrerà lo strato di risonanza. Con buona approssimazione, si può supporre che il
neutrino si propaghi adiabaticamente tranne in un piccolo intervallo [x−, x+] contenente lo stra-
to di risonanza (x− < xc < x+), e che la transizione νm1 ↔ νm2 possa avvenire sostanzialmente
in questo intervallo. In tal caso, la (1.62) si trasforma nella seguente:(

νe(x)
νµ(x)

)
= U†(θ) exp

[
iπσ3

∫ x

x+

dx

λmν (x)

] (
Tνm

1 νm
1

Tνm
1 νm

2

Tνm
2 νm

1
Tνm

2 νm
2

)

× exp
[
iπσ3

∫ x−

x0

dx

λmν (x)

]
Um(θm)

(
νe(x0)
νµ(x0)

)
, (1.66)

dove Tνm
i νm

j
= ⟨νmj (x+)|νmi (x−)⟩ è l’ampiezza di transizione νmi → νmj nell’attraversare lo strato

di risonanza. Supponendo che l’informazione di fase sia persa, la probabilità P (νe → νe) si può
calcolare in analogia alla (1.64). Detta Pc = P (νm1 ↔ νm2 ) la probabilità di conversione da un
autostato di massa all’altro, dalla (1.66) si ha, dopo qualche calcolo [39]:

P (νe → νe) =
1
2

+
(

1
2
− Pc

)
cos 2θm cos 2θ . (1.67)
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Nello strato di risonanza la (1.59) si traduce nella seguente:

γ =
δm2s22θ

2Eνc2θ |d logNe/dx|x=xc

≫ 1 . (1.68)

Il fattore γ viene detto parametro di adiabaticità. Evidentemente Pc deve dipendere da γ in
modo tale che quando γ ≫ 1 (propagazione adiabatica) si abbia Pc ∼ 0, mentre quando γ ∼ 1 la
probabilità Pc tenda all’unità. Il limite di validità dell’equazione (1.67) e le eventuali correzioni
da apportare sono discusse in [43].

Nella deduzione della (1.67) è cruciale l’ipotesi di incoerenza nella propagazione del neutrino.
Per quanto riguarda i neutrini solari, nel caso di oscillazioni MSW, questa ipotesi è sempre
lecita, come discusso in [44]. Infatti, la lunghezza di coerenza dei pacchetti d’onda per i neutrini
solari è circa dc = 10−8 m, a causa delle rapide collisioni dei nuclei emettitori. Gli autostati
di massa perderanno la loro coerenza dopo aver percorso una distanza pari a L ∼ dc/δβ, dove
δβ è la differenza di velocità degli autostati di massa. Per energie tipiche dei neutrini solari
(Eν ∼ 1 MeV) si ha L ∼ 50λν . Perché si abbiano oscillazioni MSW nel Sole, deve essere
10−8 . δm2/eV2 . 10−4. Dalla (1.42) si deduce che λν non può essere mai maggiore di
∼ 2× 108 m. Ne consegue che, nella peggiore delle ipotesi, l’informazione di fase è persa dopo
una distanza di circa 1010 m, ovvero un ordine di grandezza inferiore alla distanza Terra–Sole.
Oltre a questo, alla perdita di coerenza contribuiscono altri fattori, quali la dimensione finita
della zona di produzione di neutrini nel Sole (∼ 0.1R⊙), la variazione di distanza Terra–Sole
dovuta all’eccentricità orbitale terrestre, etc. Invece, per δm2 < 10−9 eV2, l’informazione
di fase non può essere mediata. Questo tipo di oscillazioni (per cui l’effetto della materia è
irrilevante) vengono definite “just–so”. In questo caso, la lunghezza d’onda di oscillazione è
proprio dell’ordine della distanza Terra–Sole.

Il calcolo della probabilità Pc è stato per la prima volta effettuato nel 1932 da Landau,
Zener e Stueckelberg [45] nell’ambito della teoria delle transizioni atomiche (la quale ha molte
analogie con quella delle oscillazioni di flavour) per mezzo dell’approssimazione WKB. Per
questo motivo la (1.67) viene detta formula di Landau–Zener . Per un mezzo con densità
variabile, Pc può essere calcolato attraverso il seguente integrale di contorno:

logPc = − 1
Eν

Im
∫ A=δm2e±2iθ

A=δm2c2θ

dx
[
(A− δm2c2θ)2 + (δm2s2θ)2

]1/2
, (1.69)

dove il segno + (−) vale a seconda che dNe/dx > 0 (< 0). Il calcolo è stato eseguito per
vari profili della densità, sia utilizzando la formula (1.69) che attraverso una risoluzione diretta
dell’equazione (1.53) [46]; il risultato generale può essere esemplificato dalla formula seguente:

Pc =
exp

[
−π

2
γF

]
− exp

[
−π

2
γ
F

s2θ

]
1 − exp

[
−π

2
γ
F

s2θ

] , (1.70)

dove γ è il parametro di adiabaticità ed F è una funzione che dipende dal profilo della densità
attraversato dal neutrino (si veda la tabella III in [39]).

La (1.67) viene generalmente utilizzata per la descrizione delle oscillazioni dei neutrini
solari. In tal caso il profilo della densità attraversata dal neutrino è approssimativamente
esponenziale. Si mostra che in questa condizione F è una funzione solo dell’angolo di mixing θ
e vale semplicemente:

F = 1 − tan2 θ . (1.71)



15 1.4 La dominanza di una scala di massa

1.4 La dominanza di una scala di massa

Anche se si trascurano gli effetti di violazione di CP, la descrizione del fenomeno delle oscillazioni
di flavour nel caso generale di tre generazioni di neutrini necessita di cinque parametri per essere
descritto: due differenze di massa al quadrato e tre angoli di mixing. Come sarà più chiaro nei
prossimi capitoli, le oscillazioni di flavour servono, in particolare, ad interpretare due anomalie
nella fenomenologia dei neutrini, ovvero il deficit dei neutrini solari e l’anomalia dei neutrini
atmosferici. L’analisi di queste anomalie in termini di oscillazioni andrebbe eseguita quindi, in
linea di principio, in uno spazio a cinque dimensioni. Un’analisi generale in tre generazioni sia
di queste anomalie che della rimanente fenomenologia (neutrini da acceleratore e reattore) è
perciò complessa.

Una semplificazione viene dalla constatazione che per i neutrini solari, in due generazioni,
sono possibili due soluzioni: δm2 ∼ 10−5 eV2 per oscillazioni MSW o 10−10 eV2 per oscillazioni
“just-so”, mentre i neutrini atmosferici e da laboratorio (“terrestri”) sono sensibili a valori di
δm2 ≥ 10−4 eV2, cos̀ı come sarà mostrato con maggior dettaglio nei prossimi capitoli. Per
questo motivo è lecito ipotizzare la validità della cosiddetta ipotesi di dominanza di una scala
di massa [47], in cui si suppone che due autostati di massa (convenzionalmente indicati con ν1

e ν2) siano quasi degeneri rispetto al terzo autostato di massa ν3
7. Per semplicità, si scelgono

ν1 e ν2 in modo che si abbia sempre m1 < m2. L’autostato ν3 può essere o molto più pesante
(m3 ≫ m1,2) o molto più leggero (m3 ≪ m1,2) degli altri due, cos̀ı come mostrato in figura 1.3.
Più precisamente, posto:

δm2 ≡ m2
2 −m2

1 , m2 ≡ m2
3 −m2

1,2 , (1.72)

si suppone che δm2 ≪ |m2|, dove m2 è positivo o negativo a seconda che valga lo scenario (a)
o (b).

Con le posizioni precedenti si ha che δm2(≤ 10−5 eV2) è “responsabile” delle oscillazioni dei
neutrini solari mentre m2(≥ 10−4 eV2) è “responsabile” delle oscillazioni dei neutrini terrestri.
In questa approssimazione si può porre m2 = ∞ nell’analisi dei neutrini solari e δm2 = 0 in
quella dei neutrini terrestri. Questa approssimazione, sebbene arbitraria a priori, trova però
riscontro nella fenomenologia. Essa sarà utilizzata per tutto il resto di questa trattazione poiché
permette una notevole semplificazione dell’analisi, come verrà mostrato nei paragrafi 1.4.1
e 1.4.2. Inoltre, nel paragrafo 1.4.3 si esaminerà l’effettiva validità dell’approssimazione di
dominanza di una scala di massa.

1.4.1 Conseguenze per i neutrini solari

Il Sole è una sorgente di neutrini elettronici. Questi, a causa delle oscillazioni, possono tra-
sformarsi in neutrini di altri flavour. Per quanto visto nel paragrafo 1.2.1, l’unico modo per
identificare il flavour di un neutrino è attraverso un’interazione di corrente carica che lo con-
verte nel leptone corrispondente. A causa dell’energia relativamente bassa dei neutrini solari
(Eν ≤ 20 MeV) l’unico flavour che può essere identificato è quello elettronico. Ciò corrispon-
de a misurare la probabilità di sopravvivenza dei neutrini elettronici P (νe → νe). Il flusso
Φνµ + Φντ può essere eventualmente misurato attraverso interazioni di corrente neutra. Ciò
permetterebbe di misurare la probabilità di conversione 1−P (νe → νe). Come si vede, quindi,
l’unica quantità effettivamente misurabile è la probabilità P (νe → νe) = |νe|2. Questa quantità
è evidentemente invariante sotto trasformazioni della base di flavour che lasciano invariato il

7Ovviamente la scelta per la numerazione degli autostati di massa è del tutto arbitraria. Una scelta differente
è equivalente ad una ridefinizione degli angoli di mixing.
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Figura 1.3: L’ipotesi di dominanza di una scala di massa. I neutrini solari non distinguono tra gli scenari (a)
e (b) all’ordine zero in δm2/m2.

νe, ovvero nel sottospazio “23”:  νe
νµ
ντ

 → U†
23(ψ)

 νe
νµ
ντ

 . (1.73)

Dall’equazione (1.46) si vede che anche la matrice A è invariante sotto trasformazioni nel
sottospazio “23”, cioè:

U†
23(ψ)AU23(ψ) = A . (1.74)

Da queste considerazioni e dalle equazioni (1.45) e (1.33) si vede che la probabilità P (νe → νe) è
indipendente dall’angolo ψ. Questa proprietà è generale e non dipende dall’ipotesi di dominanza
di una scala di massa. In generale, quindi, le oscillazioni dei neutrini solari possono essere
descritte nel sottospazio (δm2,m2;ω, ϕ). Se poi nell’analisi dei neutrini solari si suppone anche
|m2| → ∞ 8, le oscillazioni dipenderanno solo dai parametri (δm2, ω, ϕ), o equivalentemente,
dai parametri (δm2, U2

e1, U
2
e2, U

2
e3). In particolare si ha [48, 16]:

P3ν(νe → νe) = s4ϕ + c4ϕP2ν(νe → νe) , (1.75)

8Si noti che per i neutrini solari, gli scenari (a) e (b) sono indistinguibili.
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dove P2ν(νe → νe) è la classica probabilità di sopravvivenza νe → νe in due generazioni [calco-
lata, per esempio, attraverso la formula di Landau–Zener (1.67)], con l’accortezza di sostituire
θ → ω e Ne → Nec

2
ϕ. Per completezza, la dimostrazione di questa proprietà è riportata in

appendice B. Come si vede, nel caso ϕ = 0 (ovvero Ue3 = 0) si ottiene di nuovo la classica
probabilità di oscillazione in due generazioni.

1.4.2 Conseguenze per i neutrini terrestri

I neutrini di origine terrestre sono di due tipi:

1. neutrini atmosferici, prodotti dalle interazioni di raggi cosmici in alta atmosfera;

2. neutrini da laboratorio, prodotti in reattori nucleari o dal decadimento di particelle
instabili (in genere pioni o muoni) in acceleratori di particelle.

Se si escludono i neutrini da reattore, che hanno un’energia comparabile a quella dei neutrini
solari, le energie di questi neutrini sono generalmente sufficienti a poter creare un muone. Di
conseguenza possono essere osservate, oltre alla P (νe → νe), anche le probabilità P (νe → νµ)
e P (νµ → νµ).

Nell’ipotesi δm2 = 0 si ha che la matrice di massa nella base degli autostati di massa
può essere scritta nella forma (Md

ν)
2 = diag(0, 0,m2), dove, convenzionalmente, si è posto

m2
1 = m2

2 = 0 (si ricordi che le oscillazioni dipendono dalle differenze di massa al quadrato).
Questa matrice è invariante sotto rotazioni dello spazio “12”:

U12(ω)Md
νU

†
12(ω) = Md

ν . (1.76)

Dalle (1.45) e (1.33) e dalla (1.76) si deduce che le oscillazioni dipendono solo dai parametri
(m2, ψ, ϕ) o, equivalentemente, dai parametri (m2, U2

e3, U
2
µ3, U

2
τ3). Come si vede, l’unico pa-

rametro in comune rispetto ai neutrini solari è l’angolo ϕ o, equivalentemente, l’elemento di
matrice U2

e3 (= sin2 ϕ).

1.4.3 Stabilità dell’approssimazione

Nei paragrafi precedenti si è mostrato come nell’approssimazione di dominanza di una scala di
massa, si è avuto il disaccoppiamento dello spazio dei parametri (δm2,m2;ω, ϕ, ψ) nel prodotto
dei due sottospazi (δm2, ω, ϕ) ⊗ (m2, ψ, ϕ), in cui il primo sottospazio descrive le oscillazioni
dei neutrini solari nell’ipotesi m2/δm2 → ∞ mentre il secondo quelle dei neutrini terrestri
nell’ipotesi δm2/m2 → 0.

Il punto cruciale di questa approssimazione è dunque la “piccolezza” del rapporto δm2/m2.
Come già visto, nella peggiore delle ipotesi tale rapporto vale circa 1/10. E’ naturale chiedersi
se questo valore è sufficientemente piccolo per garantire la validità dell’ipotesi di dominanza
di una scala di massa. Questo problema è sostanzialmente di tipo fenomenologico: occorre
vedere se l’analisi della fenomenologia dei neutrini solari e terrestri è “stabile” sotto l’ipotesi
di dominanza di una scala di massa, ovvero se le perturbazioni indotte da un valore finito di
m2 sull’analisi dei neutrini solari, e di δm2 non nullo su quella dei neutrini terrestri, tendano
a far variare il valore del rapporto δm2/m2 (la maniera con cui vengono eseguite le analisi, in
particolare per quanto riguarda i neutrini solari, sarà argomento di discussione dei prossimi
capitoli, per il momento ci si limiterà ai risultati).

Questa prova è stata effettuata in [17]. Per prima cosa si è eseguita un’analisi della fenome-
nologia dei neutrini solari e terrestri nell’ipotesi di dominanza di una scala di massa, trovando
le zone compatibili con le osservazioni sperimentali nel piano (δm2, ω) per i neutrini solari e
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(m2, ψ) per i neutrini terrestri al variare di ϕ come parametro libero. Il risultato è stato che,
entro due deviazioni standard, il valore più grande per δm2 ammesso dall’analisi dei neutrini
solari è δm2 ∼ 10−4 eV2, mentre il valore più piccolo di m2 ammesso dall’analisi dei neutrini
terrestri è m2 ∼ 10−3 eV2. Come secondo passo dell’approssimazione, si sono utilizzati questi
valori estremi come perturbazione rispettivamente nell’analisi dei neutrini terrestri ed in quella
dei neutrini solari. In particolare, quando m2 è finito, la (1.75), al primo ordine in δm2/m2, si
trasforma nella seguente (si veda la terza delle pubblicazioni [48]):

P3ν(νe → νe) = s2ϕs
2
ϕm

+ c2ϕc
2
ϕm
P2ν(νe → νe) , (1.77)

dove ϕm è dato da:

s22ϕm
=

s22ϕ
(c2ϕ −A/m2)2 + s22ϕ

, (1.78)

ed A è calcolato nel punto di produzione del neutrino.
La variazione delle zone permesse dai risultati sperimentali nello spazio dei parametri ri-

spetto all’approssimazione zero δm2/m2 = 0 è praticamente trascurabile [17]. In particolare, il
rapporto (δm2)max/m

2
min non è sostanzialmente variato rispetto all’approssimazione zero. Ciò

ha mostrato che l’approssimazione di dominanza di una scala di massa è stabile, ed è quindi
un’ipotesi di lavoro del tutto ragionevole.



Appendice A

Deduzione dell’equazione MSW

In questa appendice si vuole dare una deduzione sufficientemente completa dell’equazione (1.45).
Questa deduzione è simile a quella fornita in [39, 136]. Una dimostrazione più rigorosa va ese-
guita nell’ambito della teoria quantistica di campo ed è particolarmente complessa. Un esempio
può essere trovato in [137]. Per semplicità, si supporrà che i neutrini siano dotati di masse di
Dirac. La generalizzazione a tre flavour e/o masse di Majorana è semplice e non verrà tratta-
ta. Inoltre, si supporrà che i neutrini interagiscano con la materia solo attraverso interazioni
elettrodeboli di tipo standard.

Poiché le interazioni di corrente neutra contribuiscono in egual misura per tutti i flavour,
solo il primo dei diagrammi di figura 1.2 è efficiente per le oscillazioni. A tale grafico è associata
la seguente Hamiltoniana di interazione dove, poichéMW ≫ p, essendo p l’impulso del neutrino,
è stato trascurato il contributo dovuto al propagatore della W :

HCC
νee =

GF√
2
eγµ(1 − γ5)νe νeγµ(1 − γ5)e . (A.1)

Dopo un riarrangiamento di Fierz, la (A.1) si trasforma nella seguente:

HCC
νee =

GF√
2
eγµ(1 − γ5)e νeγµ(1 − γ5)νe . (A.2)

L’Hamiltoniana effettiva per il neutrino che attraversa la materia sarà, evidentemente, una
opportuna media dell’Hamiltoniana (A.2). Supponendo gli elettroni del mezzo non relativistici
e non polarizzati, alla funzione d’onda dell’elettrone contribuiscono solo gli stati ad energia
positiva, ovvero, nella rappresentazione di Dirac, e = (e(+), 0) dove e(+) è uno spinore a due
componenti che rappresenta l’usuale funzione d’onda non relativistica per una particella dotata
di spin 1/2. Poiché gli elettroni del mezzo sono non polarizzati, si ha:

⟨eγi(1 − γ5)e⟩ = −⟨e(+)|σi|e(+)⟩ = 0 ,
⟨eγ0(1 − γ5)e⟩ = ⟨e(+)|e(+)⟩ = Ne , (A.3)

doveNe è la densità elettronica della materia attraversata dal neutrino. La lagrangiana effettiva
di interazione sarà dunque:

LCCνee (x) = −HCC
νee (x) = −

√
2GFNe(x)νe(x)γ01 − γ5

2
νe(x) . (A.4)

Tenendo conto anche del termine cinetico, la lagrangiana che descrive l’evoluzione del neutrino
nella materia sarà la seguente:

Lν = ν(x)
[
iγµ∂µ − V(x)γ01 − γ5

2
− Mν

]
ν(x) , (A.5)
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dove Vαβ =
√

2GFNeδα,eδβ,e è il potenziale indotto sul neutrino dalla materia e Mν = U(Md
ν)

2U†

è la matrice di massa dei neutrini nella base degli autostati di flavour. Variando sulle compo-
nenti νL,R = 1

2(1 ± γ5)ν si ottengono le equazioni seguenti:

(iγµ∂
µ − γ0V)νL − MννR = 0 ,

iγµ∂
µνR − MννL = 0 , (A.6)

Se la variazione della densità elettronica è piccola rispetto alla scala della lunghezza d’onda
di de Broglie del neutrino, ovvero (1/V Eν)(dV/dx) ≪ 1 si ha ∇(Vν) ≃ V∇ν; inoltre, dalla
prima delle (A.6), all’ordine zero si ha ∂µγµνL ≃ 0 e quindi:

∂µγ
µγ0νL = γ0(∂0γ0 + ∂iγi)νL ≃ 2∂0νL . (A.7)

Eliminando νR dal sistema precedente ed utilizzando l’equazione (A.7), dopo qualche calcolo
si ottiene l’equazione seguente per lo spinore νL:

(∂µ∂µ + 2iV∂0 + M2
ν) νL = 0 . (A.8)

L’equazione (A.8) è simile a quella di Klein–Gordon, ma con un piccolo potenziale accop-
piato alla derivata temporale di νL (per la parte destrorsa si ottiene l’equazione di Klein–
Gordon libera). Poiché si cercano soluzioni stazionarie della (A.8), si fa l’ulteriore sostituzione
νL = ν(x) exp[iEν(x − t)]. Dopo qualche calcolo, si vede che, al prim’ordine in M2

ν e V
l’equazione (A.8) si trasforma nella seguente:[

V(x) +
M2

ν

2Eν
+ i

∂

∂x

] [
V(x) +

M2
µ

2Eν
− i

∂

∂x

]
ν(x) = 0 . (A.9)

L’equazione precedente è soddisfatta se è soddisfatta una o l’altra delle due equazioni seguenti:[
V(x) +

M2
ν

2Eν
± i

∂

∂x

]
ν(x) = 0 . (A.10)

Scartando le soluzioni ad onda regressiva, si ha che l’equazione (A.9) è soddisfatta quando

i
∂

∂x
ν(x) =

[
V(x) +

M2
ν

2Eν

]
ν(x) =

[
A(x) + M2

ν

2Eν

]
ν(x) , (A.11)

dove A(x) = 2EνV(x). L’equazione (A.11) corrisponde proprio all’equazione MSW (1.45).



Appendice B

Riduzione ad un problema di due
generazioni nel limite di m2 → ∞

In generale, il problema della risoluzione dell’equazione MSW in tre generazioni di neutrini è
estremamente complesso. Nel caso, però, di dominanza di una scala di massa questo problema
può essere ridotto ad un problema “effettivo” di due generazioni di neutrini. In questa ap-
pendice si vuole esaminare la riduzione al caso 2ν nel limite m2 → ∞. In particolare si vuole
ricavare l’espressione per la probabilità P (νe → νe) in questo limite.

Seguendo [48, 16], conviene ridefinire una nuova base come segue: ν ′e
ν ′µ
ν ′τ

 = U12(ω)

 ν1

ν2

ν3

 = U†
13(ϕ) × U†

23(ψ)

 νe
νµ
ντ

 . (B.1)

In questa base, dopo qualche calcolo, l’equazione (1.45) del paragrafo 1.3.1 si trasforma nella
seguente:

i
d

dx

 ν ′e
ν ′µ
ν ′τ

 = H′

 ν ′e
ν ′µ
ν ′τ

 , (B.2)

con:

H′ =
1

4Eν

 Ac2ϕ − δm2c2ω δm2s2ω As2ϕ
δm2s2ω −Ac2ϕ + δm2c2ω 0
As2ϕ 0 A(3s2ϕ − 1) + 2m2 − δm2

 , (B.3)

dove δm2 ≡ |m2
1 − m2

2| e m2 ≡ |m2
1 − m2

3|. Nell’ipotesi m2 → ∞, dall’equazione (B.2) si
deduce che lo stato ν ′τ oscilla molto rapidamente rispetto agli altri due stati. Ne consegue
che il termine di interferenza As2ϕν ′τ nella (B.2) può essere trascurato avendo un valore medio
approssimativamente nullo. La (B.2) si disaccoppia in una equazione per il doppietto (ν ′e, ν

′
µ):

i
d

dx

(
ν ′e
ν ′µ

)
=

1
4Eν

(
Ac2ϕ − δm2c2ω δm2s2ω

δm2s2ω −Ac2ϕ + δm2c2ω

)(
ν ′e
ν ′µ

)
, (B.4)

e una per il singoletto ν ′τ = ν3:

i
dν3

dx
=

m2

2Eν
ν3 . (B.5)

La (B.4) è simile alla (1.53) con la sostituzione ν → ν ′, θ → ω ed A→ Ac2ϕ .
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Si supponga ora che lo stato iniziale sia un νe. Dalla (B.1) si deduce che: νe
νµ
ντ

 = U23(ψ) × U13(ϕ)

 ν ′e
ν ′µ
ν ′τ

 =

 sϕ 0 cϕ
−sϕsψ cψ cϕsψ
−sϕcψ −sψ cϕcψ

 ν ′e
ν ′µ
ν ′τ

 , (B.6)

per cui lo stato iniziale può scriversi come:

|ν(t = 0)⟩ = |νe⟩ = sϕ|ν3⟩ + cϕ|ν ′e⟩ . (B.7)

Dalla (B.5) si ha che l’evoluzione di |ν3⟩ è data da:

|ν3⟩ → exp
[
−i m

2

2Eν
x

]
|ν3⟩ . (B.8)

L’evoluzione di |ν ′e⟩ è invece descritta dalla (B.4). La soluzione formale si può scrivere come:

|ν ′e⟩ → T 2ν
ν′eν

′
e
|ν ′e⟩ + T 2ν

ν′eν
′
µ
|ν ′µ⟩ , (B.9)

dove T2ν è l’operatore di evoluzione nella base di flavour (ν ′e, ν
′
µ). L’ampiezza T 3ν

νeνe
(t) =

⟨νe|ν(t)⟩ si può quindi scrivere, dopo qualche calcolo, nel modo seguente:

T 3ν
νeνe

= s2ϕ exp
[
−i m

2

2Eν
x

]
+ c2ϕT

2ν
ν′eν

′
e
. (B.10)

Prendendo il modulo al quadrato di ambo i membri di quest’ultima espressione e mediando sui
termini rapidamente oscillanti si ha, in definitiva:

P3ν(νe → νe) = s4ϕ + c4ϕP2ν(ν ′e → ν ′e) , (B.11)

dove P2ν(ν ′e → ν ′e) è la probabilità di sopravvivenza νe → νe in due generazioni [calcolata, per
esempio, attraverso la formula di Landau–Zener (1.67)], con l’accortezza di sostituire θ → ω e
Ne → Nec

2
ϕ. Questa è proprio l’equazione (1.75) del paragrafo 1.4.1.
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