8 ONDE ELETTROMAGNETICHE

8.1 Equazione delle onde

Per onda si intende una perturbazione in moto attraverso
lo spazio con una certa velocitd; in un caso ideale la
propagazione non altera 1’ampiezza ¢ la forma della
perturbazione. Allo scopo di poter descrivere il meccanismo
della propagazione ondosa iniziamo ad analizzare la modalita ;
di rappresentazione di un’onda. Consideriamo una certa 1=0 ::t>0

funzione y = f(x) di una variabile spaziale x rappresentata /

g
g
0

Ve S 7 )

per ¢t =0. Supponiamo che ad un tempo successivo, >0, la
funzione sia traslata nel verso positivo delle x mantenendo
inalterata la sua forma; se v ¢ la velocita con la quale si € spostata, allora al tempo ¢ >0 la funzione

0] vt X

y = f(x) sara rappresentata come y = f(x—vr). Se in luogo di x—vr I’ascissa fosse stata x+ vt

si sarebbe descritta un’onda in moto nel verso negativo delle x. Pertanto un’onda che procede nel
verso positivo delle x, detta onda progressiva, o un’onda che procede nel verso negativo delle x,
detta onda regressiva, vengono descritte attraverso la funzione:

y=f(xxvt);

in generale un moto ondoso ¢ una combinazione di onde progressive e regressive, cosi la sua
descrizione completa si ha attraverso la funzione:

y:fl(x—vt)Jrfz(x+vt).

Consideriamo un’onda unidimensionale in moto lungo 1’asse x; sia w(x,t) una certa proprieta

dell’onda in questione, ad esempio 1’elongazione trasversale di una corda, nel caso di un’onda che
si propaga lungo una corda o una componente del campo elettrico, nel caso di un’onda
elettromagnetica. Alla luce di quanto appena visto, si puo scrivere:

w(x,t)=y(xxvt).

La funzione t//(x,t) cosi definita ¢ soluzione di una particolare equazione differenziale alle

derivate parziali detta equazione delle onde (unidimensionale), dedotta da Jean Baptiste Le Rond
D’Alembert nel 1747 nella descrizione delle piccole oscillazioni di una corda omogenea:

Oy (x,t) 1 0°w(x,1)

ox? e ot’

=0; (8.1)

per verificare questa caratteristica poniamo:
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f(x,t) =xtvt,
allora la derivata prima di y (x, ¢) rispetto al tempo ¢&:

a_l//:a_gd_l//:—l—vd_l//.
ot ot dé T dE’

per determinare la derivata seconda di 1//(x, t) rispetto al tempo, osserviamo che dalla relazione

precedente segue 1’identita formale:

cosl:

2 2
5_%3:2(5_‘/’j=2 )y @ ()
o ailar ) o\ ae) T ae\"Vag )TV ae

D’altra parte, la derivata prima di  (x, 1) rispetto a x vale:

oy _95dy _dy
ox  ox dé  dE’

quindi, in questo caso vale I’1dentita:

pertanto la derivata seconda di i (x, t) rispetto a x vale:

62_%#_2(6_*//]_2 dy |_d(dy)_dy.
ox> ox\ox ) ox\dE) deE\deE ) dEr’

cosi, confrontando la (8.3) con la (8.5), si ha:

Py(vt) Ldy_ L 0w(nn)

o e

Concludiamo quindi che 1’equazione (8.1) descrive una propagazione
ondosa e, in virtu della sua linearita, ammette come soluzione generale
la funzione:

l,u(x,t):l//l(x—vt)ﬂyz (x+vt).

Nella maggior parte dei fenomeni fisici la propagazione ondosa ¢ un

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

Jean Baptiste Le Rond D’ Alembert
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fenomeno che si esplica in tre dimensioni (o due, come nel caso delle onde su di un liquido o sulla
superficie di una membrana); in tali circostanze i dipende da tutte e le tre coordinate spaziali oltre

che dal tempo e 1’equazione corrispondente ¢&:

Oy 'y v 10w
S R R R e
ox° oy~ 0z- v ot

b

che puo essere espressa in maniera sintetica come:

Per fronte d’onda si intende il luogo dei punti in cui, ad un
fissato istante, la variabile & precedentemente introdotta

assume lo stesso valore. Un’onda bidimensionale si dice, ad
esempio, rettilinea o circolare, se 1 suoi fronti d’onda sono
rettilinei o circolari. Analogamente un’onda tridimensionale si
dice piana se i suoi fronti d’onda, che per ogni onda
tridimensionale sono rappresentati da superfici, sono piani; si
dice sferica un’onda i cui fronti sono superfici sferiche.

Formazione di onde circolari sulla superficie
dell’acqua.

Esempio: Se si considera come onda nello spazio, la funzione y appena
introdotta, ovvero 1//( X, ¥, Z,t) = 1//(5 ) = (//( xivt) , rappresenta un’onda piana poiché, essendo I’argomento &
indipendente da y e da z, fissati che siano x e ¢, i assume lo stesso valore su tutto il piano perpendicolare all’asse x
passante per il valore di x considerato.

L’espressione w(xivt) per la descrizione di un’onda piana che si propaga lungo la direzione

dell’asse x puo essere generalizzata per una direzione definita attraverso un versore &, sostituendo

in luogo della variabile x il prodotto 7 -k, in cui 7 indica il raggio vettore che spicca dall’origine
del sistema di riferimento e punta nella posizione in cui si misura y . La funzione del tipo

w (x+vt) si generalizza, pertanto, come (17 kit vt) .

8.2 Onde armoniche

Quando 1//(5) ¢ una funzione periodica del suo argomento, 1’onda corrispondente ¢ detta

periodica. In particolare sono periodiche le onde armoniche o sinusoidali cosi definite:
w(x,t)= Acos[k(x—vt)] ,

dove, senza perdita di generalita si ¢ considerata un’onda progressiva. Si osservi che 1’argomento
della funzione coseno ¢ stato espresso come k(x —vt) in modo tale da risultare adimensionale.

Per verificare che tale funzione soddisfa I’equazione delle onde (8.1) eseguiamo prima le derivate di ¥ rispetto alla

variabile x:
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W _ i _
= kAsm[k(x vt)],

62
axl/; =—k2Acos[k(x—vt)] (8.6)

e poi le derivate rispetto a ¢:
o _ kvAsin [k(x—vt)] ,
ot

2
aaTVZ/:—kzvacos[k(x—vt)] (8.7

quindi, confrontando la (8.6) con la (8.7), segue:
2

o ;
?l/;:vz {_kZAcos[k(x—Vt)}} :\)2 axl/zl .

Naturalmente anche qualora I’argomento della funzione coseno fosse differente da k(x—vt) per

una fase arbitraria, la corrispondente funzione t//(x, t) risulterebbe soluzione dell’equazione delle

onde, cosi anche funzioni affini al coseno, come il seno, rappresentano moti ondosi. Sviluppando
I’argomento di y (x, t) ¢ possibile equivalentemente scrivere tale funzione come:

v (x,t)=Acos(kx—art),

y(x,1) t costante
dove @ prende il nome di pulsazione dell’onda ed ¢ legata
alla velocita v attraverso il numero d’onda k: /
0] X
@
v=—. (8.8)
k
, . : . L A
Un’onda armonica di pulsazione definita ¢ detta

monocromatica. La velocita v, che rappresenta la velocita
di un qualunque fronte d’onda, indica la velocita con cui si  w(x, 1) ¥ costante
sposta la fase dell’onda e pertanto ¢ comunemente detta
velocita di fase. Dalla definizione del suo argomento
&=x—vt, un’onda periodica, come d’altra parte risulta
evidente per un’onda armonica, fissato ¢ ¢ periodica nella
variabile x e fissato x ¢ periodica nella variabile ¢ Il /
periodo spaziale A prende il nome di lunghezza d’onda e

risulta:

a2z (8.9)

r="", (8.10)

cosi, dalla (8.8) segue che tra queste due grandezze vale la relazione:
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27
_o_T1 _4
T (8.11)
A

Per la descrizione di un’onda armonica che si propaga in una generica direzione indicata dal
versore k , al numero d’onda si associa un vettore

k (8.12)

bl
Il
N
bl
Il

che prende il nome di vettore d’onda ¢ 1’onda armonica che si propaga lungo tale direzione & si
esprime di conseguenza come:

v (x,1)= Acos(k -7 + ). (8.13)

8.3  Onde elettromagnetiche

Nel 1858 Kirchhoff, a partire dalla teoria sull’elettromagnetismo formulata da Wilhelm Weber
tra il 1846 e il 1848, dedusse teoricamente che la velocita di propagazione dell’induzione in un
conduttore a resistenza nulla ¢ prossima a quella della luce nel vuoto. Weber nel 1864 verifico
sperimentalmente tale risultato ipotizzando ’esistenza di una qualche relazione tra la velocita di
propagazione delle onde elettriche e quella della luce. Nello stesso anno, nell’ambito del suo trattato
sull’elettromagnetismo, Maxwell formuld una teoria elettromagnetica della luce deducendo dalle
sue equazioni che 1 fenomeni elettrici e magnetici si propagano nel vuoto con la medesima velocita
della luce e concludendo che la luce ha natura elettromagnetica.

Consideriamo le espressioni delle equazioni di Maxwell in forma differenziale, nel vuoto e in
assenza di sorgenti:

V-E=0, (8.14)
V-B=0, (8.15)
WE:—G—B, (8.16)
ot
6xl§=,uogoa—E; (8.17)
ot
in coordinate cartesiane tali equazioni si scrivono:
OF
8Ex+ },+8EZ =0; (8.18)

ox 0oy Oz

OB
aB"+ y+aBZ =0; (8.19)
ox oy oz
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OE, OE, 0B

——=, 8.20
oy Oz ot (8:20)
OB
OE, OFE, __ P 821)
0z Ox ot
OFE
y_&%:_a&; (8.22)
ox Oy ot
OB, 0B, OF
—— = lyE, —, 8.23
oy oz Hyé, or ( )
0B, OB oE
Tz = —, 8.24
0z Ox Hto ot (8:24)
0B, _ 0B, OF

=uc,—=; 8.25
o oy Hyé o ( )

per semplicita cerchiamo soluzioni di queste equazioni in cui il campo elettrico ¢ diretto lungo
I’asse y e il campo magnetico ¢ diretto lungo z:

E=Ej, (8.26)
B=B.:.

Poich¢ E , E. ¢ B, B, sono nulli, I’equazione (8.18) e I’equazione (8.19), si scrivono:

oF

L=0, (8.27)
oy
B. _y. (8.28)
oz

mentre la (8.21) non fornisce alcun contributo, la (8.20) e la (8.22) diventano:

8E’V =0 (8.29)
oz '
oF

Y — _ aBz ’ (830)
ox ot

infine, I’equazione (8.25) non fornisce contributo, mentre la (8.23) e la (8.24) si scrivono:

§i=o, (8.31)
Y

OB OE

—a—xz=,uogoa—ty. (832)

Analizziamo in dettaglio le conseguenze di queste equazioni. Dalle relazioni (8.27), (8.29) e (8.30)
concludiamo che il campo elettrico non cambia nel piano yz, mentre varia lungo I’asse x se ¢
presente un campo magnetico dipendente dal tempo. Dalle relazioni (8.28), (8.31) e (8.32) segue
che anche il campo magnetico resta inalterato sul piano yz, ma varia lungo I’asse x se ¢ presente un



Onde elettromagnetiche 8-7

campo elettrico dipendente dal tempo. Deriviamo rispetto alla coordinata x ambo i membri
dell’equazione (8.30):
O’E 0’B.

Y

at  oxor

e, analogamente, deriviamo ambo 1 membri dell’equazione (8.32) rispetto al tempo:

&’B, OE,
orox % 5

confrontando queste due equazioni, siccome 8°B, / oxot ¢ uguale a 0°B, / Otox , si ha:

O’E, O’E,
Fr

Procedendo analogamente per il campo magnetico si trova:

0B, 0’B,
2 — K& o =0.
Dal fatto che entrambi i campi soddisfano 1’equazione delle y

onde (8.1), Maxwell dedusse che il suo insieme di equazioni
ammette quali soluzioni delle onde frasversali, ossia tali che A
il campo elettrico e quello magnetico oscillano su piani E
perpendicolari all’asse x, che rappresenta la direzione di
propagazione. Siccome i campi elettrico e magnetico non
variano su piani perpendicolari alla direzione di
propagazione (equazioni (8.27), (8.29) per il campo elettrico v
e (8.28), (8.31) per il campo magnetico), I’onda descritta ¢ 2

piana. Si osservi, infine, che la scelta di assumere i campi

orientati in direzioni fisse, condizioni per le quali si dice che

I’onda possiede polarizzazione lineare (in questo caso ¢ polarizzata lungo la direzione y, siccome il
campo elettrico ¢ diretto lungo tale direzione, si veda il paragrafo 8.10), non deve ritenersi lesiva
della generalita dello studio in quanto la piu generale delle onde che si propaga lungo 1’asse x pud
essere ottenuta come la sovrapposizione di un’onda polarizzata lungo 1’asse y e ’altra polarizzata
lungo 1’asse z. Pertanto possiamo generalizzare le equazioni y
soddisfatte dai campi come:

fronte d'onda

oot

O°E O’E A
e =0 g
’B o’B

R

dove ciascuna equazione corrisponde a tre equazioni scalari. In
figura sono mostrate le soluzioni di tipo armonico delle 1V
equazioni d’onda per i1 campi elettrico e magnetico. Per
confronto con I’equazione delle onde (8.1), la velocita di
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propagazione dell’onda elettromagnetica nel vuoto vale:

1

VH&y

Se a , si sostituisce il suo valore di 1.256x10° H/m ed a &, il suo valore di 8.854x107"* F/m,

CcC =

si trova:
c~2.998x10° m/s;

I’identita tra il valore di questa velocita e quello della luce nel vuoto, confermata da ulteriori
verifiche sperimentali, consente di concludere che la luce ¢ un’onda elettromagnetica. Nel caso di
propagazione in un mezzo materiale di costante dielettrica relativa & e permeabilita magnetica

relativa p_, la velocita dell’onda si esprime come:

yo o -1 1 _ ¢ (8.33)
V /ug \//ur/uogrgo \//urgr \/1u080 \/lurgr
posto quindi:
n=.\l1E, , (8.34)
la velocita dell’onda nel mezzo materiale si scrive:
v= < , (8.35)
n

in cui n prende il nome di indice di rifrazione del mezzo considerato. L’ipotesi che la velocita di
propagazione della luce fosse correlata alla costante dielettrica del mezzo, fu avanzata nel 1846 da
Faraday.

Siccome i campi £, e B, descrivono una propagazione ondosa lungo I’asse x, il loro argomento

puo essere espresso facendo uso della funzione & =x+ vt :

E,=E (§)=E, (xxw),

y

B =B, (5) =B, (xivt) ,
adoperando tale funzione, dalla (8.4) segue che la derivata di £, rispetto a x vale:

ok, _dE,

ox  dE

2

mentre, dalla (8.2) la derivata rispetto al tempo di B, vale:

oB. _, dB.

Ty
ot dé

3
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cosi, dalla (8.30) segue:

dEy _ dB.
T

col segno positivo o negativo, rispettivamente, se [’onda ¢ progressiva o regressiva. Questa
relazione ¢ una semplice equazione differenziale del primo ordine che, risolta per integrazione
diretta, fornisce come risultato £, =FvB,_ +cost, dove la costante pud essere posta uguale a zero;

cosi risulta quindi:

E,
T
B

z

Per le scelte fatte, il rapporto E| /BZ coincide col rapporto delle intensita dei campi elettrico e

magnetico, inoltre, tenuto conto delle direzioni relative dei vettori £, B e v, possiamo scrivere:

_ Bxv, (8.36)
=v. (8.37)

oy | by B

Solitamente nel rapporto tra le intensita dei campi si fa uso del vettore H , pari a E/ J7

- =z, (8.38)
&

ZﬂE_w’ﬂ
T

la quantitd Z cosi definita ha le dimensioni di un’impedenza e viene detta, infatti, impedenza
caratteristica del mezzo materiale in cui si propaga I’onda; in particolare nel vuoto & e . sono

T |

entrambi unitari € cosi:

z,= |20 ~377 0. (8.39)
&y

L’impedenza caratteristica Z puo essere espressa attraverso I'impedenza Z, facendo uso dell’indice

di rifrazione definito nella relazione (8.34) come:

B Frereet

Infine, nel vuoto v ¢ uguale alla velocita della luce ¢, cosi risulta:

E=cB;
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questa relazione suggerisce che, siccome ¢ ha un valore molto grande, gli effetti prodotti da un’onda
elettromagnetica nel vuoto (ma anche nell’aria, visto che in tale caso v = ¢ ) sono sostanzialmente di
natura elettrica.

Esempio: Un’onda elettromagnetica piana nel vuoto, il cui campo elettrico assume un valore massimo di 6 V'/m , sara
caratterizzata da un campo magnetico il cui valore massimo ¢ di circa 20 nT (si confronti col campo magnetico medio
prodotto dalla Terra che, alla superficie ¢ di circa 50 uT , ossia 2500 volte maggiore). Per tale motivo nella descrizione

di un’onda elettromagnetica ci si riferisce comunemente al suo campo elettrico; ad esempio, per I’onda elettromagnetica
rappresentata nella figura precedente, il piano di polarizzazione, xy, € quello in cui oscilla il campo elettrico.

L’espressione generale dell’equazione delle onde per i campi elettrico e magnetico nel vuoto in assenza di sorgenti si
ottiene a partire dalle relazioni (8.16) e (8.17). Applicando il rotore ad ambo i membri della (8.16), risulta:

siccome si puod esprimere il primo membro di tale identita, §X(§>< E), come ﬁ(ﬁ. E)_v2 E, sviluppando ambo i

membri e facendo uso della relazione (8.17) si ha:

(S = =0 o O’E
2 _ Y il BN Yyl
V(VE)—V E= at[,uogo atj_ Moy Py

utilizzando infine la (8.14) segue:

-
V2E — e, SL =0 (8.40)
ot
Procedendo in maniera analoga con I’espressione (8.17) segue:
O, OF 6(? x E)
Vx\VxB|=Vx| ue,— |= y,6, ——.
( ) (ﬂo "5 ] Ho&y o
Sviluppando ambo i membri e adoperando la (8.16) si ottiene:
I, . oV x E) B
V(V B)_VZB_IHOSO o z_ﬂogoy;
infine, facendo uso della relazione (8.15) si ha:
-
V2B - ﬂogo%’f:ﬁ. (8.41)

Le espressioni (8.40) e (8.41) rappresentano 6 equazioni delle onde per le corrispondenti componenti del campo
elettrico e del campo magnetico.

Esempio: (Potenziali ritardati) Nella trasformazione di gauge (6.39):

A=A4+Vg,
V'= —%,
ot

¢ possibile scegliere la funzione ¢ in modo che i potenziali A e V soddisfino la condizione, detta gauge di Lorenz,:
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I
Voarue o,
HE o

Consideriamo la coppia di equazioni (6.39):

v+ 99 4=,
ot &
= efe = 0 < 0’4 -
VA-V(V-A)- e L5V - us L2 =4,
(V- A) e 3 VY —pe o=

utilizzando la condizione precedente, si ottiene:

o _ p
or’ &’
,-

- 0°A -
VZA—ILIJ;‘?:—IUJ.

VV - us

Si noti che nel caso stazionario, in cui i potenziali sono indipendenti dal tempo, si riottengono, rispettivamente, le
relazioni (1.23) e (4.37). Se le sorgenti sono localizzate in una regione limitata dello spazio, si prova che tali relazioni
ammettono delle soluzioni che costituiscono la generalizzazione delle soluzioni (1.16) e (4.38) delle equazioni (1.23) e
(4.37):

j[?’t—p_;fj
F=tof N Y )y
A(7.t) T o (8.42)
P(F’,t—h_r"j
V()= ——| Y
T dre, s, [F =7 ’

in cui i potenziali sono calcolati in corrispondenza della posizione 7 mentre le sorgenti sono situate alle posizioni 7
all’interno del volume )/ ; v rappresenta la velocita di propagazione dell’onda elettromagnetica (8.33) all’interno del
materiale considerato. Si osservi che nel calcolo di tali potenziali le espressioni delle densita di corrente e di carica sono
stabilite ad un tempo ritardato rispetto a ¢ del tempo |7 - ;7’| /v necessario affinché 1’onda elettromagnetica percorra la

distanza |7 — 7| tra la posizione 7' delle sorgenti e 7, in cui viene stabilito il valore del potenziale, per tale motivo le
p g p p

espressioni (8.42) sono dette potenziali ritardati.
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8.4 Energia di un’onda elettromagnetica

L’esistenza simultanea del campo elettrico e del campo magnetico corrispondenti ad un’onda
elettromagnetica comporta che all’onda si associ un’energia. In un mezzo omogeneo di costante
dielettrica ¢ e permeabilita magnetica u le densita di energia associate a ciascun campo Sono

rispettivamente:
1
u,=—¢kE’,
2
1
u, =—~B";
2u

proveremo nel seguito che sia qualora i campi siano statici che variabili, la densita complessiva di
energia all’onda elettromagnetica puo esprimersi attraverso la somma:

u:ue+um:%8E2+LBz. (8.43)

2u

D’altra parte per un’onda piana che si propaga con velocita v, di intensita pari a 1/ \J e , il modulo

del campo magnetico puod esprimersi attraverso il modulo del campo elettrico tramite la relazione
(8.37), per cui:

2
u=teprs Lp_Llop +LE_2218E2 lep—er
2u 2 2u v 2

Sebbene ricavato per le sole onde piane, questo risultato vale in generale per tutte le onde
elettromagnetiche; quindi, in un’onda elettromagnetica la densita di energia ¢ equamente ripartita
tra campo elettrico e campo magnetico. Consideriamo un elemento di superficie ds il cui versore
normale 7 forma un angolo ¢ con la direzione di propagazione di un’onda elettromagnetica,
definita attraverso il vettore velocita v . Durante il tempo dt la superficie ds ¢ attraversata da tutta
I’energia dU contenuta nel volume 4V del cilindro di area di base cos $ds e altezza vdt , cioe:

v dt
dU =udV = uds cos $vdt = eE*vcos Sdsdt
cosi, la potenza che attraversa la superficie ds ¢: S N
19\ S A dav "/
dU -
dP=d [Ej =¢E’vcos 9ds.

Definiamo un vettore S come:
S=¢E*V,

in modo che il suo flusso attraverso la superficie ds fornisce la potenza istantanea che attraversa
tale superficie infinitesima:
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dP=S-ds=S-nds=ecE*vcos3ds .

Questo vettore pud essere riscritto come:

§=lE><B, (8.44)
U

infatti, per un’onda piana, i campi £ e B oscillano perpendicolarmente tra loro ed alla direzione di
propagazione definita dal vettore v , inoltre, facendo sempre uso della (8.37), risulta:

ExB=LEpY -

§=1 TpEY 1 gy 1 epsoer.
7 MoV vvouv 7

Anche questa identita tra ¢E°V e (E XE) / 4 vale, in generale, per tutte le onde elettromagnetiche.

Adoperando la relazione (8.44), la potenza istantanea attraverso I’elemento ds si scrive:

L= =\ -~

dP=—(ExB)-ds,

yri

per cui, integrando su di una superficie finita S, la potenza istantanea che la attraversa corrisponde

al flusso di S attraverso tale superficie:
P=j§-d§=jl(ﬁxz§).d§. (8.45)
S S H

Il vettore S introdotto nel 1883 da John Henry Poynting per rappresentare la
propagazione dell’energia elettromagnetica, prende il nome di vettore di
Poynting ed ¢ caratterizzato dall’avere la direzione ed il verso coincidenti con
quelli della velocita di propagazione dell’onda, mentre il suo modulo ¢ pari
all’energia associata al campo elettromagnetico dell’onda che, per unita di
tempo, attraversa 1’unita di superficie ortogonale alla direzione di

propagazione. Dimensionalmente S si esprime in W/ m* .

8.5 Intensita di un’onda elettromagnetica

Consideriamo un’onda piana, armonica, polarizzata linearmente; il campo elettrico nel piano di
polarizzazione ha intensita:

E =E,cos(kx—at)
ed il corrispondente vettore di Poynting ha modulo:

S =eE*v=¢vE,’ cos’ (kx—ot).
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Considerata una superficie S, tramite la relazione (8.45) ¢ possibile stabilire la potenza istantanea

che attraversa la superficie specificata. Tale grandezza risulta, tuttavia, di scarso valore pratico in
quanto gli strumenti di misura non sono generalmente in grado di apprezzare variazioni troppo
rapide dell’energia; si tenga conto che, ad esempio la pulsazione della luce visibile ¢ dell’ordine di

10" rad /s . Pertanto ¢ piu utile determinare il valor medio del vettore S calcolato in un periodo T
dato dalla (8.10):

T
(8)= 5v<E2> = gv%onz cos’ (kx—oot)dt = %ngoz : (8.46)
0

I1 valor medio dell’energia che attraversa una sezione ortogonale alla direzione di propagazione, per
unita di tempo e per unita di area ¢ detto infensita dell’onda; cosi, siccome per una grandezza

variabile sinusoidalmente il valore efficace ¢ pari all’ampiezza della grandezza diviso V2, allora:

I= <S> :%5VE02 = (9vEeﬁ2 ,

pertanto 1’unita di misura dell’intensita ¢ la medesima del vettore di Poynting, W/ m’® ; inoltre, dalla
relazione (8.38) segue che gv = 8/«/8# =&/ u =1/Z, pertanto

2
E,

Z

_ 2 _
I —5vEeﬂ. =

Infine, siccome ¢ possibile esprimere I’impedenza caratteristica Z del mezzo materiale attraverso
I’impedenza caratteristica del vuoto Z, introdotta nella (8.39) e I’indice di rifrazione n definito

tramite la relazione (8.34), come Z,/n, sostituendo nella precedente equazione, si ha:

2
]:LnEe/f .
lur ZO

Esempio: Un laser (acronimo di Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation) ¢ una sorgente di onde elettromagnetiche monocromatiche, in fase tra loro e
collimate, cioé che si propagano in un fascio di sezione uniforme. La radiazione generata
da un laser usato come puntatore trasporta una potenza media P di 5 mW e produce un
fascio di sezione A4 pari a 1 mm? . Il valor medio del vettore di Poynting vale quindi:

P _5x10°W  _kW
<S>=_= o Y0 T 5
A 1x10°m m

dalla relazione (8.46) segue che il valore massimo del campo elettrico trasportato da tali
onde nel vuoto vale:

Puntatore laser

~1.94—.

£o= (8.85x10"% F/m)(2.998x10° m/s) m

&,C

2(s) z\/ 2(5x10° W /m*) o

Si osservi che malgrado la bassa potenza, il campo elettrico associato alla radiazione generata da tale dispositivo risulta
piuttosto elevato.
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8.6 Teorema di Poynting

Consideriamo una regione dello spazio di volume V in cui un campo
elettrico £ determina una densita di corrente J , allora la potenza
istantanea dissipata nel volume per effetto Joule vale '[E .J dv . D’altra

?
parte dalla quarta equazione di Maxwell la densita di corrente J pud
esprimersi come:

John Henry Poynting

J. E-Jd :J.E [—ga—E+VXBjdv:—J.eE-a—Edv+ [E-VXBJdv. (8.47)
4 14 14 4

facendo uso della (8.16), segue:

EVwB=B9xE—0(ExB)=-5- L 9.(£xB):
ot

sostituendo tale relazione nella (8.47), si ottiene:

VR ot u ot
=_j(g* a_Eiﬁ]dv_jV (EXB)dv:

) o u ot 7 U
B o cE* B> V(E'XB)
| al e

dove si € supposto che sia € che x non varino nel tempo; assumendo quindi che il volume ¥ non sia
in moto, si ha:

J'E.jd __dfeE Bz d Imd
,, V= il 2# v — ,, P V.

Infine, applicando il teorema della divergenza all’ultimo integrale, dalla relazione (8.44), si ottiene:
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2 2
jE.jdw—i [8]5 +B—jdv—j§.d§
5 des\ 2 2u 5

in cui S ¢ la superficie di contorno di V. Siccome il primo membro di questa identita rappresenta la

potenza istantanea dissipata nel volume V per effetto Joule, concludiamo che tale quantita si
esprime come somma di due termini, il primo dei quali dato dalla (8.43), che si voleva provare,

rappresenta la variazione di energia contenuta nel volume e il secondo, pari al flusso di S, ¢ la
potenza istantanea che attraversa il volume considerato. Questa identita, che prende il nome di
teorema di Poynting, si puo rappresentare in forma differenziale attraverso la relazione:

V.54E g

che esprime il bilancio energetico, affermando che la variazione dell’energia contenuta in una
superficie chiusa ¢ dovuta sia al flusso di energia prodotta dalle onde elettromagnetiche che
attraversano tale superficie che all’energia spesa per determinare il moto delle cariche elettriche
contenute nel volume interno alla superficie.

8.7 Sorgenti di onde elettromagnetiche

Dalle relazioni (8.30) e (8.32) emerge che le onde elettromagnetiche sono
originate dal campo elettrico ottenuto attraverso la variazione di un campo
magnetico e dal campo magnetico prodotto dalla variazione di un campo
elettrico. Pertanto, poiché una configurazione stazionaria di carica o una
corrente continua non possono determinare la generazione di onde
elettromagnetiche, ne segue che a tale scopo ¢ necessario che la corrente sia
di intensita variabile nel tempo, cio¢ non stazionaria. Cid porta a concludere
che le onde elettromagnetiche sono prodotte dall’accelerazione delle cariche;
a volta accelerata, perde energia per effetto
- dell’irradiazione di onde
~ clettromagnetiche.

La rivelazione delle onde
elettromagnetiche previste dalla
teoria di Maxwell costitui il maggiore oggetto degli studi
di Hertz. Dopo aver rielaborato matematicamente le
equazioni di Maxwell, Hertz comprese che le onde
elettromagnetiche potevano essere prodotte da
oscillazioni elettriche; d’altra parte era ormai noto che la
scarica di un condensatore su una bobina produceva
delle oscillazioni elettriche, cosi nel 1888 Hertz connesse
un rocchetto di Ruhmkorff ad un condensatore realizzato
da due sfere metalliche collegate da un’asta metallica

— ~ dotata di una piccola interruzione alla sua meta. Sugli
Esperienze di Tertz, si noti @ simsua foscilaore ogtremi  affacciati dell’interruzione erano poste due

gato al rocchetto di Ruhmkorff e al centro il
rivelatore. Sul fondo ¢ disposto il pannello riflettente.  piccole sfere metalliche. In corrispondenza della scarica
E;Lb(ji;fggg us(’;‘r"ism‘:";graispl‘r‘f;‘; Jei madiaonelettrica tra la due sferette, prodotta dal rocchetto di
onde elettromagnetiche (E. Desbeaux, Fisica moderna, ~ Ruhmkorff, Hertz generd delle onde elettromagnetiche
Milano 1902) armoniche di frequenza pari a circa 40 MHz. Nel

Heinrich Hertz
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dispositivo cosi composto il campo
elettrico variabile prodotto dalle
sfere piu grandi e il campo
magnetico variabile generato dalle
aste metalliche erano
sostanzialmente ortogonali tra loro
in corrispondenza del centro del
sistema, per cui le condizioni
indicate dalla teoria di Maxwell per
ottenere  l’irraggiamento  erano
Dipendenza angolare dell’intensita del campo . . .
cletirico prodotto da un dipolo eletrico  SOddisfatte. Per la'rlvelazmne delle
oscillante. onde elettromagnetiche Hertz costrui
una spira metallica con una piccola
interruzione in corrispondenza della quale erano disposte due sferette
metalliche; una variazione di flusso attraverso tale spira avrebbe
determinato I’induzione di una forza elettromotrice e, di conseguenza, tra : :
1 £ bb intill H . \ . Riproduzione dell’apparato
¢ sterette sarebbe scoccata una scintilla. Hertz sperimento spire Con  uemittente dei primi esperi-
differenti dimensioni, constatando che in alcuni casi, corrispondenti ad  menti di Marconi. Si noti, in
. . di ri la f del 1 . alto, ’antenna a pannello e in
una situazione di risonanza tra la frequenza del campo elettromagnetico € g0, a sinistra, Ioscillatore e,
quella propria di tale circuito, la scintilla risultava piu intensa. Per a destra, il rocchetto di
limi il dubbi he Deff f d d Ruhmkorff (Fondazione Gu-
elimimnare 1l dubbio che ['etfetto osservato non fosse dovuto ad Un  gjicimo Marconi, Collezione
semplice fenomeno di induzione, Hertz fece riflettere le onde su un  Bigazzi)

pannello metallico, ottenendo nella regione

100 MeV 2| 1 10™ .
omer L 12 1" compresa tra il generatore e tale pannello
F RAGGI . . .
e | :Z” I ! 1o?  oma linterferenza tra le onde provenienti
100keV | 0| 140" 014 dall’oscillatore e quelle riflesse dal pannello.
10keV | RAGGI X 110" 14 Questa interferenza determinava in tale regione una
TheV Foor ) 110° tnm - configurazione di onde stazionarie in cui 1 massimi
1006V 6| 110° 10.am ituati i tii i1 de dirett
o | 1 TR |57 o, Crano situati nei punti in cui le onde dirette e
vov L Ol i . Tiflesse si sommavano in fase ¢ 1 minimi nei punti
°l i w0um 10 cul le onde si sommavano in opposizione di fase.
10 INFRAROSSO . . . . .
oL {10 1w0pm Dalla misura della distanza tra tali massimi ¢
006H: 1oL —_ 410° 1mm  minimi Hertz risali alla velocita di propagazione
10GHz 10" SHF 110" o7 delle onde, constatando che il suo valore era dello
4 a0 100 . . .
16Hz 10’ UHF 0 '1""’ stesso ordine di grandezza di quello della luce nel
8 410 m . . . .
100MHz 10" F VHF 1 vuoto, confermando, quindi, la teoria di Maxwell.
10 MHz 10"k HF 110 10m . . . .
1.2 100 A partire da questa scoperta, gli sperimentatori
1 MHz 10° ME 10 m . 1. , . ’
wokz o) — 110? 1km migliorarono I’apparato di Hertz, soprattutto nella
ok o'l e 110* 1ok parte del rivelatore. Sebbene Hertz attribuisse solo
TkHz 1% f 1107 10km yna valenza teorica alla sua scoperta, nel 1894
- 6 . . . . . .
100Kz 10° 0 Guglielmo Marconi ebbe 1’idea di impiegare le
410 . ..
0Kz 10'r . onde rivelate da Hertz per la trasmissione a
1Hz 10°F 7110 . . . . . . N
distanza di informazioni. Marconi collego
frequenza (H2) lunghezza d'onda (m) un’antenna, realizzata inizialmente con un pannello

Spettro della radiazione elettromagnetica; le sigle VLF (Very metalhco’ SOSPCSO ad un p al‘O, ad una’ delle due
Low Frequency), LF (Low Frequency), MF (Medium  Sfere dell’oscillatore e collegd a terra 1’altra sfera;

Frequency), HF (High Frequency), VHF (Very High Frequency), : T3 : : :

UHF (Ultra High Frequency), SHF (Super High Frequency), analoga dlSpOSlZlOl’le fu ad(?ttata per il I'l.CeVl‘tOI'e.
EHF (Extremely High Frequency), distinguono gli intervalli i~ Con tale sistema Marconi nel 1895 riusci ad
frequenze della radiazione adoperata nelle radiotrasmissioni. La inviare dei segnali tra due punti distanti circa un
corrispondenza tra frequenza f ed energia E deriva dalla formula . 3

relativa al modello quantistico della radiazione, £ = hf, incui 2 ¢ chilometro e mezzo a Pontecchio, presso Bologna.

la costante di Planck. Una comune sorgente di onde elettromagnetiche
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¢ rappresentata da un dipolo elettrico oscillante. L’applicazione di una forza elettromotrice variabile,
ad esempio con legge sinusoidale, ad un’antenna metallica, determina un moto oscillatorio degli
elettroni del conduttore e, di conseguenza, provoca I’irradiazione di un’onda elettromagnetica della
stessa frequenza di oscillazione; gli elettroni di una seconda antenna, che agisce da ricevitore, sono
poi indotti a oscillare alla stessa maniera per effetto della componente elettrica dell’onda incidente:
tale oscillazione, opportunamente rilevata ed amplificata, consente la ricezione dell’informazione
trasmessa dall’emittente attraverso I’onda elettromagnetica. Nella figura ¢ rappresentata la dipen-
denza angolare, (sin” ), dell’intensita del campo elettrico a grande distanza da un dipolo oscillante.

Naturalmente i meccanismi di generazione di onde elettromagnetiche cambiano in funzione della
lunghezza d’onda della radiazione emessa; cosi, mentre attraverso delle antenne ¢ possibile irradiare
onde di lunghezza sino al centimetro, per lunghezze d’onda inferiori, tali dispositivi si rivelano
inadeguati. Ad esempio, la generazione di luce visibile avviene stimolando atomi o molecole con
campi elettrici variabili; cido provoca 1’oscillazione sincrona dei baricentri delle cariche negativa e
positiva e la conseguente emissione di radiazione. Solitamente si classificano le onde

elettromagnetiche attraverso la loro lunghezza d’onda o la loro frequenza, pari a a)/ (27r); lo spettro

della radiazione elettromagnetica viene cosi ad essere schematizzato nella tabella qui riportata.

8.8 Trasmissione di segnali

Consideriamo un’onda elettromagnetica piana di

tipo armonico, in moto lungo la direzione x con Eix0)
velocita di fase v. Il campo elettrico nel piano di
. . R X
polarizzazione ¢:
E=E,cos(kx—at), Eolx 1)
X
dove k e w sono legati alla velocita attraverso la
relazione (8.8). Questa funzione ¢ caratterizzata
E(x,t)+E,(x,1) t costante

dall’essere illimitata sia lungo 1’asse x che lungo
I’asse temporale; inoltre, essendo periodica sia
spazialmente che temporalmente, non ¢ soggetta ad
alcuna variazione della forma nel corso del tempo o X
lungo la direzione di propagazione. Tali

caratteristiche pregiudicano la possibilita di

associare un’informazione all’onda e fare si che

possa essere considerata un segnale; nella pratica, infatti, si producono o si osservano onde
sinusoidali di durata finita, oppure segnali periodici non armonici o segnali aperiodici. Tuttavia, alla
luce dell’analisi di Fourier, un segnale spazialmente e temporalmente limitato pud essere ottenuto
attraverso la somma di infinite onde di tipo armonico, ciascuna con opportuni valori di ampiezza e
frequenza. Sebbene tale studio trascenda dalle finalita di questa analisi, stabiliamo le caratteristiche
di propagazione di un impulso nella semplice circostanza che tale impulso sia generato dalla
sovrapposizione di due sole onde armoniche in moto nella stessa direzione, aventi la stessa
ampiezza E, e caratterizzate da due pulsazioni @ e @' vicine tra loro e da numeri d’onda & ¢ &'

pure vicini tra loro. L’onda risultante dalla sovrapposizione sara data da:
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E =E,cos(kx—wt)+E, cos(kx—a't) =

k-k' o-o k+k'  o+o
=2FE, cos 5 x— t |cos xX— R

2 2 2

=2E, cos(%kx—ATa)tjcos(loc—wt);

dove! si ¢ posto Ak=k-k' e Aw=w—w', in cui |Ak| <ke |Aa)| < @ essendo per ipotesi k£ molto
prossimo a k' ¢ pure @ molto prossimo a @'. La presenza del termine cos(kx—a)t), detto onda

portante, suggerisce che 1’onda risultante dalla composizione si propaghi con caratteristiche simili a
quelle  delle onde componenti, ma con ampiezza modulata dal termine

2E, cos [(Ak/ 2) x— (Aa)/ 2) t] . L’onda portante si propaga con la velocita v pari a:

cio¢ con la stessa velocita di fase delle componenti; il termine di modulazione, invece, si propaga
con la velocita v, data da:

A

v, ik
che, in generale, risultera differente da v. Con 1’ausilio dell’analisi di Fourier questo esempio pud
essere esteso ad una sovrapposizione di infinite componenti armoniche di pulsazioni e numeri
d’onda compresi in intervalli definiti; in analogia al semplice caso appena esaminato, il fenomeno
propagatorio pud essere caratterizzato oltre che dalla velocita di fase, anche da un’altra velocita,
detta velocita di gruppo, che rappresenta la velocitd con cui si propaga la risultante della
composizione delle infinite onde armoniche. Tale risultante prende il nome di pacchetto d’onde. La
velocita di gruppo ¢ definita come:

do
v =—0,

¢ dk

siccome v, ¢ la velocita con la quale si propaga il pacchetto d’onde, allora v, rappresenta anche la

velocita di trasmissione del corrispondente segnale e quindi dell’informazione ad esso associata.
Dalla relazione (8.8) e dalla definizione di velocita di gruppo segue:

v, :d—w:ivk:erkﬂ,
¢ dk dk dk

quindi, solo nei mezzi materiali in cui la velocita di fase ¢ indipendente dal numero d’onda (o, dalla
lunghezza d’onda), circostanza per cui il mezzo ¢ detto non dispersivo, le due velocita coincidono.
Risulta inoltre:

' Si & fatto uso dellidentita trigonometrica cosa + cos # = 2cos[ (a — f)/2]cos[ (o + £)/2]-
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dw 1 1 1 V
STk T dae n ed | edr (49
do dw c c cdw ndo

dove si ¢ fatto uso delle espressioni (8.8) e (8.35); questa relazione consente di confrontare la
velocita di gruppo con la velocita di fase attraverso lo studio del segno della derivata dn/dw, infatti,

siccome:
dn n| v
== 21,
do o v,

poiché il fattore n/w ¢ positivo, si ha:

y 1=1, Essendo, nel wvuoto, la velocita di fase per un’onda
elettromagnetica uguale a c, allora v, puo essere maggiore o

minore di c¢. In effetti, negli intervalli di valori di @ in cui
dn/do>0 , detti regioni di dispersione anomala, le

approssimazioni fatte per giungere alla relazione (8.48) non
sono piu valide, cosi in pratica la velocita di gruppo risulta
sempre essere minore di ¢, coerentemente coi principi su cui si
basa la teoria della relativita. Il fenomeno della dispersione
riveste una particolare importanza nella trasmissione dei segnali.
Consideriamo inizialmente un segnale ottenuto attraverso la
composizione di infinite componenti che si propaga nel vuoto;
poiché in tale circostanza la velocita di gruppo del segnale
coincide con la velocita di fase di ciascuna delle componenti, il
segnale si spostera attraverso lo spazio senza subire alterazioni. Se lo stesso segnale si propaga in
un mezzo dispersivo, siccome la velocita di ciascuna componente risulta diversa dalle altre, si
determinera un allargamento ed un appiattimento della forma del segnale stesso. L’entita di questa
deformazione aumentera col procedere dell’impulso attraverso il mezzo dispersivo, cosi, un segnale,
ad esempio, basato su di una successione di impulsi, pud venire alterato sino a diventare
indecifrabile da parte di colui che lo riceve, dopo che esso ha attraversato tale mezzo. Per tale
motivo, nella trasmissione di segnali in mezzi materiali (come nelle fibre ottiche, ad esempio) ¢
attribuita molta importanza alla scelta di bande di frequenza di lavoro in corrispondenza delle quali
la dispersione del mezzo risulti minima.

S\

y 1=ty+At

?
_~ )

0

8.9 Riflessione e rifrazione di onde elettromagnetiche

Consideriamo un’onda armonica piana caratterizzata da un vettore d’onda £, incidente in un

punto P situato sulla superficie di separazione tra due mezzi di diversi indici di rifrazione, che,
senza perdita di generalitd, assumiamo piana e coincidente col piano z=0 del sistema di
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riferimento cartesiano mostrato in figura. Indichiamo con n, I’indice di rifrazione del mezzo per
z>0 e n, I'indice di rifrazione per z <0.

Sia E, il campo elettrico associato a tale onda:

—

E =E, cos(lgi -?—a)t)

1

dove, dalle relazioni (8.11) e (8.35), il numero d’onda £, vale:
k=—=—"12; (8.49)

I’onda incidente origina un’onda riflessa nella regione z >0 il cui campo elettrico ¢:

E =E, cos(l% -F—a)t),

r

in cui:

0 no
kr —_— a7 (8.50)
v ¢
e un’onda trasmessa o rifratta nella regione z <0 il cui campo elettrico ¢:
E =E, cos(lgt -F—a)t),
con:
0 n,o
k =—=222 (8.51)
v, ¢

Affinché sia soddisfatta la condizione di continuita del campo elettrico sulla superficie di
separazione tra i due mezzi, deve risultare:

si noti che le pulsazioni associate ai campi nelle due regioni
non differiscono tra loro in quanto sono determinate dalla
sorgente che ha prodotto 1’onda. Dovendo valere per ogni
istante di tempo, da tale relazione segue:

k-F=k F=k F. (8.52)

1 r t

Assumiamo che il vettore k, giaccia nel piano yz, per cui:
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e sia, inoltre:

Poiché per la scelta fatta circa la disposizione della superficie su cui incide ’onda il vettore
posizione 7 del punto P di incidenza dell’onda ¢ situato sul piano xy:

F=XxX+yyp,
la relazione (8.52) si esprime come:
k,y=k.,x+k,y=k x+k, y.
Tale identita ¢ assicurata per qualsiasi valore delle variabili x e y se:

er ktx = O’
k, =k, =k, . (8.53)

Queste relazioni mostrano che 1 vettori k;, k. e k, sono complanari e situati sul piano di incidenza,

definito dalle direzioni di incidenza dell’onda e normale al piano di separazione tra i due mezzi.
Esplicitando la relazione (8.53) e facendo uso delle espressioni dei numeri d’onda (8.49), (8.50) e
(8.51) si ottiene:

——sing =——sing, =——sin g ;

r

C C C
dalla prima di queste identita segue:

9 =39 (8.54)

1 r

e, dalla seconda:

1, sin 191 =n, S lgf : (855) Willebrord Snel van Royen
Posto

9=9.

4 =39

I’espressione (8.55) puo porsi nella forma:

sindg _n (8.56)
sing, n
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L’identita (8.54) afferma che 1’angolo di incidenza e 1’angolo di
riflessione sono uguali. La relazione (8.56), scoperta dal matematico
persiano Ibn Sahl nel 984 e riscoperta dall’astronomo olandese
Willebrord Snel van Royen nel 1691, indica che il rapporto tra il
seno dell’angolo di incidenza e il seno dell’angolo di rifrazione ¢
costante e pari al rapporto n,/n, tra gli indici di rifrazione dei due

mezzi. Sebbene ricavate per le onde piane, queste leggi sono valide
per tutti i tipi di onde, inoltre, qualora la superficie di separazione tra
1 due mezzi sia curva, la dimostrazione procede nella stessa maniera
assumendo, quale piano xy, il piano tangente alla superficie curva nel
punto di incidenza. Occorre infine notare che la relazione (8.54) ha
valore solo nel caso di riflessione speculare, come accade nel caso di

riflessione speculare

'

riflessione diffusa

n
n,

luce incidente su di uno specchio. Nel caso di una superficie scabra si verifica una riflessione
diffusa cioe, in corrispondenza di onde incidenti sulla superficie con angoli uguali le onde riflesse

non hanno direzioni tra loro parallele.

La semplicita del metodo dell’ottica
geometrica deriva dall’introduzione del
concetto di raggio luminoso che assume un
ruolo fondamentale, analogo a quello di
Pierre de Fermat fronte d’onda; tali concetti risultano
opportunamente legati consentendo un
naturale passaggio da una trattazione all’altra. Senza entrare ulteriormente
nel merito, ¢ possibile identificare col termine raggio luminoso la
direzione di propagazione della radiazione, ovvero la direzione del vettore
d’onda k definito attraverso la relazione (8.12). Dimostriamo le relazioni n,
(8.54) e (8.55) facendo uso del principio di Fermat. Con riferimento alla
figura, consideriamo due punti 4 e B situati nello stesso mezzo ed
esprimiamo il cammino tra questi due punti attraverso il punto P posto
sulla superficie di separazione tra i due mezzi facendo uso dell’ascissa x
di tale punto rispetto all’origine O. Il tempo impiegato per spostarsi da 4 a
B ¢ pari a:

Y Vi

Le leggi della riflessione e della rifrazione possono essere dedotte in maniera alternativa
attraverso il principio di Fermat il quale afferma che tra tutti i possibili cammini che pud
percorrere per andare da un punto ad un altro, la luce segue il cammino che richiede il
tempo piu breve. Tale principio, stabilito empiricamente da Pierre de Fermat nel 1662, ¢
alla base dell’ottica geometrica che studia la propagazione della radiazione
elettromagnetica prescindendo dai trasferimenti energetici dovuti all’interazione con la
materia. Attraverso questo approccio, che ¢ tanto piu corretto quanto piu ¢ possibile
trascurare I’influenza della materia attraversata dalla radiazione sulla quantita di energia
trasportata dalla radiazione stessa, si ottiene un’ottima approssimazione della realta fisica.

y tzﬁ.*.ﬁ:lli,bﬁ-i—dﬁ+1'(l—x)2+d22:|;
Vl

n derivando rispetto ad x ed uguagliando a zero si ha:
dt 1 2x 2 (I-x) 0
dx v 2142 T
| \/x +d, \/(l—x) +d,
n,

OVVEero:

X I—x

\/x2+d12 _\/(l—x)2+d22 .
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Poiché x/,/xz +d22 ¢ilsenodi g e ([ —x)/« /(l_x)z +d,” ¢ilsenodi 9, a tale identita corrisponde:

singd =sind ,
da cui segue
"91' = "gr >

che coincide con la (8.54). Assumiamo ora che i punti 4 e B siano situati in mezzi
differenti e, analogamente al caso precedente, esprimiamo il cammino attraverso il
punto P disposto sulla superficie di separazione tra i due mezzi facendo uso
dell’ascissa x. Il tempo impiegato per spostarsi da 4 a B vale:

t—EJrE— X7 +d)? . J=x) +d)
vl v2 ’

v, \Z

1 2

derivando rispetto ad x ed uguagliando a zero si ha:

dt 1 2x 1 2(-x)

= — :0’
dx w \/)‘2""’112 V2 \/(l—x)2+a’22

da cui segue:

1 X _ 1 l—x
WX +d v \/(l—x)z +d,?

Osservando che x/« [ +d22 ¢ilsenodi g e (l—x)/ (l—x)2 +d,” ¢ilsenodi 9,a

tale identita corrisponde:

1 . 1 .
—sing =—sin& ,
" V2

infine, facendo uso della relazione (8.35) si ottiene la legge di Snel (8.55):

nsind =n,sing .

n,>n,

n

i | n2< n,

n,

Quando n, >n, , dalla relazione (8.56) segue che sing <sin$ e & <&, cio¢ la direzione

dell’onda rifratta ¢ prossima alla normale al piano di incidenza. In questo caso ad angoli di

incidenza compresi tra 0 e 7/2 corrisponde un qualsiasi angolo

T2, | di rifrazione compreso nel medesimo intervallo. Viceversa, se
m<n [ n, < n,, la direzione dell’onda rifratta si allontana dalla normale
all’interfaccia tra 1 due mezzi e, in particolare, quando

ak sind =n,/n, segue sing =1, cio¢ 9 =7/2; quando I’angolo

n,> n,

di incidenza ¢ tale che sing >n,/n, non si ha alcun radiazione
rifratta in quanto, dalla (8.56) seguirebbe sin g >1. Pertanto, in

‘ corrispondenza di questi valori dell’angolo di incidenza I’onda
4, 4 incidente viene soltanto riflessa. L’angolo di incidenza tale che
0 4 7/2  sind =n,/n, &detto angolo limite 9, .
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Esempio: Nelle fibre ottiche la luce viene adoperata per la
trasmissione di informazioni. Le fibre ottiche sono costituite da
materiali con un’elevata trasparenza alle lunghezze d’onda
della luce visibile e dell’infrarosso e sono strutturate in due
parti coassiali tra loro, una piu interna detta core, con indice di
rifrazione piu elevato di quella esterna, detta cladding. Valori
tipici degli indici di rifrazione sono 1.46 per il cladding e 1.48 per il core e con tali valori si ottiene un angolo limite di
circa 81°. Un raggio di luce si propaga lungo il core della fibra attraverso riflessioni multiple sull’interfaccia col
cladding. La trasmissione dell’energia associata alla radiazione avviene senza le perdite prodotte dall’eventuale
rifrazione verso 1’esterno del core.

cladding

8.10 Polarizzazione

La relazione (8.36) mostra che i campi associati ad un’onda elettromagnetica risultano
perpendicolari tra loro e perpendicolari alla direzione di propagazione dell’onda definita attraverso

il versore k . Possiamo pertanto decomporre il vettore campo elettrico £ nel piano perpendicolare
alla direzione della propagazione; ad esempio, considerando un sistema di riferimento ortogonale

con un asse coincidente con la direzione del versore &, possiamo decomporre E lungo le direzioni
degli altri due assi coordinati. Se la differenza di fase tra le due componenti varia in modo casuale
nel tempo e nello spazio, il vettore campo elettrico cambia orientazione istante per istante e lo
stesso vale per il vettore campo magnetico, essendo perpendicolare ad esso; in tale caso 1’onda
elettromagnetica ¢ detta non polarizzata. Se invece tale differenza di fase si mantiene costante,
I’onda ¢ detta polarizzata, come, ad esempio, nel caso descritto dalla relazione (8.26).

Assumendo che la direzione di propagazione dell’onda coincida con quella dell’asse x, possiamo
esprimere le componenti del campo elettrico nel piano yz, come:

E =E,, cos(kx—a)t), (8.57)
E. =E, cos(kx—at+5) (8.58)
y

dove ¢ rappresenta la differenza di fase tra le componenti
Oy EZ (9 EV

Se o0 ¢ uguale a zero o a 7, la polarizzazione ¢ detta

—————— < F

\

lineare. In figura & mostrata la proiezione del vettore E
perpendicolare alla direzione di propagazione dell’onda.
z E, RN L’estremo libero del vettore campo elettrico oscilla lungo un
segmento che forma con I’asse z, un angolo « tale che:

N, 0
N tana = —=.
0z

Se & ¢uguale a 7/2, la relazione (8.58) si esprime come:

E =E,. cos(kx—a)t+%j = E,_sin(kx—at);
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in questo caso I’estremo libero del vettore campo elettrico
descrive un’ellisse intorno alla direzione di propagazione e la
polarizzazione ¢ detta ellittica. In particolare, quando E,, e

E,_ sono uguali, la polarizzazione si dice circolare.

.- ~

S~

Prae
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