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A.1 Derivate notevoli
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A.2 Integrali notevoli
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A.3 Teorema fondamentale del calcolo

Consideriamo una funzione continua y = f (x) e stabiliamo il tasso di accrescimento dell’area

sottesa dalla sua curva tra due punti. Sia y il valore assunto dalla funzione in corrispondenza di un
punto x e consideriamo I’intervallo di ampiezza Ax compreso tra X e x+Ax. In tale intervallo
I’area a considerata risultera aumentata di una quantita Aa cosi il corrispondente tasso di crescita
sara:

sa
AX

Possiamo considerare un valore y' dell’ordinata y tale che I’area -

y'Ax éuguale a Aa: Y
Y AX = Aa, /
allora il tasso di crescita dell’area puo esprimersi come: 0
Aa _ y'AX v
AX  AX

D’altra parte risulta (si veda la figura):
f(x)<y < f(x+Ax),

cosl, passando al limite per Ax — 0 si ha:

L area sottesa dalla curva y = f (x) a partire da un punto arbitrario x, al punto x & pari all’integrale
di f(x) calcolato tra tali punti:

per cui, sostituendo nella relazione precedente, si ottiene:

9T t(e)de=1(x).

dxXO

quindi I’operazione di integrazione pud essere riguardata come I’operazione inversa della
derivazione; questo risultato prende il nome di teorema fondamentale del calcolo.
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A.4  Sezioni coniche

Si definisce sezione conica la curva generata da un punto che si
sposta in modo tale da mantenere costante il rapporto fra la

distanza da un punto, detto fuoco, ed una retta, detta direttrice. p_G
Tale valore costante prende il nome di eccentricita; in particolare, 1 “ b
con riferimento alla figura, I’eccentricita ¢ vale: iB g
D \ :
PF
E ==
PQ
Posto:
r= E,
d Eﬁ,
allora risulta:

%:ﬁ+ﬁ:d +rcosd.
Poiché la lunghezza PQ puo esprimersi attraverso I’eccentricita come:

po-"F_r
& &

sostituendo nella relazione precedente, si trova:

r
—=d+rcosd,
&

da cui segue:

e ed
1-£c0s 9’

espressione che prende il nome di equazione polare della sezione conica. Se ¢ <1 la curva é
un’ellisse, se € =1 é un’iperbole e de &£ >1 e una parabola; in particolare, per un’ellisse, in A" si ha

$=0ein A siha 8=, per cui le corrispondenti lunghezze r, e r, del segmento PF valgono:

&d
=—, 9=0
h= (8=0)
&d
"2 1+¢ ( ”)

posto quindi:
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1
asE(rl+r2),

che prende il nome di semiasse maggiore, si ha:

1 1( ed  &d led+e’d+ed—c’d  &d
a=E(I’1—H’2)=— ==

2\1-¢ 1+¢ 2 1- g2 :1—82.

Si prova inoltre che il semiasse minore b, pari alla lunghezza del segmento GC vale:

b=avl-¢&°.

Infine I’area dell’ellisse risulta:

A=rab=ra*Jl-&?,

e per £ =0 I’ellisse coincide con un cerchio.
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A.5 Sistemi di coordinate

In molteplici circostanze non risulta efficace I’impiego dei sistemi di coordinate cartesiani, sia
nel piano che nello spazio. Cid accade in particolare quando risulta pit conveniente esprimere le
posizioni dei punti attraverso degli angoli e delle distanze.

Nel piano I’identificazione della posizione di un punto P attraverso un
raggio ed un angolo & detta polare: la coordinata radiale p rappresenta la
distanza di P da un’origine O detta polo; la coordinata angolare 9 é
I’angolo che la retta posta in corrispondenza di 0° deve descrivere per Y1~ » P
sovrapporsi alla retta passante per P e per O. In figura sono confrontate le p !
coordinate cartesiane del punto P con le corrispondenti coordinate polari. \ g
Note le coordinate cartesiane x e y di P e possibile dedurre le corrispondenti .
coordinate polari p e 4 attraverso le relazioni:

p=yx+y*,

tan 9 =

> |<

viceversa, risulta:

X = pC0SY,
y = psing;

La naturale estensione del sistema di coordinate polari nelle tre z
dimensioni & rappresentata dal sistema cilindrico. In questo caso la N
posizione del punto P e rappresentata attraverso le coordinate polari p e \

¢ della proiezione P’ di P sul piano xy e dalla distanza z di P da tale WP
piano (si veda la figura). Le coordinate cilindriche p, ¢ e z del punto P ‘
possono essere dedotte da quelle cartesiane attraverso le relazioni:

p=yx+y?,

tangzﬁ:l,
X
71=12;
viceversa:
X=pC0SY,
y = psing,
Z1=1.

Il sistema di coordinate sferiche identifica un punto nello spazio attraverso una distanza e due
angoli. In particolare p € la distanza del punto P dall’origine O, 9 & I’angolo compreso tra I’asse z

e il segmento OP e ¢ e I’angolo compreso tra I’asse x e la proiezione OP’ del segmento OP sul
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piano xy (si veda la figura). Le coordinate sferiche p, 9 e ¢ del punto z
P possono essere dedotte da quelle cartesiane attraverso le relazioni:

p=AX+y +17°,

tan¢:l,
X

Z .
X +y? 472

viceversa, risulta:

Cos 9=

X = psingcos¢,
y = psingsing,
Z=pCoSY.

Spesso la necessita di un cambiamento di sistema di coordinate si ha nel calcolo di integrali; cio
accade, ad esempio, qualora il dominio di integrazione e caratterizzato da simmetrie tali da rendere
inadeguato I’uso delle coordinate cartesiane. Supponiamo di dover integrare la funzione

f (X, X, ...X, ) suun dominio V. Siano

X =T1(§1’ 9527"'§n)’
X, :T2(§1' 52’ "'fn)'

X :Tn (51' 52’ "'fn)'

le formule di trasformazione nelle coordinate &, &,,...&,, risulta allora:

(X, Xy, -0 Xy)

dEds,--dé,
0(& &0 -4,) R

[ (b Xty ity -, = [ [T, (). To(E), T ()]

dove ) é il dominio V trasformato attraverso T e

ox, 0% 0%,
06, 0, 0,
oX, OX OX
O(X Xor oo X)) 58 =5 o
—————=(9& 0¢ ¢,
0(&,&,...&) | L
oX, OX, oX,
06, 05, o,

e detta matrice jacobiana della trasformazione T.

Esempio: Supponiamo di voler integrare la funzione f(x, y) su un domino S e che risulti opportuno il cambiamento di
variabile da cartesiane a polari; la matrice jacobiana della trasformazione é:
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0 0
— pC0S$ — pCosI
o(xy) |ap” 29”

cos$d —psing
sing pcosd

i,osin 9 i,osin 9
op 09

ne segue che I’integrale di tale funzione nel domino specificato pud esprimersi come:

o 9(%,Y) .
f(x y)dxdy=| f (pcos9, psing)——=dpd3=| f (pcosd, psinF)pdpd?,
! (xy) i ( )a(pig) I ( )

in cui & rappresenta il nuovo dominio di integrazione.

Il risultato conseguito attraverso I’esempio precedente si presta ad

un’utile interpretazione geometrica. 1l cambiamento di variabile richiede
che si stabilisca I’espressione dell’elemento di area dxdy nelle dp\
coordinate specificate, in questo caso le coordinate polari. Dalla figura Yt er
i mostrata si pu0 osservare che I’elemento g,:;:?ffdllg
infinitesimo di area puo esprimersi attraverso A g P 1
queste coordinate come un rettangolo 5 - \ .
X X

infinitesimo di lati pd$ e dp ; I’elemento
d’area vale pertanto pdpd$, cosi come dedotto in maniera analitica.

Analogamente, nello spazio, come & mostrato dalla figura, I’elemento
infinitesimo di volume in coordinate sferiche e il parallelepipedo di lati

\\ \ pdd, dp e plsind|dg, pertanto il volume di tale elemento vale
P’ |sin 3|dpd3d¢; infatti la matrice jacobiana della trasformazione da
coordinate cartesiane a coordinate sferiche vale

singcos¢g pcosgcosg —psingsing
=|singsing pcosdsing psingcosg|=p’lsinyg|.
C0oS 4 —psing 0

o(x, v, 2)
o(p. 9. 9)
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