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LEZIONE 7
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VARIABILI ALEATORIE E 
DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ

Dispense L. Angelini Univesità di Bari P. 1-27 
H.J.C. Berendens Data and Error Analysis p.53-58 e p.135-140 
P.R. Bevington Data Reduction and Error Analysis for the Physical 
Sciences p. 56-65

http://www.ba.infn.it/~angelini/MMFA/dispensa.pdf
http://www.ba.infn.it/~angelini/MMFA/dispensa.pdf
http://www.ba.infn.it/~angelini/MMFA/dispensa.pdf
http://www.ba.infn.it/~angelini/MMFA/dispensa.pdf
http://www.ba.infn.it/~angelini/MMFA/dispensa.pdf
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ



9
S. Spagnolo Lezione 7/8a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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2 O PIU’ VARIABILI ALEATORIE 
Probabilita’ congiunta

Probabilita’ marginale

Probabilita’ condizionata

Variabili indipendenti
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA

probabilità marginale
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ

Interpretazione di probabilità congiunta

probabilità condizionata Caso di variabili discrete
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
probabilità condizionata Caso di variabili discrete

p(xi |yi) = pX(xi)
p(yi |xi) = pY(yi)

Le variabili aleatorie discrete X e Y 
si dicono indipendenti (per definizione) 

se si verificano le relazioni

Dalle quali segue che p(xi, yi) = pX(xi) × pY(yi)
la prob congiunta e’ il prodotto 

delle prob marginali 
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
probabilità condizionata Caso di variabili continue

dx
dxdy

dy
Infatti, 
in termini 
di prob.  
abbiamo

Prob(x in [x,x+dx] | y )

Prob(x in [x, x+dx] e
      y in [y, y+dy])

Prob(y in [y, y+dy])

Semplificando, si ha … 
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
probabilità condizionata Caso di variabili continue
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ
probabilità condizionata Caso di variabili continue

f(x |y) = fX(x)Le variabili aleatorie continue x e y 
si dicono indipendenti (per definizione) 

se si verificano le relazioni

Dalle quali segue che f(x, y) = fX(x) × fY(y)
la densita’ di prob congiunta e’ il 

prodotto delle densita’ di prob marginali 

f(y |x) = fY(y)

densita’ di prob congiunta

densita’ di prob marginale

densita’ di prob 
condizionata
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ CONGIUNTA

Caso di variabili continue
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ

p(1,2) = 1/36 != 1/6 x 1/36 =>
p(x,y)             != p(x) x p(y)    

p(y=2) = 1/36                            prob. marginale
p(x=1) 

Integro su x
Integro su y

Caso di variabili discrete
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VARIABILI ALEATORIE E DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ



Variabile aleatoria: ,    

Dominio = campo di Borel, Insieme di arrivo => numeri reali

Discreta o continua  


Caso discreto: la distribuzione di probabilita’ f(xi) quantifica la probabilita’ di 
del valor xi  
Caso continuo: la densità di probabilita’ (moltiplicata per dx)  f(x) dx  
quantifica la probabilita’ che  la variabile sia compresa tra il valore x e x+dx


Definite positive e normalizzate a 1; momenti della distribuzioni  
Distribuzioni di probabilita’ congiunte, descrivono la probabilita’ di evenienza 
contemporanea di alcuni valori specifici di due [x,y] (o piu’) variabili aleatorie


Probabilita’ marginale di una variabile aleatoria: prob di x per ogni possibile 
valore di y 

Probabilita’ condizionata: prob del valore x se si e’ verificato y 

Variabili indipendenti

X : B → IR X(w) = x, con w ∈ B, x ∈ IR
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RIASSUNTO
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ALCUNE DISTRIBUZIONI DI 
PROBABILITÀ



32
S. Spagnolo Lezione 7/8a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ NOTEVOLI
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DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ NOTEVOLI

X successi (ciascuno con prob p) 
e n-x insuccessi (ciascuno relativo a prob 1-p)

Non conta l’ordine => combinazioni di x tra n 
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DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ NOTEVOLI
Nell’intervallo il numero di prove e’ estremante alto, ma la prob di successo e’ molto bassa, Np = λ finito  



35
S. Spagnolo Lezione 7/8a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ NOTEVOLI
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DISTRIBUZIONI DI PROBABILITÀ NOTEVOLI
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LEZIONE 8
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FUNZIONI DI UNA 
VARIABILE ALEATORIE

Nota la pdf di una variabile aleatoria X, 

e data Y=g(X), Y e’ un variabile aleatoria. 


Qual e’ il valore di aspettazione, qual e’ la varianza di Y ?



Nota la pdf di una variabile aleatoria X, 

e Y=g(X), Y e’ un variabile aleatoria. 


Qual e’ il valore di aspettazione, qual e’ la varianza di Y ?





LOTUS stabilisce che 


 =   ===>>>> non occorre conoscere la 

pdf della variabile y per calcolare il valore di aspettazione di Y, basta calcolare il 
valore di aspettazione della g(x) secondo la pdf della variabile aleatoria X. 


DOMANDA:   
  ???    NON SEMPRE 

E[Y ] = E[g(x)] = ∫ yfY(y)dy

E[Y ] = E[g(x)] = ∫ yfY(y)dy ∫ g(x)fX(x)dx

E[Y ] = E[ g(x) ] = g( E[X] )
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

law of the unconscious statistician
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE
Osserviamolo 
empiricamente su un 
esempio
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

Nota: area = πR2


Non e’ distribuita gaussianamente come R 

=> Media 81.69 > Moda ~ 72

=> Media != π<R>2 ~ 78,5

Nota: circonferenza = 2πR


E’ distribuita gaussianamente come R 

=> Media 31.42 = 2π<R> 
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

 Raggio, raggioMedio     5 5.0002 devStd_raggio 1.00284

                Raggio,  Circ, Area      5      31.4159 78.5398 valori esatti 
 da simulazione: Raggio,  Circ, Area     5.0002 31.4172 81.7054
 da simulazione:eRaggio, eCirc,eArea     0.00317126 0.0993498 0.258375
 da f(R_medio) :          Circ, Area     5.0002 31.4172 78.5459
 simul-f(<R>)  :          Circ, Area     2.45137e-13 3.15946
[simul-f(<R>)]/err:       Circ, Area     2.46742e-12 12.2282
 Correzione per Area = 3.15946   Area media attesa(post correzione) = 81.7054



Nota la pdf di una variabile aleatoria X, 

e Y=g(X), Y e’ un variabile aleatoria. 


Qual e’ il valore di aspettazione, qual e’ la varianza di Y ?





LOTUS stabilisce che 


 =   ===>>>> non occorre conoscere la 

pdf della variabile y per calcolare il valore di aspettazione di Y, basta calcolare il 
valore di aspettazione della g(x) secondo la pdf della variabile aleatoria X. 


E[Y ] = E[g(x)] = ∫ yfY(y)dy

E[Y ] = E[g(x)] = ∫ yfY(y)dy ∫ g(x)fX(x)dx
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

law of the unconscious statistician
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE Dimostrazione non rigorosa

Ricaviamo  con una 
dimostrazione non rigorosa
e limitata al caso di una g(x) 

strettamente monotona 
e pertanto invertibile

fY(y)
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Dimostrazione non rigorosaFUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE Dimostrazione non rigorosa

Relazione valida sempre 
anche se g(x) non e’ 

strettamente monotona 
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

Relazione valida sempre 
anche se g(x) non e’ 

strettamente monotona 
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE
Media e varianza di una funzione lineare di X

DOMANDA:   
  ?     

SI per funzioni lineari
E[Y ] = E[g(x)] = g(E[X ])
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE
Media e varianza di una funzione generica di X

Se mi fermo al primo ordine
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

DOMANDA:   
  ?     

NO in generale
E[Y ] = E[g(x)] = g(E[X ])



Varianza 
Come prima sviluppiamo in serie di Taylor g(x) attorno a μΧ 

 

var(Y) =  

 ci arrestiamo al primo ordine, quindi per consistenza usiamo  quindi 


=  

Il primo termine e’ nullo perché  e’ circa zero


Il terzo e e’ nullo perché si tratta di un momento centrato del primo ordine, inoltre ricompare 

g(x) = g(μX) + (x − μX)g′ (μX) +
1
2

(x − μX)2g′ ′ (μX) + . . .

∫ [ g(μX) − μY + (x − μX)g′ (μX) +
1
2

(x − μX)2g′ ′ (μX) + . . . ]2 f(x)dx

μY = g(μX)

∫ [ g(μX) − μY ]2 f(x)dx + ∫ [(x − μX)g′ (μX)]2 f(x)dx + ∫ 2[ g(μX) − μY ][(x − μX)g′ (μX)] f(x)dx

g(μX) − μY

g(μX) − μY
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

Perche’ e’ ottenuta con uno sviluppo fino al primo ordine
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE
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FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE



54
S. Spagnolo Lezione 7/8a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

FUNZIONI DI VARIABILI ALEATORIE

Risultati attesi: n=1.70119 errore=4.90223e-06

Risultati ottenuti con la simulazione:  indice di rifrazione ed errore 1.69575 2.47642e-05 

Correction (for second order term)= -0.00545502

Difference Simulation - Theory(1st order) = 0.0054463

Valore atteso + correzione = 1.69574
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FUNZIONI DI PIU’ 
VARIABILI ALEATORIE
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Media
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Dimostrazione
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Casi semplici: media e varianza di funzioni lineari  

Uso E[X+Y] = E[X]+E[Y]

E[ ( (X-E[X]) + (Y-E[Y]) )2 ] =
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Covarianza
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Covarianza
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Covarianza e coefficiente di correlazione
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Varianza di Z=g(X,Y) in generale
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Stima della Varianza e Covarianza da un campione
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FUNZIONI DI DUE VARIABILI ALEATORIE
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Stima della Varianza e Covarianza da un campione
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TEORIA DEGLI ERRORI DI 
MISURA

Nella teoria degli errori si assume che la misura 

i-esima di una grandezza fisica il cui valore vero è µ, in conseguenza di 

indeterminabili errori di misura casuali dovuti al metodo di misura stesso e al 
processo fisico in studio, assuma il valore xi=µ+δi, dove δi è l’errore associato 

alla misura i-esima.

Quando eseguo una misura xi  di una grandezza fisica con valore vero µ so che in conseguenza del 
processo di misura questa grandezza sarà affetta da un errore δi il quale è un elemento dello spazio 

campione degli errori le cui caratteristiche dipendono dal metodo di misura adottato.
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA

a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA
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1) Colloco O in 
posizione arbitraria

2) Colloco S in 
posizione arbitraria

3) Colloco L al centro 
dell’intervallino (ampio 2 

cm) che consente di 
focalizzare I sullo schermo

Procedura
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA

 Calcolo Analitico 
x1=30.000000 +/- 0.334581

x2=42.000000 +/- 0.334581

fuoco=17.500000

sigma=0.127812 var(f)=Df_x1*var(x1)+Df_x2*var(x2))=0.016336 <<<<<———— ignorando la correlazione 

 Verifica Simulazione 
media di X1=29.998597, sigma(X1)=0.334730 e Var(x1)=0.112044

media di X2=42.001437, sigma(X2)=0.334760 e Var(x2)=0.112064

covarianza -0.111218

 Calcolo della varianza e sigma di F tenendo conto delle correlazione 
sigma=0.056528 var(f)=Df_x1*var(x1)+Df_x2*var(x2)+2Df_x1*Df_x2*cov(X1,X2)=0.003195 
 Variabile aleatoria derivata. Risultati Simulazione

 media di f=17.498222, sigma(f)=0.056716 e Var(f)=0.003217 
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA

a.a.  2022-23, Metodi Stat & Comp

1) Colloco O in 
posizione arbitraria

2) Colloco L in 
posizione arbitraria

3) Colloco S al centro 
dell’intervallino (ampio 2 

cm) che consente di 
focalizzare I sullo schermo

Una diversa procedura

NOTA: ora σ(x2)>>σ(x1)>> σ(PL)
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA
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σ(PL ) σ(PS )

0.045

0.06
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TEORIA DEGLI ERRORI DI MISURA

 Calcolo Analitico 
x1=30.000000 +/- 0.040825

x2=42.000000 +/- 0.334581

fuoco=17.500000

sigma=0.059725 var(f)=Df_x1*var(x1)+Df_x2*var(x2))=0.003567 
 Verifica Simulazione 
media di X1=29.999951, sigma(X1)=0.040861 e Var(x1)=0.001670

media di X2=41.999606, sigma(X2)=0.335764 e Var(x2)=0.112738

covarianza -0.000833       <<<<—————————————————— piccola covarianza  
 Calcolo della varianza e sigma di F tenendo conto delle correlazione 
sigma=0.058896 var(f)=Df_x1*var(x1)+Df_x2*var(x2)+2Df_x1*Df_x2*cov(X1,X2)=0.003469 
 Variabile aleatoria derivata. Risultati Simulazione

 media di f=17.499630, sigma(f)=0.059107 e Var(f)=0.003494

0.05 cm

72   +/-  1.       


