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Part	
  One:	
  Theory	
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A	
  lot	
  of	
  reviews…	
  
Among	
  them:	
  

•  A.	
  Strumia,	
  F.	
  Vissani,	
  “Neutrino	
  masses	
  and	
  mixings	
  and...”,	
  (hep-­‐ph/0606054)	
  
•  M.	
  C.	
  Gonzalez-­‐Garcia,	
  Y.	
  Nir,	
  “Neutrino	
  masses	
  and	
  mixing:	
  evidence	
  and	
  

implicaLons”,	
  Rev.	
  Mod.	
  Phys.75	
  (2003)	
  p.	
  345	
  

Dedicated	
  sites	
  
•  The	
  Neutrino	
  Unbound	
  (by	
  C.	
  GiunL)	
  hcp://www.nu.to.infn.it	
  
•  The	
  Neutrino	
  OscillaLon	
  Industry	
  hcp://www.hep.anl.gov/ndk/hypertext/	
  



Some	
  reminders:	
  Dirac	
  equaLon	
  	
  

{�k, �l} = 2gkl

Fermions	
  are	
  described	
  by	
  a	
  four	
  component	
  spinor	
  field	
  Ψ.	
  The	
  free	
  field	
  is	
  described	
  
by	
  the	
  Dirac	
  equaLon	
  	
  

were	
  Pk	
  is	
  the	
  quadri-­‐momentum	
  operator	
  and	
  the	
  gamma’s	
  fulfill	
  the	
  anL-­‐
commutaLon	
  properLes	
  	
  

Weil	
  representaLon	
  for	
  the	
  gamma	
  matrices:	
  

�0 =

✓
0 I
I 0

◆
, �i =

✓
0 ��i

�i 0

◆
, (i = 1, 2, 3)

with	
  I	
  2×2	
  idenLty	
  matrix	
  and	
  σi	
  Pauli	
  matrices.	
  We	
  define	
  also	
  

which	
  anLcommutes	
  with	
  all	
  the	
  gamma’s	
  

(�kPk �M) = 0

�5 = i�0�1�2�3 =

✓
I 0
0 �I

◆



Let	
  us	
  define	
  the	
  chiral	
  projector	
  operators	
  	



 L,R = PL,R 

(noLce	
  that	
  PLPR=PRPL=0	
  and	
  PR+PL=1)	
  and	
  the	
  chiral	
  components	



 =


 R

 L

�
=  R + L

with	
  ψLR	
  2-­‐components	
  spinor	
  fields.	
  For	
  massles	
  fermions	
  from	
  Dirac	
  equaLon	
  we	
  see	
  
that	
  the	
  two	
  components	
  evolve	
  independently	
  

� ·P R,L = ±|P| R,L

i.e.	
  the	
  two	
  components	
  are	
  also	
  eigenstates	
  of	
  helicity	
  with	
  eigenvalues	
  ±1/2.	
  	
  

RIGHT LEFT ΨL: ΨR: 

PL =
1� �5

2
=

✓
0 0
0 I

◆
, PR =

1 + �5
2

=

✓
I 0
0 0

◆



For	
  massive	
  fermions	
  the	
  two	
  chiral	
  components	
  are	
  combinaLons	
  of	
  the	
  helicity	
  
eigenstates	
  φ±	
  	
  	
  	
  

NoLce	
  that	
  chirality	
  is	
  Lorentz	
  invariant	
  while	
  helicity	
  is	
  not	
  (unless	
  m=0).	
  For	
  
ultrarelaLvisLc	
  fermions,	
  i.e.	
  E≫M	
  we	
  have	
  	
  

 R =

r
E + |P|

2E
�+ +

r
E � |P|

2E
��

 L = �
r

E � |P|
2E

�+ +

r
E + |P|

2E
��

 R ' �+ +
m

2E
��

 L ' �� � m

2E
�+

Chiral	
  components	
  carry	
  out	
  a	
  small	
  component	
  of	
  “wrong”	
  helicity.	
  	
  	
  	
  



RIGHT 

LEFT ΨL: 

ΨR: 

RIGHT 

LEFT 

⊕ O(m/E) 

⊕ O(m/E) 

Dirac	
  spinor:	
  Leo	
  and	
  Right	
  components	
  are	
  independent	
  

“Leo	
  –Right”	
  oscillaLons	
  (with	
  very	
  small	
  amplitude	
  m/E)	
  are	
  possible	
  



Discrete	
  symmetries	
  
1) 	
  Parity:	
  

	
  	
  
	
  
from	
  Dirac	
  equaLon	
  is	
  easy	
  to	
  show	
  that	
  P≡γ0.	
  NoLce	
  that	
  PPL=PRP:	
  P	
  changes	
  Leo	
  
handed	
  into	
  right	
  handed	
  states	
  and	
  vice	
  versa.	
  
	
  

2)  Time	
  reversal	
  

T=iγ1γ3	
  
	
  

3)	
  Charge	
  conjugaLon:	
  changes	
  the	
  charge(s)	
  of	
  the	
  parLcle	
  
	
  
	
  
	
  
With	
  a	
  licle	
  of	
  algebra	
  it	
  can	
  be	
  shown	
  that	
  
	
  
	
  
	
  
negaLve	
  energy	
  states	
  (“holes”)	
  for	
  the	
  field	
  ψ	
  are	
  posiLve	
  energy	
  states	
  for	
  ψc.	
  NoLce	
  
that	
  charge	
  conjugaLon	
  reverses	
  chirality:	
  ψc

L	
  is	
  indeed	
  a	
  “Right”	
  fermion.	
  

P (x, t) =  (�x, t)

T (x, t) =  ⇤(x,�t)

(�k(Pk � eAk)�M) = 0 ) (�k(Pk + eAk)�M) c = 0

 c = C ̄T = i�2�0 ̄T  ̄ =  †�0



Majorana	
  spinors	
  
Majorana	
  spinors	
  are	
  spinors	
  which	
  are	
  invariant	
  under	
  the	
  charge	
  conjugaLon	
  
symmetry:	
  χ=χc.	
  It	
  can	
  be	
  shown	
  that	
  there	
  are	
  two	
  kinds	
  of	
  Majorana	
  spinors	
  

�R =


 R

i�2 ⇤
R

�
=  R +  c

R

�L =


�i�2 ⇤

L
 L

�
=  L +  c

L

NoLce	
  that	
  despite	
  	
  the	
  “L”	
  and	
  “R”	
  superscript,	
  Majorana	
  states	
  have	
  not	
  definite	
  
chirality	
  since	
  the	
  two	
  Weyl	
  components	
  are	
  not	
  independent	
  (L	
  and	
  R	
  refers	
  to	
  what	
  
component	
  of	
  the	
  spinor	
  we	
  choose	
  as	
  the	
  independent	
  one).	
  	
  



Mass	
  term	
  lagrangian	
  
Dirac	
  mass	
  Lagrangian:	
  	
  

where	
  ψ=ψL+ψR	
  is	
  a	
  usual	
  Weil	
  field	
  with	
  independent	
  chiral	
  components.	
  The	
  Dirac	
  
mass	
  term	
  mixes	
  Leo	
  and	
  Right	
  states.	
  
	
  
Majorana	
  mass	
  Lagrangian:	
  	
  

LD
M = MD ̄ = MD( ̄L R +  ̄R L)

LM
M = MM

L �̄L�L +MM
R �̄R�R

= MM
L  ̄c

L L +MM
R  ̄c

R R + h.c.

Majorana	
  mass	
  terms	
  mix	
  parLcle	
  and	
  anLparLcle	
  states.	
  This	
  mass	
  term	
  is	
  forbidden	
  
for	
  charged	
  fermions	
  since	
  violates	
  charge	
  by	
  two	
  units.	
  
	
  
We	
  will	
  see	
  that	
  neutrinos	
  can	
  be	
  Majorana	
  fermions.	
  Also	
  other	
  non	
  standard	
  
(hypotheLcal)	
  parLcles	
  can	
  be	
  Majorana	
  parLcles,	
  e.g.	
  SUSY	
  gauginos.	
  



RIGHT 

LEFT ψ: 

ψc: 

RIGHT 

LEFT 

⊕ O(m/E) 

⊕ O(m/E) 

There	
  is	
  not	
  a	
  clear	
  disLncLon	
  between	
  Majorana	
  parLcles	
  and	
  anLparLcles.	
  However,	
  
for	
  	
  E≫M	
  we	
  can	
  disLnguish	
  the	
  “parLcle”	
  from	
  the	
  “anLparLcle”	
  by	
  its	
  helicity	
  

 L ⌘ �� � m

2E
�+

 c
L ⌘ �+ +

m

2E
��

NoLce	
  that	
  for	
  Dirac	
  fermions	
  the	
  φ±	
  states	
  are	
  different	
  from	
  parLcles	
  to	
  anLparLcles	
  
while	
  for	
  Majorana	
  fermions	
  are	
  the	
  same.	
  	
  “ParLcle-­‐anLparLcle”	
  oscillaLons	
  (with	
  
small	
  amplitude	
  m/E)	
  are	
  possible.	
  

=
 

i�2�
⇤
± = ±�⌥



 L  c
R R  c

L

L	
   R	
   L	
   R	
  

C	
  

P	
   P	
  

Dirac	
  States	
  
(4	
  independent	
  components)	
  

� �

C	
  

P	
  

Majorana	
  States	
  
(2	
  indpendent	
  components)	
  

LH	
  helicity	
   RH	
  helicity	
  



Standard	
  Model	
  neutrino	
  interacLons	
  

LCC =
gp
2

h
J(+)
CC ·W(�) + J(�)

CC ·W(+)
i

LNC =

g

cos ✓W
JNC · Z

LEM = eJEM ·A

Lint = LCC + LNC + LEM

Fermion-­‐Gauge	
  fields	
  interacLon	
  Lagrangian	
  in	
  the	
  Standard	
  Model	
  

Charge	
  current	
  

Neutral	
  current	
  

ElectromagneLc	
  



Charge	
  current	
  interacLons	
  	
  
(lepton	
  sector)	
  

⌫f lf

W+

⌫flf

W�

Only	
  leo-­‐handed	
  fields	
  are	
  involved	
  in	
  the	
  interacLons.	
  No	
  flavor	
  changing	
  interacLons	
  allowed	
  

f = e, µ, ⌧

J (±)
CC,i =

X

f

�
⌫̄L,f�ilL,f + l̄L,f�i⌫f

�



Neutral	
  current	
  interacLons	
  	
  
(lepton	
  sector)	
  

Z0

⌫f , lf ⌫f , lf

J (±)
NC,i =

X

f

⇥
⌫̄f�i(g

⌫
V � g⌫A�5)⌫f + l̄f�i(g

l
V � glA�5)lf

⇤

gV gA 

l -­‐1/2+2sin2θW	
   -­‐1/2	
  

ν	

 1/2	
   -­‐1/2	
  



Fermion	
  masses	
  
In	
  the	
  SM	
  fermions	
  get	
  mass	
  from	
  Yukawa	
  and	
  SSB	
  

(for	
  simplicity	
  we	
  consider	
  here	
  only	
  leptons).	
  Here	
  lR	
  are	
  the	
  right	
  handed	
  SU(2)	
  
singlets	
  and	
  f	
  is	
  the	
  Higgs	
  doublet	
  field.	
  Aoer	
  SSB	
  the	
  Higgs	
  field	
  evolves	
  a	
  VeV	
  

LY =
X

ff 0

yff 0Ēf�lR,f 0 + h.c. � =

✓
�+

�0

◆

� =

✓
0

v/
p
2

◆

The	
  Yukawa	
  coupling	
  thus	
  becomes	
  a	
  (Dirac)	
  mass	
  term	
  for	
  charged	
  leptons.	
  Without	
  
loss	
  of	
  generality	
  we	
  can	
  choose	
  the	
  matrix	
  y	
  as	
  diagonal.	
  With	
  this	
  choice	
  the	
  charged	
  
leptons	
  become	
  massive	
  

with	
  	
  

lf lf

h�i

LM,l =
X

f

M l
f l̄L,f lR,f 0 + h.c. M l

f = yffv/
p
2



Neutrino	
  masses	
  
From	
  oscillaLons	
  (see	
  later)	
  we	
  have	
  now	
  evidence	
  that	
  neutrinos	
  are	
  massive.	
  How	
  
neutrinos	
  can	
  get	
  mass	
  in	
  the	
  SM?	
  In	
  principle	
  we	
  can	
  add	
  right	
  handed	
  singlets	
  νR	
  in	
  
and	
  write	
  down	
  a	
  Yukawa	
  Lagrangian	
  similar	
  to	
  those	
  for	
  charged	
  fermions	
  

L0
Y =

X

ff 0

y0ff 0Ēf �̂⌫R,f 0 + h.c. �̂ = i�2�
⇤ =

✓
�0⇤

��+⇤

◆

(the	
  last	
  transformaLon	
  is	
  necessary	
  to	
  make	
  L’Y	
  singlet	
  of	
  hypercharge).	
  Aoer	
  SSB	
  we	
  
can	
  get	
  a	
  (Dirac)	
  mass	
  Lagrangian	
  for	
  neutrinos	
  

However	
  there	
  is	
  a	
  problem…	
  

LM,⌫ =
X

ff 0

M⌫
ff 0 ⌫̄L,f⌫R,f 0 + h.c.

M⌫
ff 0 = y0ff 0v/

p
2



10	
   100	
  1	
   10	
   100	
  1	
   10	
   100	
  1	
   10	
   100	
  1	
   10	
   100	
  1	
   1	
  
meV	
   eV	
   keV	
   MeV	
   GeV	
   TeV	
  

d	
   s	
   b	
  Q	
  =	
  -1/3	
  

u	
   c	
   t	
  Q	
  =	
  +2/3	
  

Charged	
  leptons	
   e	
   µ	

 τ	



Neutrinos	
  

Neutrinos	
  masses	
  are	
  unnaturally	
  small!	
  

this	
  means	
  that	
  the	
  «y’»’s	
  must	
  be	
  order	
  of	
  magnitude	
  smaller	
  than	
  the	
  «y»’s.	
  This	
  poses	
  a	
  
problem	
  of	
  naturalness.	
  However,	
  forget	
  this	
  for	
  the	
  moment.	
  We	
  come	
  back	
  on	
  it	
  later.	
  



It	
  is	
  straigh{orward	
  to	
  show	
  that	
  NC	
  and	
  EM	
  currents	
  are	
  invariant	
  under	
  independent	
  
transformaLons	
  of	
  the	
  neutrino	
  and	
  lepton	
  fields	
  (exercise).	
  
Conversely,	
  the	
  CC	
  current	
  is	
  in	
  general	
  no	
  longer	
  invariant	
  under	
  independent	
  
transformaLons	
  of	
  the	
  fields.	
  For	
  example:	
  

With	
  these	
  transformaLons	
  CC	
  interacLons	
  are	
  no	
  longer	
  diagonal	
  unless	
  Ol=Oν.	
  

Consider	
  these	
  unitary	
  transformaLons	
  on	
  the	
  flavor	
  basis	
  (i.e.	
  on	
  the	
  “f”	
  indices)	
  

⌫L,R ! O⌫ · ⌫L,R lL,R ! Ol · lL,R

J
(+)
CC,i =

X

f

⌫̄L,f�ilL,f + h.c. =
X

ff 0

h
O⌫†

Ol
i

ff 0
⌫̄L,f�ilL,f 0 + h.c.

We	
  can	
  choose	
  Ol	
  as	
  the	
  matrix	
  that	
  diagonalizes	
  the	
  charged	
  lepton	
  mass	
  matrix	
  	
  

Ol†M lOl = M l
D = diag{me,mµ,m⌧}

With	
  this	
  choice	
  the	
  charged	
  leptons	
  are	
  also	
  mass	
  eigenstates	
  (i.e.	
  they	
  have	
  definite	
  
masses).	
  However,	
  under	
  this	
  transformaLon	
  in	
  general	
  the	
  neutrinos	
  mass	
  matrix	
  is	
  not	
  
diagonal	
  

M 0⌫ = Ol†M⌫Ol 6= diag



Let	
  Oν	
  the	
  matrix	
  thad	
  diagonalizes	
  Mν,	
  we	
  can	
  write	



M 0⌫ = (Ol†O⌫)M⌫
D(O⌫†Ol) ⌘ U · diag{m1,m2,m3} · U †

The	
  matrix	
  U	
  is	
  defined	
  as	
  “mixing	
  matrix”	
  and	
  connect	
  the	
  neutrino	
  mass	
  
eigenstates	
  to	
  the	
  flavor	
  (interacLon)	
  eigenstates.	
  In	
  fact	
  if	
  we	
  define	
  	
  

we	
  have	
  that	
  the	
  neutrino	
  mass	
  Lagrangian	
  is	
  diagonal	
  in	
  the	
  mass	
  basis	
  	
  

while	
  the	
  CC	
  interacLons	
  are	
  sLll	
  diagonal	
  in	
  the	
  flavor	
  basis	
  	
  

0

@
⌫e
⌫µ
⌫⌧

1

A = U

0

@
⌫m1
⌫m2
⌫m3

1

A

LCC =
gp
2
(⌫̄e, ⌫̄µ, ⌫̄⌧ )�

i

0

@
e
µ
⌧

1

AW (+)
i + h.c.

LM,⌫ =
X

a

ma⌫̄
m
a ⌫ma + h.c.



Technical	
  note:	
  from	
  the	
  point	
  of	
  view	
  of	
  QFT	
  the	
  mass	
  fields	
  νm	
  are	
  the	
  real	
  physical	
  fields	
  
(they	
  describe	
  asymptoLc	
  states)	
  while	
  flavor	
  eigenstates	
  are	
  not.	
  In	
  this	
  case	
  the	
  CC	
  
interacLons	
  are	
  no	
  longer	
  diagonal	
  	



lf

W+

LCC =
gp
2
(⌫̄m1 , ⌫̄m2 , ⌫̄m3 )U †�i

0

@
e
µ
⌧

1

AW (+)
i + h.c.

However,	
  the	
  flavor	
  eigenstates	
  are	
  a	
  convenient	
  convenLon.	
  	
  

⌫ma
gUfap

2



Flavor	
  violaLng	
  processes?	
  

eµ
⌫a

�

W

�

�

W

W

e

e

µ

µ

⌫a

⌫a

X

a

X

a

X

a

With	
  neutrino	
  mixing	
  family	
  lepton	
  number	
  
is	
  no	
  longer	
  conserved	
  
Flavor	
  violaLng	
  processes	
  are	
  in	
  principle	
  
allowed	
  at	
  1-­‐loop,	
  for	
  example	
  

µ ! e�

R =
�(µ ! e�)

�(µ ! e⌫̄e⌫µ)
=

3↵

32⇡

�����
X

a

U⇤
µaUea

m2
a

M2
W

�����

2

= 5.2⇥ 10�48

�����
X

a

U⇤
µaUea

⇣ ma

1eV

⌘2
�����

2

however,	
  the	
  calculaLon	
  gives	
  

36	
  order	
  of	
  magnitude	
  lower	
  than	
  the	
  present	
  
limits!	
  Nevertheless,	
  the	
  previous	
  proces	
  could	
  
be	
  enhanced	
  by	
  other	
  non-­‐standard	
  processes.	
  

Uµa U⇤
ea

Uµa

Uµa

U⇤
ea

U⇤
ea



How	
  many	
  neutrinos?	
  
From	
  the	
  measure	
  of	
  the	
  e+e-­‐➝Z0	
  
resonance	
  at	
  LEP	
  is	
  possible	
  to	
  fit	
  the	
  
the	
  “hidden	
  width”	
  	
  (that	
  is,	
  all	
  the	
  
decays	
  in	
  hidden	
  parLcles,	
  such	
  as	
  
neutrinos)	
  

√s=	
  

�⌫⌫̄ = 167.1MeV

N⌫ = 2.9841± 0.0083

No	
  more	
  than	
  3	
  “acLve”	
  neutrinos	
  with	
  
mass	
  lower	
  than	
  MZ/2.	
  
Limits	
  on	
  other	
  weak	
  parLcles	
  coupled	
  
with	
  the	
  Z	
  boson.	
  

�e+e�!Z0 / s

(s�MZ)2 + s2�2
Z/MZ

�Z 3 N⌫�⌫⌫̄



…however,	
  the	
  LEP	
  measure	
  in	
  principle	
  does	
  not	
  forbid	
  the	
  existence	
  of	
  one	
  or	
  more	
  
singlet	
  fermions	
  (that	
  we	
  can	
  conveniently	
  call	
  them	
  “sterile”	
  neutrinos).	
  They	
  would	
  not	
  
couple	
  to	
  any	
  SM	
  gauge	
  and	
  do	
  not	
  contribute	
  to	
  triangular	
  anomalies.	
  They	
  could	
  
manifest	
  their	
  existence	
  through	
  the	
  mixing	
  with	
  acLve	
  neutrinos.	
  

0

BBBBBB@
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1
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The	
  interest	
  for	
  sterile	
  neutrinos	
  have	
  raised	
  recently	
  for	
  some	
  anomalies	
  in	
  the	
  data.	
  
However,	
  the	
  existence	
  of	
  these	
  extra	
  states	
  is	
  sLll	
  a	
  macer	
  of	
  debate.	
  	
  
	
  
For	
  the	
  sake	
  of	
  simplicity	
  in	
  the	
  following	
  we	
  consider	
  only	
  three	
  generaLons	
  of	
  acLve	
  
neutrinos.	
  



The	
  mixing	
  matrix	
  
Any	
  unitary	
  N×N	
  matrix	
  can	
  be	
  parameterized	
  by	
  the	
  product	
  of	
  a	
  diagonal	
  phase	
  matrix	
  
and	
  N(N-­‐1)/2	
  block	
  matrices	
  containing	
  rotaLons	
  and	
  phases	
  (Murnagham,	
  1962)	
  

with	
  

� = diag{ei↵1 , · · · , ei↵N }

Uab =

0

BBBBB@

· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · cos ✓ab · · · sin ✓abe�i�ab · · ·

· · · · · ·
.

.

. · · · · · ·
· · · � sin ✓abei�ab · · · cos ✓ab · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

1

CCCCCA

U =

 
Y

b>a

Uab

!
· �

✓ab 2 [0,⇡/2) ↵a, �ab 2 [0, 2⇡)



Apparently,	
  there	
  are	
  N(N+1)/	
  independent	
  phases.	
  If	
  we	
  look	
  at	
  the	
  structure	
  of	
  
interacLons,	
  we	
  see	
  that	
  under	
  the	
  gauge	
  transformaLons	
  

⌫ma ! exp(i↵a)⌫
m
a , lf ! exp(i�f )lf

the	
  NC	
  and	
  the	
  EM	
  terms	
  are	
  invariant,	
  while	
  the	
  CC	
  term	
  changes	
  as	
  

LCC ! gp
2
Uafe

i(↵a��f )⌫̄mL,a�
ilL,fW

(+)
i + h.c.

NoLce	
  the	
  Lagrangian	
  is	
  no	
  longer	
  invariant	
  under	
  global	
  gauge	
  transformaLons	
  of	
  each	
  
family:	
  the	
  family	
  lepton	
  number	
  is	
  violated!	
  However,	
  the	
  Lagrangian	
  is	
  invariant	
  under	
  
the	
  global	
  transformaLon	
  	
  

⌫ma ! exp(i⇤)⌫ma , lf ! exp(i⇤)lf

This	
  means	
  that	
  the	
  total	
  lepton	
  number	
  is	
  conserved	
  (this	
  will	
  be	
  no	
  longer	
  true	
  when	
  
we	
  will	
  consider	
  Majorana	
  mass	
  terms).	
  	
  
	
  
We	
  can	
  use	
  the	
  previous	
  relaLon	
  to	
  remove	
  2N-­‐1	
  unphysical	
  phases	
  (because	
  the	
  
previous	
  relaLon	
  is	
  invariant	
  under	
  the	
  change	
  αa→αa+Λ	
  and	
  βf→βf+Λ).	
  We	
  remain	
  thus	
  
with	
  only	
  N(N+1)/2-­‐(2N-­‐1)=(N-­‐1)(N-­‐2)/2	
  physical	
  phases.	
  
For	
  N=2	
  the	
  matrix	
  U	
  is	
  completely	
  real.	
  For	
  N=3	
  there	
  is	
  only	
  1	
  physical	
  phase.	
  



U =

0

@
c12c13 s12c13 s13e�i�CP

�s12c23 � c12s13s23ei�CP c12c23 � s12s13s23ei�CP c13s23
s12s23 � c12s13c23ei�CP �c12s23 � s12s13c23ei�CP c13c23

1

A

Without	
  loss	
  of	
  generality	
  we	
  can	
  choose	
  

cij ⌘ cos ✓ij , sij ⌘ sin ✓ijwith	
  the	
  shorthand	
  

U23(✓23) =

0

@
1 0 0
0 c23 s23
0 �s23 c23

1

A

U13(✓13, �) =

0

@
c13 0 s13ei�CP

0 1 0
�s13e�i�CP 0 c13

1

A

U12(✓12) =

0

@
c12 s12 0
�s12 c12 0
0 0 1

1

A

Pontecorvo–Maki–Nakagawa–Sakata	
  matrix	
  (PMNS	
  matrix)	
  



“Geometrical”	
  meaning	
  of	
  U	
  

ν3 

ν2 

ν1 

νe θ12 
θ13 

νµ 
ντ 

θ23 

Mixing	
  angles	
  seen	
  as	
  “Euler”	
  rotaLons	
  

NoLce	
  that	
  	
  if	
  θ13=0	
  
	
  
•  νe	
  linear	
  combinaLon	
  of	
  ν1,2	
  
•  ν3	
  linear	
  combinaLon	
  of	
  νµ,τ	


	


We	
  will	
  see	
  that	
  θ13	
  is	
  small	
  but	
  	
  
non-­‐vanishing.	
  



→	
  νe	
  
→	
  νµ	
  
→	
  ντ	
  

Normal	
  Hierarchy	
  (NH)	
   Inverted	
  Hierarchy	
  (IH)	
  

±Δm2	
  

δm2	
  

δm2	
  

ν1	
  

ν2	
  

ν3	
  

ν1	
  

ν2	
  

ν3	
  

ν3	
  lone	
  state	
  

Neutrino	
  masses	
  

diag{m2
a} = M2

⌫ + diag

⇢
�1

2
�m2,+

1

2
�m2,±�m2

�

From	
  neutrino	
  oscillaLons	
  we	
  will	
  see	
  that	
  neutrino	
  masses	
  are	
  organized	
  in	
  a	
  
“doublet”	
  (convenLonally	
  ν1	
  and	
  ν1)	
  and	
  a	
  “lone	
  state”	
  (ν3).	
  The	
  absolute	
  scale	
  of	
  mass	
  as	
  
well	
  the	
  hierarchy	
  of	
  masses	
  are	
  unknown.	
  

Neutrino	
  oscillaLons	
  are	
  sensiLve	
  only	
  to	
  the	
  differences	
  of	
  the	
  mass2.	
  



Nuclear	
  β	
  decay	
  and	
  neutrino	
  mass	
  

(A,Z) ! (A,Z + 1) + e� + ⌫̄e

The	
  most	
  sensiLve	
  way	
  to	
  measure	
  the	
  neutrino	
  masses	
  is	
  to	
  measure	
  the	
  recoil	
  spectrum	
  
of	
  the	
  electron	
  of	
  the	
  nuclear	
  beta	
  decay.	
  	
  

The	
  recoil	
  spectrum	
  can	
  be	
  calculated	
  through	
  the	
  Fermi	
  theory	
  and	
  gives	
  	
  

d�

dTe
=

G2
Fm

5
e

2⇡3
cos

2 ✓c|M|2F (Z, Te)

X

a

|Uea|2EepeEapa⇥(Q� Te �ma)

where	
  Q	
  is	
  the	
  energy	
  available	
  in	
  the	
  process,	
  GF	
  is	
  the	
  Fermi	
  constant,	
  θc	
  the	
  Cabibbo	
  
angle,	
  M	
  the	
  matrix	
  element,	
  F	
  the	
  Fermi	
  funcLon	
  (which	
  accounts	
  for	
  the	
  EM	
  interacLon	
  
between	
  the	
  electron	
  and	
  the	
  nucleus),	
  pe,	
  Ee	
  (Te)	
  the	
  momentum	
  and	
  total	
  (kineLc)	
  
energy	
  of	
  the	
  electron,	
  and	
  pa,	
  Ea	
  the	
  same	
  for	
  the	
  a-­‐th	
  mass	
  eigenstate.	
  We	
  have	
  summed	
  
incoherently	
  on	
  all	
  final	
  states.	
  The	
  step	
  Θ	
  funcLon	
  ensures	
  that	
  the	
  neutrino	
  state	
  νma	
  is	
  
produced	
  if	
  its	
  total	
  energy	
  is	
  larger	
  than	
  its	
  mass.	



⌫ma

e
UeaX

a
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K(Te) =

"
d�/dTe

G2
Fm5

e

2⇡3 cos

2 ✓c|M|2F (Z, Te)Eepe

#1/2

For	
  pracLcal	
  reasons	
  it	
  is	
  convenient	
  not	
  to	
  measure	
  directly	
  the	
  recoil	
  spectrum	
  but	
  the	
  
“normalized”	
  quanLty	
  (Kurie	
  funcLon)	
  

K(Te) =

"
(Q� Te)

X

a

|Uea|2
p
(Q� Te)2 �m2

a

#1/2

K(Te) = Q� TeFor	
  massless	
  neutrinos	
  the	
  Kurie	
  funcLon	
  is	
  linear:	
  
For	
  massive	
  neutrinos	
  we	
  have	
  	
  

In	
  general	
  the	
  measure	
  is	
  made	
  fi~ng	
  the	
  spectrum	
  for	
  value	
  of	
  Te	
  not	
  too	
  close	
  to	
  the	
  Q	
  
value	
  (were	
  the	
  decay	
  rate	
  tends	
  to	
  zero).	
  For	
  this	
  reason	
  we	
  can	
  expand	
  the	
  square	
  root	
  

K2 ' (Q� Te)
2
X

a

|Uea|2

1� 1

2

m2
a

(Q� Te)2

�

= (Q� Te)
2

"
1� 1

2

m2
�

(Q� Te)2

#

' (Q� Te)
q

(Q� Te)2 �m2
�



m2
� =

X

a

|Uea|2m2
a = c213(c

2
12m

2
1 + s212m

2
2) + s213m

2
3

with	
  

This	
  is	
  the	
  same	
  expression	
  that	
  we	
  can	
  obtain	
  if	
  only	
  one	
  generaLon	
  	
  of	
  neutrinos	
  is	
  
considered.	
  

Te	
  
Q	
  Q-­‐mβ	



constant	
  	
  
offset	
  

Unfortunately	
  the	
  measure	
  is	
  complicated	
  by:	
  1)	
  excitaLons	
  of	
  the	
  parent	
  nuclei	
  in	
  the	
  
la~ce	
  2)	
  detector	
  resoluLon	
  and	
  bias	
  uncertainty	
  .	
  



TriLum	
  β	
  decay:	
  the	
  lowest	
  Q-­‐value	
  known	
  in	
  nature	
  

< 2.2 eV    

3H !3 He+ e� + ⌫̄e (Q = 18.57keV, T1/2 = 12.32y)



Neutrino	
  oscillaLons	
  
Heuris.c	
  deriva.on:	
  Let	
  us	
  consider	
  a	
  neutrino	
  moving	
  as	
  a	
  plane	
  wave	
  in	
  the	
  “x”	
  
direcLon.	
  The	
  equaLon	
  of	
  moLon	
  can	
  be	
  expressed	
  in	
  form	
  of	
  Klein	
  Gordon	
  equaLon	
  

Let	
  us	
  suppose	
  that	
  the	
  neutrino	
  has	
  a	
  definite	
  energy	
  and	
  is	
  ultra-­‐relaLvisLc	
  (i.e.	
  its	
  
energy	
  is	
  much	
  greater	
  than	
  its	
  mass).	
  Ansatz:	
  

�
@

2
x

� @

2
t

� (M l)2
�
⌫(x, t) = 0

⌫(x) =  ⌫(x) exp(iE · (x� t))

that	
  is,	
  the	
  neutrino	
  wavefuncLon	
  is	
  wricen	
  as	
  the	
  product	
  of	
  a	
  plane	
  “carrier”	
  wave	
  
moving	
  (almost)	
  at	
  the	
  speed	
  of	
  light	
  	
  and	
  a	
  “modulaLng”	
  wave,	
  funcLon	
  of	
  the	
  distance.	
  
InserLng	
  in	
  the	
  equaLon	
  of	
  moLon	
  we	
  have	
  	
  

where	
  we	
  have	
  supposed	
  that	
  the	
  modulaLng	
  wave	
  varies	
  very	
  slowly	
  respect	
  to	
  the	
  
carrier	
  wave,	
  i.e.	
  Ψ’νk≪Eψνk	
  (we	
  will	
  verify	
  this	
  a	
  posteriori). 

i 0
⌫(x) '

1

2E
(M l)2 ⌫

⌫

⌫



The	
  previous	
  equaLon	
  is	
  a	
  Shrödinger-­‐like	
  equaLon	
  describing	
  the	
  evoluLon	
  of	
  the	
  flavor	
  
content	
  of	
  the	
  neutrino.	
  In	
  the	
  flavor	
  basis	
  the	
  equaLon	
  become	
  

which	
  has	
  soluLon	
  

that	
  is	
  

Taking	
  the	
  square	
  modulus	
  we	
  have	
  the	
  probability	
  that	
  a	
  neutrino	
  with	
  an	
  iniLal	
  flavor	
  f’	
  
is	
  observed	
  with	
  a	
  flavor	
  f	
  at	
  a	
  given	
  distance	
  x	
  from	
  the	
  source	
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1

2E
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Remark:	
  the	
  previous	
  derivaLon	
  is	
  only	
  heurisLc	
  because	
  flavor	
  eigenstates	
  are	
  not	
  
physical	
  fields.	
  Nevertheless	
  the	
  result	
  is	
  (almost)	
  correct.	
  A	
  correct	
  derivaLon	
  must	
  take	
  
in	
  account	
  QFT.	
  The	
  process	
  can	
  be	
  regarded	
  as	
  a	
  sigle	
  process	
  in	
  which	
  we	
  sum	
  
coherently	
  on	
  all	
  the	
  amplitudes	
  of	
  the	
  processes	
  in	
  which	
  the	
  mass	
  eigenstates	
  are	
  seen	
  
as	
  propagators	
  

W+

gUfap
2

X

a

2

the	
  calculaLon	
  is	
  much	
  more	
  complicated	
  but	
  the	
  result	
  is	
  the	
  same	
  to	
  those	
  obtained	
  
with	
  the	
  simple	
  derivaLon,	
  apart	
  small	
  correcLons	
  negligible	
  for	
  all	
  pracLcal	
  purposes.	
  

eip·x
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2
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With	
  a	
  licle	
  algebra,	
  using	
  the	
  unitarity	
  of	
  U	
  we	
  obtain	
  (exercise)	
  

P (⌫f 0 ! ⌫f ;x) = �ff 0 � 4
X

a<b

<[UfaU
⇤
fbU

⇤
f 0aUf 0b] sin

2

✓
�m

2
abx

4E

◆

+2
X

a<b

=[UfaU
⇤
fbU

⇤
f 0aUf 0b] sin

✓
�m

2
abx

2E

◆

where	
  
NoLce	
  that	
  oscillaLons	
  are	
  sensiLve	
  only	
  to	
  the	
  difference	
  of	
  the	
  square	
  masses	
  of	
  the	
  
mass	
  eigenstates.	
  OscillaLons	
  are	
  thus	
  insensLLve	
  to	
  absolute	
  neutrino	
  masses.	
  
	
  
For	
  the	
  sake	
  of	
  simplicity	
  let	
  us	
  consider	
  only	
  two	
  generaLons.	
  In	
  this	
  case	
  (exercise)	
  

�m2
ab = m2

b �m2
a

P (⌫f 0 ! ⌫f ;x) =

8
<

:
1� sin2 2✓ sin2

⇣
�m2

4E x

⌘
if f 0 = f

sin2 2✓ sin2
⇣

�m2

4E x

⌘
if f 0 6= f



The	
  oscillaLon	
  wavelength	
  is	
  (exercise)	
  

� =
4⇡E

�m2
' 2.47m⇥ E

MeV
⇥ eV2

�m2

~c ' 197MeV · fmsugg.:	
  use	
  

NoLce	
  that	
  the	
  de	
  Broglie	
  wavelength	
  (i.e.,	
  the	
  “carrier”	
  wavelength)	
  of	
  the	
  neutrino	
  is	
  
given	
  by	
  	
  

�̃ =
2⇡

E
the	
  raLo	
  between	
  the	
  two	
  wavelengths	
  is	
  	
  

�̃

�
=

2E2

�m2

We	
  will	
  see	
  from	
  phenomenology	
  that	
  the	
  value	
  of	
  the	
  Δm2‘s	
  are	
  ≲10-­‐3	
  eV2	
  while	
  in	
  almost	
  
the	
  process	
  of	
  interest	
  the	
  neutrino	
  energy	
  is	
  always	
  E≳MeV.	
  This	
  means	
  that	
  the	
  previos	
  
raLo	
  is	
  always	
  greater	
  than	
  1015!	
  This	
  fully	
  jusLfies	
  the	
  previous	
  assumpLon	
  that	
  the	
  
amplitude	
  of	
  the	
  wave	
  varies	
  very	
  slowly	
  respect	
  to	
  the	
  wavelength	
  of	
  the	
  plane	
  wave.	
  



CP	
  violaLons	
  in	
  oscillaLons	
  
Under	
  CP	
  transformaLons	
  we	
  “reverse”	
  the	
  diagram	
  of	
  the	
  oscillaLon	
  process	
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This	
  is	
  equivalent	
  to	
  interchange	
  U	
  with	
  its	
  conjugate	
  in	
  the	
  oscillaLon	
  formula	
  

P (⌫f 0 ! ⌫f ;x) = �ff 0 � 4
X

a<b

<[UfaU
⇤
fbU

⇤
f 0aUf 0b] sin
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2
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invariant	
  

changes	
  sign	
  

Since	
  in	
  general	
  the	
  two	
  probabiliLes	
  are	
  different	
  (unless	
  U	
  is	
  real):	
  CP	
  violaLons	
  in	
  
neutrino	
  oscillaLons.	
  	
  



P (⌫̄f ! ⌫̄f 0 ;x) = P (⌫f 0 ! ⌫f ;x)

P (⌫̄f 0 ! ⌫̄f ;x) = P (⌫f ! ⌫f 0 ;x)

The	
  same	
  result	
  can	
  be	
  obtained	
  exchanging	
  the	
  iniLal	
  and	
  the	
  final	
  flavors	
  in	
  the	
  
oscillaLon	
  formula	
  (T	
  violaLons)	
  

while	
  interchanging	
  neutrinos	
  with	
  anLneutrinos	
  and	
  iniLal	
  and	
  final	
  flavors	
  the	
  oscillaLon	
  
probability	
  is	
  invariant	
  (CPT	
  invariance)	
  

�P = P (⌫̄f ! ⌫̄f 0 ;x)� P (⌫f ! ⌫f 0 ;x)

= 16J
X

f”

✏ff 0f” sin
�m

2
21x

4E
sin

�m

2
31x

4E
sin

�m

2
32x

4E

the	
  differences	
  between	
  the	
  two	
  probabiliLes	
  is	
  	
  

where	
  the	
  “Jarlskog	
  invariant”	
  J	
  is	
  given	
  by	
  

J =

1

8

sin 2✓12 sin 2✓13 sin 2✓23 cos ✓13 sin �CP



Observe	
  CP	
  violaLon	
  is	
  hard!	
  To	
  observe	
  CP	
  violaLons	
  we	
  need	
  
	
  

1)  δCP≠0,π	


2)  f≠f’	
  (appearance	
  experiment)	
  
3)  all	
  mixing	
  angles	
  non	
  zero	
  
4)  all	
  Δm2	
  non	
  zero	
  
5)  (almost)	
  single	
  energy	
  experiment	
  and	
  accurate	
  energy	
  resoluLon	
  of	
  the	
  detector	
  

in	
  order	
  to	
  avoid	
  smearing	
  in	
  the	
  (linear)	
  “sin”	
  terms	
  over	
  a	
  broad	
  energy	
  
spectrum	
  

	
  
The	
  smallness	
  of	
  θ13	
  and	
  the	
  fact	
  that	
  there	
  is	
  one	
  mass	
  scale	
  dominance	
  (Δm2

21≪Δm2
23)	
  

make	
  the	
  measure	
  of	
  CP	
  violaLons	
  a	
  big	
  challenge	
  for	
  the	
  future.	
  



Neutrino	
  oscillaLons	
  in	
  macer	
  
Neutrinos	
  travelling	
  in	
  macer	
  receive	
  contribuLons	
  from	
  coherent	
  forward	
  scacering	
  on	
  
electrons	
  and	
  quarks.	
  The	
  propagaLon	
  equaLon	
  (in	
  flavor	
  basis)	
  is	
  modified	
  as	
  follows	
  	
  

i 0(x) =


1

2E
Udiag{m2

a}U† + V

�
 

where	
  the	
  potenLal	
  matrix	
  V	
  contains	
  the	
  interacLons	
  with	
  the	
  macer	
  background.	
  For	
  
standard	
  interacLons	
  (no	
  FCNC	
  currents)	
  the	
  matrix	
  V	
  is	
  the	
  sum	
  of	
  two	
  diagonal	
  matrices	
  
V=VNC+VCC	
  containing	
  Neutral	
  Current	
  and	
  Charge	
  Current	
  interacLons	
  with	
  macer	
  

⌫e

Z0

e,N

⌫µ ⌫⌧

Z0

e,N

Z0

e,N

⌫e

e e

⌫e

W� 0 0VCC

VNC diag

diag



Macer	
  effects	
  can	
  eventually	
  be	
  used	
  also	
  to	
  probe	
  non	
  standard	
  FCNC	
  and	
  FDNC	
  
interacLons.	
  Here	
  we	
  consider	
  only	
  standard	
  interacLons.	
  
	
  
VNC	
  matrix	
  is	
  diagonal	
  (up	
  to	
  very	
  small	
  1-­‐loop	
  correcLons)	
  and	
  can	
  be	
  removed	
  by	
  a	
  
overall	
  phase	
  redefiniLon	
  	
  

 ! exp(�iVNC) 

The	
  only	
  nonzero	
  CC	
  component	
  can	
  be	
  calculated	
  by	
  averaging	
  the	
  interacLon	
  Lagrangian	
  
on	
  the	
  electron	
  background.	
  For	
  low	
  energy	
  neutrinos	
  (E≪MW

2/me~1016eV)	
  we	
  can	
  
neglect	
  the	
  W	
  propagator,	
  so	
  the	
  effecLve	
  Lagrangian	
  is	
  

where	
  we	
  have	
  performed	
  a	
  Fierz	
  transformaLon.	
  The	
  average	
  over	
  the	
  non	
  relaLvisLc	
  
unpolarized	
  electron	
  background	
  gives	
  

where	
  Ne	
  is	
  the	
  number	
  density	
  of	
  electrons.	
  

LCC = �GFp
2
hē�i(1� �5)⌫e · ⌫̄e�i(1� �5)eibkr

=
GFp
2
hē�i(1� �5)eibkr · ⌫̄e�i(1� �5)⌫e

LCC(x) = �
p
2GFNe(x)[⌫̄e,L�0⌫e,L]



From	
  this	
  Lagrangian	
  we	
  obtain	
  the	
  equaLon	
  of	
  moLon	
  of	
  neutrinos	
  


i�

k
@k �M �

p
2GFNe(x)�0

1� �

5

2

�
⌫ = 0

Reasoning	
  as	
  in	
  the	
  case	
  of	
  free	
  neutrinos	
  we	
  obtain	
  the	
  evoluLon	
  equaLon	
  

i

d

dx

⌫(x) =


1

2E
Udiag{m2

a}U† + diag{Ve(x), 0, 0}
�
⌫(x)

with	
  
	
  
This	
  is	
  called	
  Mikheyev-­‐Smirnov-­‐Wolfenstein	
  (MSW)	
  equaLon	
  
	
  
For	
  anLneutrinos	
  Ve	
  reverses	
  the	
  sign.	
  
	
  
Exercise:	
  prove	
  that	
  
	
  
	
  
Despite	
  the	
  “smallness”	
  of	
  the	
  potenLal,	
  the	
  macer	
  effect	
  is	
  a	
  “cumulaLve”	
  effect	
  that	
  can	
  
modify	
  deeply	
  the	
  dynamics	
  of	
  flavor	
  oscillaLons	
  for	
  neutrinos	
  moving	
  into	
  macer.	
  	
  

Ve(x) =
p
2GFNe(x)

Ve = 7.63⇥ 10

�14
eV ·

✓
Ne

mol · cm�3

◆



Neutrino	
  potenLal	
  in	
  the	
  more	
  general	
  case	
  (from	
  T.	
  Kuo	
  and	
  J.	
  Pantaleone,	
  Rev.	
  Mod.	
  
Phys.	
  61	
  (1989)	
  p.	
  937)	
  

very	
  interesLng	
  for	
  neutrino	
  dense	
  medium,	
  such	
  as	
  supernova	
  core	
  



For	
  constant	
  macer	
  density	
  we	
  can	
  define	
  the	
  mass	
  eigenstates	
  in	
  macer	
  

⌫m = (Um)†⌫
where	
  Um	
  is	
  the	
  unitary	
  matrix	
  that	
  diagonalizes	
  the	
  hamiltonian	
  in	
  the	
  propagaLon	
  
equaLon	
  

the	
  Ma	
  are	
  the	
  “effecLve”	
  masses	
  in	
  macer.	
  Aoer	
  this	
  we	
  can	
  easily	
  calculate	
  the	
  
oscillaLon	
  probability	
  in	
  macer	
  in	
  the	
  usual	
  way	
  

P (⌫
f

! ⌫

f

0 ;x) =

�����
X

a

U

m

af

U

m⇤
af

0 e
�i

M2
a

2E x

�����

2

(Um)†HUm = (Um)†

U
M2

2E
U † + V

�
Um = diag

⇢
M2

a

2E

�



For	
  two	
  generaLons	
  the	
  diagonalizaLon	
  is	
  straigh{orward	
  

Um
=

✓
cos ✓m sin ✓m
� sin ✓m cos ✓m

◆

sin 2✓m =
s2✓p

(2EV/�m2 � c2✓)2 + s22✓
with	
  
	
  
	
  
NoLce	
  the	
  existence	
  of	
  the	
  criLcal	
  condiLon	
  
When	
  this	
  condiLon	
  is	
  fulfilled	
  the	
  macer	
  mixing	
  angle	
  becomes	
  maximal	
  (θm=π/4):	
  this	
  
condiLon	
  is	
  called	
  “resonant	
  condiLon”:	
  oscillaLons	
  in	
  macer	
  become	
  maximal	
  
independently	
  to	
  the	
  value	
  of	
  the	
  vacuum	
  mixing	
  angle	
  θ.	
  

2EV = �m2c2✓

For	
  density	
  varying	
  macer	
  Ne(x)	
  the	
  MSW	
  equaLon	
  is	
  non	
  trivial.	
  In	
  fact	
  the	
  matrix	
  Um	
  is	
  in	
  
turn	
  funcLon	
  of	
  x	
  and	
  makes	
  the	
  equaLon	
  for	
  the	
  states	
  νm	
  non	
  diagonal.	
  

i

d

dx

⌫

m =


1

2E
diag{M2

a}� iU

m† d

dx

U

m

�
⌫

m

In	
  general	
  the	
  last	
  term	
  in	
  the	
  Hamiltonian	
  is	
  non	
  diagonal	
  



For	
  varying	
  density	
  the	
  MSW	
  equaLon	
  must	
  be	
  solved	
  in	
  general	
  by	
  numerical	
  integraLon	
  
(except	
  for	
  very	
  special	
  profiles	
  Ne(x)).	
  However,	
  we	
  have	
  two	
  pracLcal	
  situaLons	
  

1)	
  Slowly	
  varying	
  potenLals	
  (such	
  as	
  
into	
  Sun	
  or	
  in	
  Supernovae)	
  	
  

2)	
  Slabs	
  of	
  potenLals	
  with	
  (almost)	
  
constant	
  density	
  (such	
  as	
  inside	
  the	
  
Earth)	
  

mantle	
  core	
  

cr
us
t	
  



In	
  the	
  second	
  case	
  we	
  can	
  write	
  the	
  total	
  propagaLon	
  operator	
  as	
  the	
  product	
  of	
  the	
  
propagaLon	
  operators	
  for	
  each	
  i-­‐th	
  slab.	
  	
  

Each	
  Ti	
  is	
  calculated	
  considering	
  a	
  constant	
  (average)	
  density	
  in	
  the	
  slab.	
  The	
  deviaLon	
  
from	
  constancy	
  is	
  taken	
  in	
  account	
  with	
  perturbaLve	
  methods.	
  
	
  
The	
  first	
  case	
  is	
  more	
  tricky.	
  The	
  idea	
  is	
  based	
  on	
  the	
  fact	
  that	
  the	
  term	
  Um†dUm/dx	
  is	
  
always	
  small	
  except	
  near	
  resonance	
  point(s).	
  Far	
  from	
  resonance	
  points	
  the	
  Hamiltonian	
  
for	
  mass	
  eigenstates	
  in	
  macer	
  is	
  almost	
  diagonal	
  (adiabaLc	
  approximaLon),	
  while	
  in	
  the	
  
resonance	
  point	
  there	
  is	
  a	
  nonzero	
  probability	
  of	
  “jumping”	
  between	
  mass	
  eigenstates.	
  
	
  
This	
  can	
  be	
  becer	
  seen	
  in	
  2	
  generaLon	
  case	
  

T = Tn · Tn�1 · · · T0

i

d

dx

✓
⌫

m
1

⌫

m
2

◆
=


�km

2
�3 + ✓

0
m�2

�✓
⌫

m
1

⌫

m
2

◆

k

m(x) =
q

(kc2✓ � V (x))2 + k

2
s

2
2✓, k = �m

2
/2E

✓

0
m =

ks2✓

2k2m
V

0(x)

with	
  	
  

→	
  θm’	
  is	
  maximum	
  when	
  km	
  is	
  minimum	
  (resonance)	
  



If	
  we	
  neglect	
  θm’	
  the	
  hamiltonian	
  is	
  diagonal	
  and	
  the	
  propagaLon	
  of	
  νam	
  is	
  trivial	
  
Suppose	
  for	
  example	
  that	
  an	
  electron	
  neutrino	
  is	
  produced	
  in	
  the	
  center	
  of	
  the	
  Sun.	
  

V(x)	
  

kc2θ	
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✓
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e

⌫
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◆

1
= U(✓)·

ini>al	
  state	
  rota>on	
  in	
  
ma?er	
  

adiaba>c	
  propaga>on	
  resonant	
  
conversion	
  

adiaba>c	
  propaga>on	
  final	
  rota>on	
  
(in	
  vacuum)	
  

Averaging	
  on	
  the	
  (fast)	
  oscillaLng	
  terms	
  we	
  get	
  the	
  oscillaLon	
  probability	
  

P (⌫e ! ⌫e) =
1

2

+

✓
1

2

� PJ

◆
cos 2✓m0 cos 2✓, PJ = |T⌫m

2 !⌫m
1
|2



The	
  average	
  on	
  the	
  oscillaLng	
  terms	
  can	
  be	
  done	
  for	
  all	
  pracLcal	
  cases	
  (when	
  integraLon	
  
in	
  energy,	
  Lme	
  and	
  producLon	
  zone	
  must	
  be	
  done).	
  In	
  some	
  special	
  regimes	
  this	
  
approximaLon	
  can	
  drop	
  and	
  correcLons	
  to	
  the	
  previous	
  formula	
  are	
  needed	
  (“quasi-­‐
vacuum”	
  oscillaLons).	
  The	
  discussion	
  of	
  these	
  cases	
  is	
  beyond	
  our	
  purposes.	
  
The	
  “jumping	
  probability”	
  can	
  be	
  calculated	
  with	
  the	
  semiclassical	
  theory.	
  A	
  sketch	
  of	
  the	
  
calculaLon	
  is	
  the	
  following:	
  
1.  ConLnue	
  analyLcally	
  the	
  equaLon	
  in	
  the	
  complex	
  field	
  
2.  “Turn	
  away”	
  from	
  the	
  branch	
  point	
  zr	
  defined	
  by	
  km(zr)=0.	
  Since	
  we	
  are	
  “far”	
  from	
  the	
  

resonance	
  point	
  the	
  soluLon	
  on	
  the	
  curve	
  C	
  is	
  sLll	
  “adiabaLc”.	
  However	
  zr	
  is	
  a	
  branch	
  
point	
  and	
  thus	
  km(z)	
  evolved	
  on	
  C	
  has	
  opposite	
  sign	
  respect	
  to	
  those	
  evolved	
  on	
  the	
  
real	
  axis:	
  this	
  means	
  that	
  at	
  the	
  end	
  the	
  final	
  mass	
  state	
  has	
  opposite	
  eigenvalue	
  and	
  
thus	
  is	
  “switched”	
  	
  

	
  
3.  Deform	
  the	
  curve	
  C	
  to	
  the	
  curve	
  C’.	
  The	
  final	
  result	
  is	
  

<x
xr

⌫m1 ⌫m2
.	
  C	
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The	
  previous	
  integral	
  can	
  be	
  calculated	
  only	
  if	
  an	
  analyLc	
  form	
  for	
  V(z)∝Ne(z)	
  is	
  known.	
  
The	
  result	
  is	
  	
  

where	
  the	
  adiaba.city	
  parameter	
  γ	
  is	
  given	
  by	
  

� =

�m

2

2E

s

2
2✓

c2✓

 ����
d logN

e

dx

����
x=xr

!�1

which	
  depends	
  on	
  the	
  the	
  gradient	
  of	
  Ne	
  at	
  the	
  resonant	
  point,	
  ad	
  F(θ)	
  depends	
  on	
  the	
  
profile	
  of	
  Ne(x).	
  In	
  pracLce	
  the	
  profile	
  Ne(x)	
  comes	
  from	
  simulaLons	
  and	
  is	
  thus	
  tabulated.	
  
However,	
  in	
  most	
  cases	
  Ne(x)	
  is	
  not	
  far	
  from	
  an	
  exponenLal	
  profile.	
  In	
  this	
  case	
  	
  

PJ = exp

h
�⇡

2

�F (✓)
i

F (✓) = 1� tan2 ✓

Previous	
  formulae	
  reproduce	
  with	
  high	
  accuracy	
  numerical	
  soluLons	
  but	
  are	
  extremely	
  
handy	
  and	
  physically	
  transparent.	
  CorrecLons	
  for	
  the	
  previous	
  formulae	
  are	
  known,	
  but	
  
are	
  beyond	
  our	
  purposes.	
  
	
  	
  
For	
  solar	
  neutrinos	
  with	
  the	
  actual	
  parameters	
  (large	
  θ)	
  the	
  adiabaLc	
  approximaLon	
  is	
  
good	
  enough	
  (PJ≃0).	
  Jumping	
  probability	
  nowadays	
  have	
  pracLcal	
  interest	
  essenLally	
  for	
  
supernovae.	
  



Back	
  to	
  ν	
  masses:	
  The	
  see-­‐saw	
  	
  
As	
  anLcipated,	
  the	
  usual	
  standard	
  model	
  Higgs	
  mechanism	
  cannot	
  naturally	
  explain	
  why	
  
mν≲O(eV).	
  Extensions	
  of	
  the	
  Standard	
  Model	
  are	
  invoked	
  for	
  account	
  the	
  smallness	
  of	
  
neutrino	
  masses.	
  Among	
  other	
  possible	
  mechanisms,	
  the	
  most	
  reliable	
  is	
  the	
  so	
  called	
  see-­‐
saw	
  model.	
  In	
  this	
  model	
  new	
  massive	
  d.o.f.	
  are	
  included.	
  
	
  
The	
  simplest	
  example	
  of	
  see-­‐saw	
  (called	
  type	
  I	
  see	
  saw)	
  is	
  to	
  include	
  three	
  new	
  heavy	
  right	
  
handed	
  neutrinos	
  with	
  a	
  Majorana	
  mass	
  term	
  (since	
  RH	
  neutrinos	
  are	
  singlets,	
  an	
  explicit	
  
mass	
  term	
  does	
  not	
  break	
  symmetry)	
  

In	
  this	
  case	
  Y	
  and	
  Y’	
  can	
  be	
  of	
  the	
  same	
  order	
  of	
  magnitude.	
  Aoer	
  SSB	
  neutrinos	
  acquire	
  
both	
  a	
  Dirac	
  and	
  a	
  Majorana	
  mass	
  term	
  

Let	
  us	
  consider	
  one	
  generaLon	
  for	
  the	
  moment…	
  

LY = ĒLY �lR + ĒLY
0�̂⌫R +

1

2
⌫̄cRmR⌫R + h.c.

LM,⌫ = mD⌫̄L⌫R +
1

2
mR⌫̄

c
R⌫R + h.c.

mD = Y 0v/
p
2



The	
  previous	
  mass	
  Lagrangian	
  can	
  be	
  rewricen	
  as	
  

NL,R = ⌫L,R + ⌫cL,R

where	
  we	
  have	
  defined	
  the	
  Majorana	
  fields	
  

We	
  now	
  can	
  suppose	
  that	
  mD	
  is	
  of	
  the	
  order	
  of	
  the	
  SM	
  scale,	
  while	
  mR	
  is	
  generated	
  by	
  new	
  
physics	
  beyond	
  SM.	
  In	
  general	
  mD	
  is	
  protected	
  by	
  SM	
  symmetries	
  while	
  mR	
  is	
  not	
  (because	
  
the	
  RH	
  states	
  are	
  singlet	
  of	
  the	
  SM).	
  We	
  can	
  thus	
  suppose	
  that	
  mR≫mD.	
  
	
  
Diagonalizing	
  the	
  mass	
  matrix	
  we	
  have	
  two	
  Majorana	
  mass	
  eigenstates	
  

with	
  mass	
  

with	
  mass	
  

For	
  three	
  generaLon	
  neutrinos	
  the	
  neutrino	
  mass	
  matrix	
  for	
  ν’L	
  is	
  	
  	
  

⌫0L ' i

✓
NL � mD

mR
NR

◆

N 0
R ' NR +

mD

mR
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m2
D

mR
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1
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✓
0 mD

mD mR
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◆

⌧ mD



νL	
   NR	
  

Summarizing:	
  
1.  Neutrinos	
  evolve	
  a	
  Majorana	
  mass	
  (or	
  equivalently,	
  they	
  are	
  Majorana	
  parLcles).	
  
2.  The	
  state	
  ν’L	
  is	
  is	
  almost	
  “leo	
  handed”	
  (mostly	
  acLve).	
  Its	
  mass	
  is	
  suppressed	
  by	
  

higher	
  scale	
  mR.	
  It	
  can	
  be	
  idenLfied	
  with	
  the	
  ordinary	
  neutrino.	
  
3.  The	
  state	
  N’R	
  is	
  almost	
  “right	
  handed”	
  (mostly	
  sterile).	
  Its	
  mass	
  is	
  of	
  the	
  order	
  of	
  the	
  

GUT	
  scale.	
  It	
  cannot	
  be	
  observed	
  due	
  to	
  its	
  very	
  high	
  mass	
  and	
  very	
  weak	
  coupling	
  
with	
  the	
  SM	
  sector,	
  however	
  can	
  play	
  a	
  role	
  in	
  leptogenesis.	
  

	
  
The	
  see	
  saw	
  mechanism	
  yield	
  a	
  simple	
  and	
  natural	
  explanaLon	
  for	
  the	
  smallness	
  of	
  the	
  
neutrino	
  masses	
  .	
  



Kind	
  of	
  see	
  saw	
  
	
  
•  Type	
  I	
  see-­‐saw	
  

•  Type	
  II	
  see-­‐saw:	
  in	
  this	
  case	
  no	
  new	
  RH	
  neutrinos	
  are	
  needed	
  but	
  a	
  new	
  SU(2)	
  scalar	
  
triplet	
  Φ	
  takes	
  the	
  role	
  of	
  the	
  massive	
  d.o.f.	
  The	
  most	
  general	
  renormalizabe	
  
Lagrangian	
  is	
  	
  

LY = ĒLY �lR +
1

2
ĒLY

00�i�2E
c
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p
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×	
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•  Type	
  III	
  see-­‐saw:	
  in	
  this	
  case	
  no	
  new	
  RH	
  neutrinos	
  are	
  needed	
  but	
  a	
  new	
  SU(2)	
  fermion	
  
triplet	
  T	
  takes	
  the	
  role	
  of	
  the	
  massive	
  d.o.f.	
  The	
  most	
  general	
  renormalizabe	
  Lagrangian	
  
is	
  	
  

T =

✓
T 0/

p
2 T+

T� �T 0/
p
2

◆
with	
  

⌫L ⌫cL

h�i h�i

T 0

×	
   ×	
  

All	
  these	
  models	
  (or	
  combinaLon	
  of	
  them)	
  can	
  be	
  jusLfied	
  in	
  the	
  context	
  of	
  SUSY	
  and/or	
  
GUT	
  theories.	
  	
  

LY = ĒLY �lR +
p
2ĒLY

000Tc�+
1

2
Tr

�
T̄MTT

c
�
+ h.c.

Y 000 Y 000T



“IntegraLng	
  away”	
  the	
  massive	
  d.o.f.	
  we	
  obtain	
  the	
  most	
  general	
  dimension	
  5	
  (effecLve)	
  
operator	
  that	
  can	
  generate	
  a	
  Majorana	
  neutrino	
  mass	
  (“Weimberg	
  operator”)	
  

×	
   ×	
  h�i h�i

(M⌫)ff 0

⌫L,f ⌫cL,f 0

The	
  matrix	
  Mν	
  is	
  suppressed	
  by	
  the	
  scale	
  of	
  new	
  physics	
  (as	
  expected).	
  This	
  again	
  explains	
  
the	
  smallness	
  of	
  the	
  neutrino	
  masses.	
  Moreover	
  with	
  a	
  Majorana	
  mass	
  term,	
  the	
  total	
  
lepton	
  number	
  is	
  no	
  longer	
  conserved	
  (ΔL=2).	
  
	
  
The	
  proof	
  that	
  neutrinos	
  have	
  a	
  small	
  Majorana	
  mass	
  is	
  a	
  strong	
  indicaLon	
  of	
  new	
  Physics	
  
beyond	
  Standard	
  Model!	
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8
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Majorana	
  mixing	
  matrix	
  
To	
  cancel	
  out	
  non	
  physical	
  phases	
  in	
  the	
  mixing	
  matrix	
  we	
  have	
  used	
  the	
  fact	
  that	
  with	
  
Dirac	
  fields	
  the	
  Lagrangian	
  is	
  invariant	
  under	
  the	
  transformaLon	
  

⌫ma ! exp(i↵a)⌫
m
a , lf ! exp(i�f )lf

This	
  is	
  no	
  longer	
  true	
  with	
  Majorana	
  fields	
  since	
  the	
  Majorana	
  mass	
  term	
  	
  	
  

This	
  means	
  that	
  the	
  angles	
  αa	
  are	
  physical	
  and	
  can	
  be	
  measured	
  (in	
  principle).	
  However,	
  a	
  
global	
  phase	
  can	
  be	
  neglected	
  since	
  all	
  physical	
  quanLLes	
  always	
  contain	
  the	
  modulus	
  of	
  a	
  
given	
  linear	
  combinaLon	
  of	
  the	
  Ufa’s.	
  In	
  conclusion,	
  for	
  Majorana	
  neutrinos	
  the	
  Mixing	
  
matrix	
  can	
  be	
  wricen	
  without	
  loss	
  of	
  generality	
  as	
  

X

a

ma⌫̄
c
a⌫a + h.c.

where	
  UD	
  is	
  the	
  mixing	
  matrix	
  already	
  introduced	
  for	
  Dirac	
  neutrinos	
  and	
  without	
  loss	
  of	
  
generality	
  we	
  have	
  chosen	
  α1=0.	
  The	
  phases	
  αa	
  are	
  called	
  Majorana	
  Phases.	
  They	
  cannot	
  
be	
  observed	
  neither	
  in	
  neutrino	
  oscillaLons	
  nor	
  in	
  beta	
  decay	
  experiment.	
  

UM = UD(✓23, ✓13, ✓12, �CP ) · �, � = diag{1, ei↵2 , ei↵3}



Neutrinoless	
  double	
  beta	
  decay	
  

(A,Z) ! (A,Z + 2) + 2e� + 2⌫̄e

(A,Z) ! (A,Z � 2) + 2e+ + 2⌫e

It	
  is	
  well	
  known	
  that	
  some	
  isotopes	
  decay	
  through	
  a	
  double	
  beta	
  process	
  

because	
  the	
  single	
  beta	
  process	
  is	
  kinemaLcally	
  forbidden	
  or	
  (more	
  rarely)	
  suppressed	
  
respect	
  to	
  the	
  2β	
  process.	
  Example:	
  the	
  decay	
  76Ge	
  in	
  76As	
  is	
  forbidden	
  because	
  the	
  mass	
  
of	
  76As	
  is	
  higher	
  (76As	
  is	
  a	
  2+	
  nuclei	
  while	
  76Ge	
  is	
  0+)	
  

0+	
  

2+	
  

2+	
  

0+	
   γ	



β+	
  

2β-­‐	
  

76Ge	
  

76Se	
  

76As	
  

β-­‐	
  

2β-­‐	
  



Table	
  of	
  2β-	
  decaying	
  nuclei	
  
(taken	
  from	
  the	
  GiunL	
  &	
  Kim	
  
book)	
  



⌫̄e

e�

d u

ud

If	
  neutrinos	
  have	
  Majorana	
  masses,	
  (lepton	
  violaLng)	
  double	
  beta	
  decay	
  without	
  neutrinos	
  
(0ν2β)	
  is	
  also	
  possible	
  

⌫̄e
e�

e�

d u

ud

e�

⌫a

Uea

Uea

X

a

This	
  process	
  is	
  subleading	
  to	
  the	
  main	
  2ν2β	
  process.	
  

(A,Z) ! (A,Z + 2) + 2e�



The	
  0ν2β	
  process	
  can	
  be	
  observed	
  as	
  a	
  small	
  “peak”	
  at	
  the	
  end	
  of	
  the	
  spectrum	
  of	
  the	
  two	
  
electrons	
  for	
  the	
  2ν2β	
  process.	
  



The	
  decay	
  amplitude	
  for	
  this	
  process	
  is	
  proporLonal	
  to	
  the	
  propagator	
  describing	
  the	
  	
  
internal	
  neutrino	
  line	
  

G⌫(x2 � x1) =
X

a

U

2
eah0|T [⌫a,L(x1)⌫

T
a,L(x2)]|0i

Remembering	
  that	
   ⌫Ta = �⌫̄aC

we	
  obtain,	
  aoer	
  some	
  straigh{orward	
  calculaLons	
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The	
  	
  typical	
  momentum	
  inside	
  nuclei	
  is	
  

hp0i ⇠ h|p|i ⇠ 1/R ⇠ O(10� 100)MeV

which	
  is	
  of	
  course	
  much	
  greater	
  than	
  the	
  typical	
  neutrino	
  mass.	
  This	
  means	
  that	
  ma
2	
  can	
  

be	
  neglected	
  at	
  the	
  denominator	
  and	
  thus	
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The	
  decay	
  rate	
  of	
  the	
  process	
  is	
  thus	
  proporLonal	
  to	
  the	
  term	
  

(noLce	
  that	
  the	
  Majorana	
  phases	
  now	
  enter	
  in	
  a	
  physical	
  quanLty).	
  In	
  fact	
  the	
  half	
  life	
  is	
  
given	
  by	
  	
  	
  

=
���c213(c212m1 + s212m2e

2i↵2) + s213m3e
2i(↵3��CP )
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X
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e

where	
  G0ν	
  is	
  the	
  space	
  factor	
  and	
  M0ν	
  the	
  nuclear	
  matrix	
  element	
  .	
  While	
  the	
  first	
  is	
  
relaLvely	
  easy	
  to	
  calculate,	
  the	
  second	
  is	
  very	
  difficult	
  and	
  consLtutes	
  the	
  major	
  source	
  of	
  
uncertainty	
  of	
  the	
  measure.	
  
	
  
NoLce	
  that	
  the	
  0ν2β	
  decay	
  may	
  take	
  contribuLons	
  also	
  (or	
  mainly)	
  by	
  other	
  non	
  standard	
  
interacLons	
  (for	
  example	
  leptoquark	
  or	
  SUSY	
  parLcles).	
  However,	
  the	
  mere	
  existence	
  of	
  
0ν2β is	
  a	
  proof	
  of	
  a	
  Majorana	
  neutrino	
  mass	
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Fundamental	
  physics	
  is	
  not	
  exclusively	
  a	
  
ma?er	
  of	
  high	
  energy	
  accelerator	
  

experiments	
  but	
  can	
  be	
  probed	
  also	
  by	
  low	
  
energy	
  nuclear	
  processes!	
  


