UNIVERSITA DEL SALENTO

Corso di Laurea in Matematica

APPUNTTI DI GEOMETRIA 11

GIOVANNI CALVARUSO




DISCLAIMER: Queste note sono realizzate ad esclusivo uso interno per il
corso di Geometria II del Corso di Laurea in Matematica dell’Universita del
Salento. Come tali, non hanno alcuna pretesa di completezza, e sono da intendersi
come un puro supporto al corso stesso, che non puo in alcun modo sostituirsi
all’apprendimento fornito dalle lezioni.

L’Autore ringrazia Alessandro Montinaro e Stefano Pascali per avergli messo

a disposizione il proprio materiale didattico relativo rispettivamente ai Capitoli
1)-4) e 6).



PROGRAMMA DEL CORSO:

ALGEBRA LINEARE:

1) Forme bilineari simmetriche
2) Spazi euclidei

3) Endomorfismi simmetrici

4) isometrie, trasformazioni ortogonali, movimenti

GEOMETRIA ANALITICA:
5) Coniche

6) Curve algebriche piane



BIBLIOGRAFIA ED APPROFONDIMENTT:

e G. CALVARUSO, sezione “Materiale Didattico” del sito web:
http://www.dmf.unisalento.it /~calvaruso/Homepage/

A. SANINI, Lezioni di Geometria, ed. Levrotto e Bella, Torino.

A. SANINI, Esercizi di Geometria, ed. Levrotto e Bella, Torino.

G. DE CECCO e R. VITOLO, Note di Geometria e Algebra (disp. in
Biblioteca).

G. CALVARUSO e R. VITOLO, Esercizi di Geometria ed Algebra Lineare
(disp. in Biblioteca).

R. MARINOSCI, Complementi di Geometria e Algebra (Coniche e quadri-
che) (disp. online).

A. MONTINARO, Appunti del corso di Geometria il (disp. online).

S. PASCALI, Note di Geometria III (disp. online su “Fiorini Notes”).



Indice

1 Forme bilineari simmetriche

1.1
1.2
1.3

1.4

Forme Bilineari . . . . . ... ... ... ... ... ... ....
Forme Bilineari Simmetriche e Forme Quadratiche . . . . . . . . .
Duale di uno spazio vettoriale. Il Teorema di Rappresentazione di
Riesz . . . . . . .
Diagonalizzazione delle forme quadratiche . . . . . . . ... ...

2 Spazi Vettoriali Euclidei

2.1
2.2
2.3

Definizione e relative proprieta . . . . . . . . .. ... ...
Norma di uno spazio euclideo . . . . . . .. ... ... ......
Basi ortonormali . . . .. ...

3 Endomorfismi Simmetrici

3.1
3.2
3.3

Applicazione aggiunta . . . . . . . ... ...
Endomorfismi simmetrici o autoaggiunti . . . . .. ... ... ..
Autovalori di un endomorfismo simmetrico . . . . . ... ... ..

4 TIsometrie

4.1 Isometrie. Spazi euclidei isometrici. . . . . . . . .. ... ... ..
4.2 Trasformazioni ortogonali . . . . . . ... ... L.
4.2.1 Trasformazioni ortogonali di ordine 2 . . . . . .. .. ...
4.2.2 'Trasformazioni ortogonali di ordine 3 . . . . . .. ... ..
4.3 Movimenti . . . . . ..
5 Coniche
5.1 1l piano euclideo ampliato e complessificato . . . . . . . . . . ...
5.1.1 Complessificazione del piano euclideo ampliato. . . . . . .
5.1.2 Trasformazioni affini, metriche e proiettive . . . . . . . ..
5.2 Definizione e classificazione proiettiva . . . . . . .. .. ... ...
5.3 Posizioni di una retta rispetto ad una conica . . . . . . ... . ..
5.4 Polarita definita da una conica . . . . . . .. ...

9.5

Centro e diametri di una conica . . . . . . . . . . .. ... ...

30
30
31
33

39
39
41
42

47
47
50
o8
61
64



56 Assidiunaconica. . . . . . . . . . e
5.7 Equazioni canoniche . . . . . .. ... .00
5.7.1 1l cambiamento di coordinate . . . . . .. ... ... ...
5.7.2 Il metodo degli invarianti . . . . . . .. ... ... ... ..
5.8 Fuochi ed eccentricita di una conica . . . . . . . . . .. ... ...
5.9 Studio di una conica . . . . . . . . ...

Curve Algebriche Piane
6.1 Definizione. . . . . . . ...
6.2 Riducibilitadiuna C™ . . . . . .. ...
6.2.1 Coefficienti essenziali dell’equazione di una C" . . . . . ..
6.3 Significato geometrico dell’'ordine di una C™. . . . . . . . . . . ..
6.4 Punti semplici e punti multipli di una C™ . . . . . .. .. ... ..
6.4.1 Uso di coordinate omogenee . . . . . . .. ... .. ....
6.4.2 Classificazione dei punti semplici . . . . . ... ... ...
6.4.3 Puntimultipli . . . . ... ... ... 000
6.5 Studiodiuna C"in O, Xo, Yoo - -+« v o v o v v v
6.6 Parabole osculatrici . . . . .. ... ..o oL
6.7 Studio di un punto cuspidale . . . . . .. ...
6.8 Genere di una C" e curve razionali . . . . . . . . .. ... ... ..
6.9 Studio di una curva algebrica . . . . . ... .. ...



Capitolo 1

Forme bilineari simmetriche

In questo capitolo vengono analizzate le proprieta fondamentali delle forme bili-
neari su spazi vettoriali, con particolare riguardo a quelle simmetriche.

1.1 Forme Bilineari

Definizione 1.1.1 Sia V uno spazio vettoriale sul campo K. Un’applicazione
p:VxV —K

si dice forma bilineare su 'V se gode delle sequenti proprieta:

1. (21 + 23, 9) = (21, 9) + ©(23,9) per ogni 1,25,y € V,

2. (T, 91+ 42) = o(T,01) + o(T02)  per ogni Z,41,92 € V,

3. (AT, ) = o(Z, \Y) = \p(Z, 7)) per ogni N € K e 5/ € V.

La forma bilineare ¢ si dice

e simmetrica se p(T,y) = p(¥,7) per ogni , 9 € V,

e antisimmetrica se o(Z,y) = —p(y, T) per ogni T,y € V.
Proposizione 1.1.2 ¢ ¢ antisimmetrica se e solo se p(Z,Z) = 0 per ogni & € V.

—

DIM. Se ¢ ¢ antisimmetrica, per ¥ = &, si ha ¢(Z,7) = —¢(Z,Z) e quindi
(essendo il campo K di caratteristica # 2) ¢(Z,Z) = 0. Viceversa, per ogni
Z,y € V risulta

0=o(@+§,7+79) =@ T) +o(@,7) + 0. 7) + ¢(7.7) = ¢(Z,9) + ¢(J. 7)
da cui segue p(7,v) = —p(y,Z). O

Tn tutte queste note, quando si considera uno spazio vettoriale V' su di un campo K, si
sottintende sempre che il campo stesso non sia di caratteristica 2, ossia, non isomorfo a {0, 1},
per il quale diversi risultati (come la Prop. 1.2 o l'identita di polarizzazione) non valgono.
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Esempio 1.1.3 L’applicazione o(&,) = 0 per ogni T,y € V & banalmente una
forma bilineare, detta forma bilineare nulla. FEssa é ['unica ad essere sia
stmmetrica che antisimmetrica.

Esempio 1.1.4 Siano A = (a;;) € M,(K) e

p: KPxK* — K
(7,9) — X'AY = ZZJ':1 AijTiYyj,

dove X eY sono i vettori colonna delle componenti di ¥ e y rispetto alla base
canonica di K™. Allora ¢ € una forma bilineare. Infatti, siano ¥, 79,y € V.

Allora,

O(T1 + To,7) = (X1 + Xo)PAY = (X! + X)AY = XTAY + XLAY
= (71, 9) + @(¥2, 7).

In modo analogo si prova che (Z,y1 + 12) = @(Z, 1) + @(Z,92). Infine, siano
Z,y €V, XeK, allora

P(AT, ) = (AX) AY = AX'AY = \p(@, §)

—

e analogamente (¥, \ij) = A\p(Z, 7))
Si noti che se B = {é,...,} € la base canonica di K", posto ¢(€;,€;) = a;; per
ogni i = 1,...,n, € facile vedere che

p e simmetrica <= A ¢ simmetrica

@ €antisimmetrica <= A ¢éantisimmetrica

Infine, se A = 1I,, é la matrice unita di ordine n, si ottiene
(7, ) = T1h + Taifp + oo + T,

detta forma bilineare standard su K".

Esempio 1.1.5 La forma bilineare

o(Z,7) = X' JY = 21yp1 + -+ + Tl — Tpays — -+ — ToUn,

(0 I
Jk_(—fk ok)’

¢ detta forma alternante standard.

dove

Sia 'V uno spazio vettoriale sul campo K. Poniamo
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1. B(V)={¢:VxV — K| ge una forma bilineare};
2. Bs(V)={¢:VxV — K| peé una forma bilineare simmetrica};

3. B,(V)={¢:VxV — K| pe una forma bilineare antisimmetrica}.

Proposizione 1.1.6 Valgono i sequenti fatti:

i. B(V) € uno spazio vettoriale su K rispetto alle sequenti operazioni:

(a) (1 +¢2)(Z,7) = ©1(Z, §) + ¢2(Z,§) per ogni 1,2 € B(V);
() (\o)(F, 7) = Nol7, ) per ogni A€ K ¢ o € B(V),;
ii. Bs(V) e B,(V) sono sottospazi vettoriali di B(V);

iii. La somma di Bs(V) e B,(V) € una somma diretta.

DIM. I punti (i) e (i7) sono semplici verifiche. Per il punto (i), sia ¢ € B,(V)N
By(V). Allora, o(7,4) = ¢(¢,7) = —¢(¥,7), e quindi ¢ = 0. U

Osservazione 1.1.7 Siano ¢ € B(V,) e B = {é},...,é,} una base di V,,. Se
T=x1€1+ ... + Tp€, e Y= Y11 + oo. + Yn€n, dalla bilinearita di ¢ seque che

P(T,9) = > wiy;e@, &).

ij=1

Quindi, ¢ e uniwocamente determinata dai valori che essa assume su tutte le
coppie di vettori della base B.

Sia A = (a;;) una matrice di ordine n a coefficienti in K, dove abbiamo posto
a;; = p(€;,€;) per ognii,j =1,...,n. Allora,

(T, ) = Z ajjay; = X' AY
ij=1

dove X eY sono i vettori delle componenti di X e i rispetto alla base B. Quindi
@ € univocamente determinata dalla matrice A.

Definizione 1.1.8 La matrice A ¢é detta matrice associata a ¢ rispetto alla
base B e la si denota con Mpg(yp).

Lemma 1.1.9 Siano V,, uno spazio vettoriale sul campo K, B = {é}, ..., €,} una
base e p € B(V,,). Allora,

1. ¢ € Bs(V,,) se e solo se Mp(p) é simmetrica;
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2. ¢ € B,(V,) se e solo se Mg(p) é antisimmetrica.

DIM. ¢ € Bs(V,,) se e solo se

per ogni 7,7 = 1,...,n, quindi se e solo se A € una matrice simmetrica.
¢ € B,(V,,) se e solo se

aij = (€, €) = —p(€),6) = —aj
per ogni i, = 1,...,n, quindi la matrice A ¢ antisimmetrica. [

Esercizio 1.1.10 Verificare se le sequenti applicazioni sono forme bilineari. In
tal caso, determinarne la matrice associata rispetto alla base canonica del corri-
spondente spazio vettoriale.

(1) p:RZxR* =R, ((z,y), (@, y)) — za’ = 22" +y)y;

(2) pRExR* =R, ((x,9),(,y)) — XYYIX;
(3) p:R*? x R*? 5 R, ( . ) (z />>Hxx +zy —tt';
(4) p:R2xR2 =R, ((z,9),(@y)) = 2°2" +y(y)*

Siano M,,(K) = K™" lo spazio vettoriale delle matrici di ordine n a coefficienti
nel campo K, S,,(K) il sottospazio di M,,(K) delle matrici simmetriche di ordine
n e A, (K) il sottospazio di M,,(K) delle matrici antisimmetriche di ordine n.

Teorema 1.1.11 Siano V,, uno spazio vettoriale sul campo K e B = {é}, ..., €,}
una base, allora:

U B(V,) — Mu(K), ¢+ Mp(yp)
\II\BS(Vn) : BS(VH> — Sn(K), Y MB(QO)
Ui, @ Ba(Vn) — Au(K), ¢+ Mp(p)

sono isomorfismi di spazi vettoriali.

DIM. Segue dalla definizione della matrice Mpg(p) che ¥ & un’applicazione
iniettiva.
Siano ora A € M, (K), & = x16) + ... + ©,€, € ¥ = 1161 + ... + Yn€,. Sia
(T, ) = > ayiy; = X'AY, dove X e Y rappresentano i vettori colonna
delle componenti di Z e 7 rispetto alla base B. Allora ¢ € B(V,,) & I'unica forma
bilineare tale che ¥(y) = Mp(p) = A per 'Osservazione 1.1.7. Pertanto ¥ &
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bigettiva.
Infine, siano A\, u € K, 1,2 € B(V,), A1 = Mp(p1) e A = Mp(ps2). Allora

(M1 + ppa) (T,9) = Apr(T,9) + ppa(Z,9) = AXTAY + pX Ay
Xt ()\Al) Y + Xt (ILLAQ) Y = Xt ()\Al + MAQ) Y

e quindi Mp(Ap1 + pps) = AMp(p1) + uMp(ps), ossia,

V(A1 + pp2) = AV (p1) + p¥ (p2) -

Pertanto, ¥ ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Infine, ¥z (v,) ¢ ¥z, (v,) sono
isomorfismi di spazi vettoriali poiché ¥ e un isomorfismo e vale il Lemma 1.1.9.

g

Teorema 1.1.12

1. dim B(V,,) = n2, dim By(V,,) = "2 ¢ dim B,(V,,) = 2oL,

2. B(V,) =Bs(V,) ® B.(V,).

DIM. L’asserto 1. segue dal Teorema 1.1.11, in quanto B(V,) = M,(K),
Bs(V,) =2 S,.(K) e B,(V,) = A, (K).
L’asserto 2. segue dal fatto che

dim B(V,,) = n* = n(n;— D + n(n2—

Y _ dim B,(V,) + dim By(V,)

e che la somma di Bs(V) e B,(V) ¢ diretta per la Proposizione 1.1.6. [J

Come conseguenza del punto 2. del precedente Teorema, ogni forma bilineare
¢ su V,, e somma di un’unica forma bilineare simmetrica ¢ e di un’unica forma
bilineare antisimmetrica ¢,, il che motiva la particolare attenzione che viene
dedicata a tali speciali forme bilineari. Inoltre, si osservi che se B & una fissata
base di V,,, allora

{MB(@S) = %
Mp(pa) = 5 (Mp(p) — Mp(p)").

Definizione 1.1.13 Siano A, B € M,,(K). Allora A e B si dicono congruenti
se e solo se esiste P € GL(n,K) tale che B= P'AP.

Si osservi che:

1. Se A,B € M,(K) sono congruenti, allora rg(A) = rg(B) (segue, per
esempio, dal Teorema del rango per applicazioni lineari tra spazi vettoriali).
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2. La congruenza ¢ una relazione di equivalenza su M,,(K).

Proposizione 1.1.14 Sia ¢ € B(V,,) e siano By, By due basi di V,,. Allora
Mp, (@) e Mp,(p) sono congruents.

DIM. Siano By = {&,..,&), By = {Elén} due basi di V, e
P = (p;) € GL(n,K) la matrice di passaggio dalla base By alla base B

(€j = 2 ho1 Pnj€n).

Se #,y € V, allora X' = PX e Y’ = PY, dove X e X' sono i vettori colonna
delle componenti di Z rispetto alle basi By e By, Y e Y’ sono i vettori colonna
delle componenti di ¥ rispetto alle basi By e By. Se A = Mp, () e A" = Mp, (),
allora

o(Z,7) = (X)) AY' = (PX)'A(PY) = X' (P'AP)Y
e quindi A = P'A’P. Pertanto Mp, (¢) e Mp,(p) sono congruenti. [J
Esempio 1.1.15 La forma bilineare simmetrica su R?® definita da
e RPX R 5 R, (T, ) = 2191 + 372y2 + 2193 + T3y1

ha associata rispetto alla base canonica B = {€}, €, €3}, la matrice

1
A=10
1

o w o
o O =

Sia ora B' = {¥), v, U3} un’altra base di R® con 0y = (1,1,0), vh = (1,0,1),
v3 = (0,1,1). La matrice simmetrica associata a ¢ rispetto tale base é:

4 2 4
B=12 3 1
41 3

Le matrici A e B sono congruenti. infatti, B = P'AP, dove

1 10
P=[10 1],
011
¢ la matrice che rappresenta il cambiamento di base.

Definizione 1.1.16 Data ¢ € B(V,,), si definisce rango di ¢ il numero rg(y) =
rg (Mg(p)), dove B é una qualsiasi base di V.

Si osservi che la definizione ¢ ben posta, poiché se By e By sono due basi
distinte di V,,, allora M, (¢) e Mp,(¢) sono congruenti per la Proposizione 1.1.14
e quindi hanno lo stesso rango.
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1.2 Forme Bilineari Simmetriche e Forme Qua-
dratiche

Definizione 1.2.1 Siano p € Bs(V) e @,y € V. [vettori ¥ e i sono ortogonali
(rispetto a ) se e solo se p(Z,Yy) = 0. In tal caso scriveremo ¥ L 3. Un vettore
T €V si dice isotropo se e solo se ¥ L T.

Esempio 1.2.2 [l vettore ¥ = (0,0, 1) é isotropo per la forma bilineare simme-
trica dell’Esempio 1.1.15.

Definizione 1.2.3 Siano ¢ € B(V) ¢ S C V. Si definisce ortogonale di S
l"insteme
St={yeV:%LyperogniZecS}.
Proposizione 1.2.4 St ¢ un sottospazio vettoriale di V.
DIM. Siano A\, € K e i@, € S*. Allora, per ogni ¥ € S, risulta:
(T, M+ paf) = (T, Mi) + (T, pd) = Ap(Z, @) + pp (', 0) = 0.
Pertanto, A\ + pw € St. O

Definizione 1.2.5 [l sottospazio V* ¢ detto nucleo di o, e si denota con ker(y).
Indicheremo con

I, ={F¥ eV ¢ ) =0}
linsieme dei vettori isotropi di ¢ (detto anche cono di luce.)
La seguente proposizione e di immediata verifica.
Proposizione 1.2.6 Per ogni ¢ € B(V),
ker(¢) C Z,.

Inoltre, T, non é in generale un sottospazio vettoriale (non essendo chiuso rispetto
alla somma). Tuttavia, I, é un cono, in quanto

set €, el €K, allora \d €,
Definizione 1.2.7 Un sottospazio U di V si dice

e singolare se UN U £ {0};

e totalmente singolare se U C Ut.
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Due sottospazi U e W si dicono ortogonali se U C W+, Dalla simmetria,
di ¢ segue che:
UcCW!«— WcU*

Se U e W sono ortogonali e uno ¢ supplementare dell’altro, allora scriveremo
V=UL1W.

Lemma 1.2.8 Siano ¢ € B,(V), U e W sottospazi di V. Se W ¢ finitamente
generato, allora U é ortogonale a W se e solo se U ¢é ortogonale ai vettori di una
base (o di un sistema di generatori) B = {é},...,ex} di W.

DIM. Sia w € U.

Ovviamente, se U & ortogonale a W allora (i, €;) = 0 per ognii =1, ..., k.
Viceversa, sia &/ € W un arbitrario vettore. Essendo B = {é}, ..., €} una base (o
un sistema di generatori) di W, si ha o = Zle w;€;, per cui

k k
=1 i=1

Pertanto, se (i, €;) = 0 per ogni i = 1, ..., k, allora ¢(u, @) = 0 quale che sia 0,
e quindi 7 € W+. [

Teorema 1.2.9 Sep € B,(V,,), allora V,, = ker(yp) L S, dove S é un sottospazio
non singolare di V,,.

DIM. Sia S un qualsiasi sottospazio supplementare di ker(yp) in V,. Allora
V,, = ker(¢) @ S. Poiché tutti i vettori di ker(yp) sono ortogonali a tutti i vettori
di V,,, vale che V,, = ker(p) L S.
Ora proviamo che S ¢ non singolare. Sia ¥ € SNS*, sicché & L i/ per ogni 7 € S.
Per ogni @ € V,, = ker(¢) @ S esistono ke ker(p) e § € S, per cui W = k+3.
Ma allora .

o(Z, W) = (T, k) + ¢(Z,5) = 0.
Pertanto, Z € ker(¢) N'S e quindi # = 0, essendo S un supplementare di ker(¢).
U

Teorema 1.2.10 Per ogni ¢ € Bs(V,): 19(¢) = n — dimker(p).

DIM. Siano B = {éj,...,€,} una fissata base di V,, e A = Mp(p). Sia f €
End(V) tale che A = Mpg(f). Proviamo che ker(¢) = ker(f). Per ogni vettore
Z denotiamo con X il vettore colonna delle componenti di 7 rispetto a B. In
particolare, E; denotera il vettore colonna delle componenti di €; rispetto alla
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base B (quindi, F; ha componenti tutte nulle tranne la i-esima, che ¢ uguale a
1). Allora, per il Lemma 1.2.8 avremo:

g€ ker(f) «— AY =0 <<= [,AY =0
< E'AY =0 per ognii =1,...,n <= X'AY = 0 per ogni X
< p(7,y) =0 per ogni¥ <= ¥y € ker(y).

e quindi ker(f) = ker(y). Applicando il Teorema del rango, concludiamo che
rg(p) =rg(A) =rg(f) = dimV, —dim V. O

Definizione 1.2.11 ¢ € B,(V) si dice non degenere se
O(Z,7) =0 perogni jeV = Z=0.

La seguente caratterizzazione ¢ immediata conseguenza del Teorema precedente.

Corollario 1.2.12 ¢ € B,(V,,) ¢ degenere se e solo se ker(p) # {0} (equivalen-
temente, se rg(p) #n).

Esempio 1.2.13 Consideriamo la forma bilineare simmetrica su R? definita da:
(T, Y) = —x1y1 + T1Y2 + Tay1 + 3Tay2 + 273Y2 + 222Y3 + T3Y3.
Tale forma bilineare e degenere. Infatti, sia

—1
A:

N W o=
=N O

1
0
la matrice associata a ¢ rispetto alla base canonica B. Risulta che rg(A) = 2.
Inoltre, sia f € End(R) tale che A = Mg(f). Determiniamo ker(yp) = ker(f):

-1 10 1 0
1 3 2 i) =10 y
0 2 1 I3 0

da cui troviamo ker(p) = ker(f) = L(1,1,—2). Infatti, il vettore & = \(1,1,—2)
appartiene a ker(f), e quindi

p(7,9) =0 VyeR’,

cioé T € ker(p). D’altra parte, rg(¢) = 2 e quindi ker(y) = ker(f) = L(1,1,—-2)
(si veda la dimostrazione del Teorema 1.2.10).
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Definizione 1.2.14 Sia ¢ € B,(V). Si chiama forma quadratica associata
a o, l'applicazione
QR:V — K
T — (&, 7).

Proposizione 1.2.15 Se Q) ¢ la forma quadratica associata a ¢, allora, per ogni
ANeKeZyeV:

1. Q\T) = \23;
2. p(T,9) = 3 {Q(T +9) — QF) — Q(H)}-

DIM. L’asserto 1. e banalmente vero per la bilinearita di ¢. Ora, essendo ¢
bilineare e simmetrica, si ha

QT +7) = o(T+ ¥, 7+ 7) = QT) + Q1Y) + 2¢(7, 1),

da cui l'asserto 2. segue banalmente (tenendo conto del fatto che K ha caratte-
ristica diversa da 2). [

La formula 2. della Proposizione 1.2.15 e detta formula di polarizzazione,
e ¢ e detta forma polare di (). Dalla precedente proposizione si evince la
seguente

Proposizione 1.2.16 ("¢ una corrispondenza biunivoca tra le forme bilinea-
ri simmetriche e le forme quadratiche di uno spazio vettoriale qualsiasi. Infatti,
ogni forma bilineare definisce la corrispondente forma quadratica. Viceversa, ogni
forma bilineare ¢ la forma polare di un’unica forma quadratica.

Sia B = {é}, ..., €,} una base di V,, e sia A = Mg(p) con ¢ € Bs(V,). Siano
Q@ la forma quadratica associata a ¢ e & = z1€] + ... + x,€, il generico vettore di
V,,. Allora:

n
Q(Zf) = Z Q35T T5 = XtAX
ij=1
Quindi, anche @ viene individuata in modo univoco da A (fissando la base B).
Pertanto, chiameremo matrice associata alla forma quadratica (rispetto a B), la
matrice

Mp(Q) = A= Mp(p),

e rango di @ il numero rg(Q) = rg(p) = rgA. Il seguente risultato si ottiene
immediatamente dai precedenti Teorema 1.1.11 e Proposizione 1.2.16.

Proposizione 1.2.17 Le matrici simmetriche di ordine n sono in corrisponden-
za biunivoca con le forme quadratiche di V,, (poiché lo sono con le sue forme
bilineari simmetriche).
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Si noti che ogni forma quadratica individua un polinomio omogeneo di grado 2 nel-

le variabili x1, ..., x,. Viceversa, il generico polinomio omogeneo P(z1, ....,z,) =
n . o . .

Em.:l ¢;;xixj, individua la forma quadratica

Q(T) = Z qijTilj,

ij=1

dove 7 e il vettore di componenti z1, ...., z,, rispetto ad una fissata base B di K".
La forma quadratica (), rispetto alla base B, ha associata la matrice A = (a;),
dove a;; = @i € a;; = aj; = q;j/2 per i < j.

Chiaramente, se Pj(x1,....,xy,), Po(21, ..., ) € Klz1, ..., 2,] individuano la
stessa forma quadratica, le matrici associate a tali polinomi sono congruenti.
Infine, & facile vedere che se ¢ € Bs(V) ¢ la forma polare di ), fissato un generico
sottospazio W di V,,, la forma indotta da ¢ su W ¢ esattamente la forma polare
della restrizione di () a W.

1.3 Duale di uno spazio vettoriale. Il Teorema
di Rappresentazione di Riesz

Definizione 1.3.1 Sia 'V uno spazio vettoriale sul campo K. Una 1-forma su
V ¢ una qualsiasi applicazione lineare 6 : V — K.

Lo spazio vettoriale V* = Lin(V,K) formato da tutte le 1-forme su 'V, si chiama
(spazio vettoriale) duale di V.

Sappiamo che due spazi vettoriali di dimensione finita sullo stesso campo K
sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimensione, e di conseguenza, V; =
Lin(V,,K) ¢ isomorfo a V,,. Un isomorfismo esplicito tra V,, ed il suo duale ¢
descritto nel seguente risultato, di facile verifica.

Teorema 1.3.2 Siano V, uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e
B = {é,...,e,} una sua fissata base. Per ogni fissato indice j € {1,...,n},
lapplicazione A
0r:V, — K
=3 m€

definisce una 1-forma su V. L’insieme
B =1{6,....0")

forma una base di V) (detta base duale di B), e l'applicazione lineare F' :
V,, — V*, completamente determinata da F(&;) = 0" per ognii=1,...,,n, ¢ un

1somorfismo di spazi vettoriali.
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DIM. Basta provare che 6',..., 0" sono linearmente indipendenti ed anche
un sistema di generatori di V. Per il primo punto, basta considerarne una
combinazione lineare nulla A\0' + --- + \,0" = o, ed osservare che

0=0(&) = (MO"+ -+ X.0")(€) = ) per ogni indice j.

Per il secondo punto, basta osservare che, per ogni w € V7, risulta

n

w= Zw(eﬂ)ﬁi7

i=1

che si dimostra facilmente calcolando w(Z) per un arbitrario vettore & = ) . x;€; €
V., e ricordando che z; = 67(F) per ogni indice j. O

Si noti che lisomorfismo tra V, ed il suo duale, descritto nel precedente
Teorema, non ¢ canonico, in quanto dipende dalla particolare base scelta. Diversa
e la situazione per quanto riguarda lo spazio biduale di V,,.

Definizione 1.3.3 Sia 'V uno spazio vettoriale sul campo K. Lo spazio vettoriale
V* = (V*)* si chiama (spazio vettoriale) biduale di V.

Teorema 1.3.4 Sia V uno spazio vettoriale su K. Per ogni vettore ¥ € V,
Uapplicazione
r**: V¥ — K
0 — x™(0):=0(%)
definisce una 1-forma su V*, canonicamente associata a .
Se 'V, ha dimensione finita, allora

. *
F:V, — V&
T — o
e un isomorfismo canonico di spazi vettoriali.
In generale, se V ha dimensione infinita, allora il suo biduale V** contiene

propriamente un sottospazio vettoriale isomorfo a V.

Passiamo ora al Teorema di Rappresentazione di Riesz, il quale mette in corri-
spondenza biunivoca gli elementi V,, e quelli del suo duale, rispetto ad una fissata
forma bilineare simmetrica non degenere di V,,, ed ha importanti applicazioni in
diversi settori della Matematica.
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Teorema 1.3.5 (di rappresentazione di Riesz) Sia ¢ una forma bilineare
simmetrica non degenere su V. Allora,

¢:V, —» Vi

£ — ¢z

dove ¢z € V* ¢é la 1-forma completamente determinata da
¢z(y) = (¥, T),

e un isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare, per ogni 6 € V7 esiste uno
ed un solo ¥ € V,, che rappresenta 0, ossia, tale che § = ¢z.

DIM. Proviamo che ® ¢ lineare.
Siano vy, vy € V,,, allora ®(¥, + vy) = ¢z,45,- Per ogni W € v, si ha

Gy 1, (W) = (W, Ty + V) = (W, T1) + (W, Vo) = @3, (W) + by, (),

per cui
O(v) + Uy) = O(v)) + P(vh).

Analogamente si prova che ®(\) = ¢,z e, per ogni w € V,,,
qb)\’ﬁ(u_j) = QO(IU, /\U) - )\(p(w, 17) - )‘qbﬁ(u_j)v

quindi
O(AT) = A\D(7).

Pertanto @ e lineare.

Se & € ker @, allora ¢z e la forma nulla, cioe ¢(Z,7) = 0 per ogni ¥ € V,,. Di
conseguenza, T € ker(y), da cui concludiamo che ¥ = 0, essendo per ipotesi © non
degenere. Quindi ® e iniettiva, e pertanto bigettiva, in quanto dim V,, = dim V.
O

Corollario 1.3.6 Siano ¢ una forma bilineare simmetrica non degenere su 'V,

e S un sottospazio di V. Allora, per ogni 0 € S* esiste ¥ € V,, tale che 0(y)
©(Z,7) per ogni §j € S.

DIM. Siano # € S* e By = {€1,...,€;} una base di S. Per il Teorema della
base incompleta, By si puo estendere ad una base di V,,. Consideriamo 6 € V},

determinata da ~
6(e;) =0(e;) peri=1,..,k,
0(é;) =0
Per Teorema di rappresentazione di Riesz, esiste T tale che 5@) = (&, ¥) e quindi
in particolare, 0(y) = ¢(Z, ) per ogni y € S. [

peri=k+1,...,n.
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Osservazione 1.3.7 Nel Corollario 1.3.6, il vettore ¥ non é univocamente de-
terminato, poiché 6 € S* si puo estendere ad una forma di V7, in diversi modi.

Teorema 1.3.8 Siano ¢ € By(V,) non degenere e S un sottospazio di V,.
Allora:

(1) dim S + dim S* = dim V,,;
(2) St =8.
DIM. (1): Consideriamo

o:V, — S

—

S

dove ¢z € S* ¢ definita da ¢z(y) = ¢(Z,7), per ogni ¥ € S. Chiaramente, ¢ ¢
ben posta. Inoltre, ® e lineare poiché ¢ ¢ bilineare.

Proviamo che ® e suriettiva: sia 6§ € S*. Per il Corollario 1.3.6, esiste ¥ € V,,
tale che 0(y) = p(&,y) = ¢z(¥), per ogni ¢ € Z, per cui 0 = ¢z = O(T).
Proviamo ora che ker ® = S+. Infatti:

Zeker® <= ¢z ¢laforma nulla suS
< ¢z(y) =0 perogniyeS
< p(Z,9¥) =0 perogniye S
«— 7eSh
Dal Teorema del rango, tenendo conto del fatto che dim S = dim S*, segue che

dimV,, = dim Im® + dimker ® = dim S* + dim S* = dim S + dim S+.

(2): S C St per la definizione di ortogonale di un sottoinsieme. D’altra parte,
quando S ¢ un sottospazio, dal punto (1) abbiamo

dim $** = dimV,, — dim $* = dimV,, — (dimV,, — dim S) = dim S,

e quindi S = S++. O

Proposizione 1.3.9 Siano ¢ € Bs(V,) e W un sottospazio di V.

1. Se W ¢ totalmente singolare, allora W C W=, In particolare, dim W <

0|3

2. Se W non ¢ singolare, allora V,, = W L W+,
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DIM. Se W ¢ totalmente singolare, allora dim W < dim W+. D’altra parte,
per il Teorema 1.3.8 (1) risulta

dimV, = dim W + dim W+ > 2dim W,

pertanto dim W < 2.
Se W ¢ non singolare, allora la somma di W con W+ & diretta, quindi

V=W LW
per il Teorema 1.3.8,(1). O

Proposizione 1.3.10 Siano ¢ € By(V) e X, Y due sottospazi di V. Allora
valgono 1 sequenti fatti:

1. Se X CY, allora Y+ C X*;

2. X+Y)t=XtnY?

3 Xt+YLC(XNY);

4. Se 'V ¢ finitamente generato, allora X+ + Y+ = (XNY)tL.

DIM. 1. Segue subito dalla definizione di ortogonale di un sottoinsieme (vale
in effetti per gli ortogonali di sottoinsiemi arbitrari).

2. Poiché¢ X, Y C X + Y, dall’asserto 1. abbiamo che (X +Y)+ C Xt e
(X +Y)" C YL Quindi, (X +Y) € X nYL,
Viceversa, proviamo che Xt NYLt C (X 4+ YY)+ Siat e XtNYL Per ogni
€ X+Y esistono ¥ € XeyeY tali che v =2+ y. Allora:

p(f.@) = o1, 7+ ) = (£, 7) + (L. 7).

j) =
Ma £ € Xt NY*, per cui Lp(t 7) = ¢(t,7) = 0, e quindi (¢, %) = 0 per ogni
ii € X +Y, vale a dire che € (X +Y)*.

3. Poiché XNY C X,Y, si ha che X+, Y+ C (XNY)! e quindi
Xt +YrC(XnY)h

4. Se 'V e finitamente generato, allora
dim(X* + Y1) = dim X+ +dim Y+ — dim(X*NnY"4)
=dimV —dimX +dimV —dimY — dim(X*NY")
=dimV —dimX +dimV — dimY — dim(X + Y)*
=2dimV —dimX —dimY — (dimV —dim(X +7Y))
=dimV —dimX —dimY 4+ dim(X +Y)
=dimV —dim(XNY) =dim(XNY)"

e la conclusione segue dal punto 3. [J
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Esercizi 1.3.11 1) Data la forma bilineare simmetrica
p:R¥xR® — R
(Z,9) = 31y1 + T3ys — T1y2 — Tay1 + 2(21Y3 + T3y1) + Tays + T3y,
(a) Determinare la matrice associata a ¢ rispetto alla base canonica di R3.

(b) Stabilire se ¢ ¢ degenere.

—

(c) perd=(1,3,—1) eb=(0,1,-2), calcolare p(a@,b), Q(a@), Q(b).

-

(d) Determinare L(@)* e L(a,b)*.
2) Data la forma quadratica
Q:R* - R
T = (11,29, 73,14) — 22+ 422 + 203 — dx123 + Ty — 37374,

(a) Determinare la corrispondente forma bilineare simmetrica ¢ e la matrice
associata rispetto alla base canonica di R*.

(b) Provare che ¢ ¢é degenere e trovare ker(y).

(c) Determinare H* (rispetto a ¢), dove H = {# € R* : 2y — x4 = 0} .

3) Al variare di k € R, si consideri la forma quadratica

Q:R* — R

T=(21,09,23) +— 23— 223+ ka2 + x123 + 2073.
(a) Determinare il valore di k per cui ¢ é degenere.

(b) Per tale valore di k, determinare ker(y).

4) Sia ¢ la forma bilineare simmetrica di R®, avente come matrice associata
rispetto alla base canonica

(a) Determinare il valore di k per cui ¢ ¢é degenere. Per tale valore di k,
determinare ker(y).
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(b) Determinare, per ogni valore di k € R, il sottospazio H-, dove
H:{fER?’:xl—xz—ng:O}.

5) Si consideri la forma quadratica

QR — R

T = (11,29,73) +— 223 — 23+ 23 — dw125 — 27973,
(a) Verificare che ¢ ¢ degenere e determinare ker(ep).

(b) Trovare L((1,—1,0))*.

1.4 Diagonalizzazione delle forme quadratiche

Definizione 1.4.1 Se ¢ € B4(V,,), una base B ={é,...,é,} di V,, si dice base
ortogonale (per p) se p(€;,€;) =0 per ognii,j =1,...,n, i # j.

In questa sezione viene affrontato il problema dell’esistenza di basi ortogonali,
la cui rilevanza consiste nel fatto che se B = {vy,...7,} é una base ortogonale di
V., per ¢, allora Mg(p) é una matrice diagonale, e quindi, posto a; = o(U;, ;)
per ogni indice i, risulta, per ogni T =), x;U;,

P(Z,9) = anz1yn + .o + QpnYn, (1.4.1)
Q(T) = anai + ... + an}, (1.4.2)

Definizione 1.4.2 L’equazione (1.4.2) (rispettivamente, (1.4.1)) si chiama for-
ma canonica della forma quadratica Q) (rispettivamente, della forma bilineare
simmetrica @ ).

Lemma 1.4.3 Se ¢ € B,(V,) ¢ non degenere allora esiste una base ortogonale
di V,, per p.

DIM. Proviamo 'asserto per induzione su n.

(n = 1): la tesi & banalmente vera (ogni base & banalmente ortogonale).

(n — 1 = n): iniziamo osservando che, poiché ¢ ¢ non degenere, esiste €; € V,
vettore non isotropo. Infatti, se ¢(Z,Z) = 0 per ogni & € V,, allora, per la
Proposizione 1.1.2, ¢ & anche antisimmetrica. Quindi, ¢ € By(V,) N By (V)
e, per la Proposizione 1.1.6 (iii), ¢ = 0, che contraddice 'ipotesi che ¢ & non
degenere.

Poniamo V; = L(¢é}). Allora, V; & non singolare. Infatti, se V; fosse singolare,
avremmo V; C Vi (e dimV; = 1), per cui €] sarebbe isotropo, in contraddizione
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con la scelta operata. Pertanto, Vi N Vi = {0}, ossia, la somma di V; e Vi ¢
diretta. Allora, dal Teorema 1.3.8,(1) abbiamo

dim(V, ® Vi) =dim V; + dim Vi = dim V,,,

per cui V,, = Vi L Vi. Sia ¢; la forma indotta da ¢ su Vi per restrizione.
Proviamo che ¢; & non degenere. Infatti, se ¥y € ker(yy), allora

per ogni i € V1. Dato ¥ € V,,, esistono A € K e @ € Vi tali che 7 = \é; + 4,
per cui
P(To, V) = (T, Aer + 1) = A\p(To, €1) + ¢(To, ).

Ma (o, €;) = 0 poiché Ty € Vi, e p(Z, %) = 0 in quanto Ty € ker(py). Quindi,
Ty € ker(p) e concludiamo che 7y = 0, essendo ¢ non degenere. Pertanto, p; €
non degenere.

Siccome dim Vi = n — 1, per lipotesi induttiva esiste B; = {é,...,€,} base
ortogonale di Vi per ¢; (e quindi tali vettori sono ortogonali rispetto a ¢).
Allora, B = {€1} U B; ¢ una base ortogonale di V,, per ¢. [J

Ora usiamo il Lemma precedente per dimostrare il risultato generale.
Teorema 1.4.4 Per ogni ¢ € Bs(V,,) esiste una base ortogonale di V,,.
DIM. Sappiamo dal Teorema 1.2.9 che, data ¢ € B,(V,,), si ha

V,, = ker(p) L S,

con S sottospazio vettoriale non singolare. Sia ¢; la forma indotta da ¢ su S.
Poiché S & non singolare, ¢, & non degenere (in quanto ker(p;) € SN S+ = {0}).
Allora, dal Lemma precedente, esiste una base ortogonale Bg di S per 1. Se By
¢ una qualsiasi base di ker(y), allora B = By U Bg € una base ortogonale di V,,
per . U

Osservazione 1.4.5 Una procedura esplicita per determinare la forma canonica
di una forma quadratica (o della corrispondente forma bilineare simmetrica) si
ottiene come applicazione del Teorema Spettrale sugli endomorfismi simmetrici,
ed ¢ descritta nell’Osservazione 3.3.5.

In termini di matrici, il precedente Teorema 1.4.4 si riformula nel modo
seguente.

Corollario 1.4.6 Ogni A € S,,(K) é congruente ad una matrice diagonale.
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DIM. Sia ¢ € B,(K™) definita da ¢(Z, ) = X*AY, dove A = Mg(p) e B ¢ la
base canonica di K". Per il Teorema precedente, esiste B’ base ortogonale di K"
per ¢. Se D = Mp/(p), allora D & diagonale e, essendo congruente ad A, esiste
P € GL(n,K) tale che D = P'AP. O

Andiamo ora a specializzare i risultati sulle basi ortogonali a casi particolar-
mente rilevanti, dapprima assumendo che K sia un campo algebricamente chiuso

(come C), e poi che K = R.

Teorema 1.4.7 Siano V,, uno spazio vettoriale definito su un campo K alge-
bricamente chiuso, e ¢ € B,(V,,). Allora esiste una base ortogonale B di V,,
tale che

Mpg(p) = < (])7’2 g; ) : (1.4.4)

dove r = rg(p), I, & la matrice identita di ordine r, Oy € K" Oy € K" ¢
Os € K" """ sono matrici nulle.

DIM. Sia ¢ € Bs(V,,). Allora, dal Teorema 1.4.4 esiste una base ortogonale
By ={é1,és,....,e,} di V,, per ¢, per cui,

a1 0 .0
0 929 0

: : . 0
0 0 0  apn

MBO (@) =

Sia r = rg(¢) = rg(Mp,(¢)). Dopo aver eventualmente riordinato gli elementi
di By, avremo che a; # 0 per i = 1,....,7r e a;; = 0 per i = r + 1,...,n. Poiché
K ¢ algebricamente chiuso, per ogni i = 1,...,r esiste o; € K tale che a? = ay;.
Costruiamo B = {ty, ¥, ..., U, }, ponendo

a;te; peri=1,..,r,

U; =
€ peri=r+1,..,n.

Allora, ¢(v;,v;) = 0 per i # j o per ¢ = j > r, mentre per ¢ = j < r risulta

(U5, %) = o(a; e, o 'e;) = a; 2p(€;, €;) = 1. Pertanto, B & una base ortogonale

e Mp(p) e descritta come in (1.4.4). O

Corollario 1.4.8 Siano K un campo algebricamente chiuso e A € S, (K). Se
r =rg(A), allora A é congruente ad una matrice diagonale della forma (1.4.4).

DIM. Segue banalmente dal Teorema 1.4.7, procedendo come nel Corollario
1.4.6. O
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Teorema 1.4.9 (di Sylvester) Sia ¢ una forma bilineare simmetrica di rango
r di uno spazio vettoriale reale V,,. Allora esiste un intero 0 < p < r, dipendente
solo da ¢, ed una base B = {vy,...,0,} di V,,, tali che

I, 0 0
Mgle)=| 0 —L_, 0 (1.4.5)
0 0 On,

dove 0 denota la matrice nulla di ordini opportuni.

DIM. Sia By = {é}, €, ..., €, } una base ortogonale di V,, rispetto a ¢, la cui
esistenza segue dal Teorema 1.4.4. Allora,

a1 0 ...0
0 929 0

: : . 0
0 0 0  ann

MBO(LP) =

Sia r = rg(p) = rg(Mp,(¢)). Riordinando i vettori della base By, possiamo fare
in modo che a; # 0 peri=1,...,rea; =0 peri=r+1,..n,e che inoltre i
primi 0 < p < r siano positivi. Allora, esisteranno dei numeri reali ay;, tali che
a; = ak peri < pea; =—a? per p+1 < i <r. Costruiamo B = {0, s, ..., U, },
ponendo

L a;ley perl<i<r,

vi €; perr+1<i<n.

Quindi, ¢(v;,7;) = 0 quando i # joi = j > r. Peri = j <rrisulta p(v;, v;) =1
oppure —1, a seconda che ¢ < p o @ > p rispettivamente. Pertanto, per ogni
r=> " x,U; € U, avremo:

Q) =i+ .. +al—a, —..—al
Rimane da provare che p dipende solo da ¢ e non dalla base scelta. Sia
B’ = {W,...,4,} una base ortogonale di V,, per ¢, rispetto a cui si abbia, per

ogni § = 3", yill; € Vi,
Q) =yt + o+ Y — Y — - — Y2

Supponiamo per assurdo che t # p. Allora, t > p oppure t > p. Essendo la
situazione del tutto simmetrica rispetto alle due basi, senza perdere di generalita
consideriamo il caso t < p.

Consideriamo i sottospazi di V,,

S =L(T,...5,), T =L{@ui,.., G
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Dalla formula di Grassmann si ha:
dim(SNT) =dimS+dim7 —dim(S+7T) =p+n—t—dim(S+7) >p—t > 0.
Sia dunque ¥ € SNT, ¥ # 0. Allora,
T= MU+ ... + AUy = fpp1Wig1 + .. + LW,
per cui
Q@D =22+ . +X2>0 ¢ Q@ =—pi —..—pu2<0

il che e assurdo. Pertanto, t = p e quindi la tesi. [

Si osservi che come conseguenza della dimostrazione del Teorema di Sylvester,
date una forma bilineare simmetrica reale ¢ ed una sua qualsiasi base ortogonale
{€1,...,€,}, il numero degli €; per cui (&, &) & positivo, negativo, nullo, non
dipendono dalla particolare base.

Procedendo come nel Corollario 1.4.6 si ottiene il risultato seguente.

Corollario 1.4.10 Ogni A € S,,(R) é congruente ad una matrice diagonale della
forma (1.4.5), dove r =rg(A) e p é un intero compreso tra 0 e r dipendente solo

da A.

Per il Teorema di Sylvester, se () ¢ una forma quadratica su uno spazio vetto-
riale reale V,,, allora esiste una particolare base B = {71, ...,t,} di V,, rispetto
alla quale, per ogni vettore © = ). x,0; € V,;:

QF)=ai+..+al—al —..— (1.4.6)
dove p ed r sono interi tali che 0 < p < r, che dipendono solo da Q).

Definizione 1.4.11 L’espressione (1.4.6) si dice forma normale di Q). Gli
intert p, T —p ed n—r st dicono rispettivamente indice di positivita, di nega-
tivita e di nullita di Q. La terna (p,r —p,n —r) prende il nome di segnatura
di Q.
Una forma quadratica @) si dice

e definita positiva se Q(T) > 0 per ogni ¥ € V, ¥ # 0;

e semidefinita positiva se Q(Z) > 0 per ogni ¥ € V;

e semidefinita negativa se Q(r) < 0 per ogni ¥ € V;

e definita negativa se Q(Z) < 0 per ogni ¥ € V, ¥ # 0;

e indefinita se non ¢ semidefinita positiva o negativa.
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Analoga terminologia si applica alla forma bilineare simmetrica ¢ corrispondente

a Q.

Dal Teorema di Sylvester segue che le possibili forme normali delle forme
quadratiche non nulle, distinte per segnatura, sono le seguenti:

Definita positiva
Semidefinita positiva
Definita negativa
Semidefinita negativa
Non degenere

Indefinita

Forma quadratica

Q(T)

Q(F) = —af — .. — a7}

Q) =—ai—..—a},r<n
Q(T) = 22 + .. +:17§—x12)+1
QT) =i+ ... +a) — x5,

— ... — X

— X

Segnatura

2
n
2
T

In particolare, per n = 2, se ) non ¢ la forma nulla, si hanno le seguenti forme

normali:

Definita positiva

Forma quadratica

Semidefinita positiva Q(T) = 23,
Definita negativa Q(T) = —a? — 23
Semidefinita negativa Q(T) = —23,
Indefinita (non degenere) Q(7) = 2% — 23

Per n = 3, e () diversa dalla forma nulla, risulta:

Definita positiva
Semidefinite positive

Definita negativa
Semidefinite negative

Indefinite non degeneri

Indefinita degenere

Forma quadratica
Q(T) = 2? + 23 + 23

Q(T) = 22 + 22,

1 2
Q(z) = a7,
Q(7) = —x] — x5 — a3
Q(f) = _$%7
QEf; = :L; — x§ — a:§
Q(T) = x] — 3

Segnatura

Segnatura

w
=
o]

R~ o oo~
F RN~ WD O
OO~ O N~
D

AN N N N N N N N N

Se Q(7) = X'AX & una forma quadratica reale, allora @) & congruente ad una
matrice della forma (1.4.5) per il Teorema di Sylvester. Pertanto ¢ ben posta la

seguente definizione:
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Definizione 1.4.12 Sia A € S,(R). Allora A si dice definita positiva, se-
midefinita positiva, semidefinita negativa, definita negativa, non de-
genere o indefinita, se, rispettivamente, Q(T) = X'AX ¢ definita positi-
va, semidefinita positiva, semidefinita negativa, definita negativa, non degenere o
indefinita.

Corollario 1.4.13 Se A € S, (R), allora A ¢ definita positiva se e solo se esiste
P € GL(n,R) tale che A= PTP.

DIM. Per il Teorema di Sylvester, A € S,,(R) & definita positiva se e solo se &
congruente a I,,, cioc A= PTI,P=PTP con P € GL(n,R). I

Definizione 1.4.14 Sia A € K™". Per ogni k = 1,...,n, si chiama minore
principale di ordine k il determinante della sottomatrice A, di A, ottenuta
eliminando le ultime (n — k) righe e le ultime (n — k) colonne di A.

Teorema 1.4.15 (Criterio di Sylvester) A € S,(R) é definita positiva se e
solo se per ogni k =1, ...,n il minore principale di ordine k di A é positivo.

DIM. Sia A € S,,(R) definita positiva. Consideriamo la forma quadratica su
R™ definita positiva Q(Y) = Y*AY individuata da A rispetto ad una fissata base
B di R*. Per k = 1,...,n, si consideri la forma quadratica su R* definita da
Qr(X) = X'A,X. Per ogni X = (x1,...,7) vettore di R¥, si consideri il vettore
di R™ definito da & = (1, ..., 2,0, ...,0). Allora,

k
Qr(X) = X'AX =) agar; = X'AX = Q).

ij=1

Pertanto, (), e definita positiva poiché () ¢ definita positiva. Ma allora A; e
definita positiva, e per il Corollario 1.4.13 esiste P, € GL(k,R) tale che A, =
PI'Py,. Quindi, det Aj, = det (PkTPk) = det (Pk)2 >0 perognik=1,..,n.

Viceversa, supponiamo ora che per ogni k£ = 1,...,n il minore principale di
ordine k di A sia positivo, e proviamo che A e definita positiva. Procediamo per
induzione su n.
(n = 1): 'asserto ¢ banalmente vero.
(n —1 = n): Si considerino la forma quadratica Q(Z) = X*AX, il sottospazio Y
di R™ costituito dai vettori ¥ = (yi,...,...yn_1,0) e la forma quadratica su R™"™!
definita da

Qn—l(y) = YtAn—1Y>

cony = (yi, ..., ...yn—1). Segue dallipotesi induttiva che @Q,,_; & definita positiva.
inoltre, Q(7) > 0 per ogni ¥ € Y, poiché @Q,,_1(y) = Q(¥). Per il Teorema 1.4.7,
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esiste una base ortogonale B’ = {é},...,é€,} di R™ tale che, per ogni ¥ = > vy;é;,
si ha

Q) = Myt + Aays + o+ Ay,
con \; < Ag < ... < \,. Dal Corollario 1.4.8 segue che det A = (det P)2 AMAg - Ay,
dove P ¢ la matrice di passaggio dalla base B alla base B’.
Sia quindi X = L(€é}, €3). Poiché dimY =n—1edim X = 2, si hadim XNY > 1.
Scegliamo quindi @ € X NY, @ # 0. Allora, Q(&) > 0, ed esistono wy,wy € R
tali che W = w€] + wq€5. Dunque,

0 < QW) < Mwi + dw; < Xy (wi + w})
da cui segue che 0 < Ay < ... < \,. D’altra parte, 0 < det A e quindi
0< A Ay,

in quanto det A = (det P)2 Az A, Quindi, 0 < A < Ay < ... < \,. Ne segue
che
Q) = Myt + Aoty + . + Ay > 0

per ogni i # 0, ossia, A ¢ definita positiva. O

Esercizi 1.4.16 1) Si determini la forma bilineare simmetrica ¢ € Bg(R?), tale
che ker(¢) = {Z = (1,29, 23) € R® : 22y — 29 + 23 = 0} ¢ Q((1,0,—1)) = 3.
Determinare la segnatura di ¢ e la sua forma normale.

2) Sia ¢ € Bs(R?) avente come matrice associata rispetto alla base canonica
B, la matrice

ho —1 2
A= -1 3 &k |,
2k —6

con k,h € R.

(a) Determinare h # k per cui dim(ker(¢)) = 1 eu = (0,1,—-1) L 7 =
(2,0,—1).

(b) Per tali valori di h # k, trovare la forma canonica di Q = Q, e classifi-
carla.

3) Sia o € Bs(R?) tale che ker(p) = L(d = (1,2,1),0 = (1,—1,0)) e Q(w) =
2, dove W = (1,0, 1).

(a) Determinare la matrice A associata a @ rispetto alla base canonica.

(b) Classificare ) e trovarne la forma canonica.

(c) Specificare la base rispetto alla quale sussiste tale forma canonica.



Capitolo 2

Spazi Vettoriali Euclidei

In questo capitolo lo studio delle forme bilineari simmetriche si specializza al caso
particolare, ma particolarmente rilevante, degli spazi vettoriali euclidei.

2.1 Definizione e relative proprieta

Definizione 2.1.1 Sia V uno spazio vettoriale reale. Un prodotto scalare é
una forma bilineare simmetrica definita positiva (,) di V. La coppia (V,{,)) st
dice spazio vettoriale euclideo (o, in breve, spazio euclideo).

Esempio 2.1.2 L’applicazione
R R - R
(Z,9) = T-§=n151+ . + Toln

e un prodotto scalare su R™, detto prodotto scalare standard.

Esempio 2.1.3 Lo spazio di vettori geometrici di V3, munito del prodotto scalare
definito da:

i~

0 se

1]/1|]| cos (m) sed

—

U-U=

ol o

ov =0,
# U,

LN

e uno spazio vettoriale euclideo.

Esempio 2.1.4 Dalle proprieta degli integrali seque che

(f.9) = / f(2) g(z) de. (2.1.1)

¢ un prodotto scalare su Cg [a,b] (spazio delle funzioni continue da [a,b] in R).

30
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2.2 Norma di uno spazio euclideo
Definizione 2.2.1 Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. La funzione
IV —R, Z— |z = (Z,T)

si dice morma indotta dal prodotto scalare (,). il numero reale ||Z|| > 0 si dice
norma del vettore 7.

Teorema 2.2.2 (Disuguaglianza di Schwarz)
Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. Allora, per ogni U, € V risulta

(@, @) | < (o] ]l

e l'uguaglianza vale se e solo se U e W sono paralleli.

Siano a = (W, W) e b = — (¥, w). Allora
0 < {a¥ + b, av’ + b)) = a® (T, T) + 2ab (v, W) + b* (0, )
= <U7, 217>2 <?77 U) -2 <U7, 217> <Uv U_j>2 + <Uv u_j>2 <U7, U7>
= <ZB, w> (<u_ja w> <177 ’U> - <’U: 217>2)

Poiché @ # 0, si ha (@,@) > 0 e quindi (7,@)° < (7,0) (W, @), ciod
(@, @) | < ||

Si noti che (v, w)” = (U,7) (W, W) se e solo se (at+ bw, av + bwf) = 0 e cio si
verifica se e solo se U = —(b/a)w, essendo a = (W, w) # 0. O

Proposizione 2.2.3 La norma || || gode delle sequenti proprieta:
1. ||Z]| > 0 per ogni Z € V, e ||Z|| = 0 se e solo se = 0;
2. || AZ]| = |A| ||Z]] per ogni A € R e & € V;

3. NZ+ 9 < |Z|| + |J]] per ogni Z,y € V (disuguaglianza triangolare).
inoltre ['uguaglianza vale se e solo se X e §f sono paralleli.

DIM. Gli asserti (1) e (2) seguono immediatamente dalla definizione di norma.
Proviamo l'asserto (3).
Dalla disuguaglianza di Schwarz segue che se &,y € V, allora

- 12 =12 - —12 =12 — -2
12+ 91" = 21"+ 2 + 171" < 12" + 2 {2, )| + 7]
—(12 d —| —12 — —
< 1217+ 202 gl + 11917 < (2] + 1191)

e quindi |[Z+ 7| < ||#] + [|7]]- Inoltre, vale I'uguaglianza se e solo se

{2, y)| = ||7]| ||7]] e quindi se e solo se & e i sono paralleli. O
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Definizione 2.2.4 La coppia (V,|| ||) si dice spazio normato.

Siano &,y vettori non nulli di uno spazio vettoriale euclideo V. Allora

Lag)| < 1, ossia
[ENEDD

o )
—lzHigl
Poiché cos|jon : [0,7] — [—1,1] ¢ invertibile, esiste un unico § € [0, 7] tale che
(Z,9)

cosf = T Allora
Z|||7|

(7.7 = arccos (M)

1] 11371l

si definisce angolo convesso (non orientato) individuato da Z e . Pertanto,
come nel caso dei vettori geometrici, in un qualsiasi spazio euclideo avremo

(z,y) = [1Z] |7 cos (Z, 7). (2.2.1)
Esempio 2.2.5 Si consideri il prodotto scalare standard di R*:

<f» ?j>1 = T1Y1 + T2Y2 + T3Ys + T4Ys.

Siano ¥ = (1,1,0,1), ¥ = (1,1,—1,0) e calcoliamo l’angolo 0, individuato da essi
rispetto a tale prodotto scalare. Avremo:

T 2
0, = arccos (Sx’—wj) = arccos —.
1] 11971l 3

Ora, suR* si consideri il prodotto scalare definito da

1

. 1
(Z, )2 = BRats + 522 + Z3Y3 + T4Ys- (2.2.2)

L’angolo 0y individuato dagli stessi vettori T, v é:

r 1
6 = arccos (M) = arccos — = 0 = Z
1Z][5 171], 2 3

Si considerino, infine, i vettori wy = (1,1,1,1) ewy = (1,0,0, —1). Questi vettori
sono ortogonali rispetto al prodotto scalare standard, mentre rispetto al prodotto
scalare (, )y determinano l’angolo:

0 = arccos (M) = arccos (—L> )
[ [|, [| 2l 3v2
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Teorema 2.2.6 Siano T,y due vettori di uno spazio vettoriale euclideo, allora:

1. (Teorema di Carnot) |7 + g||° = ||Z||° + |71 +2||@]| || 7]| cos 8, dove 6 ¢
I’angolo convesso (non orientato) individuato da T e y;

2. (Teorema di Pitagora) |7+ 7| = |Z|* + ||7]]” se e solo se & ed § sono
ortogonali.

DIM. Dall’'uguaglianza (2.2.1) abbiamo che

1Z+917 = @+7.7+9) =7+ 17>+ 2(Z.9)
= @1+ 1711° + 212 |17]] cos o,

dove 6 & 'angolo convesso (non orientato) individuato da @ e . Inoltre, || + 7||* =
|Z||”> + [|7])” se e solo se (Z,7) = 0, cio¢ se Z e ¢ sono ortogonali. []

Un vettore # di uno spazio vettoriale euclideo (V,(,)) si dice versore se

|Z]| = 1. In particolare, se & # 0, allora € := I%H si dice versore associato a .

2.3 Basi ortonormali

Un insieme finito di vettori {¥}, 0a, ..., 0} di V si dice ortogonale se (v;,v;) =0
per ognii,j =1,....t, con i # j.

Un insieme finito di vettori {7y, ¥s,...,7;} di V si dice ortonormale se ¢ un
insieme ortogonale e vale che ||t;|| = 1 per ognii =1, ...,¢.

Se dimV = n, una base ortonormale ¢ una base B = {é},...,é,} tale che
(€i,€j) = 0;; per ogni i,j =1,...,n.

Proposizione 2.3.1 Se {¥),s,...,0;} € un insieme ortogonale di vettori non
nulli di V, allora {0y, Vs, ...,T;} € un insieme linearmente indipendente. Inoltre,
se dim'V = n, un insieme ortogonale di n vettori non nulli di V e una base
ortogonale.

DIM. Siano Aq,...,A; € R tali che \v; + Aty + ...\ 0 = 0. Allora per ogni
J=1,..,trisulta

¢ t
0= <Z >\ﬂ7i,’Uj> = Z/\i (U, Uj) = Ny,
i=1 =1

e quindi {¥}, ¥y, ...,7;} & un insieme linearmente indipendente. In particolare,
se dimV = n, un insieme ortogonale di n vettori e linearmente indipendente
massimale, cioe una base. [
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Se B = {é1, ..., €,} € una base ortonormale di V,,, allora Mg((,)) = I, quindi,
rispetto a tale base,

(Z,9) = 2191 + oo + T Yn.

In altre parole, la rappresentazione di {, ) rispetto ad una fissata base ortonormale
e la stessa del prodotto scalare standard dei vettori di R™ rispetto alla base
canonica di quest’ultimo.

Teorema 2.3.2 Ogni spazio vettoriale euclideo V,, possiede basi ortonormali.

DIM. Poiché (,) e definito positivo, segue dal Teorema di Sylvester che esiste
una base B’ tale che Mp/((,)) = I,,. Ovviamente, B’ ¢ allora una base ortonormale

di V,,. U

Il seguente teorema descrive un algoritmo per costruire basi ortonormali a
partire da basi di uno spazio vettoriale euclideo finitamente generato.

Teorema 2.3.3 (di Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt)
Sia {0y, ...,U,} una base di uno spazio vettoriale euclideo V,,. Allora, l'insieme

— — — w
{€1,...,e,},dove & = Ty €

wy, = Vi,

- - k—1 (T)0;) —

Wy = U — > <Jf—f_>wj, k> 2,
¢ una base ortonormale di V,,.

DIM. Dimostriamo per induzione su k che L(#, ..., 0;) = L(t, ..., W) e che
W # 0 per ogni k = 1,...,n. Per k =1 la tesi & banalmente vera. Supponiamo
vera la tesi per k — 1 e proviamola per k.
Supponiamo per assurdo che ), = 0. Allora,

e pertanto Uy € L(Wy, ... wW_1) = L(U7, ...Ux_1) per I'ipotesi induttiva. Quindi v, &
combinazione lineare di vy, ...0x_1. Ma cio ¢ assurdo, poiché {}, ...0x_1, Uk} € un
sottoinsieme della base {071, ..., ¥, }, e quindi linearmente indipendente. Pertanto,
Wy # 0.

Si noti che

—»

Al (U, W;)

ks ] it
= —Wy + E ——
= (W;, W;)

e quindi ¥}, € L(uh,...,w). Pertanto, L(7y,...,0) C L(w,...,0). D’altra
parte, risulta L(w,...,Wx_1) C L(01,...,0x_1) per lipotesi induttiva e quindi
Wy € L(u?l, '-->U7k—1777k) - L(ﬁl, ,Uk) Pertanto L(ﬁl, ,Uk) = L(Qﬁl, ,Qﬁk)
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Proviamo ora per induzione su k che wj, ¢ ortogonale a w; perogni j =1,....,k—1.
(Se k =1 non dobbiamo dimostrare nulla.) Se k¥ = 2 abbiamo
Ug,Wy) , .
@)
(uh, W)

(i3, 1) = < S

Ora supponiamo vera la tesi per k — 1 e proviamola per k. Infatti, per ogni
j=1,...k —1 vale che

-1 ,5 5 k—1 AR
(W, W) = <Uk:_ <,’ f>wi,wj> (U, wj) Z wz,wﬁ

o (i, @)

Pertanto, abbiamo completato la dimostrazione per induzione. In particolare, per
k = n concluderemo che {wj,...,w,} € un insieme di n vettori, tutti non nulli,
a due a due ortogonali. Quindi {, ...,w,} & una base ortogonale di V,, per la
Proposizione 2.3.1. Conseguentemente, {€, ..., €,} € una base ortonormale di V,,.
O

Esempio 2.3.4 Consideriamo il prodotto scalare su R* definito da:

1
(Z,9) = —1’1y1 + 2x2y2 + T3Y3 + TaYas.

Applicando il procedimento di Gram-Schmidt ai vettori

U = (17 1, -1, _1)7 Uy = (17 L1, 1)7 U3 = (_17 -1, —1, 1)7 Uy = (L 0, 0, 1)7

ottentamo:
U_;I = _)17
=V2— 755 =V + = —(2,2,1,1
Wg = Vg < 17w1>w1 o 3w 3( ),
— — <_’37U_J)1> — <_)3,U_]'2> N - 1 N 1 5
= Us = — 75 S W = = —wy = (0,0, —1, 1),
W3 = U3 <ﬁ17w1>w1 (s, ﬁ2>w2 U3z + S + 502 ( )
Wy = Uy — (01, wh) oy — (Uy, W) Dy — (v, Ws) B
_'17/(1_)’1 _‘27 _)2 1173,?173
( ) ( ) ( )
1 1 1 1
= —wy — —wy — —w3z = = (1, =1, 0,0
U4+6w1 gW2 = 5Ws 2(, ,0,0)



CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI EUCLIDEI 36

Quindi {w, Wy, Ws,Ws} € una base ortogonale, e {€1,€s,€3,€,} € una base orto-
normale di R*, dove

7 1 7 3
T C (1,1, -1, -1, f= 2 V3

"l V3 27 @l 3v2

. ws 1 - Wy
BSZT:_((L 07 _1a 1)a €4 =
@3] V2

Esercizio 2.3.5 Sia ¢ € Bs(R?), determinata rispetto alla base canonica B di
R? da

o

(2,2,1,1),

— = (1, -1, 0,0).
|||

2 -1 0
A=Mpp)=| -1 1 -1
0 -1 3
(a) Provare che ¢ é un prodotto scalare (usare il criterio di Sylvester).

(b) Determinare una base ortonormale per ¢.

Proposizione 2.3.6 Siano B = {é},...,€,} una base ortonormale di V, e
— n — . .
Z=3._, x;€; un generico vettore di V. Allora,

x; = (T, €;) perognii=1,..,n.

DIM. Per ogni ¢ =1, ...,n abbiamo

n n
<IE, €i> = E Zj€j, €4 = E $j(5j7; = T; O
j=1 j=1

Proposizione 2.3.7 Siano V uno spazio vettoriale euclideo (non necessaria-
mente di dimensione finita) e W = W, un qualsiasi sottospazio vettoriale finito-

dimensionale di V. Allora, V=W & W+,
DIM. Sia {é}, ..., €} una base ortonormale di W. Sia ¢ € V, e consideriamo
W= (V,€1) €1 + ... + (U, €,) €.

(la proiezione ortogonale di ¥ su W). Allora, ¢ = & + (U — ), e proviamo che
T—w € W+, dimostrando che ¥ — 10 & ortogonale a €;, per ogni i = 1, ..,r. Infatti:
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per cui, ¥ — @ € W+. Quindi, V= W + W+=_ Inoltre, WNW+ = {6}, essendo
il prodotto scalare (,) definito positivo. O

Osservazione 2.3.8 Siano V uno spazio vettoriale euclideo ed U un suo sotto-
spazio di dimensione finita. Dalla Proposizione 2.3.7 seque che per ogni vettore

T €V esistono e sono unici i vettori Ty € U, Tyr € U™, tali che T = Ty + Fyo.
Data una base ortonormale {éi, ...,€.} di U, esplicitamente abbiamo
— r N
-) Ty = Zi:l (7, €;) é;

) fys =7 — Ty

Definizione 2.3.9 [ vettori ¥y e Xy si dicono protezioni ortogonali di T su
U e U, rispettivamente.

La seguente proposizione illustra la natura della matrice di passaggio tra basi
ortonormali.

Proposizione 2.3.10 Siano B = {&,,...,é,} ¢ B' = {¢., ..., } due basi di uno
spazio vettoriale euclideo V,, e sia P la matrice di passaggio da B a B'. Se B ¢
ortonormale, allora B’ é ortonormale se e solo se P'P = I,,.

DIM. L’ i-esima colonna della matrice P rappresenta le coordinate di e_’;
rispetto a B. Quindi, €, = >, ppi€). Allora,

/\
S
wm\ {

n n n
> = <thi€hazpkj€k> = Z PhiPkj (€h, €n)
h=1 k=1

h,k=1

= Z phipkj5hk: = thiphj-
h=1

hk=1

Quindi, <ez,ez-> ¢ uguale al prodotto della i-esima riga di P* per la j-esima

colonna di P. Pertanto, <e_i», e_;-> = ;5 se esolose P'P =1,. O

Esercizi 2.3.11 1) Consideriamo uno spazio vettoriale euclideo (V,g) ed una
sua base ortonormale B = {vy, Uy, U3 }.

(a) Determinare UL, dove U = L(@l = T, — U, W = —T) + 20y — 203)

(b) Determinare una base ortonormale di (V,g), formata da vettori di U e di
U+

(c) determinare ’espressione esplicita di py1 (proiezione ortogonale su U™L).
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2) In R*, munito del prodotto scalare standard, si consideri il sottospazio
W = L('l71, 172,173), dove

771 = (_1707 _17 _1)7 172 = (_1707270)7 773 = (_17 17072)

(a) Determinare W+,

(b) Determinare una base ortonormale di R*, formata da vettori di W e di
W+,

(c) determinare lespressione esplicita di py,1 (proiezione ortogonale su W+).

3) Sia g € Bs(R*) determinata rispetto alla base canonica B di R* dalla
matrice

A= Mg(g) =

O O ==
S O N =
w
|
—_

(a) Provare che g é un prodotto scalare.
(b) Determinare una base ortonormale per g.

(¢) Determinare la proiezione ortogonale (rispetto a g) del vettore

Z=(1,0,1,-1) su S ={F € R*: 1 = 25 = 0}.



Capitolo 3

Endomorfismi Simmetrici

In questo capitolo vengono analizzate le principali proprieta dell’aggiunta di
un’applicazione lineare, e degli endomorfismi simmetrici (o autoaggiunti).

3.1 Applicazione aggiunta

Teorema 3.1.1 Siano (V,,(,)) e (Wy,,(,)) spazi vettoriali euclidei e sia
f :V, — W,, un’applicazione lineare. Allora esiste un’unica applicazione
lineare f*: W,, — V,,, tale che

(f(0), @) = (T, f*(w))
per ogni v € V,,, W € W,,. L’applicazione f* é detta applicazione aggiunta
di f.
DIM. Sia @ € W,, esia f: V,, — R definita da 0,5(7) = (f(¥),w)". Poiché

N . JARN .1 N LD
f ¢ lineare e (,)" e bilineare, segue che 0z ¢ una forma su V,,, cioe 65 € V. Per
il Teorema di Riesz, esiste un unico 7 € V,, tale che 05(v) = (¥, ).
Consideriamo quindi

ffW,,—V,, wr— T.

Allora, (f(7),w)" = 04(0) = (v,%) = (T, f*()) per ogni v € V,,, % € W,,. Cio
prova l'esistenza e l'unicita di f*. Rimane da provare che f* e lineare. Siano
A1, A2 € R e Wy, wy € W,,,. Allora per ogni vettore v € V,, vale che:

(@, f* (Mt + Aoa)) = (f(0), My + Aoa) = My (f(D),51)" + Ng (£(7), o)’
= M (T f7 (@) + Ao (0, £ (i2))
= (T, 0 f* (@) + Ao f* (1))

1) +

quindi f*( Ay + Aws) = Ay f* (W Ao f* (W), cioe f* e lineare. O

39
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Corollario 3.1.2 Siano B = {¢;};_, e B'={é;}\", basi ortonormali di (V,, (,))
€ (Wm,(,>') spazi vettoriali euclider rispettivamente, e sia f : V, — W,,.
Allora

Mp 5(f*) = Mpp/(f)".

DIM. Siano A = Mpp(f) e A = Mp p(f*), allora A = (a;) e

A = (d] ) Quindi a’J ¢ la i-esima componente di f*(€}) rispetto alla base B,
pertanto aj; = < £ ez> essendo B una base ortonormale di V,,. Quindi

a;j:<f*(%)75i>:<é;7 > —<f ), ],> = Qj;
essendo < f(&),ée;, > la j-esima componente della decomposizione di f(€;) rispetto

alla base ortonormale B’ di W,,,. O

Teorema 3.1.3 Siano f* e g* le applicazioni aggiunte di f e g rispettivamente.
Allora si ha che

(fog) =g"of"
DIM. Siano f, g applicazioni lineari e f*, g* le rispettive applicazioni aggiunte.

Per ogni Z,i € V,,:
((f 2 9)(@), ) = (Z,(f 0 9)"(¥)).
D’altra parte,

((fog9)(@),9) = {f(g(D)), 9) = (9(Z), [*(¥)) = (T, 9" (f* (1))
=(Z,(9" o f*)(¥))-

Pertanto (Z, (f o ¢)*(¥)) = (%, (¢* o f*)(¥)) per ogni Z, 4§ € V,, e quindi
(fog) =g'of. O

Esercizio 3.1.4 Determinare [’espressione esplicita dell’applicazione aggiunta
delle sequenti applicazioni lineari (considerando su R™ il prodotto scalare stan-
dard):

(a) [:R® =R, (2,y,2) = (22— 2,31,y — 22,2 + y);
(b) f:RY = RS, (21,20, 23,34) = (04 — 23,221, 01 + To + T4);
(c) f:RY =R, (21,29, 73,74) = (T4, 271 — T3, 71, T2 + T4g).
Analizzeremo due classi di endomorfismi particolarmente rilevanti: quelli che

coincidono con 'aggiunta (endomorfismi simmetrici o autoaggiunti), e quelli in-
vertibili la cui inversa coincide con 'applicazione aggiunta (isometrie lineari).
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3.2 Endomorfismi simmetrici o autoaggiunti

Definizione 3.2.1 Sia (V,,,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. Un endomorfi-
smo f:V, — V, si dice simmetrico (o autoaggiunto) se e solo se

(f(2),9) = (%, F (7))

per ogni T,y € V,. Quindi f é simmetrico se coincide con la sua applicazione
aggiunta.

Esempio 3.2.2 Sia U un sottospazio di uno spazio vettoriale euclideo finitamen-
te generato V. Allora, la proiezione ortogonale p : & — Ty € un endomorfismo
simmetrico. Infatti, posto p(¥) = ¥y e p(y) = yu, si ha:

(p(Z),¥) = (20, — Ju + Ju) = (Tu, ¥ — Ju) + (Tu, Yu) = (& p(¥)),
in quanto (Tu,J — Ju) = 0 essendo §f — gy € UL,

Teorema 3.2.3 La matrice che rappresenta un endomorfismo simmetrico f di
V., rispetto ad una base ortonormale {€}, ...,€,} € una matrice reale simmetrica.

DIM. L’asserto segue dal Corollario 3.1.2. [

Proposizione 3.2.4 Consideriamo uno spazio vettoriale euclideo (V,,(,)) ed
un endomorfismo simmetrico f : V,, — V,. Se f ¢ invertibile, allora f=! ¢
stmmetrico.

DIM. Siano Z,y € V,, e v, W € V,, tali che & = f(v) e y = f(w). Allora:

(f7H@), ) = (0, f(@)) = (f(0),w) = (&, (7). O

Se f ¢ un endomorfismo simmetrico di V, la funzione Q)5 : V — R definita da

Q¢(Z) = (f(2), %), perognideV, (3.2.1)

si dice forma quadratica associata ad f.
Se V ha dimensione n, ¥ = (21, 23, ..., 23) € V,, e A = (a;;) ¢ la matrice associata
a f rispetto ad una base ortonormale, allora:

Qf(f) = Z aij:z:ixj = XtAX

1,j=1
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Teorema 3.2.5 Dato uno spazio vettoriale euclideo V,, di dimensione finita, esi-
ste una corrispondenza biunivoca tra gli endomorfismi simmetrici di V,, e le forme
quadratiche su V,,.

DIM. f individua @Q; attraverso la (3.2.1). Viceversa, data (), proviamo che
esiste un unico endomorfismo simmetrico f corrispondente ad essa. Infatti, basta
osservare che

QT +y) = (f(T+9), T+ y) = Q@) + (f(2),4) + (7, [(¥) + Q),

e, essendo f simmetrico,

(F(). ) = QU +i) ~ Q@) - Q). T

3.3 Autovalori di un endomorfismo simmetrico

In questo capitolo analizzeremo le proprieta fondamentali relative agli autovalori
di un endomorfismo simmetrico.

Teorema 3.3.1 Le soluzioni dell’equazione caratteristica di una matrice reale
simmetrica sono tutte reali.

DIM. Sia P4(\) = det(A— AI,) il polinomio caratteristico associato alla matrice
A € S,(R). Come conseguenza del Teorema fondamentale dell’algebra, P 4(\)
¢ interamente decomponibile in C. Pertanto, sia A\; = a; + ¢b; una soluzione di
P 4(N\) = 0. Si consideri il sistema lineare omogeneo di n equazioni in n incognite

(A= A1,)X =0.

Esso ammette almeno una soluzione Z; = X; +:Y; € C*!, con X;,Y; € R™! non
entrambi nulli. Quindi,

AZl = >\1Z1
cioe
A(Xl -+ ’lYl) = (a1 —+ Zbl)(Xl -+ ZYl)
Uguagliando le parti reali ed immaginarie si ottiene il sistema:

AX) = a1 Xy — b)Y,
AYl = b1X1 -+ alYl.
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Sia f I'endomorfismo simmetrico di R™, munito del prodotto scalare standard,
avente A per matrice associata rispetto alla base canonica. Allora,

f(Xl) =a; X7 — D017,
f(m) = lel + QI}/I-

Pertanto:
(f(X1),Y1) = a1 XqY1 — by |4 )%, (X1, f(V1)) = bi[| Xa|* + a1 X,
e quindi
by ([|X1]]> + [Y2]]?) = 0.

Poiché almeno uno tra X; e Y; ¢ non nullo, risulta || X ||* + [|Y1]|> > 0. Quindi
by =0, cioe, \; € R. [

Corollario 3.3.2 Sia f un endomorfismo simmetrico dello spazio vettoriale eu-
clideo (V,(,)). Allora tutte le soluzioni dell’equazione caratteristica di f sono
real.

DIM. Se B & una base ortonormale di (V,,{(,)), allora Mg(f) & simmetrica.
Poiché vale P;(\) = P4(\), la tesi segue dal Teorema 3.3.1. [

Teorema 3.3.3 Sia f un endomorfismo simmetrico di (V,, (,)). Se A1, A2 sono
due autovalori distinti di f, allora gli autospazi V(A1) e V(A2) sono ortogonali.

DIM. Siano Z € V(A1) ey € V(A\3) con Ay # Ay. Allora f(Z) = MiZ e f(§) = A\ov.
Poiché f & simmetrico vale che:

MZ,g) = (f(2), ) = (T, [(§)) = (T, Aat))-

Quindi
(A1 = Xo)(Z, 9) = 0,
da cui si ha che (Z, %) = 0 essendo \; # Ay. O

Teorema 3.3.4 (spettrale) Sia f un endomorfismo simmetrico di (V,,(,)).
Allora esiste B base ortonormale di autovettori di f. In particolare, f é semplice,
ovvero Mg (f) é una matrice diagonale.

DIM. Procediamo per induzione sulla dimensione n dello spazio vettoriale.

Per n =1 la tesi e banalmente vera.

Supponiamo I’asserto vero per n — 1 e dimostriamolo per n. Sia A\; un autovalore
reale di f, la sua esistenza e garantita dal Teorema 3.3.1. Sia u; un autovettore
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di f, di norma 1, relativo a Ay, e sia V,,_; il sottospazio di V,, ortogonale ad ;.
Si consideri la restrizione f), di f al sottospazio V;,_1. Se T € V,,_4, allora

<f<f)>ﬁ1> = (f,f(ﬁ1)> = <fa /\1ﬁ1> =0,

vale a dire che f(Z) € V,,_;. Pertanto, V,,_; & f-invariante, e la restrizione i
¢ un endomorfismo di V,,_; (ovviamente simmetrico, poiché f & simmetrico).
Per l'ipotesi induttiva, esiste una base ortonormale {s, ...1,} di V,,_1 costituita
da autovettori di fi, (e quindi di f). Ma allora, {d, ..., 42} ¢ la base or-
tonormale di V,, cercata. Rispetto a tale base I’endomorfismo simmetrico f &
rappresentato dalla matrice:

A O 0
0 Ao 0

Mp(f) = C 0 D
0O 0 0 X

n

Se Z ha componenti (1, s, ..., T, ) rispetto alla base ortonormale di autovettori
{ty, Uy, ..., 1, }, allora

F(Z) = Marily + Aoty + ... + ATyl

e quindi
Q@) = (f(2),7) = DN SR W/ (3.3.1)

La (3.3.1) ¢ detta forma canonica della forma quadratica associata ad

1.

Osservazione 3.3.5 Si noti che la forma canonica di Q)¢ € completamente deter-
minata dagli autovalori di f. Di consequenza, se A é la matrice che rappresenta
una forma quadratica Q) (equivalentemente, una forma bilineare simmetrica @), e
quindi 1l corrispondente endomorfismo simmetrico rispetto ad un fissato prodotto
scalare, allora:

e per scrivere () in forma canonica e sufficiente determinare gli
autovalori di A;

e per stabilire la segnatura di Q (equivalentemente, di ) basta stabilire il
segno degli autovalori di A (“Regola di Cartesio”);

e per determinare una base rispetto a cui sussiste tale forma canonica si devo-
no determinare gli autospazi di f (corrispondenti alle soluzioni dei sistemi
omogenei (A — X)X =0, per ogni autovalore A di A).
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Esercizio 3.3.6 Si consideri lo spazio euclideo (R3,-).

a) Determinare una base di R® rispetto a cui la forma quadratica
QR =R, (2,9,2) > y°+4dyz+42%

assume forma canonica, e descrivere tale forma canonica.

b) Determinare la segnatura della forma quadratica
QR =R, (z,9,2) 2zy+y> +4yz + 422

Definizione 3.3.7 Un endomorfismo simmetrico f di V,, si dice semidefinito
positivo se tutti i suoi autovalori sono non negativi, e quindi Q ¢(Z) > 0 per ogni
T € V,,. In particolare, f si dice definito positivo se tutti gli autovalori di f
sono strettamente positivi.

Sia f un endomorfismo simmetrico semidefinito positivo e sia B = {éj,...,€,}
una base ortonormale di autovettori per f. Consideriamo 1’endomorfismo di V,,
rappresentato rispetto alla stessa base B dalla matrice

VA1 .0
0 VX ... 0

5 .0

0 0 0 VA,
Chiaramente, e anch’esso un endomorfismo simmetrico di V,,, detto radice qua-
drata di f e indicato con v/f. Il nome ¢ giustificato dal fatto che \/f & semide-
finito positivo e v/f o/f = f.
Rispetto ad una qualsiasi base B l'’endomorfismo +/f sara rappresentato da
una matrice Mp(y/f), in generale non diagonale, ma che comunque verifica

Mp(V)? = Mg([).

Esercizio 3.3.8 Per ciascuno dei sequenti endomorfismi simmetrici f : R" —
R™ dello spazio euclideo (R™,-), determinare una base ortonormale di autovet-
tori e, se esiste, l'operatore radice quadrata \/f. Determinare inoltre la forma
canonica della corripondente forma quadratica.

(a) RO =R f(r,y,2) = (42,20 +y,—2).
(b) f:R3 — R3 determinata rispetto alla base canonica da
1 3 0

A=13 -2 -1
0 -1 1
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(c) f:R3 — R3 determinata rispetto alla base canonica da

0
)

(d) f:R> = R3 determinata dalla forma quadratica
Q(z,y,z) = 8% + 5y? + 522 — 4wy — 4wz + 8yz.

(e) f:R* — R* determinata rispetto alla base canonica da

Esercizio 3.3.9 Consideriamo uno spazio vettoriale euclideo (V,g) ed una sua
base ortonormale B = {0y, Uy, U3}. Sia Wy il versore corrispondente al vettore
W= —v; + 20y — 203.

Provare che f:V =V, &+ & — 2¢g(Z, W)Wy, € un endomorfismo simmetrico,
e determinare una base ortonormale di autovettori per f.



Capitolo 4

Isometrie, trasformazioni
ortogonali e movimenti

In questo capitolo si considerano le trasformazioni degli spazi vettoriali eucli-
dei, compatibili con il loro prodotto scalare (isometrie lineari, trasformazioni
ortogonali) e con la loro distanza (movimenti).

4.1 Isometrie. Spazi euclidei isometrici.

Definizione 4.1.1 Siano (V,g) e (W, h) due spazi vettoriali euclidei. Una iso-
metria lineare da V in W ¢ una applicazione lineare f : V. — W che ne
preserva 1 prodotti scalari, cioe, tale che

h(f(@), f(@) = 9(Z,9),  per ogniZ,j € V.

Osservazione 4.1.2 Si deve prestare attenzione al fatto che diversi testi usa-
no il termine “isometria” con differenti significati. In alcuni casi, si sottintende
l'aggettivo lineare, chiamando isometria quella che nella precedente Definizione
abbiamo chiamato isometria lineare; in altri, per isometria si intende una applica-
zione, non necessariamente lineare, che conserva la distanza indotta dal prodotto
scalare (cfr. la sezione “Movimenti”).

Per evitare fraintendimenti, in questa sezione parleremo di isometrie (lineari) nel
senso della precedente Definizione, mentre nei paragrafi successivi, occupandoci di
endomorfismi che conservano il prodotto scalare e di applicazioni che conservano
le distanze, useremo rispettivamente la terminologia “trasformazione ortogonale”
e “movimento”.

Osservazione 4.1.3 Poiché conserva il prodotto scalare, un’isometria lineare
trasforma vettori ortogonali (rispettivamente, ortonormali) in vettori ortogonali
(rispettivamente, ortonormali).

47
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Lemma 4.1.4 Siano(V,g) e (W, h) due spazi vettoriali euclidei e f: V — W
una isometria lineare. Allora f é iniettiva.

DIM. Se & € ker f, allora f(Z) = 0. Pertanto,
0= h(f(@), f(2)) = g(z,7) = ||7][;,
da cui segue che # = 0 e quindi che f & iniettiva. OJ

Proposizione 4.1.5 Siano(V,g) e (W,h) due spazi vettoriali euclidei e f :
V — W una applicazione lineare. Allora, sono equivalenti le sequenti affer-
mazionu:

i. f € una trasformazione ortogonale;
ii. || f(@)|n =74, per ogni ¥ € V.
DIM. “(i) = (i7)”: Banale: per ogni ¥ € V:
1F@)n = VR(F(@), [(2) = Vg(@ D) = |7,

“(ii) = (1)”: Segue subito dalla identita di polarizzazione. [

Proposizione 4.1.6 Siano (V,g) e (W,h) due spazi vettoriali euclidei ed
f V. — W una isometria lineare. Se f ¢ invertibile, allora f= & ancora
un’isometria lineare.

DIM. E’ ben noto che l'inversa di una applicazione lineare, quando esiste,
¢ anch’essa lineare. Sia ora f~! Iinversa di una isometria lineare f : V — W.
Dati due arbitrari vettori i1, %> € W, siano &, Zs € V, tali che ¢; = f(&;), per
1 =1,2. Allora:

g(f 7 @), f @) = g(f T (F(@0), [ (f(32))) = g(@1, 72) = h(f(31), F(72))

e quindi f~! & anch’essa un’isometria (lineare). [J

Definizione 4.1.7 Due spazi vettoriali euclidei (V,g) e (W, h) si dicono iso-
metrici se esiste un’isometria lineare invertibile f : V. — W.

Osservazione 4.1.8 E’ facile verificare che [’essere isometrici ¢ una relazione di
equivalenza nella classe degli spazi euclidei.

E’ ben noto che due spazi vettoriali di dimensione finita (definiti sullo stesso
campo) sono isomorfi se e solo se hanno la stessa dimensione. L’analogo risultato
per gli spazi vettoriali euclidei e il seguente
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Teorema 4.1.9 Due spazi vettoriali euclidei (V,,,g) e (W, h) di dimensione
finita sono isometrici se e solo se hanno la stessa dimensione.

DIM. La condizione & ovviamente necessaria, perché una isometria lineare
invertibile e in particolare un isomorfismo, e due spazi vettoriali di diversa di-
mensione non sono nemmeno isomorfi.

Viceversa, supponiamo che n = m. Dal Teorema 1.4.4, (V,,g) e (W,,h) am-
mettono delle basi ortonormali B = {7y, ...,t,} e B' = {u),...,w,}. Definiamo

f:v. - W

T=) w0 = o vl

(ossia, l'applicazione lineare determinata univocamente da f(v;) = w; per ogni
indicei = 1,...,n). Dalla sua definizione segue facilmente che f ¢ lineare. Inoltre,
f(B) = B, e quindi f ¢ invertibile.

Infine, tenendo conto del fatto che sia B che B’ sono basi ortonormali, risulta,
per ogni T =Y | 0, § = D5, y;v; € V!

(), (1) = oo zaysh(i, W) = Y20 6y = D002 2y 9 (03, 05)
= 9(Z.9).

Quindi f ¢ un’isometria, lineare e invertibile per cui (V,,g) e (W,,h) sono
isometrici. [J

Come conseguenza del Teorema 4.1.9, a meno di isometrie esiste un unico spazio
vettoriale euclideo di assegnata dimensione finita n:

Corollario 4.1.10 Per ogni n € N, ogni spazio vettoriale euclideo (V,,g) €
isometrico a (R",-).

Di conseguenza, senza perdere di generalita, e sufficiente studiare le proprieta di
(R™,-) per avere le corrispondenti informazioni su ogni spazio vettoriale euclideo
avente la stessa dimensione.

Osservazione 4.1.11 La definizione di isometria si puo estendere a spazi vetto-
riali (V, ) e (W, 1)) muniti di arbitrarie forme bilineari simmetriche. L’argomen-
to usato per dimostrare il Teorema 4.1.9 si estende ad arbitrarie forme bilineari
simmetriche: (Vy, ) e (Wi, 1) sono isometrici se e solo se ¢ e hanno la stessa
segnatura (st noti che in particolare, in tal caso n = m).

Nel caso di spazi vettoriali reali, questo risultato si puo dedurre dal Teorema di
Sylvester.
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4.2 'Trasformazioni ortogonali

In questa sezione viene analizzata un’importante classe di automorfismi di uno
spazio vettoriale euclideo: le trasformazioni ortogonali. In particolare, vengono
classificate in dimensione 2 e 3.

Definizione 4.2.1 Sia (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo. Una trasfor-
mazione ortogonale di (V,(,)) é una isometria lineare f : V — V, ossia, un
endomorfismo di 'V che ne preserva il prodotto scalare:

(f@), @) =(Z,9),  per ogniZ,j € V.
Esempio 4.2.2 Se V,, = U@ U*, allora l’'endomorfismo

f:UspU+t - UgU*

f:fU—i—fUJ_ — fU—fUL,
e una trasformazione ortogonale, detta stmmetria ortogonale rispetto a U.
Infatti, poiché (Ty, 1) = (Tyr,yu) =0, si ha:

u) + (TuL, o)

= (Tu, Ju) = (Tu, Jur) —
j u) + (Tus, Jur)

—

Tyl
= (Zu, yu) + (Tu, Yur) + Ty
(@,

)
Ty + Ty, Yu + YuL) =

Esercizio 4.2.3 Provare che f dell’Esempio 4.2.2 ¢ anche un endomorfismo
stmmetrico.

Ogni trasformazione ortogonale € iniettiva, come conseguenza del Lemma 4.1.4.
Di conseguenza, se lo spazio euclideo ha dimensione finita, una trasformazio-
ne ortogonale ¢ necessariamente un automorfismo. Proviamo ora la seguente
caratterizzazione.

Teorema 4.2.4 Siano (V,,(,)) uno spazio vettoriale euclideo e f : V,, — V,
un endomorfismo. Allora, sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) f & una trasformazione ortogonale;
(i) | f(@)] = [|Z]l, per ogni T € Va;
(ii1) f*=f".
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DIM. L’equivalenza di (i) e (i7) vale piu in generale (cfr. Teorema 4.1.5).
“(i4) = (d¢i1)” f ¢ iniettiva per il Lemma 4.1.4, ¢ quindi invertibile, essendo
V,, di dimensione finita. Siano ¥,y € V,,, allora vale che

(@ [ (f(9) = (f(D), ()>
1F @) + F@I* = 11 = IF @)

(
(
@+ DI = IF@N = 1F @)
(17 + 71" = 121" = 171*) = (&, 5)-

1
2
1
2
1
2

Pertanto
(@91 (@) =0
per ogni T,y € V,,. Allora ¢ = f*(f(%)) per ogni ¢ € V,,, cioé f* = f~1.

“(i11) = (4)” Siano #, 5 € V,, e sia f tale che f* = f~! allora
(f(@), f)) =& f(f()) = (& 9. O

Proposizione 4.2.5 Siano (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo ed f una tra-
sformazione ortogonale. Allora f conserva gli angoli.

DIM. Essendo f una trasformazione ortogonale, si ha (tenendo conto del
punto ii. dell’ultimo Teorema)

= flo — arccos M = arccos \%,9) = ?
(7@, 1) = Qﬂ@WﬂMO (www) s

Osservazione 4.2.6 Mostriamo con un controesempio che il viceversa non va-
le. Sia f(¥) = pZ, con p # —1,0,1 (omotetia o dilatazione). Allora f é una
trasformazione che conserva gli angoli. Infatti:

<ﬂ57@»=mmw(iﬁill%):M@%(ﬂiﬁ@)

Hf(i)wf( J) . quwHprH
Yy T,y
:m““(pwmm):“““<wwm)
— @9
D’altra parte, se [ fosse una trasformazione ortogonale, allora dovrebbe valere
2] = LA (@) = |plll]],

per ogni T, e quindi p = 1, contrariamente a quanto assunto.
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Teorema 4.2.7 Se A ¢ un autovalore reale della trasformazione ortogonale f di
V.., allora A = +£1.

DIM. Sia f una trasformazione ortogonale e supponiamo che \ sia un autovalore
reale di f ed ¥ # 0 un autovettore ad esso relativo. Allora,

12 = W@ = IAZ] = (A2,
e quindi [A| = 1 essendo ||Z]| # 0. Pertanto, A = +£1 O

Osservazione 4.2.8 [l Teorema non asserisce che le trasformazioni ortogonali
hanno sempre autovalori reali!
Si consideri ad esempio in R?, munito del prodotto scalare standard, 'applicazione

f tale che
= (1 ).

dove B é la base canonica. E’ facile verificare che f e una trasformazione orto-
gonale. Tuttavia, f non ha autovalori reali poiché il suo polinomio caratteristico
P¢(\) = A2+ 1 non ha zeri reali.

Esempio 4.2.9 Se V,, = U @ U, la simmetria ortogonale
f: U Ut - U U, =iy +dyL — f(Z) =Ty — Ty,
e un endomorfismo simmetrico, e quindi semplice. Infatti:
e se U=V, allora U+ = {0} e quindi f = Id;
se U={0} e ULt =V, allora f = —1Id.

Nei restanti casi non banali (U # V,,{0}), siano By e By. basi orto-
normali di U e di Ut rispettivamente. Allora, B = By U By. é base
ortonormale di V,,, rispetto alla quale

s = (% )

dove k = dim U.

Proposizione 4.2.10 Siano B una base ortonormale di uno spazio vettoriale
euclideo (Vp, (,)) e f una sua trasformazione ortogonale. Allora, A = Mp(f) ¢
una matrice ortogonale, cioé A® = A~1,

DIM. Segue dal Corollario 3.1.2 e dal punto (7iz) del Teorema 4.2.4 [J
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Teorema 4.2.11 Dato uno spazio vettoriale euclideo (Vy, (,)), l'insieme
O(V,) = {f| f é una trasformazione ortogonale diV,}
e un gruppo rispetto alla composizione di funzioni.

DIM. Date f,g € O(V,,), vale, per ogni Z,y € V,,,

((fog)(@), (f o 9)(®) = (f(9(D)), F(9(¥))) = {9(Z), 9(¥)) = (Z,9),

pertanto f o g € O(V,). Inoltre, la composizione di funzioni & associativa, e
I'identita appartiene a O(V,,). Infine, se f € O(V,,), allora f ¢ invertibile per il
Teorema 4.2.4, e f~1 (ovviamente lineare) ¢ ancora una trasformazione ortogonale
per la Proposizione 4.1.6). O

Esempio 4.2.12 Mostriamo, attraverso un controesempio, che (O(V,), o) non
e in generale un gruppo abeliano.

Siano f,g € O(R?) rappresentati, rispetto alla base canonica B di R?, dalle
sequenti matrici:

sinf cos6

Mg(f) = <(1) _01) , Mp(g) = (0089 —sine) (0] 0401

Allora:
1 0 cos) —sinf\ [ cosf) —sind
0 —1 sinf@ cosf | \—sinf —cosh)’
mentre
cosf@ —sinf 1 0\ [cost sinf
sinf cos@ 0 —1/) \sinf® —cosf)/"
Consideriamo

O(n) :=0(n,R) ={A € M,(R) : AtA = I},
allora e facile vedere che:

e O(n,R) & un gruppo (detto gruppo ortonormale di ordine n) rispetto al
prodotto righe per colonne di matrici;

e s¢e A € O(n,R), poiché A'A = I, dal Teorema di Binet segue che det A =
+1.
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Teorema 4.2.13 Sia B una base ortonormale di (V,,, (,)). Allora, lapplicazione
F:0(V,) — O(n,R),
f = Mg(f)
e un isomorfismo di gruppi.

DIM. F ¢ ben posta per la Proposizione 4.2.10: la matrice associata ad una
trasformazione ortogonale, rispetto ad una base ortonormale, & ortogonale. Siano
f,9 € O(V,,) e B una base ortonormale di V,,. Allora:

F(fog) = Mp(f og) = Mp(f)Mp(g) = F(f)F(g).

Pertanto, F' € un omomorfismo di gruppi.

Sia f € ker F'. Allora F(f) = I, e quindi f = Idy,. Pertanto F' & iniettiva.
Infine, sia A € O(n,R) tale che A = Mp(f) dove B ¢ una base ortonormale di
V,. Allora, dalla definizione di applicazione aggiunta si ha:

(F(@), f(@) = (&, [T (7)),
cioe, essendo B ortonormale,
(AX)' - (AY) = X' (A*AY),

dove A* = Mp(f*). Ma A* = A" per il Corollario 3.1.2. Quindi, poiché A €
O(n,R), abbiamo

(f(@).f(7) = (AX)"- (AY) = X'+ (A'AY) = X'V = (Z.§),

cioe f e una trasformazione ortogonale. Pertanto F' e suriettiva. Quindi F' € un
isomorfismo di gruppi [

Teorema 4.2.14 Una matrice reale simmetrica A si puo diagonalizzare mediante
una matrice ortogonale P, cioe data A € S,(R) esiste P € O(n,R) tale che

D =P 'AP = P'AP
sia diagonale.
DIM. Siano A € S,(R) e
f:R" = R, X = AX

il corrispondente endomorfismo simmetrico di R", determinato da A rispetto alla
base canonica. Per il Teorema spettrale, f ammette una base ortonormale B’ =
{€i, ..., e_;;} di autovettori, e la matrice P del cambiamento dalla base canonica a B’
(entrambe ortonormali) ¢ una matrice ortogonale (Proposizione 2.3.10). Pertanto,

D= Mp(f)=P 'AP=P'AP O

Vale anche il risultato inverso:
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Teorema 4.2.15 Se A ¢ una matrice reale che si diagonalizza mediante una
matrice ortogonale, allora A é simmetrica.

DIM. Sia A una matrice diagonalizzabile mediante una matrice ortogonale P.
Allora esiste una matrice diagonale D tale che D = P*AP. Pertanto A = PDP?
e quindi

A" = (PDP')' = (P')'D'P' = PDP' = A O

Teorema 4.2.16 (di Decomposizione Polare)

Sia f : V,, = V, un automorfismo di uno spazio vettoriale euclideo V,. Allora,
esistono e sono univocamente determinati due endomorfismi simmetrici definiti
positivi o, : V,, = V,, ed una trasformazione ortogonale r : V,, — V,,, tali che

f=roy (decomposizione polare destra),

f=wor (decomposizione polare sinistra).

gli endomorfismi simmetrici sono definiti da:

p=vfof, W=vfof"

DIM. Iniziamo osservando che f*f = (f*f)* ¢ un endomorfismo simmetrico
di V,,. Inoltre, & definito positivo. Infatti, ((f*f(Z)),Z) = (f(Z), f(&)) > 0 se
Z # 0, essendo f invertibile. Allora esiste I'endomorfismo ¢ = /f*f, che ¢
simmetrico e definito positivo, quindi invertibile. Inoltre =1 ¢ simmetrico per la
Proposizione 3.2.4 ed ¢ ancora definito positivo.
Definiamo ora r = f o ¢!, Si ha:

rror=(fog ) o(fog ) =(p) 0 f 0 fop™
=(p ) op’opt=pTlop’op!
:[an7

per cui r ¢ una trasformazione ortogonale. Pertanto f = r o ¢, dove r ¢ una
trasformazione ortogonale e ¢ ¢ un endomorfismo simmetrico definito positivo.
Proviamo ora l'unicita di tale decomposizione. Supponiamo che esistano r; tra-
sformazione ortogonale e ¢; endomorfismo simmetrico definito positivo, tali che
f =ri0p. Allora,

ffof=(riop) o(riop)=¢iorfor op =¢i

e quindi ¢; = /f*o f = ¢, da cui segue anche banalmente che r; = fo ;' =
fopt=r.

L’esistenza e 'unicita della decomposizione polare sinistra si dimostrano applican-
do esattamente lo stesso argomento, partendo pero dall’endomorfismo simmetrico
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definito positivo ff*.
Poiché in questo caso la trasformazione ortogonale viene definita da 7 = ¢! o
f, completiamo la dimostrazione provando che 7 = r. Infatti, consideriamo

I'endomorfismo
1 *

o i=ropor ' =ropor.

Allora:

e ¢’ & un endomorfismo simmetrico, in quanto
(Qpl)* — (T’OQOO?”*)* — (7“*)*090*07"* :TOQO*OT'* 290/.
e ' ¢ definito positivo. Infatti, per ogni ¥ € V,,, ¥ # 0:
(¢'(%), %) = (ropori (i), @) = (por(Z),r (7)) > 0,
essendo ¢ definito positivo e (%) # 0 (r* & un isomorfismo e & # 0).

Ma ¢ =rogpor! percui ¢ or =rop=f =1 of. Allora, 'unicita della
decomposizione sinistra implica che ¢’ =y e 7 =1r. O

Corollario 4.2.17 Sia A € GL(n,R), allora esistono e sono univocamente de-
terminate due matrici reali simmetriche definite positive A, e Ay ed una matrice
ortogonale R, tali che

A=RA,  A=AyR.

Osservazione 4.2.18 (Motivazione geometrica del nome di “Decompo-
sizione Polare”.)

Consideriamo R?> = C con il suo prodotto scalare standard. Consideriamo I’au-
tomorfismo f di R? individuato dal prodotto per un numero complesso = € C
(z #0), che, come & ben noto, in forma polare é completamente descritto dal suo
modulo p > 0 e dal suo argomento 6:

z = p(cosf + isin ).
Sia ¥ =z + iy € R? = C. Allora:

f: R — R?
T — zZ = (xpcosh —ypsinb) +i(xpsinf + ypcosh).

Pertanto, rispetto alla base canonica B = {€1 = 1, =i}, abbiamo

Mp(f) = pcost —psin@\ (p 0\ [cos —sinf\ (cosf —sind) (p O
BVUI =\ psin®  pcos® )~ \0 p) \sin® cos® ) \sin® cosé 0 p)’
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cioé, Mp(f) = RU =WR, con
cosf) —siné
f= <sin9 cos 0 )
che rappresenta una trasformazione ortogonale (esattamente, la rotazione antio-

raria dell’angolo ), mentre
(P Y
v-w=(5 )

determina un endomorfismo simmetrico definito positivo.

Quindi, assegnato un numero complesso non nullo z = p(cos + isin@), l'azione
complessiva di f(¥) = 2T su un qualsiasi vettore ¥ € R? ¢ la risultante di due
azioni: modificare di un fattore p la norma di ¥ (omotetia), e ruotare di un angolo
0 la sua direzione (rotazione).

Esempio 4.2.19 Si consideri l'automorfismo f di R? rappresentato, rispetto alla
base canonica, dalla matrice:

Siano U, W due matrici reali simmetriche definite positive ed R matrice ortogo-

nale, tali che
A= RU =WR,

con U =+A'A, e W =+ AAL

Determiniamo la decomposizione polare destra. Si ha:

AtA:( )

La matrice AA* ha autovalori \y = 1 e Ay = 4; una base ortonormale di autovet-

oo wtloo
o wio

tori ¢ B' = {e€},eL}, con e = \%(—2, 1) eel, = \%(1,2).
L’endomorfismo u = \/f*f, individuato da U rispetto alla base canonica di R?, é

rappresentato , rispetto alla base B', dalla matrice diagonale

, (10
=0 8)

avente come elementi della diagonale 1 e 2 cioe le radici quadrate di Ay e Ao

rispettivamente. Pertanto risulta
1 /(-2 1
), COnP—%(l 2),

ST TN
[SINIGII N

U=PUP = (
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da cui seque che

2
- 5
R:AU1:<§ Z>
5 5

W:AthAtR:<

e quindi

Esercizio 4.2.20 Determinare la decomposizione polare di
f:R¥ — R?
(z,9,2) = 3(BV3+1)z+ B+ V3)y, (V3—-3)z+(3V3 - 1)y, 22)

Osservazione 4.2.21 Sia f = ru = wr un automorfismo di Vs con u,w en-
domorfismi simmetrici, e r una trasformazione ortogonale. Siano €1, €, €3 tre
autovettori a due a due ortogonali dell’endomorfismo u relativi agli autovalori
positivi A1, Ao, A\3. Fssendo r una trasformazione ortogonale, si ha che

(el = [Ailllell,

cioé le rette (a 2 a 2 ortogonali) individuate da €1, €y, €3 sono trasformate da f
in altre tre rette, ancora fra loro ortogonali, ed ogni vettore di tali rette subisce
mediante f una “dilatazione” data da A;.

4.2.1 Trasformazioni ortogonali di ordine 2

Sappiamo dal Teorema 4.1.9 che tutti gli spazi euclidei di dimensione 2 sono
isometrici tra loro e ad R? munito del prodotto scalare standard. Andremo ora
a descrivere le matrici ortogonali di ordine 2 e le corrispondenti trasformazioni
ortogonali che queste rappresentano rispetto a basi ortonormali.

Teorema 4.2.22 Ogni matrice ortogonale di ordine 2 ¢é della forma
cosf) —siné cosf sinf
Fo = <sin0 cos 0 > © So = <sin0 — cos 9)

con 0 =] — 7, m|.
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DIM. Sia A € O(2,R) e sia f : R? — R? trasformazione ortogonale tale che
A = Mg(f), dove B = {€},é,} ¢ una base ortonormale di R? munito del prodotto
scalare standard (,). Allora

f(e1) = a1€1 + ag és,
f(€2) = a12€1 + axnés.
Poiché || f(€1)]| = ||é1]] = 1, si ha
1= <CL11€1 + azlgz, CL11€1 + a21€2> = afl + agl =1.

Pertanto, a3, = 1 —a%, < 1, per cui esiste § =] — 7, 7] tale che a;; = cosf, as =
sinf. Per lo stesso motivo, da ||f(€)| = ||€] = 1 segue che esiste w =] — 7, 7]
tale che a9 = cosw, a1p = sinw. Infine,

0 = (e, )= (f(e1), [(€2)) = anaiz + aziaz
= cosfsinw + sinf cosw = sin(w + 0)

e quindi w = —60 oppure w = —6 + 7. Nei due casi abbiamo, rispettivamente,
cosf —sinf cosf) sinf
o = (sin9 cos 0 ) ¢ So = (sin9 —0089> -
Proposizione 4.2.23 Ogni matrice Ry rappresenta una rotazione di un angolo
6.

DIM. Sia & € R?, & # 0. Allora, # = ||&||[(cos 6)é; + (sin §)é,]. Consideriamo il
vettore colonna delle componenti di # rispetto alla base canonica {&, ey} di R%:

_ (17l cos3
X = (||:E||sin5 :
Allora:

0 —sing\ (7] cosd ﬁ 0 cosd — sinfsin
RyX — (cos sin ) (Hchos ): 12 ((cos cos sin 6 sin ))

sinf  cosé ||Z]| sin & (cos@sind + sin b cos 6)
oy fcos(@+6)\ Ly [cos(8+6)
= 117l (sin(@ + 6)) = |17l (Sin(ﬁ +0) =

Corollario 4.2.24 R, e R, sono le uniche rotazioni di R?> che ammettono au-
tovalori real.
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DIM. L’equazione caratteristica
0 = det(Ry — A5) = (cosf — \)* + sin* 0

ha soluzioni reali solo se sinf = 0, da cui # = 0 oppure § = 7w. Nei due casi,

rispettivamente abbiamo A =1e A = —1.
Quindi, Ry = (é (1)) e R, = (_01 _01) sono le uniche rotazioni che

ammettono autovalori reali. [J

Proposizione 4.2.25 Ogni matrice ortogonale Sy rappresenta una simmetria

ortogonale rispetto alla retta che forma un angolo convesso di 3 radianti con la

retta orientata individuata da €; (asse x).
DIM. L’equazione caratteristica di Sy ¢ A>—1 = 0, e quindi Sy ammette autovalori

A = —1 e Ay = 1. Inoltre, essendo Sy simmetrica, abbiamo R? = V(1) L V(—1).
Esplicitamente,

I 0
V(l) = L(771), U = (COS 5) e+ (Sin 5) €, e ||771|| =1

Infatti:
0 0 ) .0
. COS — cos B cos — + sin @ sin —
g — cosf)  sin6 21 2 2
U1 = \ging@ —cosf N 0 9
sin — sin @ cos — — cos 0 sin —
2 2 2
g7 0
CoS — = Z
B 5 COS 5|
- 0 o]
o— 2 7
Sin ( 2> Sin 5

0 0
Infine V(—1) = L(¥,), con Uy = (— sin 5) €1+ (cos §> €,. Infatti abbiamo che
Ty L ¥ e ||th|| = 1. Per ogni & = x,0] + 1205 € R?, abbiamo
Sg.’f = Sg(.ﬁElUl + 1’2?72) = $159171 + .1'289/172 = .1'1171 — 513'2?72.

Pertanto, Sy ¢ una simmetria ortogonale, rispetto alla retta vettoriale individuata

da 771, il quale forma un angolo convesso di 2 radianti con L(é}). O

I risultati precedenti sono sintetizzati nel seguente
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Teorema 4.2.26 Data f € O(R?), esiste una base ortonormale B tale che
Mpg(f) é una delle sequenti matrici:

(o) @ (G ) oo enal oo (3 5):

sinf cos6
1 0
w (o )

4.2.2 Trasformazioni ortogonali di ordine 3

Teorema 4.2.27 Data f € O(R3?), esiste una base ortonormale di R® tale che
Mpg(f) é una delle sequenti:

1 00
Ai=101 0],
0 01
1 0 0
Ay =0 cos —sinf | conb €| —m,x[, 0 #0,
0 sinf cosf
1 0 0
As=10 -1 0|,
0 0 -1
1 0 0
Ay;=10 1 0 |,
00 -1
-1 0 0
As=1 0 cosf —sin@ | conb €] —m,x|, 0 #0,
0 sinf cos#
-1 0 O
As=1 0 -1 0
0 0 -1

DIM. Siano A € O(3,R) e f : R® — R3 una trasformazione ortogonale tale
che A = Mp(f) con B una base ortonormale di R? (ad esempio quella canonica).
Sappiamo che

P4(\) = det(A — A3) =0

e un’equazione di terzo grado a coefficienti reali. Siccome le radici dell’equazione
caratteristica sono a due a due complesse coniugate, almeno una soluzione \; &
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autoconiugata, ossia reale.
Poiché A & ortogonale, \; = £1. Sia €] autovettore di norma 1 di A relativo a A,
e consideriamo Fy := L(€)*. Sia ¥ € E,, allora

(f(@).é) (@), f(e)) = (T, é1) =0

(61):::t€1 f T.O.

cioe f(Z) € Fy. Pertanto Fy é f-invariante. Considerato quindi E5 con il prodotto
scalare indotto, vale che

f|E2 : E2 — EQ

¢ una trasformazione ortogonale di Fs, il quale & isometrico a R? per il Teo-
rema 4.1.9. Pertanto, dal Teorema 4.2.26 segue che esiste By = {é5, €3} base

ortonormale di Fy, rispetto a cui Mp, ( 1 E2> assuma una delle forme (1)-(4).

Per \; = 1 otteniamo corrispondentemente che rispetto alla base ortonormale
B’ ={é1,é,e5}, f sirappresenta con una delle matrici A;—A, dell’enunciato.

Se Ay = —1, escludendo i casi che si riconducono ad A;—A4 dopo un rior-
dinamento dei vettori di B’, si aggiungono i casi corrispondenti a (2) e (3),
rappresentati rispetto a B’ dalle matrici A5 ed Ag rispettivamente.

In conclusione, A ¢ simile (nonché congruente) ad una delle matrici A;, i =
1,...,6, cioe esiste P € O(3,R) tale che

A; = P'AP.
Osservazione 4.2.28
i. A; = I3 rappresenta l'identita Igs su R3;
ii. Ay rappresenta la rotazione intorno alla retta vettoriale L(€});
iii. Aj rappresenta la simmetria ortogonale rispetto alla retta vettoriale L(€});
iv. A, rappresenta la simmetria ortogonale rispetto al piano vettoriale L(€}, €3);

v. As rappresenta una rotosimmetria, ossia la composizione di una rotazione
intorno alla retta vettoriale L(€}) con la simmetria ortogonale rispetto al
piano L(e})* = L(&, &), in quanto

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 cosf —sinf| =0 cosf —sinf 0 1 0];
0 sinf cosé 0 sinf cosé 0 0 1

vi. Ag = —1I3 rappresenta —Ips.
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Metodo per classificare le trasformazioni ortogonali di ordine 3.
Le trasformazioni ortogonali f € O(R3) si classificano considerando il sottospazio
vettoriale dei vettori fissi di R? rispetto ad f:

U={7cR® : f(¥) =7}
I casi possibili sono i seguenti:
I) dimU = 3: allora Mp(f) = Ay = Is;

II) dimU = 2: allora Mp(f) = Ay ed f & la simmetria ortogonale rispetto al
piano U,

III) dim U = 1: allora

(a) Mp(f)= Ay ed f & la rotazione intorno alla retta U, oppure
(b) Mp(f) = As ed f ¢ la simmetria ortogonale rispetto alla retta U.

I due casi sono distinti dal fatto che, rispettivamente, A = —1 non sia oppure
sia anch’esso autovalore di f.

IV) dimU = 0: allora

(a)” M ( )= A5 ed f ¢ la rotosimmetria determinata dalla retta vettoriale
{:E . f(Z) = =7}, oppure

(b)” M ( ) = —Is.

I due casi sono distinti dalla molteplicita algebrica dell’autovalore A = —1.

Poiché le matrici A;,7 = 1, ..,6, sono matrici ortogonali, vale che det A; = 1. In
dettaglio, det A; = 1 per i = 1,2,3 e det A; = —1 per ¢ = 4,5,6. Pertanto, si
ottiene il seguente teorema.

Teorema 4.2.29 ( di Eulero) Ogni trasformazione ortogonale f di R3 con de-
terminante > 0 ammette un asse di rotazione, cioe, esiste una retta r tale che
f(Z) =& per ogni & € 1 e f| | ¢ una rotazione (di un angolo 0 €] —m,7]).

Esercizio 4.2.30 In (R3,-), si consideri, al variare di o € R, "endomorfismo
f: R — R3
(r,y,2) %(— 20 + o — 2z, o — 2y — 2z, —2x — 2y+a2).
(a) Determinare ['unico valore reale di o per il quale f € O(R3).

(b) Determinare il sottospazio U dei punti fissi di f ed interpretare geometri-
camente f.

(¢c) Determinare U+.
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4.3 Movimenti

Definizione 4.3.1 Sia (V, (,)) uno spazio euclideo. L’applicazione

d:VxV — R
(75 = [I17-7l

si chiama distanza indotta dalla norma di (V,(,)).

Dalle proprieta della norma scaturiscono immediatamente le seguenti pro-
prieta della distanza.

Proposizione 4.3.2 Per ogni ,y,7 € V:

(i) d(@,§) = d(7,7);

(i) d(Z,y) > 0, e l'uguaglianza si ha se e solo se & = .
(i) d(Z,9) < d(Z,2) + d(Z,7).

Definizione 4.3.3 Siano (V,(,)) uno spazio vettoriale euclideo e d la corrispon-
dente distanza. Una applicazione f : V — V si dice movimento se conserva
le distanze, ossia se per ogni T,y € V si ha

d(f(7), [(7)) = d(Z,7)

Si noti che f non e necessariamente un’applicazione lineare. Consideriamo
infatti il seguente

Esempio 4.3.4 Per ognia € V, siaT; : V — V, ¥ —— &+ d una traslazione.
Allora,

d(T5(2), Ta(9)) = |15(2) — Ta@)|| = (|7 +
T
Pertanto le traslazioni Tz sono movimenti, non lineari per ogni @ #* 0 (infatti,
Tz(0)=0+ad=a).

Esempio 4.3.5 Le trasformazioni ortogonali sono movimenti (lineari). Infatti,
sia f € O(V). Allora,

d(f(2), f(0) = l1(@) = @I = /(@ =9l = |7 = ]| = d(Z, 9)

Proposizione 4.3.6 La composizione di movimenti e un movimento.
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DIM. Siano mi, ms movimenti di V e poniamo m = msy o my. Allora, per
ogni ¥,y € V,

d(m(T), m(y)) = d((maomq)(Z), (meomi)(¥)) = d(mi(7), m(y)) = d(F,g) O

Corollario 4.3.7 Le composizioni m = Tz o f di traslazioni e trasformazioni
ortogonali sono movimenti.

Il risultato findamentale circa i movimenti di uno spazio euclideo di dimensione
finita, & che il precedente Corollario si puo invertire:

Teorema 4.3.8 Siano (V,, (,)) uno spazio vettoriale euclideo di dimensione fi-
nita e m : V,, — V,, un movimento. Allora esistono @ € V,, ed f € O(V,,), tali
che
m ="Tzo f.
DIM. Dato un movimento m : V,, — V,,, poniamo @ = m(ﬁ) movimento e
consideriamo
f:V, — V,,
Z — m(Z) —ad.
Dalla definizione di f segue subito che m(Z) = f(&) +a = (Tz o f)(Z) per ogni Z,
ossia, m = Tz o f. Per completare la dimostrazione dobbiamo quindi provare che

f € O(V,,). Osserviamo che

—, —,

£(0) = m(0) — m(0) = 0.

Completeremo la dimostrazione in diversi passi.

(I) f conserva la distanza d. Infatti:

d(f(@), f(@) = dm(@) —m(0),m(7) —m(0))
7)

(IT) f conserva la norma. Infatti, tenendo conto di (I):

IF @) = 11/(@) =0l = |l/(&) = £(O)Il = d(f (), £(0)) = d(&,0) = |7~ 0] = || .

(III) f conserva il prodotto scalare. Infatti, Poiché

— 1 — —| — —|
(@9) = 5 {IZI° + 191" = 17 = 91"}
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da (II) segue che
(@@ = 3 @I+ @I~ 1@~ @)
= S {2 + 1P — @), £
= & (1P + 132 — d(E %)
= & (IR + 11— 17— 1) = (2. 9).

(IV) f trasforma basi ortonormali in basi ortonormali. Sia B = {€;}! ; una base

ortonormale di V,, e consideriamo f(B) = {f(e;)}7,. Allora, per (III),

cioe¢ f(B) e un insieme ortonormale costituito da n vettori. Quindi, per la Pro-
posizione 2.3.1, f(B) & una base ortonormale di V,,.
(V) f & una trasformazione ortogonale. Visto che f conserva il prodotto scalare

per (III), basta dimostrare che f & lineare. Siano Z,7 € V,, e sia By = {é;},
una base ortonormale di V,,. Allora, per ogni indice 1,

(f@).f(Z+9) = f(T) - [(7)) =
= ((f(&), f(@+ ) = (f(&), f(@)) = (f(e), F(#))
= (6,7 +y) — (€, T) — (€;,5) = 0.

Pertanto, f(Z+y)— f(Z)— f(¥) € ortogonale a tuttii vettori della base ortonormale
f(By), e quindi a tutti i vettori di V,,. Ma allora f(Z + ) — f(Z) — f(§) = 0,
essendo (,) non degenere. Applicando lo stesso argomento, considerati A € R e
Z € V,,, abbiamo

(f(@), FAD) = Af(2)) = (f(&), f(AD)) = A(f (&), f(T))

per cui f(AZ) — Af(Z) € ortogonale a tutti i vettori di f(By), e quindi a tutti i
vettori di V,,. Allora f(A\Z) = Af(Z) = 0.

Per le proprieta (V) e (III), f ¢ un endomorfismo di V,, che conserva il prodotto
scalare, ossia, una trasformazione ortogonale, e questo completa la dimostrazione
poiché m =Tz o f. OJ

Il Teorema 4.3.8 permette di ridurre lo studio dei movimenti di uno spazio
vettoriale euclideo di dimensione finita, a quello delle sue trasformazioni orto-
gonali. In particolare, tenendo conto delle classificazioni che abbiamo ottenuto
per le trasfomazioni ortogonali in dimensione 2 e 3, abbiamo subito i seguenti
risultati:
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Teorema 4.3.9 [ movimenti di (R?,-) sono composizioni di traslazioni con
e rotazioni rispetto ad un punto;

e simmetrie rispetto ad una retta.

Teorema 4.3.10 [ movimenti di (R3,-) sono composizioni di traslazioni con:
e rotaziont intorno a rette;
e simmetrie ortogonali rispetto a rette ed a piani;

e rotosimmetrie rispetto a rette.

Esercizio 4.3.11 Per ciascuna delle sequenti applicazioni m : R®* — R3, descrit-
te da

1 2 2 1
([) m(x,y, Z) = (13 - 17 gy - 5\/52, g\/éy + gz + 4) .

3 4 4 3

1 1 1 1
(II1): m(x,y,z) = <§\/§x — 55y~ 2, 3% + 5\/52 + 1) :

(a) provare che m ¢ un movimento di (R3,-), e determinare @ € R e f €
O(R?), tali che m = Tz o f.

(b) Determinare il sottospazio U dei punti fissi di f ed interpretare geometri-
camente f.

(¢c) Determinare U+.
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Coniche

5.1 1l piano euclideo ampliato e complessificato

Consideriamo l'insieme R — {(0,0,0)} delle terne non nulle di numeri reali. Su
R* — {(0,0,0)}, la relazione ~ (proporzionalita), definita da

(1, 22, w3) ~ (Y1, Y2, ¥3) <= T € R — {0} : (y1, 92, y3) = (L1, tag, ta3)
e una relazione di equivalenza; 'insieme quoziente

R3 — {(0,0,0)}

~Y

P*(R) =

si chiama piano proiettivo (numerico reale).
L’applicazione
p: R? — {(07070)} - PQ(R>
(z1,02,23) = [(z1,22,73)],
che a (21,79, 23) € R* —{(0,0,0)} associa la sua classe di equivalenza, si chiama
suriezione canonica.

Sia ) I'insieme delle rette del piano euclideo II. La relazione di parallelismo
P:
Ps <= rl|ls < r=s o rnNs=»0
¢ una relazione d’equivalenza su > . Rette parallele hanno la stessa direzione.
L’insieme quoziente
X

oo = =
P
si chiama insieme delle direzioni del piano euclideo II.

Definizione 5.1.1 Si chiama piano euclideo ampliato I'insieme II = IT U i, in
cui si aggiungono ai punti del piano euclideo II, le direzioni delle rette del piano
stesso.

68
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Il legame tra il piano proiettivo ed il piano euclideo ampliato con le direzioni, e
chiarito dal seguente

Teorema 5.1.2 Esiste una corrispondenza biunivoca tra P*(R) e I = T U i.

DIM. Sia R(O,x,y) un riferimento affine su II. Si consideri I'applicazione:

kT Ui — P2(R),

definita da

V P(z,y) ell: k(P) = p(z,y,1),

V Ry € s : k(Rs) = p(b, —a,0),
dove 7 : ax 4+ by + ¢ = 0 & una retta che rappresenta la direzione R, (si osservi
che (I = b,m = —a) sono i parametri direttori della retta r).

Si prova facilmente che k£ € una corrispondenza biunivoca. Infatti, consideria-
mo p(1,zg,23) € P*(R). Se x3 # 0, si considera il punto Pz = 71,y = 22) € II,
e si ha:

k(P) = plx,y,1) = p(x1, 2, 23).

Se invece x3 = 0, si considera la retta r : ax + by +c=0con a = —x9 € b = 1.
La direzione R, di r soddisfa:

k(Roo) = P(—b, a, O) = p(ﬂﬁh T2, $3)~

Quindi, k & suriettiva.

Per dimostrare che £ ¢ iniettiva, si osserva dapprima che se due elementi di I[TU7,
hanno la stessa immagine tramite k, allora essi sono o entrambi punti del piano
euclideo, oppure entrambi direzioni.

Se P(z,y) e Q(z',y') sono due punti di II tali che k(P) = k(Q), (ossia,
p(z,y,1) = p(a’,y/, 1)), allora esiste t € R — {0} tale che 2/ = tx,y = ty,1 = t,
per cui (z,y) = (2/,y') e quindi P = Q.

Se R, ed Sy sono direzioni, definite rispettivamente dalle rette r : az +
by +c=0ed s :de+by+c =0, tali che k(Ry) = k(S«), allora si ha
p(b, —a,0) = p(b',—a’,0). Quindi, esiste £ € R — {0}, tale che t/ = tb e d’ = ta.
Ma allora r||s, e quindi Ry = Ss. O

L’applicazione k definita nel precedente teorema si chiama sistema di coordi-
nate omogenee associato al riferimento affine R(O, x,y).

Se P € llUiy e k(P) = p(x1, 22, x3), la terna ordinata (x1, za, x3) si chiama
terna delle coordinate omogenee di P; si osservi che (tzq,txo,txs), per ogni t €
R — {0}, ¢ ancora terna di coordinate omogenee dello stesso punto P.

Se P ¢ un punto del piano euclideo II, allora le sue coordinate omogenee

(1,22, 23) hanno a3 # 0; le coordinate cartesiane di P sono (z = 1,y = 2).
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Se P ¢ una direzione, per le coordinate omogenee (z1,x9,x3) di P si ha sempre
r3 = 0.

Le rette del piano euclideo ampliato IT sono i, ed i sottoinsiemi del tipo 7U Ry
(r = retta del piano euclideo, R, direzione definita dalla retta r). La retta iy
si chiama retta impropria, una retta del tipo r U R, si chiama retta propria e
si indica semplicemente con r (sottintendendo l’ampliamento con il suo punto
improprio).

Fissato su II un sistema di coordinate omogenee:

kT =T Ui — PXR)

associato ad un riferime}lto affine R(O, x,y), si puo ottenere una rappresentazione
analitica delle rette di II nel modo seguente:

e La retta impropria i, ¢ rappresentata dall’equazione x3 = 0. Infatti, tutti
i punti impropri hanno coordinate omogenee del tipo (Z1, T2, 0), che soddi-
sfano ovviamente ’equazione x3 = 0.

Viceversa, ogni soluzione non banale (z1,Z2,Z3) dell’equazione z3 = 0 &
terna di coordinate omogenee di un punto improprio.

e La retta propria r U R, di equazione cartesiana r : ax + by +c¢ = 0, ¢
rappresentata dall’equazione lineare omogenea:

ar + bl’g + cx3 = 0, (CL, b) 7& (O, 0) (511)

Infatti, tale equazione e soddisfatta dalle coordinate omogenee (b, —a, 0) di
R, e dalle coordinate omogenee (Z,y, 1) dei punti propri P(z,y) € r.
Viceversa, ogni soluzione (Z1, Zo, Z3) # (0,0,0) dell’equazione (5.1.1) & una
terna di coordinate omogenee o di un punto P € r oppure di R...

L’equazione (5.1.1) si chiama equazione in coordinate omogenee della retta r.

Si osservi che t(azy + bxy + cx3) =0, con t € R — {0}, ¢ ancora equazione in
coordinate omogenee della retta r.

Dalla precedente descrizione si ottiene facilmente la seguente

Proposizione 5.1.3 Rispetto ad un fissato sistema di coordinate omogenee, una
retta del piano euclideo ampliato 11 ¢é il luogo dei punti P, le cui coordinate omoge-
nee (T1,%2,T3) # (0,0,0) sono tutte e sole le soluzioni di un’equazione omogenea
di primo grado:

axy + bry + cx3 =0, (a,b,c) # (0,0,0).
Vale inoltre la seguente

Proposizione 5.1.4 Due rette distinte del piano euclideo ampliato hanno esat-
tamente un punto in comune.
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DIM. Siano r ed s due rette distinte di II, di equazioni rispettivamente az; +
bry + crs = 0 ed d'xy + b'xy + dx3 = 0, rispetto ad un sistema di coordinate
omogenee k. Essendo le rette distinte, la matrice

a b ¢
a b

ha rango 2. Allora, il sistema lineare omogeneo:

axy + bxry + crs = 0,
azy +bxy+dx3 =0
ammette oo® soluzioni diverse da quella banale. Se (Zi,Z2,73) ¢ una di queste
soluzioni, tutte le altre sono del tipo (tZ1, tZ2,tZ3), con t € R — {0}.
Di conseguenza, il punto P € II, di coordinate omogenee (Z1, T2, T3) € un
punto sia di r che di s, ed ¢ unico (essendo I'unico punto determinato dalle
coordinate omogenee (tZ1,tZs,tx3),t # 0). O

5.1.1 Complessificazione del piano euclideo ampliato.

Sia R(O, z,y) un riferimento affine sul piano euclideo II. Il piano euclideo II
si dice complessificato, e si indica con II¢, quando il campo di variabilitd delle
coordinate cartesiane e il campo C dei numeri complessi.

Un punto P(x,y), con z,y € C, si dice punto complesso. 1l punto coniugato di
P(z,y) ¢il punto P(Z1, To, Z3). I punti di II, o punti reali, sono i punti di II€ per
cui P = P. Quindi, i punti reali

-) hanno coordinate non omogenee della forma P(z,y), z,y € R;

-) hanno coordinate omogenee (1, z2,3) € C3, tali che esista p € C per cui
p(xh L2, I3> S R?) \ {(O’ O) 0}

Le rette di II® si definiscono nel modo seguente:

una retta complessa ¢ il luogo dei punti di II%, le cui coordinate omogenee com-
plesse sono le soluzioni (in C?) di un’equazione algebrica del tipo ax + by +c = 0,
con a,b,c € Ced (a,b) # (0,0).

Quando a, b, c € R, la retta complessa si chiama retta reale di IIC.

Ad esempio:

-) la retta r di equazione: (14 2i)x+ 3y + 1 = 0 ¢ una retta complessa; come
si puo notare, essa ha sia punti reali (ad esempio, P(0, —%)) che punti complessi
(ad esempio, Q(—15,0));

-)larettar: x—y+1 = 0 & una retta reale; essa ha sia punti reali (ad esempio
P(1,2)), che punti complessi (ad esempio, Q(7,7 + 1));
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-) larettar: x —1—2i = 0 & una retta complessa, priva di punti reali; infatti
i suoi punti sono tutti del tipo P(2i + 1,y).

Sia 7 : ax + by + ¢ = 0 una retta di II%; la retta complessa coniugata di r &
la retta 7 di IIC di equazione az + by + ¢ = 0, dove @, b, & sono rispettivamente i
numeri complessi coniugati di a, b, c. Ovviamente, r ¢ reale se e solo se r =7, e
quindi se P € r anche il complesso coniugato di P appartiene ad r.
Si osservi che r N7 = {1 punto reale} oppure r N7 = ().

Due rette 7 : ax + by +c=0ed s : a’z + by + = 0 di II€ si dicono parallele

a b

se & = & (con la solita convenzione che se uno dei denominatori ¢ 0, allora ¢ 0

anche il corrispondente numeratore).

Anche I'estensione complessa II¢ del piano euclideo II si pud ampliare con i
punti impropri, considerando l'insieme ZC delle rette di II® con la relazione di
parallelismo P. L’insieme quoziente

C
v
P
si chiama insieme delle direzions di TIC.

In modo analogo al caso reale, si definisce il piano proiettivo complesso,

considerando nell’insieme C* — {(0,0,0)} la relazione di equivalenza ~:

(w1, m2,23) ~ (Y1,¥Y2,y3) <= 3t € C— {0} : (y1,y2,y3) = (tw1, txo, ta3).

L’insieme quoziente:

C* —{(0,0,0)}

~Y

P*(C) =

si chiama piano numerico proiettivo complesso.

Fissato sul piano euclideo II un riferimento affine R(O,x,y), si consideri

I’applicazione

kT =S Uiy — P(C)
cosi definita: se P(z,y) € IS, si pone k(P) = p(x,y,1); se Ry € in & la direzione
definita da una retta r : ax + by + ¢ = 0, allora k(R) = p(b, —a,0). Allora, k
(detta sistema di coordinate omogenee) stabilisce una corrispondenza biunivoca
tra I1C Uiy, e P?(C).

L'insieme TI° = TIC U i prende il nome di estensione complessa del piano
euclideo ampliato con i punti impropri.

Le rette di TI® U i, sono i e tutti i sottoinsiemi di II€ Ui, del tipo 7 U R,
dove r & una retta del piano euclideo complessificato II¢ ed R il suo punto
improprio.

Rispetto ad un sistema di coordinate omogenee k assegnato, le rette di II®Ui,
sono rappresentate da equazioni lineari omogenee del tipo ax; + bxs + crs = 0,

con (a,b,c) # (0,0,0).
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La retta impropria i, ha equazione x3 = 0. Ogni altra retta propria r U R,
con 1 : ax + by + ¢ = 0 (equazione cartesiana di r rispetto al riferimento affine
R(O, x,y) associato a k), ha equazione ax;+bxrs+crs = 0; 'equazione ax+by+c =
0 si chiama anche equazione della retta r U R, in coordinate non omogenee.

Particolare interesse rivestono i punti impropri /,(1,7,0) e J (1, —4,0), detti
punti ciclici; una retta propria passante per un punto ciclico si chiama retta
isotropa.

Fissato un punto proprio Fp, vi sono due rette isotrope passanti per esso; se
(x0,Y0) sono le coordinate non omogenee di P, allora le rette isotrope per P,
hanno equazione (non omogenea):

Y—Yo = ii@ — o).

Come si puo notare, sono rette complesse coniugate, di coefficiente angolare +1,
aventi Fy come unico punto reale.

5.1.2 Trasformazioni affini, metriche e proiettive

Sia II il piano euclideo, con un fissato sistema di riferimento affine.

Definizione 5.1.5 Una trasformazione affine di Il ¢ una applicazione f :
[I—T1I, P(x,y) — P'(2',y'), con

/I __
x = anr + apy + i, o A— (au a12
Y = anx + azy + c2, a1 Q22

) € GL(2,R) (det A +# 0).

Quindi, le trasformazioni affini del piano sono tutte e sole le composizioni di
traslazioni e automorfismi.

Proposizione 5.1.6 L’insieme
Aff = {trasformazioni affini di 7},
con l'usuale composizione di funzioni, ¢ un gruppo.

Osservazione 5.1.7 Se consideriamo il piano euclideo I1 con un fissato sistema
di riferimento cartesiano, allora una trasformazione affine con A € O(2,R) ¢
un movimento del piano. L’insieme Iso det movimenti del piano euclideo, con
l'usuale composizione di funzioni, & un gruppo, sottogruppo di Aff.

Consideriamo ora il piano proiettivo P2

Definizione 5.1.8 Una trasformazione proiettiva di P? ¢ una applicazio-
ne [ : P2 — P2, [(z1,72,73)] —> [(2], 2, 2%)], tale che esista una matrice
invertibile A = (a;;), per cui
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.T; = Z?:l Q3525 j = 1, 2, 3.

La definizione precedente ¢ ben posta, ossia indipendente dalla terna scelta a
rappresentare le coordinate omogenee. Infatti:

() ~(y) = Fp#0: yj=px;; j=123,
quindi
Vi = Gl = Y aypts = pi 4ty = pry = (2}) ~ ()
Proposizione 5.1.9 L’insieme
Pr .= {trasformazioni proiettive di P*}

con l'usuale composizione di funzioni, ¢ un gruppo.
Proposizione 5.1.10 Zso C Aff C Pr.

Definizione 5.1.11 Una proprieta geometrica si dice
e proiettiva se ¢ invariante per trasformazioni proiettive.
e affine se ¢ invariante per trasformazioni affini;

e metrica se ¢ invariante per movimenti;

vviamente, una proprieta proiettiva ¢ an ne (ma non vicever un
Ovviamente, una proprieta proiettiva ¢ anche affine (ma no ceversa) e una
proprieta affine & anche metrica (ma non viceversa). Ad esempio:

e ogni trasformazione proiettiva trasforma punti in punti e rette in rette.
Quindi, I'essere un punto, o una retta, sono caratteristiche proiettive;

e il parallelismo di rette € una caratteristica affine, ma non proiettiva. L’essere
propri o impropri, per punti e rette, sono caratteristiche affini, ma non
proiettive;

e la perpendicolarita di rette € una caratteristica metrica, ma non affine.
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5.2 Definizione e classificazione proiettiva

In questo e nei paragrafi successivi, ’ambiente in cui si considera una conica
e l'estensione complessa o =T1Cu s del piano euclideo ampliato con i punti
impropri, su cui ¢ fissato un sistema di coordinate proiettive omogenee (x1, T2, x3),
indotto da un riferimento affine R(O, z,y) (in particolare, cartesiano ortogonale
quando intervengono questioni metriche).

. . - . o , . . =C :
Definizione 5.2.1 Si dice conica [’insieme C dei punti del piano 117, le cui
coordinate omogenee sono soluzioni di un’equazione omogenea di secondo grado,
ossia del tipo:

(1111'% + CLQQZ'g -+ a33x§ + 2@121)&'11’2 + 2(1131’11‘3 + 2@23I2[E3 = 0, (521)

dove a;j, 1,5 = 1,2,3 sono numeri reali, non tutti nulli. L’equazione precedente
si chiama equazione della conica C rispetto al sistema di coordinate omogenee
fissato.

Posto a;; = aj;, per ogni 4, j = 1,2, 3, 'equazione (5.2.1) si scrive nella forma

compatta
3
C: Z Qi iT5 = 0.
ij=1
Posto v = 71,y = 22, dalla (5.2.1) si ottiene I’equazione di C in coordinate non
3 xr3

omogenee:

C : anx® + axy?® + 26120y + 2a13% + 2093y + a3 = 0, (5.2.2)

detta equazione cartesiana di C rispetto al riferimento affine R(O, z, y) fissato.

La matrice simmetrica
11 Qa2 Q13
A= Q12 QA22 Q23

ai3 Q23 0433
si chiama matrice (dell’equazione) della conica C.
Definizione 5.2.2 La conica C, rappresentata dall’equazione (5.2.2), si dice

e generale (0 non degenere) se il polinomio che ne determina l’equazione
¢ irriducibile (nel campo dei numeri reali),

e degenere se tale polinomio ¢ decomponibile nel prodotto di due polinomi
di primo grado. In particolare, C ¢ detta

— semplicemente degenere se tali polinomi sono distinti,
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— doppiamente degenere se tali polinomi coincidono.

La suddivisione delle coniche in generali, semplicemente degeneri e doppia-
mente degeneri costituisce la classificazione proiettiva delle coniche, in quan-
to tale classificazione e invariante per trasformazioni proiettive. In particolare, &
anche invariante per cambiamenti di riferimento cartesiani.

Esempio 5.2.3 1. C; : 22 +y*> — 1 =0 ¢ generale;
2. Cy: 2? — 2wy = 0 ¢ semplicemente degenere;

3. Cy: 2%+ y? — 22y = 0 ¢é doppiamente degenere.

Osservazione 5.2.4 L’equazione (5.2.2) dipende da 5 parametri essenziali, quin-
di per determinare una conica occorrono 5 condiziont tra loro indipendenti.

Vale il seguente
Teorema 5.2.5 Data la conica C, di equazione (5.2.2), risulta:

o C ¢ generale <= rg(A) =3 <= C non contiene rette,
o C ¢ semplicemente degenere <= rg(A) =2 <= C ¢ formata da due rette distinte,
e C ¢ doppiamente degenere <= rg(A) =1 <= C ¢ formata da due rette coincidenti.

Osservazione 5.2.6 Una conica C ¢ completamente determinata dalla matrice
simmetrica A ad essa associata, che come sappiamo determina univocamente
una forma bilineare simmetrica p, o equivalentemente la corrispondente forma
quadratica @ (quella determinata dal polinomio omogeneo di secondo grado che
da lequazione della conica in coordinate omogenee). Dal Teorema precedente
discende che sono equivalenti:

1. C ¢ non degenere;
2. A é non degenere, ossia non singolare;

3. @ é non degenere.

Per l'osservazione precedente, le matrici A = (a;;)1<ij<3 ed A" = (@}, )1<n.k<3,
che rappresentano C rispetto a diversi sistemi di coordinate omogenee, hanno
lo stesso rango. Quindi, tale rango ¢ invariante per cambiamenti di riferimento
proiettivi (ossia, per trasformazioni proiettive).

Percio, si dice che rg(A) & un invariante proiettivo della conica, e si chiama rango
della conica.
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5.3 Posizioni di una retta rispetto ad una conica

Definizione 5.3.1 Siano C : ) a;jz;x; = 0 una conica generale ed r : uyzy +
UsTo+usxs = 0 una retta del piano. La retta r puo assumere tre posizioni rispetto

aC:
-) r é secante se r N C contiene due punti reali e distinti.
-) r ¢ tangente se r N C contiene due punti reali e coincidents.

-) r é esterna se r N C contiene due punti complessi coniugati.

Le intersezioni di C con r corrispondono alle soluzioni del sistema:

{ aitity =0, (5.3.1)

ULT1 + UsXo + uU3rs = 0.

Consideriamo separatamente i casi della retta impropria i, e di una retta propria.

Caso I: intersezioni con la retta impropria (Classificazione Affine).
Se r =iy : x3 = 0 & la retta impropria, allora il sistema (5.3.1) diventa

(5.3.2)

CLHI% + 2@12.7311’2 + CLQQQJ% = 0,
T3 = 0.

indichiamo con A il discriminante dell’equazione di secondo grado contenuta in
(5.3.2). Posto

11 Qai12

e _ 2 _
D33 = = Q11022 — Q19 = —A,

Q12 A22

risulta che D33 € un’invariante affine della conica (cio¢, non dipende dal sistema
di riferimento affine). Si hanno le seguenti tre possibilita:

e D33 >0 <= iy, N C={due punti complessi coniugati}.
o D33 <0 <= iy, NC={due punti reali e distinti}.
o D33 =0 <= iy, NC={due punti reali e coincidenti}.

Definizione 5.3.2 Se D33 > 0 la conica (generale) C si chiama ellisse; se D3 <
0, C si chiama iperbole; se D33 =0, C si chiama parabola.

La suddivisione delle coniche generali in ellissi, parabole ed iperboli, sulla base dei
punti all’infinito, prende il nome di classificazione affine, essendo una cartatte-
ristica affine della conica, ossia, invariante per cambiamenti di riferimento affini,
cioe, per trasformazioni affini. In particolare, &€ anche invariante per cambiamenti
di riferimento ortonormali (movimenti), ma NON per cambiamenti di riferimento
proiettivi.
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Definizione 5.3.3 Una circonferenza ¢ una ellisse la cui equazione soddisfa
11 = Q92 € A12 = 0.

Definizione 5.3.4 Siano C un’iperbole, e R (I, m,0), S (I, m',0) i punti di in-
tersezione di C con la retta impropria. Le direzioni definite da R., ed S, $i
dicono direzioni asintotiche delliperbole C.

Se il riferimento R(O, x,y) € ortonormale, si puo dimostrare che vale:
' +mm' =0 <~ a1 + as = 0.

Quindi, le direzioni asintotiche dell’iperbole sono perpendicolari tra loro se e solo
se T := a1 + age = 0. In questo caso, si dice che C e un’ iperbole equilatera. Si
puo dimostrare che 7' = ay1 + age € un invariante (metrico) della conica.

Caso II: intersezioni con una retta propria.
Sia r la retta propria di equazioni parametriche x = x¢ + It, y = yo + mt. In
coordinate non omogenee (x,y), il sistema (5.3.1) si scrive :

T =x9+ 1,

y:?/0+mt7

CLH(ZEO + lt)2 + agg(yo + mt)2 + 2(112 (JZO + lt) (yo —+ mt)
+2a13(x0 + lt) + 2&23(?/0 + mt) + asz = 0

Posto
a = CLHZQ + 2a12lm + a22m2,
B = (anzo+ a2yo + a13)l + (@120 + ayo + ass)m,
Y o= and + axnyd + 2a12x0yo + 2a130 + 2a3Yo + ass,
si ottiene
xr = xg+ L,
Y=Y + mtv

at®> + 28t + vy =0.

Se a = 0, il punto improprio R (I, m,0) della retta r appartiene alla conica C,
e 'altro punto d’intersezione di r con C si ottiene per t soluzione dell’equazione
20t +~ = 0.

Se o # 0, I'equazione at? + 25t +~ = 0 ammette due soluzioni, in corrispondenza
delle quali si hanno i due punti di intersezione di r con la conica C.

Mantenendo le notazioni precedenti, sia Py(zo,ys) € r N C (equivalentemente,
7 =0). Se Py & I'unico punto di intersezione di r con C (cioe, r & tangente in Py
alla conica) allora tale condizione si traduce analiticamente imponendo = 0;
tenendo conto dell’espressione di (3, deve esistere o # 0, tale che

—(algxo + a20yo + CL23) =ol, (anxo + a12yo + a13) =om.
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Si ottiene cosl 'equazione della retta tangente in Py(zo,yo) € C alla conica C:

tp, 1 (@110 + a12Yo + a13)(x — o) + (@120 + a2y + a23)(y — yo) = 0.

Nell’equazione precedente, i coefficienti di x e di ¥ non sono contemporaneamente
nulli. Infatti, se fosse (aj1zo + a12yo + a13) = (a12x0 + anyo + azz) = 0 allora
si avrebbe anche aux% + a1220Yo + a13x9 = 0 € aazoyo + a22y8 + as3yo = 0 che,
insieme alla condizione v = 0, implicano aj3x¢ + as3yo + azz = 0. Quindi, (xg, yo)
sarebbe soluzione del sistema

annr + appy + a3 =0,

@12 + agay + agz = 0,

a13% + az3y + asz = 0,

che ¢ incompatibile, perché le due matrici

a1 daiz2 A3 11 QAi12
A= Q12 dg2 (23 , B= Q12 A22
@13 d23 (33 @13 Aa23

hanno rango diverso (rg(A) = 3, essendo C generale).

5.4 Polarita definita da una conica

In questa sezione introduciamo il concetto centrale nello studio di una conica
(generale), quello di polarita.

Definizione 5.4.1 Siano C : > a;jx;x; = 0 una conica generale e P(xq, xa, x3),
Q(z!, zy, 2%) due punti del piano ampliato. P e Q) si dicono coniugati rispetto
a C se le loro coordinate omogenee verificano la relazione

§ : /
aijxixj = 0.

FEssendo tale relazione simmetrica rispetto a x; ed x}, si ha che P ¢é coniugato a
Q se e solo se Q) ¢ coniugato a P. Inoltre, si osservi che P é autoconiugato se e
solo se P € C.

Fissato Pp(x{, 29, 2%) un punto del piano, il luogo dei punti coniugati a Fy ha

equazione
Z aijxf:vj = O7
OVVero:
Ty
(2§ a5 a5 )-A-| zo | =0,

€3
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dove A ¢ la matrice associata alla conica C. Si noti che tale equazione rappresenta
sempre una retta. Infatti, si ponga

Uy = Clll.’ll'f + Cllgl'g -+ algxg,

Uy = 1277 + Q22T + A23T3,

Uz = a1379 + ag3T9 + assxs.
Essendo (29, x$,x%) # (0,0,0) e rg(A) = 3, si conclude facilmente che
(w1, us,us) # (0,0,0).
Definizione 5.4.2 La retta

Dp, ¢ U1T1 4+ UsTo + usxz = 0

si chiama retta polare di Py rispetto alla conica C. P,y si chiama polo della
retta pp, .

Si osservi che quando Py € C, la retta polare pp, coincide con la retta ¢,
tangente in P, alla conica. Piu precisamente:

PhelC < pp =t
Valgono i seguenti importanti risultati.

Teorema 5.4.3 Data una conica generale C, l’applicazione

o - S Uine
P = pp

e una corrispondenza biunivoca, detta polarita definita dalla conica C.

DIM. Abbiamo gia illustrato come, a partire da un arbitrario punto F, del piano
(euclideo ampliato complessificato), si determina univocamente la sua retta polare
rispetto a C. Pertanto, ci basta provare che, per ogni retta r del piano stesso,
esiste uno ed un solo punto F; tale che pp, = r. Sia 7 : w11 + uswe + uszrs = 0
una arbitraria retta. Consideriamo il sistema lineare

1121 + A12%2 + A13T3 = U1,
A1271 + Q2% + A23T3 = Ug, (5.4.1)
(13%1 + Q23T + A33T3 = U3

nelle incognite x1, x5, 3 (non omogeneo, in quanto (uy,us,us) # (0,0,0)). La
matrice del sistema ¢ quella della conica C, quindi ha rango 3. Quindi, il sistema
¢ di Cramer, per cui ammette una ed una sola soluzione (z9, 23, 2%) # (0,0, 0).

Considerato il punto Py(x{,x3,2%), dalla definizione di retta polare risulta
ovviamente r = pp,. D’altra parte, Fy ¢ unico, per l'unicita della soluzione
(29,29, 2%) del sistema (5.4.1). O
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Teorema 5.4.4 (di reciprocita) Siano C una conica generale, P e Q) due punti
del piano, pp e pg le rette polari di P e Q) rispetto a C. Allora, si ha:
Pepg <= QE€pp. (5.4.2)
DIM. SiaC : a;;x;x; = 0 e sitano P(x9, 29, 23) e Q(y7,v3,y3) due punti del piano.
L’equazione della polare di @ ¢ >_,(>_; ai; ?33)951 = 0. Pertanto:
Pepg <=3 ,(> ayyf)ay =0 <= > (> aia0)y; =0 = Q € pp U

Definizione 5.4.5 Le rette pg e pp per cui vale la (5.4.2), si dicono rette
coniugate rispetto alla conica C.

I seguenti risultati sono conseguenze del teorema di reciprocita.

Corollario 5.4.6 Siano C una conica generale e r una retta del piano. Al variare
di P su r, la polare pp descrive un fascio di rette di centro il polo di r.

DIM. Sia r = pp,. Allora, per il teorema di reciprocita, si ha
Pecr=pp <= B €pp < pp € F(R),
dove F(Fp) indica il fascio di rette di centro P, da cui la tesi. O

Corollario 5.4.7 Siano C una conica generale e Py ¢ C. Allora si ha:

(i) Se {T1,Tx} = pp, N C allora le rette PyT e PyTy sono tangenti alla conica
C rispettivamente in T, e T5.

(ii) Se t; = PyT ¢ tangente in T a C e ty = Pyl ¢ tangente in Ty a C, allora
pp, = T1T5.

DIM. (i): Poiché T1,T; € C, si ha pr, = t1, tangente in 77 a C, e pp, = ta,
tangente in T a C. Allora, per il teorema di reciprocita, si ha anche:
T € Ppy :>P0€pT1 =1
15 € pp, = Py € pr, = 1o,
da cui si ottiene t; = PyT} e to = PyTs.
(71): Per il teorema di reciprocita si ha:
Py ety =pn =11 € pp
Py €ty =pr, = 1T € pp,.

Quindi, pp, € la retta congiungente i punti 77 e Ty (si osservi che Ty # Ty, perché
P¢C). O
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Definizione 5.4.8 Data una conica generale C, un punto P ¢ C del piano si dice
- esterno a C se le tangenti condotte da P alla conica sono reali e distinte;

- interno a C se le tangenti condotte da P alla conica sono complesse coniugate.

Per costruire la polare di un punto P rispetto ad una conica C si procede nel
modo seguente.

-) Se P & esterno alla conica C, si mandano da P le tangenti alla conica. Detti T}
e T, i punti di contatto, la polare di P ¢ la retta congiungente i punti 77 e T5.

-) Se P ¢ interno alla conica, si considerano due rette distinte r ed s passanti per
P. Si costruisce il polo R della retta r ed il polo S della retta s, e la polare di P
e la retta passante per i punti R ed S.

5.5 Centro e diametri di una conica

Definizione 5.5.1 Sia C : ) a;;x;x; = 0 una conica generale. Si chiama centro
di C il polo della retta impropria.

La parabola, essendo tangente alla retta impropria, ha come centro un punto
improprio, invece l'ellisse e I'iperbole hanno centro proprio. Per questo motivo, la
parabola e detta conica senza centro, ’ellisse e 'iperbole coniche a centro.

Nel caso dell’ellisse o dell’iperbole, il centro si determina nel seguente modo:
si considerano i punti impropri X«(1,0,0) dell’asse delle = e Y,.(0, 1,0) dell’asse
delle y, del riferimento affine R(O, x, y) prefissato, e si scrivono le equazioni delle
rispettive polari:

{ PXo a1 + apy + a3 =0, (5.5.1)

Py, : Q12T + a2y + a9z = 0.

Poiche X € ioo = pc € Yoo € 1so = pc, per il teorema di reciprocita si ha che
C € px, eC €py,, ossia {C} =px, Npy,. Quindi, le coordinate di C' sono la
soluzione del sistema (5.5.1).

(Tale sistema e sicuramente compatibile poiché, essendo la conica generale C una
ellisse o una iperbole, risulta D33 = aj1a90 — a%z #0).

Definizione 5.5.2 Sia C : ) a;jx;x; = 0 una conica generale. Si chiama dia-
metro di C ogni retta propria passante per il centro.

Da tale definizione scaturisce subito la seguente
Proposizione 5.5.3 Siano C una conica generale e d una retta propria. Allora:

d e diametro <= il polo di d e un punto improprio.
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DIM. Sia @ il polo del diametro d, cioe d = pg. Allora:
Ced=py & Q€E€Epc=iw & @ ¢ puntoimproprio. O

Il polo di un diametro d, essendo un punto all’infinito, definisce una direzione,
detta direzione coniugata a d.

In una parabola, poiché il suo centro C, & un punto improprio, tutti i diametri
sono paralleli, e “passano” per C,, ossia hanno la direzione da esso determinata.

Proposizione 5.5.4 Sia C una conica a centro. Se d e d sono diametri coniugati
rispetto a C, allora ogni corda parallela a d é bisecata da d' (cioé incontra d' nel
suo punto medio). In particolare, il centro C di C ¢é centro di simmetria della
conica.

DIM. Siano P, e P, due punti della conica e d il diametro della conica paral-
lelo alla corda P, P,. Indicati con Dy (I, m,0) il punto improprio di d, con d’ il
diametro coniugato di d e con M (zg,yo) il punto medio della corda P, P, la retta
r passante per M e parallela a d ha equazioni

” $:$0+lt
Y =1Yp+mt

Denotati con t1 e t9 i valori del parametro corrispondenti rispettivamente ai punti
P, e P,, il punto M, che si ottiene per t = 0, corrisponde anche al valore del
parametro t = %, e quindi si ha t; +1, = 0. Ma t1,t, sono le soluzioni
dell’equazione

at? + 26t +v =0,

con a, 3, definiti come in (5.3). Quindi, 252 = —g, dacui =0 Mapg =0
equivale a dire che M (zo,y0) € pp,. = d'.

Se P € C e d ¢ il diametro per P, indicata con P’ I'ulteriore intersezione di d
con C, per quanto visto prima, il centro C' & punto medio di PP’, ossia C' & centro
di simmetria della conica. [

Definizione 5.5.5 Si chiamano asintoti di una iperbole C i diametri passanti
per i punti impropri di C.

Proposizione 5.5.6 Siano C un’iperbole, R, ed So, punti impropri di C, r ed s
due rette aventi direzioni rispettivamente R, ed So,. Allora:

r ed s sono asintoti <= r ed s sono tangenti a C nei suoi punti impropri.

DIM. Se r ed s sono asintoti, allora passano per il centro C' della conica, per
cui {C} =rnNs. Essendo po = in € pc NC = { Ry, Sx}, per la (i) del Corollario
(5.4.7) si ha che r ed s sono tangenti alla conica C rispettivamente in Ry, ed Se.
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Viceversa, siano r = pr__ = t; tangente in R, a C e s = pg, = t5 tangente in
Seo @ C. Per la (i1) del Corollario (5.4.7), si ha che i, = RS = pras € quindi
rNs = {C}, centro della conica. Si conclude che r ed s sono diametri e, poiché
passano per i punti impropri di C, sono asintoti. [

Per determinare le equazioni degli asintoti di una iperbole C : 3" a;;x;x; = 0,
si trovano i punti R, ed S, di intersezione della conica C con la retta impropria
0o~ L& loro coordinate sono soluzioni del sistema omogeneo

a1103 + 2a1971 22 + ageas = 0,
T3 = 0

Equivalentemente, i parametri direttori degli asintoti sono le soluzioni dell’equa-
zione omogenea:
a1112 + 2alglm + a22m2 = 0. (552)

Esempio 5.5.7 Si vogliono trovare gli asintoti dell’iperbole C : x? — 4y? + x —
y+1=0. L’equazione (5.5.2) si scrive

> —4m? =0,

le cui soluzioni (—2,1) e (2,1) sono i parametri direttori degli asintoti. Per
trovare le coordinate del centro, si risolve il sistema (5.5.1) che in questo caso da

43 =0,
4y—i—%:().

Quindsi, il centro é C’(—%, —%), e gli asintoti a; e as hanno equazioni

5.6 Assi di una conica

Definizione 5.6.1 Fissato un sistema di riferimento cartesiano ortonormale
R(O,x,y), consideriamo una conica generale C : Y a;x;x; = 0. Un diametro
d di C si dice asse se e perpendicolare alla sua direzione coniugata.

Osservazione 5.6.2 Si puo provare che gli assi di una conica sono i suoi assi
di simmetria.

Per determinare gli assi di una conica distinguiamo i seguenti casi:

Caso I: C € una ELLISSE o IPERBOLE.
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Siano d = pp,_ e d = pp. due diametri coniugati di C, con Dy (l,m,0) e
D! (I'ym’,0) (esistono, perche C & a centro). Allora, essendo d e d' diametri
coniugati, risulta:

CLH”/ + alg(lm/ + l/m) + aQQmm' =0. (561)
Ora, d ¢ asse se e solo se D, € una direzione perpendicolare a D’_, ossia,

d asse <= UWU+mm =0

o equivalentemente, (I',m") = (om, —ol), con g # 0. L’equazione (5.6.1) allora si
scrive:

a12l2 + (CLQQ - an)lm - a12m2 = 0. (562)

Si osservi che essendo A = (age — a11)? + 4a?, > 0, 'equazione (5.6.2) ammette
soluzioni reali. Quindi, gli assi di una conica a centro sono rette reali.

Osserviamo inoltre che A = 0 se e solo se a1 = a9 € a2 = 0. In tal caso,
I'equazione (5.6.2) ¢ identicamente soddisfatta, ossia, ogni diametro ¢ un asse.

La condizione analitica a;; = agy e aj;o = 0 equivale al fatto che C ¢ una
circonferenza. Percio, una conica generale C é una circonferenza se e solo se ogni
diametro e asse.

Se A > 0 (quindi la conica ¢ iperbole o ellisse, ma non circonferenza) allora
la conica ha due assi reali e distinti. I parametri direttori di essi sono le soluzioni
distinte (definiti a meno di un fattore di proporzionalita o # 0) di (5.6.2).

Esempio 5.6.3 Si vogliono trovare le equazioni degli assi della conica
C:a?—4y’+r—y+1=0.
La conica C ha centro C(—3,—3). L’equazione
apal® + (a2 — ayp)lm — ajgm?® =0

m questo caso si scrive
(=4 —1)im =0,

le cui soluzioni sono (p,0,0) e (0,0,0), con o # 0. Ponendo 0 = 1, si hanno
(1,0,0) e (0,1,0). Quindi, gli assi sono le rette di equazioni

$:_§ e y:—§7

cioé le rette passanti per C' e parallele rispettivamente all’asse delle y e all’asse
delle x.
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Caso II: C € una PARABOLA.
Nel caso della parabola, tutti i diametri sono paralleli, quindi hanno tutti la stessa
direzione. Sia D, il punto improprio della parabola C.

Definizione 5.6.4 L’asse di una parabola C ¢ la polare del punto D’ che defi-
nisce la direzione ortogonale a Do .

Esempio 5.6.5 Troviamo l’equazione dell’asse della parabola C : x* — 2xy + y? —
x = 0. Il punto improprio Dy, della parabola si trova risolvendo il sistema:

C: a2 —2mx9 + 2% — 1123 = 0,
ioo LT3 = O,
la cui soluzione ¢ Dy (1,1,0). Il punto improprio che definisce la direzione ortogo-

nale a quella di Do, ¢ allora D’ _(—1,1,0). Quindi, l'asse a di C é la polare di D._,
di equazione 4z, —4xy—x3 = 0 (in coordinate non omogenee, a : 4z —4y—1=0).

Definizione 5.6.6 Si chiama vertice di una conica generale C ogni punto pro-
prio e reale V', di intersezione di C con un suo asse a.

In una parabola c’e¢ un solo vertice. Nell’iperbole ce ne sono due, e apparten-
gono ad uno stesso asse. Nell’ellisse ci sono quattro vertici.

Proposizione 5.6.7 Siano C una conica generale, V un suo vertice e t la retta
tangente in V a C. Allora, t € perpendicolare all’asse passante per V.

DIM. Se a ¢ asse, allora a = p;y € perpendicolare alla sua direzione coniugata
oo

D;o. Di conseguenza, se V' & un vertice e V' € a, per il teorema di reciprocita si
ha:
Vea=py =D epyr=t

e quindi ¢ ha direzione perpendicolare ad a. [

5.7 Equazioni canoniche

Mediante la scelta di un opportuno sistema di riferimento ortonormale, ¢ possibile
scrivere 'equazione di una conica (non degenere) in una forma particolarmente
semplice. Distinguiamo i seguenti casi.

a) Sia C una conica a centro, di equazione
CL11$2 + a22y2 + 2a12:r;y + 2@131’ + 2a23y + ass = 0

in un sistema di riferimento cartesiano ortonormale RC(O,x,y). Scegliamo un
nuovo riferimento RC'(O’, 2’,%'), in modo tale che
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-) O" = C sia il centro della conica, e
-) gli assi del riferimento siano gli assi della conica
Allora, I'equazione di C in RC'(O',2',y') si riduce alla forma
La'? + My'?+ N =0.

Inoltre, in base alle diverse possibilita per il segno di L, M, N, si puo scrivere
I’equazione canonica in uno dei seguenti modi standard:

! 2 y/ 2
i) — + e 1 (ellisse a punti reali);
! 2 y/ 2
ii) - + i —1 (ellisse a punti immaginari);
ZE/2 y/2 ]
iii) - = +1 (iperbole);

b) Sia C una parabola. In un nuovo sistema di riferimento cartesiano ortonor-
male RC'(O',2',y'), scelto in modo tale che

-) O" =V sia il vertice della conica, e
-) gli assi del riferimento siano il suo asse e la tangente nel vertice,
I’equazione di C si riduce alla forma
oy’ 2 + 262" = 0.

Tenendo conto del fatto che a@ # 0 (essendo C generale), ne segue che, posto
p = —f/a, si puo scrivere I'equazione canonica nel seguente modo standard:

y'? =2px’  (parabola).

Descriviamo nel seguito due metodi per determinare le equazioni canoniche di
una assegnata conica generale.

5.7.1 1l cambiamento di coordinate

In entrambi i casi a) e b) descritti sopra, la trasformazione che porta ad un nuovo
sistema di riferimento, nel quale la conica data assume forma canonica, ¢ un
movimento del piano euclideo, pit precisamente, una rototraslazione, ottenuta
componendo:

(i) una rotazione, che porta gli assi coordinati ad essere paralleli agli assi della
conica nel caso a), o all’asse a della conica ed alla tangente nel vertice
V =CnNa nel caso b), con
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(ii) una traslazione, che porta 'origine del riferimento nel centro della conica
nel caso a), o in V' nel caso b).

La rotazione del punto (i) si pud determinare come applicazione del Teorema
Spettrale: considerata la sottomatrice (reale simmetrica)

Q= ( air a2 )
Q12 Qa2
della matrice associata alla conica, se ne determinano gli autovalori, i relativi
autospazi ed una base ortonormale di autovettori {€}, €»}, opportunamente scelta

in modo che la matrice ortogonale P del cambiamento di base da {7, ]} a {&}, &}
rappresenti una rotazione.

Il cambiamento di coordinate da {7, j} a {€1,&} ¢ allora dato da

()70
Yy Yy
(basta confrontare (z,y) = Ti+yj = 26 + U€s).

La traslazione del punto (ii), una volta determinate le coordinate (Z,,9,) del
centro C' nel caso a), o di V' nel caso b), e data da:

{£:X+%
Z):Y+go.

Nelle nuove coordinate (X, Y'), la conica data assume forma canonica. Si osservi
che tale metodo e il piu completo, in quanto fornisce anche esplicitamente le
equazioni del cambiamento di coordinate necessario ad ottenere la conica in forma

) =r G ()0

5.7.2 Il metodo degli invarianti

canonica:

a) (Coniche a centro).

I1 modo piu semplice per determinare i coefficienti L, M, N, consiste nell’usare
gli invarianti della conica, il che equivale anche a confrontare la matrice A =
(a;j) associata a C nel riferimento RC(O,x,y) con la matrice diagonale A" =
diag(L, M, N) che la rappresenta nel riferimento RC’(O’,2',y’). Infatti, poiché
LMN =det(A"), LM = D" e L+M =T’ si ha che L, M, N possono determinarsi
considerando e risolvendo il sistema (non lineare)

LMN = det(A),
LM = Dss,
L+M=T.
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b) (Parabole).
Il modo piu semplice per determinare i coefficienti «, 3 consiste nell’usare gli
invarianti della conica, che verificano

—afB? = det(A),
(0= D33),
a="T.

Esempio 5.7.1 Consideriamo la conica
C :52% + 5y — 6y + 16V2x + 38 = 0. (5.7.1)
Allora
5 -3 8V2 —_—
A= -3 5 0 1, Q= < ) ,
8v2 0 38

det(A) = —32, quindi la conica é non degenere; det(Q)) = 16, pertanto la conica
e un’ellisse.

1. Troviamo la rotazione.
Gli autovalori di () sono Ay = 2 e Ay = 8. I corrispondenti autospazi sono generati
dai vettori (1,1) e (1, —1) rispettivamente. Consideriamo allora i versori €, =

o 1

(\%, \%), €y = (—ﬁ, \%) (si noti il cambio di segno). Pertanto la rotazione é:

1 1 .
(0)-(2 2)0)
=\l 1 R
Y 72 Y
e in coordinate (&,7), 'equazione di C diventa:
C : 2i% 4 8¢* + 16& — 167 + 38 = 0. (5.7.2)

2. Troviamo la traslazione.
Essendo la conica un’ellisse, ne determiniamo il centro

B S Cal ] SRR A
—3x+5y=0 V2 V2

Quindi, la rototraslazione é:

1 1 5
i) (XY, (T
1o ly )Tl 5]
N 3
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e sostituendo nell’equazione (5.7.1) si ottiene l'equazione canonica 2X? + 8Y? —
2 =0, cioé:

X2 +4Y? —1=0.
Onde evitare calcoli pit laboriosi, si puo pervenire allo stesso risultato determi-
nando le coordinate (Z,,7,) = (—4,1) di C ottenute risolvendo

_ 5 Lo\ .
_s )Tl g )0
V3 Vi V3 °

considerando la traslazione

e sostituendo nell’equazione (5.7.2).
Infine, osserviamo come il metodo degli invarianti porti a risultati concordi
con 1 precedenti. Infatti, avremo

LMN = det(A) = —32, L=208,

LM = D33 = 16, — M =802,

L+M=T =10, N = -2,
e quindt,

C:2X?4+8Y?—-2=0 o 8X?+42Y?—-2=0.

Esempio 5.7.2 Consideriamo la conica
C : 72® + 5y* + 2v/3xy + 32v/3z = 0. (5.7.3)

Allora

7 V3 16V3
A= V3 5 0 |, Q:<\;§‘g§)

16v3 0 0
La conica é non degenere (det(A) = 256 -5-3 # 0)ed é un’ellisse, in quanto
D33 = det(Q) = 32 > 0. Procediamo quindi come nell’esempio precedente.

1. Troviamo la rotazione.
Gli autovalori di Q) sono \y = 4 e Ay = 8. [ corrispondenti autospazi sono generati
dai vettori (1,—/3) e (V/3,1). Consideriamo allora i versori & = 1(1,—v/3),
& = +(V/3,1). Pertanto la rotazione ¢é:

()5 V)6
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e in coordinate (Z,7), Uequazione di C diventa 4% + 8 + 16+/3& + 487 = 0,
08810,

C: 2%+ 20 +4V3& + 12 = 0. (5.7.4)

2. Troviamo la traslazione.
Essendo la conica un’ellisse, ne determiniamo il centro C’(—g 3, g), che in coor-

dinate (2,9) ¢ dato da (&4, 9,) = (—2v/3,—3). Il cambiamento di coordinate che
da ’equazione canonica e quindi

0 -3(s D)@,

e lequazione canonica si ottiene dalla (5.7.4) mediante la traslazione
P=X41,=X—2V3,
g = Y + go = Y - 37

che da
C:X%2+2Y?-30=0.

Infatti, usando il metodo degli invarianti, avremo

LMN = det(A) = —256-5 - 3, L=408,
LM:D33:32, — M:804,
L+M=T=12 N = —120,

e quindsi,

C:4(X?+2Y?-30)=0 o 4(2X*+Y?-30)=0.

Esempio 5.7.3 Consideriamo la conica

C:a*+4y* +day —6x+1=0. (5.7.5)
Allora
1 2 -3
A=|2 4 o], Q:G i)
-3 0 1
det(A) = =36, quindi la conica é non degenere; det(Q) = 0, pertanto la conica é

una parabola.
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1. Troviamo la rotazione.
Gli autovalori di Q sono Ay = 0 e Ay = 5. [ corrispondenti autospazi sono
generati dai vettori (—2,1) e (1,2) rispettivamente. Consideriamo allora i versori
€1 = \/Lg (2,—1), €, = \/ig (1,2); pertanto la rotazione é:

2 1 A
- 1 2 »
Y AR

e in coordinate (Z,7), 'equazione di C diventa:

12 6
C:5)°— —i— —0+1=0. 5.7.6
< (5.7.6)

2. Troviamo la traslazione.
FEssendo la conica una parabola, ne determiniamo il centro Cy(—2,1,0), la dire-
zione ortogonale Dy (1,2,0), e l'asse
a=pp, :or+10y =3 =0.
Allora, il vertice della parabola ¢ V =aNC é il punto V (%, %), e la rototrasla-
zione e:

2 1 17

N_ (V5 ) (XY (7

y) \—-L1 Z Y u |

Vo V2 7

e sostituendo nell’equazione (5.7.5) si ottiene ’equazione canonica
12

5Y2 — —X =0.
V5

Lo stesso risultato si ottiene determinando le coordinate (z, = i\/5, Yo = 23—5\/5)
di V', considerando la traslazione

T=X+3, =X+ V5,
§=Y+go=Y+ 5V5,
e sostituendo nell’equazione (5.7.6).
Infine, con il metodo degli invarianti, avremo
—a?B = det(A) = —36,
p (4) a=+-7S ,
(D33 - 0), EE - \/5
=5, -

e quindi
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Esercizio 5.7.4 Per ciascuna delle sequenti coniche:
1. C:22% + 42 — 2y +1=0.
2. C:x2+6xy+y2+2x+y—|—%:0.
3. C:a®—2xy+y*+6x — 10y + 16 = 0.

(a) Determinare la classificazione proiettiva ed affine, il centro, gli assi, gli
asintoti (nel caso dell’iperbole), il vertice (nel caso della parabola).

(b) Determinare la forma canonica, specificando il cambiamento di coordinate
(ossia, la rototraslazione) che permette di ottenerla.

5.8 Fuochi ed eccentricita di una conica

Sia R(O, z, y) un sistema di riferimento cartesiano ortonormale. Se C ¢ una conica
generale, si ha la seguente

Proposizione 5.8.1 C ¢ una circonferenza se e solo se C passa per i punti ciclici.

DIM. Se C e una circonferenza, allora ha a;; — ass = a;3 = 0. Pertanto, C ha
un’equazione del tipo C : ayq (22 +x3)+2a1371 73+ 20237973 +az373 = 0, e si verifica
subito che le coordinate dei punti ciclici I(1,7,0), Jo(1, —i,0) soddisfano la sua
equazione.

Viceversa, supponiamo che i punti ciclici 1,,(1,4,0) e J(1,—4,0) apparten-
gano alla conica C : ) a;;x;2; = 0. Allora, si ha

a11 — Aoz + 2a121 = 0,
a11 — A9 — 2@12’i =0

da cui sommando membro a membro si ottiene a;; = ag9, € sottraendo membro
a membro si ottiene a5 = 0. Pertanto, C € una circonferenza. [

Definizione 5.8.2 Sia C una conica generale a punti reali. Si chiama fuoco di
C un punto proprio e reale, tale che le tangenti condotte da esso alla conica siano
le rette isotrope.

Osservazione 5.8.3 FEssendo le tangenti condotte da un fuoco F alla conica C
rette complesse coniugate, F & sempre un punto interno a C.

Proposizione 5.8.4 Sia C una conica generale a punti reali. Allora, il centro di
C ¢ un fuoco se e solo se C é una circonferenza. (Una circonferenza ha un solo
fuoco, che coincide con il centro.)
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DIM. Supponiamo che il centro C' della conica C coincida con un fuoco F'. Allora,
PF = PC = loo-

Poiche F' & fuoco, le rette CA,, e C'B,, tangenti a C condotte da C =
F, sono le rette isotrope. Quindi, A, e B, sono i punti ciclici. Ma A
e B appartengono alla conica. Quindi, per la proposizione (5.8.1), C & una
circonferenza.

Viceversa, sia C una circonferenza. Per la proposizione (5.8.1), C passa per
I.(1,7,0) e Jo(1,—1,0). Le tangenti alla conica per I, e J si incontrano nel
polo della retta passante per I, e J, ossia per il polo della retta impropria i,
che per definizione ¢ il centro C' di C. Allora, C' ¢ anche fuoco, perche le tangenti
condotte da esso a C sono le rette isotrope. [

Proposizione 5.8.5 Una conica a punti reali, a centro e che non sia una circon-
ferenza, ha due fuochi distinti, che appartengono ad uno stesso asse detto asse
focale. Una parabola ha un solo fuoco, che appartiene all’asse della parabola.

Definizione 5.8.6 Sia C una conica generale a punti reali. Si chiama direttrice
della conica C una retta propria e reale, polare di un fuoco.

Proposizione 5.8.7 Se C ¢ una conica a centro, qualunque sia P punto proprio
e reale di C, il rapporto delle distanze di P da un fuoco e dalla relativa direttrice
e costante.

DIM. Una conica C con fuoco F(xg,1o) e direttrice d : ax + by + ¢ = 0, ha
equazione, in coordinate non omogenee, del tipo:

(z — 20)* + (y — y0)* — hlaz + by + ¢)*> = 0.

Sia P(z,y) € C; allora si ha:

d(P,F) = \/(z —x0)* + (§ — %0)*,

aZ + by + ¢

A(P.d) = | ===

da culi si ricava:

d(P,F)* (T —x0)>+ (J — yo)?
d(P,d)?  (aZ +by+c)?

(a®> +b*) = h(a® +v?). O

Proposizione 5.8.8 Sia C una parabola. Il rapporto delle distanze di un punto
proprio e reale P € C dal fuoco F' e dalla direttrice d é uguale a 1.
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DIM. Supponiamo che il fuoco abbia coordinate F'(£,0) e la direttrice d abbia
equazione x + & = 0; allora I'equazione di C ¢ y* = 2px. Se P(xo,y0) € C, allora
si ha:

d(P,F) = \/(zo = 52+ 42 = /(2o — 5)% + 2pxo = /(o + §)% = |20 + 5|
=d(P,d),

da cui la tesi. O

Definizione 5.8.9 Se C ¢ una conica generale a punti reali, il rapporto delle
distanze di P € C da un fuoco e dalla relativa direttrice si chiama eccentricita,
e st indica con e.

Come visto, una parabola ha eccentricita e = 1. Si puo dimostrare che un’ellisse
ha eccentricita e < 1; un’iperbole ha eccentricita e > 1.

Proposizione 5.8.10 In un’ellisse, la somma delle distanze di un suo punto
qualunque dai fuochi é costante ed é uguale alla misura dell’asse focale (lunghezza
del segmento di estremi Vi, Vs, vertici che stanno sull’asse contenente i fuochi).

DIM. Se Fj ed F; sono fuochi e d; e dy rispettivamente le relative direttrici,

si ha:
d(P, Fy) B d(P, Fy)

d(P,dy)  d(P,dy)

da cui
d(Pv Fl) +d(Pa F2> =ée- (d(Pvdl) +d<P7d2)) =€ d(dlde)v

che quindi non dipende da P.
Allora, per P = V; si ha:

d(‘/la Fl) + d(‘/hFQ) =c- d(dla d2)

d(\Vi, F1) +d(Vi, Fy) = d(Vi, Fy) + d(Fy, Fy) + d(Fy, Vo) = d(Vi, Va)

e quindi
d(P,Fy) +d(P, F5) =d(V1,Va) (=2a). O

Nel caso dell’iperbole si puo dimostrare che il valore assoluto della differenza
delle distanze di un punto dell’iperbole dai fuochi e uguale alla misura dell’asse
focale, cioe

(P, F\) — d(P, F,)| = 2a.
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Osservazione 5.8.11 E’ facile calcolare le coordinate dei fuochi e I’eccentricita
di una conica, quando questa ha equazione in forma canonica.

Per 'ELLISSE: z—z + ‘Z—; =1, cona >b >0, posto c = vVa?—b* si trova
facilmente che i fuochi hanno coordinate F'(+c,0), Ueccentricita e é data da e =
£ <1 e le direttrici sono le rette v = +2.

Per 'FIPERBOLE: 2—; — Z—j =1, cona>0eb>0, postoc=+a%+ b2, i
fuochi hanno coordinate F(%£c,0), leccentricita e = £ > 1 e le direttrici sono le
rette x = +%2.

Per la PARABOLA: y* = 2pz, il fuoco ha coordinate F(5,0), leccentricita

e =1 e la direttrice d ha equazione x + £ = 0.

5.9 Studio di una conica

Sia fissato un sistema RC(O,z,y). Studiare una assegnata conica C, di equa-
zione cartesiana Y a;jx;x; = 0 vuol dire:

a) Classificarla dal punto di vista proiettivo ed affine.

b) Trovarne assi, centro, gli asintoti (solo nel caso di un’iperbole), il vertice
(solo nel caso di una parabola).

¢) Trovarne l’equazione canonica (con il metodo degli invarianti, a meno che
sia espressamente richiesto il cambiamento di coordinate che porta all’equazione
canonica).

d) (solo se espressamente richiesto) Scrivere 'equazione canonica in modo
standard, e trovare vertici, fuochi, eccentricita, direttrici.

Esercizi:

1) Studiare C : 3x® — 2xy — 22 + 2y + 3 = 0.

2) Studiare C : 22* + 4y* + 4wy + 62 + 1 = 0.

3) Alwvariare di k € R, si consideri la conica C, : x*+y?+ 2kzy +2ky+1 = 0.
a) Classificare Cy, dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Per k =1, studiare C;.

4) Al wvariare di k € R, si consideri la conica Cy, : 2> +ky* +4kry+2(k—1)y =
0.
a) Classificare Cy. dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Per k =3, studiare Cs.

5) Al variare di k € R, si consideri la conica Cy : 3z% —2kxy —2x+2y+3 = 0.
a) Classificare Cy, dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Per k = —1, studiare C;.



Capitolo 6

Curve Algebriche Piane

6.1 Definizione.

Definizione 6.1.1 Sia f(x,y) un polinomio algebrico di grado n > lcon coef-
ficienti complessi nelle variabili x,y. L’insieme C dei punti P(z,y) del piano
(affine/euclideo) le cui coordinate z,y soddisfano ’equazione

flz,y) =0 (6.1.1)

st dice curva algebrica piana di ordine n. L’equazione f(z,y) = 0 si dice
equazione cartesiana di C.

Osservazione 6.1.2 (Simmetrie di una curva algebrica piana)
C: f(x,y) = 0 é simmetrica rispetto

e all’origine se P(z,y) € C = P'(—z,—y) €C.

Cio accade quando tutti i monomsi in f sono di grado pari;

e all’asse x se P(z,y) €eC = P'(x,—y) €C;
Cio accade quando tutte le potenze di y in f sono di grado pari;

e all’asse y se P(x,y) € C = P'(—z,y) €C;
Cio accade quando tutte le potenze di x in f sono di grado pari;.

Esempio 6.1.3 C; : 222 + 3y? — 1 = 0 ¢é simmetrica rispetto all’origine.
Co: 22+ 3y — 1 =0 ¢ simmetrica rispetto all’asse x.

Sia C : f(z,y) = 0 una curva algebrica di ordine n > 1. Essendo f(z,y) un
polinomio algebrico di grado n > 1 con coefficienti complessi nelle variabili x, y,
esistono a,, € C, tali che

flz,y) = Z apg 2P y? = 0. (6.1.2)

p+q<n

Passando alle coordinate omogenee di P?, avremo

97



CAPITOLO 6. CURVE ALGEBRICHE PIANE 98

P q P,.q
ploe) o () () D
$37x3 p+g<n P4 T3 T3 p+q<n P4 x§+q
e quindi
r1 T2 n—(p+q)
_ n _ P, p+q
F(zy,29,23) = (x3) f(—,—) = E Apg L) T3 T4 (6.1.3)
p+g<n

Si noti che F(xy, 2y, x3) € un polinomio omogeneo di grado n.

Viceversa, si passa da un’equazione del tipo (6.1.3) a una equazione del tipo
x x

(6.1.2) dividendo per 2% (con x5 # 0), e ponendo z = —, y = —=.

T3 xT3

Definizione 6.1.4 Nel piano proiettivo P?, si chiama curva algebrica piana,
di ordine n > 1, l'insieme C" dei punti P(xy,x9,73) € P? le cui coordinate
soddisfano un’equazione del tipo

F(i[fl, 313'2,5133) =0 (614)
dove F(xy,x2,x3) € un polinomio omogeneo di grado n a coefficienti complessi.

Si osservi che
F(pxy, pro, pr3) = p"F (21,29, 23) per ognip € C
e quindi,

F(il,fg,fig) =0 << F(pi‘l,pfg,pj?g) = 0.

Pertanto, l’equazione in coordinate omogenee di una C™ ¢ determinata a meno di
un fattore di proporzionalita.

Proposizione 6.1.5 L’ordine di una curva algebrica e un invariante proiettivo.

DIM. Consideriamo C™ : F(z1,x9,23) = 0 ed una trasformazione proiettiva
f. Allora, f(C™) ¢ ancora descritta da un’equazione algebrica, F”(x], x5, z4) = 0,
ancora di grado n. Infatti, essendo f una trasformazione proiettiva, f corrisponde
ad un cambiamento di coordinate proiettive, descritto da equazioni lineari (cioe,
di I grado) del tipo z, = > a;x} (con A invertibile), e 'equazione di f(C") si

ottiene da
fen) s F (Z ain®;, Zaﬂf}, Zak3$;€> =0. O

In ordine crescente, alcune delle principali curve algebriche piane sono:
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e Le C!, ovvero le rette, di equazione del tipo az; + bxy + cxs = 0, con
(a,b,¢) #(0,0,0);

3
e Le C?, ovvero le coniche di equazione del tipo Y a;; z; 2; = 0, con a;; non
ij=1
tutti nulli;

e Le C3, ovvero le cubiche;

e Le C%, ovvero le quartiche.

Osservazione 6.1.6 L’equazione di una C" in coordinate non omogenee puo
avere grado minore di n.

Esempi
e [’equazione x2x§ — 23 = 0 rappresenta una cubica;

e L’equazione z3 + 23 — x3 + 1 = 0 non rappresenta una curva algebrica, in
quanto il polinomio F'(xy, x5, x3) non & omogeneo;

e L’equazione z112x3 — x3x92% + 2325 — 22123 = 0 rappresenta 'equazione di
una curva algebrica C° riducibile:
CP=C?*UC3,conC?:22=0 e C3:xyw9w3 — 2329 + w323 — 22123 = 0. Si
noti che in coordinate cartesiane essa ha ordine 3, non 5.

6.2 Riducibilita di una C"

Definizione 6.2.1 Un polinomio F(x1,xq,x3) di grado > 1 si dice irriducibile
se non puo essere scritto come prodotto di polinomi di grado positivo. In caso
contrario, si dice riducibile.

Una curva algebrica C" : F(xy,x9,23) = 0 si dice irriducibile se tale ¢ il
polinomio F(xy,x2,x3). In caso contrario, la curva C" si dice riducibile.

Osservazione 6.2.2 Adattando 'argomento usato per provare che [’ordine di
una curva algebrica é un invariante proiettivo, € facile concludere che anche la
sua riducibilita/irriducibilita é un invariante proiettivo.

Esempio 6.2.3

1. Un polinomio di grado uno e sempre irriducibile. Corrispondentemente,
ogni retta e irriducibile.
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2. 1l polinomio f(x,y) = zy + y* ¢ riducibile, in quanto f(x,y) = y(x + y).
Corrispondentemente, la curva C : xy + y* = 0 ¢ riducibile (conica sempl.
degenere).

3. Il polinomio f(z,y) = y*+x* ¢ irriducibile. Infatti, supponiamo per assurdo
che f(x,y) = (y + p(x))(y + q(x)), con p,q polinomi. Per il principio di
identita dei polinomi, deve essere p+q = 0 e pqg = 22, per cui p* = —a3,
che ¢ impossibile, avendo p* grado pari.

Corrispondentemente, la curva C : y*> + 23 = 0 ¢ irriducibile.

4. 1l polinomio f(x,y) = 22° + 2%y — 2% + 4wy + 2y* — 2y ¢ riducibile. Infatti,
richiedendo che f(x,y) = (yp(z)+q(x))(yr(x)+s(x)), conp,q,r,s polinomi,
si trova, applicando il principio di identita dei polinomi, che
fla,y) = 2y +2*)(y + 22 — 1).

Corrispondentemente, la curva C : 2x° + 2%y — 2% + 4oy + 29> — 2y =0 ¢
riducibile.

Osservazione 6.2.4 Date due curve algebriche C" : f(z,y) =0 e C™ : g(z,y) =
0 (m < n), seil polinomio g(x,y) é un divisore di f(x,y), allora C™ C C".

Proposizione 6.2.5 L’unione e lintersezione di due curve algebriche piane,
sono ancora curve algebriche piane.

DIM. Per I'unione segue dalla legge di annullamento del prodotto. Per I'in-
tersezione, si osservi che se C : f(z,y) = 0 e C : g(z,y) = 0, allora CNC :

flx,9)? +g(z,y)>=0. 0

Consideriamo C" : F'(xy, x2, x3) = 0 riducibile. Allora

_ T1 Tk
F=F"--F
dove Fi, ..., F} sono polinomi omogenei irriducibili nelle variabili zq, x5, x3.
Se indichiamo con n; il grado di F}, allorany,...,ngy <n e n=nyr;+---+

ny . Inoltre possiamo scrivere
C':F"---F'"=0
e quindi
Ch=C{"uU--- Ut

con C; : Fi(xy,x9,23) = 0 Vi = 1,2,...,k. Tali curve si dicono (curve)
componenti irriducibili di C" (da considerare con la loro molteplicita).
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Esempio 6.2.6 La curva algebrica C° dell’esempio precedente & riducibile; il po-
linomio x® +y? ¢ irriducibile nel campo reale, ma riducibile nel campo complesso:
22 +y? = (z +iy)(x — iy). Pertanto la curva C : x> +y* = 0 ¢& riducibile.

Definizione 6.2.7 Una curva algebrica C™ : f(x,y) = 0 si dice reale se tutti i
coefficienti di f sono reali. Si dice a punti reali se possiede punti reali.

Esempio 6.2.8 C" reale # C™ a punti reali. Esempio: 23 + 23 + 23 = 0.
C" a punti reali # C" reale. Esempio: una retta isotropa.

Data C™ : ) ap, o} x4 mg_(pﬂ) = 0, la sua coniugata ¢ la curva algebrica
n . 5 P 4 o (pta)
c": E Qpq T L5 Ty

E’ evidente allora che una curva ¢ reale se e solo se C =C.

Se C e reale e riducibile, allora le sue componenti sono reali oppure a 2 a 2
coniugate di uguale molteplicita (ad esempio, C? : 23 + xy? + 2% — y* = 0, che
diventa (2% + y*)(x — 1) = 0 e quindi (z + iy)(z — iy)(x — 1) = 0).

Proposizione 6.2.9 Una C" possiede infiniti propri punti (in generale comples-

st).

DIM. Consideriamo C" : f(z,y) = 0 in coordinate non omogenee. Ordinando
i termini secondo le potenze crescenti di y, avremo

flz,y) = folz)+ filx)y + - + fu(x)y™, conm <n.

L’equazione f,,(x) = 0 ammette un numero finito di soluzioni xy,...,z, € C
per il teorema fondamentale dell’algebra. Per ogni fissato z, € C\ {xy,...,z,},
consideriamo ’equazione

fo(wo) + fr(zo)y + - 4 fin(20)y™ =0

Osserviamo che f,,(x,) # 0, cioé tale equazione ha grado m e quindi ammette m
soluzioni complesse y1, ..., Ym.
Di conseguenza, per ogni x, € C\ {zy,..., 2.} e j=1,...,m, risulta

fo(wo) + fi(xo)y; + -+ + fm(x")y;n =0
da cui
f(zo,y;) =0 perogniz, € C\{zy,...,2.} e j=1,....,m.

Pertanto, P(x,,y;) € C", dunque C" possiede infiniti punti (essendo z, arbitrario).
O

Se consideriamo ora C" in coordinate omogenee F'(x1,xs,23) = 0, possiamo
avere 1 seguenti casi:
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e Se C" =rl, allora C" ha infiniti punti;

e Se C" # r  allora C in coordinate non omogenee ha equazione f(x,y) = 0,
con f polinomio di grado n > 1, e si puo quindi procedere come nella
precedente Proposizione.

6.2.1 Coefficienti essenziali dell’equazione di una C"

Osservazione 6.2.10 L’equazione di una C' (retta) ha 3 coefficienti, di cui 2
essenziali; 'equazione di una C? (conica) ha 6 coefficienti, di cui 5 essenziali.

Sia C" : F(x1,x9,23) = 0. Ordiniamo il polinomio F(z1, s, x3) secondo le
potenze decrescenti di xj:
n—1

C": agoxy + 801(331, 96’2)963 +---+ SOnfl(xh 332)953 + @n(z1, 952) =0,

dove, per ogni k = 1,...,n, @x(r1,72) € un polinomio omogeneo di grado k nelle
variabili x1, 9, ovvero

01(x1, 22) = a1021 + ap1T2

2 2
(,Og(l'l, %2) = A20Tq + a11r122 + ap2To

Allora, il numero totale di coefficienti di F'(xq, x5, x3) &

2)(n + 1
| 24844 n 4ny1— DL
aoo $1 ©2 Pn—1 P$n 2

Essendo almeno un coefficiente diverso da 0, possiamo dividere per esso, e con-
cludiamo che il numero dei coefficienti essenziali &
(n+2)(n+1) - n(n + 3)
2 2

Vale infatti il seguente risultato, di cui riportiamo solo I’enunciato.

Proposizione 6.2.11 Per @ punti indipendenti (ossia, tali da individuare

condizioni lineari tra loro indipendenti) passa una e una sola C™.
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6.3 Significato geometrico dell’ordine di una C"

Proposizione 6.3.1 Sia C" una curva algebrica di ordine n. Ser é una retta di
P2, allora si possono avere i sequenti casi:

(1) rNC™ = n punti (punti propri o impropri, reali o complessi, da contare con
la loro molteplicita), oppure

(2) r C C™. In tal caso C™ ¢ riducibile.

DIM. Poiché l'ordine n € un invariante proiettivo, consideriamo un sistema
di coordinate omogenee per cui 7 : ; = 0 per un certo indice 7 = 1, 2, 3.
Infatti, se r : ax; + bxy + cx3 = 0 con a # 0, applichiamo la trasformazione
proiettiva

ry = axy + bxy + cxg a 00
xh = X9 , con (a;;)=|b 1 0], det(a;;) =a #0,
ZL‘% = I3 c 0 1

e rispetto alle coordinate (x7}), r ha equazione x| = 0.Se b # 0 o ¢ # 0 si procede
analogamente.
Assumiamo per semplicita che r : 3 = 0. Dobbiamo studiare » N C", ovvero:

{F([L’l,l’z,l’g) =0

lL‘gZO

{ (lool’g + 901(1’1, JIQ)ZEg_l + @2(%1, Ig)l‘g_2 + -+ QOn(JZl, ZEQ) =0
T3 = 0

— On(21,22) =0
T3 = 0

= (%) {‘”3:0

-1 -k
Apo0 XY + Q11 T] To+ -+ Qpogpp T x’§ +--+agnry =0.
Distinguiamo quindi due casi:

(I) ano # 0. Le soluzioni (diverse dalla terna nulla) del sistema (%) sono tante
quante le soluzioni (z1,x3) # (0,0) di @,(z1,22) = 0. Senza perdere di

N . . X1 .
generalita, supponiamo ora xy # 0 e poniamo ¢t = :c_ La seconda equazione
2

di (*) diventa:
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Qn0 "+ Ap—1,1 tn_l +- 4+ A1,n—1 t+ ap,n = O,

che & un’equazione di grado n in t. Per il teorema fondamentale dell’alge-

bra, I’equazione ammette n soluzioni tq,...,t,. In corrispondenza a queste
soluzioni si ottengono gli n punti P;(t1,1,0),..., P,(t,,1,0), di intersezione
trareC" .

(II) @no = 0. Consideriamo nuovamente due casi:

(a) Gpo = Gn—11 = """ = An—(h-1) k-1 = 0, Gn_p # 0. Allora, il sistema
(%) diventa

T3 = 0
n—k .k n—(
Ap—kk Ty  To+ -+ QopTy =

T3 = 0
k:( n_k+"'+ n—k)_o
Lo \Op—k,k T Ap,n Lo =

T3 — 0 T3 — 0
— k Vv n—k n—k
Ty = 0 Ap—k kT + - F Qon Lo =0.

Dal primo sistema abbiamo k soluzioni in X (1,0,0). Per il secondo
sistema si puo procedere come nel primo caso, ottenendo (n — k) so-
luzioni diverse dalla terna nulla. Pertanto, il sistema (x) ammette in
totale n soluzioni diverse dalla terna nulla.

(b) Tutti i coefficienti di ¢, (x1,2z2) sono nulli. Ma allora la seconda
equazione del sistema (x) & un’identita, e quindi r C C".

Corollario 6.3.2 Se una retta r e una curva algebrica C™ hanno piu di n punti
in comune, allora r C C" e quindi C" é riducibile.

Osserviamo che la Proposizione 6.3.1 ¢ un caso particolare del seguente risul-
tato generale, di cui riportiamo solo 'enunciato (cfr. Teorema 33.2 in E. Sernesi,
Geometria I, Boringhieri, 1989).

Teorema 6.3.3 (di Bézout) Siano C* e C™ due curve algebriche. Allora, si
possono avere i sequenti casi:

(1) Le due curve si intersecano sempre in n - m punti (propri o impropri, reali
o complessi, da contare con la loro molteplicita); oppure

(2) Le due curve hanno una componente in comune. In tal caso almeno una
delle due curve (quella di ordine piu grande) ¢ riducibile.
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6.4 Punti semplici e punti multipli di una C"
Siano C una curva arbitraria e P,, P € C, con P # P,.

Definizione 6.4.1 La retta tangente in P, alla curva C é la posizione limite
(se esiste) per P — P, della corda |[P,, P].

Sia la curva C descritta da equazioni parametriche

c. {x = z(t)
y=y(t)

con ¢t € I intorno di ¢, e Pp(z(t,),y(t,)). Supponiamo che (xz(t),y(t)) siano
derivabili e che (#'(to),y'(to)) # (0,0). La corda [P,, P] ha equazione
T—T, Y=Y
o(t) =z Y(t) — Yo
Dividiamo per At =t —t, # 0, ottenendo

T—To Y—Yo
2= _ yO=vo
At At

Allora, passando al limite, otteniamo
T — T o Y—Yo
(L) a Y (to) ’

che rappresenta ’equazione della retta tangente in P, alla curva piana C.

P(t) — P, =

Definizione 6.4.2 Siano C" : f(x,y) = 0 una curva algebrica piana di ordine n
e Po(20,Y0) € C". P, si dice punto semplice per C" se (fy, f) # (0,0), dove
of

fq(;) = %(:anyo) € fo = a.;c(xmyo)

P, si dice invece punto multiplo (o singolare) se non é semplice.
Una curva si dice liscia se tutti i suot punti sono semplici.

Consideriamo C" : f(x,y) = 0 e sia P,(x,,¥,) € C" un punto semplice. Senza
perdere di generalita, supponiamo che f; # 0. Allora esistono J(z,), J(y,) inter-
valli aperti contenenti x, e y, rispettivamente, tali che esista un’unica funzione
differenziabile

2 J(Io) — ‘](yo) T Y= (p(fL‘)

Yo = @(x,) € f( o(z ))zOperognixEJ(xo).
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Inoltre, ¢'(z) = —M per ogni = € J(x,). Quindi in un intorno di P,, la
fy (:C7 QD(QC))
C™ si puo esprimere con equazioni parametriche
=1
v cont € J(x,).
y=(t)
Per t =t, = z, risulta
f2 (@0, Yo)
() =1#0 e y(t,) =¢'(x,) = -,
( ) ( ) ( ) fgj(xoayo)

Cio garantisce 'esistenza della retta tangente in P, a C", che ha equazione
T — T o Y—Yo
z'(t,) a Y'(to)
(@0, 90)
fo(0,Yo)

fa(c)(x_xo) +f;j(y_yo) =0

Sostituendo 2'(t,) =1 e y'(t,) = , si ottiene

ovvero l'equazione della retta tangente in P, (punto semplice) alla curva C™.

Proposizione 6.4.3 Sia C" : f(z,y) = 0 e Py(z,,y,) € C". Allora P, ¢ punto
semplice se e solo se ogni retta per P,, eccetto una, ha una sola intersezione con
C" € P,. La retta che fa eccezione ¢ la retta tangente tp, , che ha almeno due

intersezioni con C" che ricadono in P,, cioé

I(C" tp, P,) > 2.

DIM. Se r & una retta passante per P,, I(C",r, P,) denota il numero in-
tersezioni di C" con r in P,. Sia r una retta per P,, descritta da equazioni

parametriche

T =T, + It
T
Y= Yo+ mt

con t € R. Per trovare I(C",r, P,) studiamo il sistema

T =x,+ 1t
Y=Y+ mit
f(z,y) =0

()

Sviluppiamo con la formula di Taylor (di punto iniziale P,) il nostro polinomio

f(x,y). Allora
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f(a:,y) = f(xmyo)
+ Sz —x0) + [y — o)
+ %[ 01— 10)? + 21 (x — 20) (y — o) + £2,(y — ¥o)?]
1 3
+ 5[ gxaz(x_xo) +]
4+ ...
+ %[...].

Il sistema (*) diventa

(
x—x, =lt,

Y—Yo = mta
1 1 (6.4.5)
[fol + fom]t + 5[ o2 +2 2, im + ;ym2]t2 + 5[. e
. ! !
\ n:

Le intersezioni in P, si ottengono in corrispondenza della soluzione ¢ = 0. Per
ipotesi P, & semplice, ovvero (fy, fy) # (0,0). Cio equivale a dire che nell’ulti-
ma equazione di (6.4.5), il coefficiente di ¢ ¢ non nullo, eccetto nel caso in cui

(f2, 1) ~ (=m, 1).

Quindi tale equazione ammette la soluzione t = 0 con molteplicita 1, eccetto in
un caso, dove la molteplicita e almeno 2. Concludendo, per ogni retta r passante
per P, risulta I(C™,r, P,) = 1, eccetto in un caso. La retta che fa eccezione &

quella che si ottiene per [ = f7 e m = —f7, ovvero
T —x,= fjt
T
Y—Yo = _fgt'

Eliminando ¢ si ha

r o) + I —,) =0 (6.4.6)

che rappresenta la retta tangente in P, a C".

Definizione 6.4.4 Consideriamo C" : f(x,y) =0 e P, € C". P, si dice punto
doppio per C" se (f2.12) = (0.0) ¢ (f2, f4,.12,) # (0,0,0).

Proposizione 6.4.5 Sia C" : f(z,y) = 0 e sia P, € C". P, ¢é punto doppio se
e solo se per ogni retta r per P,, eccetto due, risulta 1(C",r,P,) = 2. Le due
rette che fanno eccezione hanno almeno 3 intersezioni in P, con C". Tali rette si
dicono tangenti principali in P, a C".
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DIM. Consideriamo C" : f(x,y) = 0 e sia P,(z,,y,) € C". Sia r la generica
retta passante per P,:
T =z, + It
T
Y = Yo +mi.

Procedendo in modo analogo con la dimostrazione della Proposizione prece-
dente, per determinare I(C",r, P,) consideriamo la molteplicita della soluzione
t = 0 nell'ultima equazione di (6.4.5). Per ipotesi P, ¢ un punto doppio, ovvero

( ;?afgf) = (Q,O) e (foes fogs fiy) # (Q,0,0). .Ci(\) vu.ol dire che nell’equazi.one'
(5) il coefficiente di ¢ & nullo, mentre il coefficiente di #* ¢ non nullo (e quindi
I(C™, tg, P,) = 2), eccetto nei casi in cui la retta r ha parametri direttori [, m che
verificano

o 72 [2) o) 2
Jocl® +2f0,Im + fom* =0 (6.4.7)

Le rette i cui parametri direttori verificano (6.4.7) sono le tangenti principali in
P, a C™, per le quali vale I(C",r, P,) > 3.

Eliminando (I,m) tra le equazioni parametriche di r e 1’equazione (6.4.7),
quest’ultima diventa

0@ = 0)? + 2£2, (2 — x0) (Y — ¥o) + f2,(y — ¥o)* = 0. (6.4.8)

La (6.4.8) e 'equazione complessiva di due rette per P,, che hanno almeno 3
intersezioni con C" in P,. Tali rette si dicono tangenti principali a C™ nel punto
doppio P,. U

Osservazione 6.4.6 La (6.4.8) rappresenta una conica degenere. Ad esempio,
prendendo P, = O, la (6.4.8) diventa

0 Xt + 2fpxy + f;ygﬂ =0

La matrice associata a tale conica €

vr Joy O
A= vy Jyy O
0 0 0

ed ha rango strettamente minore di 3.

Definizione 6.4.7 Il punto doppio P, si dice:
e nodo se le tangenti principali sono distinte;

e cuspide se le tangenti principali sono coincidenti;
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Se C™ ¢ una curva reale e P, ¢ un punto reale, allora ’equazione (6.4.8) & reale
e in tal caso le tangenti principale possono essere:

e reali e distinte. In tal caso P, si dice nodo reale;
e complesse coniugate. In tal caso P, si dice punto doppio isolato;

e reali e coincidenti. In tal caso P, si dice cuspide (reale).

Osservazione 6.4.8 Si noti che il discriminante dell’equazione (6.4.8), ¢ dato

da
A/4 = —H<x0a y()) = - J;J»‘ agy )
yx vy

il cui segno (>0, <0, =0) porta a classificare i punti doppi in nodi, punti doppi
1solati e cuspidi.

Definizione 6.4.9 Siano C" : f(x,y) =0 e P, € C". P, si dice punto r-uplo
di C™ se tutte le derivate parziali di f fino all’ordine (r —1) sono nulle in (o, Ys),
ed almeno una deriwata parziale di ordine v calcolata in (x,,y,) € diversa da 0.

Proposizione 6.4.10 Un punto P, € C" si dice r-uplo se e solo se ogni retta
per P,, eccetto r rette, ha r intersezioni con la curva C"™ in P,. Le rette che fanno
eccezione hanno piu di r intersezioni, e sono dette tangenti principali in P, a
C". L’equazione complessiva delle r tangenti principali é:

o f . o f -
W(%’ Yo) (T — x,)" + Tm(l’o, Yo) (T — o) "My — o) +

o f Lany i
T oy o o) (@ = o)y = 3o) ™+ T (o, o)y = o) = 0,

6.4.1 Uso di coordinate omogenee

Consideriamo C" : f(z,y) = 0 e P, € C". In coordinate omogenee:

C": F(x1,m9,x3) = 2% (ﬂ, 2) =0.

T3 T3
Consideriamo

oF

Fii=—=a0f, — =2 f,

1 01, T3 3 xy f.

oF " e

F2:3_$2:x3y =5 fy,
8F n— n T ) n— n—

Iy = O T3 WL (fx—2+fy_2) =naf  f -2y (@ fo + 32 fy).
T3 T3 L3

(6.4.9)
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Poniamo F? = Fj(z9,x$,x3) per ogni i = 1,2,3, dove P,(x¢,x%,23). Allora

Fy = (a9 fe

x?

g = (a5,

FY e B )
X

) e O

(z$FY + 25 Fy)

— FY=— — . (6.4.10)
3

Fy = —(a§)" 2 (52 + a8fg) = —(ag)" (m‘f

Quindi, per un punto P, proprio:
P, (proprio) semplice <= (fy, fy) # (0,0) <= (FY, F3,Fy) # (0,0,0)

P, singolare = (f2, 1)) =1(0,0) <= (FY,F3,Fy)=1(0,0,0)

x?

Ora supponiamo P, semplice. L’equazione della tangente in P, in coordinate
omogenee diventa (utilizzando (6.4.10)):

E? ry a9 Fy Ty XY
i\ o | T . e ) =0
(x3) T3 X3 () r3  x3

poty pptz  HPHi TR
T3 T3 ZL‘3
Applicando (9) e moltiplicando per z3 si ottiene
Flo.I‘l—FF;I‘Q—FFgOI:g:O (6411)

che e I'equazione della retta tangente in P, (punto semplice) in coordinate omo-
genee.
Infine, poniamo

Fy =

0’F o
Gean Fo=Falehato))  ii=123

Allora, risulta:
P, ¢ punto doppio <= Fy = Fy =Fy =0 e F} non tutte nulle.

Quindi I'equazione complessiva delle tangenti principali in P, (punto doppio) in
coordinate omogenee diventa

Fo a7+ Foas + Foas + 2F a1 + 2F 1103 + 2F 51023 = 0. (6.4.12)
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Punti impropri

Sia P, punto improprio della curva C" di equazione F'(x1,xs,23) = 0. Seguendo
I’argomento precedente, si ottiene:

P, semplice <% (Fe, F9, F9) + (0,0,0),

P, singolare &, (F?, F3, F$) = (0,0,0),
P, doppio PLEN F?=0,i=1,2,3, e Fj # 0 per qualche i, j

Esempio 6.4.11 Consideriamo C3 : x(y —1)?+y = 0, e determiniamo la natura
dei suoi punti O, A(—2,2) e X, e le tangenti in tali punti.
Per i punti propri, posto f(x,y) = x(y — 1)® +y, basta considerare

fo=W—-1%  f,=22(y—1)+1

Allora, f,(0) =1, f,(O) =1, per cui concludiamo che O é un punto semplice, e
applicando (6.4.6) otteniamo la tangente in O, to : 1(x —0)+1(y —0) = 0, ossia,
to:x+y =0 (vedremo nella sezione 6.5 come si poteva ottenere pit facilmente
tale conclusione).

Analogamente, f.(A) =1, f,(A) = =3, e quindi A é un punto semplice, e, per la
(6.4.6), ta:ax—3y+8=0.

Per il punto improprio X(1,0,0), in coordinate omogenee abbiamo

c3 F(z1,x9,23) = z1(29 — I3)2 + $25L‘:2’> = 0.

Allora, calcolando F; = OF/0x; per i = 1,2,3, troviamo F;(X) = 0 per ogni i,
sicché X non ¢ un punto semplice. Calcolando Fy; = 0*F/0x;0x; per ogni i, j,
stabiliamo che X € un punto doppio (per esempio, Fs(Xs) = 2 # 0), e ap-
plicando ’equazione (6.4.12) determiniamo ['equazione complessiva delle tangenti
principali in X o:

203 + 203 — 4xyx3 = 0 0ssia, (y—1)2=0

(anche tale risultato si otterra in modo pit semplice nella sezione 6.5).

6.4.2 Classificazione dei punti semplici

Siano C™ una curva e P, € C™ punto semplice (proprio o improprio). Sia tp, la
tangente in P, a C". Essendo P, semplice, risulta I(C",tp,, P,) > 2.

Definizione 6.4.12 P, si dice punto semplice ordinario se I(C",tp,, P,) = 2.
Se invece I(C",tp,,P,) = k+ 2, con k > 1, allora P, si dice punto di fles-
so di specie k. In particolare, P, si dice flesso ordinario se k = 1 (ovvero

1(C",tp,, P,) = 3).
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(1) P, punto (proprio) semplice ordinario o flesso di specie pari:

P,

(2) P, punto (improprio) semplice ordinario o flesso di specie pari:
(3) P, punto (proprio) di flesso ordinario o flesso di specie dispari:

/ | g B

(4) P, punto (improprio) di flesso ordinario o di specie dispari:

N\ -

Sia P, un punto semplice (proprio) di C" : f(z,y) = 0. Allora,

tg

tg

P, punto di flesso <= il coeff. di ¢? dell’ultima equazione di (6.4.5) & nullo.

Ponendo uguale a zero tale coefficiente e sostituendo (I,m) con (fy,—f7), si
ottiene

o 0\2 o fo ro o o\2 __
Pertanto:

o o fo
TT Ty T

P, punto di flesso <= |fy, [, [, =0

2 f) 0
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Sia ora P, un punto semplice (proprio o improprio) di C" : F(xy,x2,23) = 0.
Poniamo

Fi Fio i
H(zy, x0, x3) :=det(F;) = |For  Faa Fog
Fy F3y I3

Allora, H(z1, xe,x3) € un polinomio omogeneo di grado 3(n —2), detto Hessiano
di F(z1,x9,x3) (si ottiene dalla matrice precedente passando in coordinate omo-
genee).

La curva algebrica H : H(x1, 22, 23) = 0 si chiama curva Hessiana associata
alla C™.

Sia P, € C™ un punto semplice. Allora, risulta
P, ¢ flesso <= P, € H (curva Hessiana di C").

Di conseguenza (come applicazione del teorema di Bézout), si ha subito la se-
guente

Proposizione 6.4.13 [l massimo numero di flessi di una C" (irriducibile) é
3n(n —2).

r trovare i idiun i deve risolvere il sistem
Per trovare i flessi di una C", si deve risolvere il sistema

Cnﬂ% F(I17x27x3):0
H(IEDI'Q,Ig) :O

e scartare eventuali punti singolari dalle 3n(n — 2) soluzioni.

Osservazione 6.4.14 Siano C" una curva irriducibile e P, € C™ un punto sem-
plice. Allora:

2 < I(C" tp,, P,) <n.
In particolare:

e Una conica irriducibile non ha punti di flesso.

o Una cubica irriducibile puo avere soltanto flessi ordinari, e se la curva é
liscia 1 flessi sono esattamente 9.

Osservazione 6.4.15 Condizione sufficiente per lirriducibilita di una C™ € che
la curva abbia un punto semplice P, con I(C", tp,, P,) = n. In particolare, una
C? con un flesso (ordinario) ¢ irriducibile.

Osservazione 6.4.16 Le nozioni di punto semplice, di flesso di specie k, di
punto r-uplo sono invarianti proiettivi.
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6.4.3 Punti multipli

Iniziamo con la seguente

Proposizione 6.4.17 Una C" irriducibile puo avere punti multipli di ordine r,
con2<r<n-—1.

DIM. Supponiamo per assurdo che esista P, € C", punto (almeno) n-uplo
per C". Fissato un altro P, € C" diverso da P,, la retta [P,, P;] avrebbe almeno
n + 1 intersezioni con C™. Ma cio equivale a dire che C™ ¢ riducibile (applicando
la Proposizione 6.3.1 o il teorema di Bézout), il che & assurdo. [J

Osservazione 6.4.18
e Una C? irriducibile non puo avere punti doppi.
e Una C? irriducibile puo avere al pitt punti doppi.
e Una C* irriducibile puo avere al pitt punti tripli.

Proposizione 6.4.19 Una C" irriducibile con un punto (n — 1)-uplo non pos-
siede altry punti multipli.

DIM. Sia P, € C" punto (n — 1)-uplo di C" irriducibile. Supponiamo per
assurdo che esista un altro punto multiplo (almeno doppio) P; € C". Allora, la
retta [P,, P1] avrebbe almeno (n—1)+2 = n+1 intersezioni con C". Cid equivale
a dire che r C C", contrariamente all’ipotesi che C" ¢ irriducibile. [

Osservazione 6.4.20
e Una C? irriducibile ha al pitt un punto doppio.

o Una C* irriducibile con un punto triplo non ammette altri punti singolari.

(n—1)(n—2)

5 punti doppi.

Proposizione 6.4.21 Una C" irriducibile ha al pii

DIM. Per n = 2 e per n = 3 la proposizione segue dall’Osservazione pre-
cedente. Supponiamo allora che n > 3, e supponiamo per assurdo che esista C"
irriducibile con #==2) 4 4 punti doppi. Scegliamo su C" altri (n — 3) punti

2
semplici. Allora, gli "=1=2)

in totale =2 Hunti.
Per tali punti passa (almeno) una C"~2 (per la Proposizione 6.2.11).

Gli ("_Q)QM punti sono comuni alla C" e alla C" 2. Nei punti doppi sono assorbite

+ 1 punti doppi e gli (n — 3) punti semplici sono

2 ((n—léﬂ + 1) intersezioni, mentre nei punti semplici sono assorbite (n — 3)

intersezioni. Complessivamente, le intersezioni tra C" e C"~2 sono (almeno)
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(n—1)2=n*>-2n+1=nn—-2)+1>n(n—2).

Dal Teorema di Bézout, si conclude che C™ e riducibile, il che ¢ contrario all’ipo-
tesi. U

Osservazione 6.4.22
e Una C3? irriducibile ha al pitt un punto doppio.

o Una C* irriducibile ha al pitt 3 punti doppi.

6.5 Studio di una C" in O, X, Y,

Fissato un sistema di riferimento cartesiano RC(O,x,y) nel piano euclideo, i
punti O, X, Y, (Porigine e le direzioni degli assi coordinati) vengono chiamati
vertici del triangolo fondamentale. Vediamo ora come si puo studiare in
modo particolarmente semplice la natura di questi punti in una curva algebrica.

Consideriamo C" : F(xy,x9,23) = 0. Ordiniamo i termini di F' secondo le
potenze decrescenti di x3:

Cn : aool’g + 901(1’1, JIQ)ZEQ_I + -+ g&n_l(xl, Ig)l’g + QOn(l’l, .7}2) = 0,

dove, per ogni indice i, @;(x1,22) € un polinomio omogeneo di grado i nelle
variabili 1, 2. In coordinate non omogenee:

C" : ago + (arjox + amyZ—l—Sagon + anwy + agy?) +£a30$3 +... Z—l— et (L) =
@@y) w(Vx,y) saszgyy) on(z,y)

Allora, si ha:

manca il termine noto
(1) 0(0,0,1) € C" <= agp =0 = nell’equazione in
coordinate non omogenee

(2) O & un punto semplice <= (f7, f) # (0,0).
Inoltre, to : fjz + fjy =0. Ma

o __ o __
fx - 0/107 fy - aOl
e quindi,

to : apxr + any = 901(51579) =0.



CAPITOLO 6. CURVE ALGEBRICHE PIANE 116

(4)

Quindi, O ¢ semplice se non é presente il termine noto ed € presente almeno
uno dei due termini di primo grado.
La tangente alla curva nell’origine si ottiene uguagliando a 0 il complesso
dei termini di primo grado p1(x,y).
O ¢ doppio <= f2=/f7=0 e ([, f2, fy,) # (0,0,0).
Inoltre, to @ fo,2* 4+ 2f2,xy + fo,u° = 0. Ma
fow = 2020,  f3, =an, [, = 2a0,
per cui

to : agx?® + anzy + any? = p2(z,y) = 0.

Pertanto, O ¢ un punto doppio se mancano il termine noto e i termini di
primo grado, mentre sono presenti quelli di secondo grado.

L’equazione delle tangenti principali si ottiene uguagliando a 0 il complesso
dei termini di secondo grado po(z,y).

In generale:
Oecr ér-uplO se aoozgpl(x7y):...: _

er1(z,y) =0 e on(z,y) # 0.
L’equazione delle r tangenti principali in O é @,.(x

( 7y):0'

Si procede in maniera analoga per lo studio di X,,(1,0,0). Ordiniamo i termini
di F' secondo le potenze decrescenti di x1:

C™ : boox + 1y (w2, 23) 2y +ha(29, 13) 2 24+ - -+ b1 (29, T3) 1 +1n (22, 23) = 0.

In coordinate non omogenee:

Cn

Dboox™ + 1 (y, D)™t 4+ oy, 1)a" 2 + -+ (y, 1)z + ¢y (y, 1) = 0.

Allora:

(1)
(2)

(3)

X (1,0,0) €C" = by =0 ( manca il termine di grado )
o0 9 Yy 00 =

massimo in z (o in xq)

X semplice <= byg =0 e 1y # 0 (coefficiente di z™~1).
L’equazione della tangente e:

tx. 1 i(z2,23) =0 (0 ¢a(y,1) =0).

X doppio <= by =0, 1 =0 e 1y # 0 (coefficiente di 2"2).
L’equazione delle tangenti principali e:
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tho : ¢2($2,ZE3) =0 (O wg(y, 1) = O)

(4) Xoo m-uplo <= byg =11 =+ =1,_1 =0 e 1), # 0 (coefficiente di 2™~")
L’equazione delle tangenti principali e:

¢r<x2; 5173) =0 (0 wT(:% 1) = O)

Lo studio per Y., ¢ del tutto analogo a quello per X,: e sufficiente scambiare il
ruolo di x con quello di y.

Esempio 6.5.1 Per la curva C? : z(y — 1)> +y = 0, considerata nell’Esempio
6.4.11, ora possiamo concludere immediatamente che O € C* (manca il termine
noto), & un punto semplice (ci sono termini di I grado), e la tangente a C* in O
si ottiene annullando il complesso dei termini di I grado: to 1 x +y = 0.

Per quanto riguarda X, € C* (manca il termine in z*), non é semplice (manca il
termine in 2%), ¢ doppio (esiste il termine in x), e 'eq. complessiva delle tangenti
principali in X, (ottenuta annullando il coefficiente dix) étx_ : (y —1)>=0.

Esempio 6.5.2 Consideriamo C* : 2%*y? + 2yx? — 2xy® — 2 + 5y = 0. Allora,
O € C* (manca il termine noto), ed ¢ un punto semplice (ci sono termini di I
grado). La tangente a C* in O ha equazione to : 5y — x = 0.

Riscrivendo la curva in coordinate omogenee ed ordinando secondo le potenze
decrescenti di x1:

C*: 2203 + 2atwoxs — 22105 — 1125 + Swws = 0,

concludiamo che Xo, € C* (manca il termine x3), non & semplice (manca il
termine x3), & doppio (esiste il termine x3) e l'eq. complessiva delle tangenti
principali in Xo ¢ 235 + 22923 = 0, 0ssia, y(y +2) = 0.

Analogamente, analizzando le potenze di y nell’equazione di C*, concludiamo che
Y., € C* (manca il termine x3), ¢ semplice (esiste il termine x3), e la tangente
in Yy €2x1 =0, ossia, x = 0.

6.6 Parabole osculatrici

Definizione 6.6.1 Una curva algebrica del tipo

Y=o+ ai(z —x,) +ax(x —x,)2 + -+ ap(x — z,)"
oppure
=20+ a1(y — Yo) + a2(y — ¥o)® + - 4 an(y — yo)"

st dice parabola di ordine h di punto iniziale P,(x,,Y,).
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Definizione 6.6.2 Siano C" una curva algebrica e Py(x,,y,) € C™ un punto
semplice.

Una parabola di ordine h e di punto iniziale P, si chiama parabola osculatrice
di ordine h di C" in P, se essa ha con C" (almeno) (h + 1) intersezioni in P,.
Un ramo lineare di origine P, ¢ una successione di parabole osculatrici Py, Ps,
ooy Pu, ... di origine P,, che si puo prolungare senza fine. Tale ramo si indica
con y=1yo+a(r—x,)+ - +ap(r —z,)" +....

Proposizione 6.6.3 Ogni punto semplice di una C™ é origine di un ramo lineare.

DIM. Siano C" : f(z,y) = 0 e P, € C™ punto semplice. Supponiamo per
comodita che P, = O (esiste sempre una trasformazione proiettiva che porti P,
in O; per un punto proprio P, esiste un movimento). Allora,

C" : (a1or+aoy)+ (agr® +anry+agy®)+(asr®+... )+ --+(...) =0, (6.6.14)

dove ajg = f; e agy = f,. Inoltre, essendo P, semplice, si ha (a9, ao1) # (0,0).
Supponiamo senza perdere di generalita che ag; # 0, e consideriamo una generica
parabola P;, di ordine 1 ed origine P, = O. Tale parabola ha equazione della
forma y = Az. Cerchiamo A\ per cui P; risulta essere osculatrice, ovvero per cui
risulta Z(C", Py, P,) > 2. Poiché

PrNC™:

Y= A\r
(alo -+ )\&01)33‘ + (ago + all)\ + (102)\2)232 + ( .. ).233 + -4 ( .. ).Clﬁn = 0,

P, € osculatrice se almeno 2 intersezioni cadono in P, = O, ovvero se ajg+ Aag; =
0, da cui A = —%. Quindi

P1 osculatrice ha equazione y = —Zﬁx,

ovvero, ¢ la retta tangente in P,.

Sia ora P, la generica parabola di ordine 2 originata da P; osculatrice, ossia,

Py iy = M + pa?,

dove \; = :;;10, e consideriamo Py N C™, ovvero

Yy = M+ px?,
a107 + agr (A1 +ux?) + lawr® + anz(Mz + pr?®) + agp(Ax + pr?)?] + - = 0.
—

—a
=0 per Alzﬁ
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Py e osculatrice se si hanno almeno 3 intersezioni in P,, ovvero se il coefficiente
(ao1jt + aso + ayi A + Mage) di 22 & nullo. Quindi, tenendo conto del fatto che

o1 # 0,

)\2 (—A2ap2—a11A1)—azo

=HR= ao1
determina
Py iy = \ix + Ma?, parabola osculatrice di ordine 2.

Analogamente si considera Ps : y = A\ + \ox? + px?, e si determina p imponendo
che sia osculatrice, cioe, Z(C", Ps, P,) > 4.

Cosi procedendo, si determina una parabola osculatrice di ordine h per ogni h, e
quindi un ramo lineare. []

Proposizione 6.6.4 Ogni nodo é origine di 2 rams lineari.

DIM. Sia P, € C™ un nodo (reale o punto doppio isolato), e come prima ci
riconduciamo per semplicita al caso P, = O. Allora:
O doppio <= ¢i(z,y) =0.

Inoltre supponiamo che le tangenti principali in O siano le rette z =0 e y = 0
(esiste una trasformazione affine che porti le tangenti (distinte) in O negli assi).
Pertanto, @s(z,y) = xy, e I'equazione (6.6.14) diventa:

Cn -y + S&gol’g + a21$2y + a12$y2 + a03$y32+((140$4 + ... ) + o= 0
<psE;,y)

A partire dalle due tangenti t; : © =0 e ty : y = 0, si costruiscono 2 rami lineari:

Y= o + N3z + -+ N2+
r = poy® + psy® + -y 4. O

Classificazione dei nodi. Un nodo P, puo risultare un punto di flesso per il
ramo lineare, quando una delle sue tangenti (o entrambe) ha piu di 3 intersezioni
con la curva che ricadono in P, stesso. Cio porta a classificare i nodi sulla base
del numero di intersezioni delle tangenti t;, ¢ con C™:

tyNC™ =3 (o 2k + 1) intersez. in P,

(1) toNC" =3 (0 2k + 1) intersez. in P, — P, nodo ordinario
t1NC" =3 (0 2k + 1) intersez. in P,

) toNC" =4 (0 2h + 2) intersez. in P, — F, flecnodo
t1 NC" =4 (o 2k + 2) intersez. in P,

) to NC™" =4 (o 2h + 2) intersez. in P, = F, biflecnodo

Si rimanda all’Appendice A per la descrizione dei diversi nodi, propri ed impropri.
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6.7 Studio di un punto cuspidale

Siano C™ una curva algebrica e P, € C". Supponiamo che P, sia una cuspide,

ovvero un punto doppio con tangenti principali ¢; = 5 coincidenti. Come nella

precedente sezione, ci riconduciamo senza perdere di generalita al caso P, = O,

e sia y? = 0 'equazione delle tangenti principali. Allora, I'equazione di C" & data

da

C" : apay® + (aosy® + ao12®y + a1oxy® + aspr®) + (ager* +... )+ + (...) =0.
—— 4 —~—

N

-~ -~

w2(z,y) w3(z,y) pa(x,y) on(z,y)

L’equazione P; : y = 0 della tangente rappresenta la parabola osculatrice del
primo ordine. Consideriamo ora una generica parabola del secondo ordine origi-
nata da P; osculatrice, ossia, P, : y = 0 + Az?. Determiniamo, se esiste, A # 0
per cui P, & osculatrice (4 delle sue intersezioni con C" cadono in P,). Quindi,
consideriamo

y = \a?
PyNC: (6.7.15)
CL30(L’3 + (a02/\2 + (lQl/\ —+ CL40)I4 + ( .. )IS + o= 0

Distinguiamo ora 2 casi:

(I) asy # 0. Allora, non esiste \ per cui C" e P, abbiano 4 intersezioni
ricadenti in P,. Pertanto, non esiste una parabola osculatrice di ordine 2, e
quindi neanche un ramo lineare. In questo caso:

y=0 (tg. in P, = O) y=0
lecn: —
flx,y) =0 3(asy + agpr +...) =0,

quindi la tangente ha esattamente 3 intersezioni in P, = O con C". In tal
caso, P, e detto cuspide di 12 specie.

(2) azo = 0. Cio vuol dire che, per 'equazione (6.7.15), la tangente cuspidale
ha (almeno) 4 intersezioni in P, = O con C". In questo caso esistono due
parabole osculatrici del secondo ordine, ottenute in corrispondenza delle
soluzioni Ay, Ay dell’equazione

ape A + ag A + ag = 0.
Distinguiamo i seguenti sottocasi:

(a) Se A1, Ag sono distinte, il punto P, si dice tacnodo (o doppio nodo).
In particolare, Se Ay, Ay sono complesse coniugate, il punto P, si dice
tacnodo isolato. Se Aj, Ay sono reali, il punto P, si dice tacnodo
reale.
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(b) A1 = Aa. In tal caso, esiste una e una sola parabola osculatrice del
secondo ordine Py, la quale ha almeno 5 intersezioni in P, con C".
Se Py N C™ ha esattamente 5 intersezioni in P,, allora P, si chiama
cuspide di 22 specie o becco. In tal caso, non esiste una parabola
osculatrice del terzo ordine, e quindi neanche un ramo lineare.
Se P,NC™ ha piu di 5 intersezioni che ricadono in Py = O, si considera
una generica parabola di ordine 3, P3 : y = ;22 + pua® originata da Py,
e si determina p per cui Ps € osculatrice (avendo almeno 7 intersezioni
con C" che ricadono in P, = O). In tal caso si possono avere due
ulteriori casi:

® (11 # po. Cio vuol dire che esistono 2 parabole osculatrici distinte
del terzo ordine, e il punto P, si chiama oxnodo (o triplo nodo).
In tal caso, esistono 2 rami lineari originati in F,.

e /1y = . In questo caso esiste una e una sola parabola osculatrice
Ps. Se tale parabola ha esattamente 7 intersezioni in P,, allora P,
si dice cuspide di 3? specie.

Se P3 ha piu di 7 intersezioni in P,, si considera una parabola di
ordine 4 originata da Ps, e si continua il procedimento...

Osservazione 6.7.1 Il massimo numero di punti doppi di una C™ irriducibile é

(n—1)(n—2) : : ;.
———5——. Nel computo dei punti doppi:

o Una cuspide di 1* specie vale un punto doppio;
e Un tacnodo vale 2 punti doppi,

o Una cuspide di 2% specie vale 2 punti doppi;

e Un oxnodo vale 3 punti doppi;

e Una cuspide di 3% specie vale 3 punti doppr.

Se C™ irriducibile & priva di punti multipli (liscia), allora il numero 7 dei suoi
flessi ¢ i = 3n(n — 2).
Ora supponiamo che C" irriducibile possieda punti multipli. Risulta:

e In un nodo (punto doppio con tangenti distinte) sono assorbite 6 delle
intersezioni tra C™ e la sua hessiana H.

e In una cuspide di 1? specie sono assorbite 8 intersezioni tra C" e H.

Di conseguenza, vale la seguente

Proposizione 6.7.2 (Formula di Pliicker) Se C" (irriducibile) ammette solo
nodi e cuspidi di 1 specie, allora il numero i dei suoi flessi e dato da
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i=3n(n—2)—60— 8k

dove & ¢ il numero di nodi, mentre k & il numero di cuspidi di 1* specie. Tale
formula si chiama formula di Pliicker.

6.8 Genere di una C" e curve razionali

Sia C™ una curva algebrica di ordine n irriducibile. Sappiamo gia che il mas-
simo numero di punti doppi e m_léﬂ Sia d il numero di punti doppi che
effettivamente ha la curva C".
Definizione 6.8.1 Lintero g := w —d > 0 si chiama genere di C". Le
curve di genere g = 0 sono le curve che ammettono il massimo numero di punti
doppi. Le curve di genere 1 sono dette curve ellittiche.

Osservazione 6.8.2 [l genere di una C" e un invariante proiettivo.

Definizione 6.8.3 Una curva piana C si dice razionale se si puo esprimere con
equaziont parametriche del tipo

(03] (t)

T )
6.8.16
s (6.8.16)
Ba(t)’

dove aq, v, By, Po sono polinomi in t. Il sistema (6.8.16) si chiama rappresen-
tazione parametrica razionale di C.

Se C ¢ razionale, eliminando ¢t da (6.8.16) si ottiene un’equazione del tipo
f(z,y) =0, dove f(x,y) & un polinomio algebrico. Quindi una curva razionale e
necessariamente algebrica, e si puo dimostrare che € necessariamente irriducibile.
Osserviamo che ogni retta e una curva razionale.

Osservazione 6.8.4 La proprieta “C e razionale” é una proprieta proiettiva.

Proposizione 6.8.5 Una C" irriducibile con un punto (n — 1)-uplo é una curva
razionale.

DIM. Siano C" : f(z,y) = 0 una curva irriducibile e P, € C" un punto
(n — 1)-uplo. Come di consueto, ci riconduciamo al caso P, = O. Allora,

Cn : Sonfl(xay) + QDTL(:B?y) = O?
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dove ¢, € un polinomio omogeneo di grado (n — 1), mentre ¢,, € un polinomio
omogeneo di grado n. Consideriamo C™ N rp,, dove rp, : y = tx ¢ la generica
retta per P, = O. Risulta:

Yy =1tix
On_1(z,tx) + @z, txr) =0

Yy =1tix
=
2" Lo, 1(1,t) + 20, (1,1) =0

. {y =iz
2" ((on-1(L,8) + 2pn(L, 1) =0

Yy =1tx Yy =1tix
- V
"l =0 On_1(1,t) + 2, (1,t) = 0.

Dal primo degli ultimi due sistemi si ottiene O con molteplicita (n—1). Il secondo
sistema diventa:

_ Spn—l(lvt)

T=—"""7>
on(1,t)

woa (1t

y= 17 1(1,1)
on(1,1)

e quindi, C" e razionale. [J

Esempio 6.8.6 Proviamo che la curva C* : y*(z—3)+z(x—1)? = 0 ¢ razionale,
e ne determiniamo una rappresentazione parametrica.

Considerato il polinomio f(x,y) = y*(x —3) +z(x —1)?, determiniamo i punti
singolari di C?, risolvendo il sistema

0=fo=y?+322 —do +1, r=1,
{ o=y :>{ = A(1,0).

0=f,=2y(z - 3) y=0
Avendo la C? un punto (3—1) = 2-plo (doppio), essa ammette una rappresentazio-
ne parametrica razionale. Procedendo come nella precedente Proposizione, consi-
deriamo Fu @y = Mx — 1), il fascio di rette passanti per A, ed intersechiamolo
con C3. Otteniamo

y:)\(l‘—l), — y:)\($—1>,
v (=3)+z(z—1)?=0 (=12 Xz —3)+2] =0
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da cui ritroviamo due intersezioni in A(1,0), e

y= Nz —1), x:;’%fl,
M+ 1z —-3X2=0 — =)\ 1) = A1)
- (ac— )— X241

Corollario 6.8.7

e Le coniche irriducibili sono curve razionali, poiché ammettono punti
(n — 1) = 1-upli, ovvero semplici.

e Le cubiche irriducibili con un punto doppio sono curve razionali, poiché
ammettono punti (n — 1) = 2-upli, ovvero punti doppi.

Si osservi che le curve del precedente Corollario sono di genere 0, essendo di ordine
n con un punto (n — 1)-uplo. Vale in effetti il seguente risultato generale, di cui
riportiamo solo ’enunciato.

Proposizione 6.8.8 Ogni curva algebrica C™ irriducibile di genere g =0 é una
curva razionale.

Osservazione 6.8.9 Nel caso di una curva algebrica C" di genere 0, una rappre-
sentazione parametrica razionale si puo ottenere intersecando C™ con un fascio di

curve di ordine (n — 2) passanti per gli ("_1)2& punti doppi di C™.

6.9 Studio di una curva algebrica

Assegnata una curva algebrica C" : f(x,y) = 0, lo studio di tale curva si articola
nei punti indicati di seguito:

(1) Condizioni di realtd: determinare le regioni del piano in cui la curva esiste,
studiando la realta della funzione f(z,y) come una funzione di z e di y.

(2) Simmetrie: stabilire se la curva ¢ simmetrica rispetto ad uno degli assi o
all’origine.

(3) Intersezioni della curva con gli assi(se possibile, anche comportamento agli
estremi del dominio).

Studio nev vertici del triangolo fondamentale.

Determinazione dei punti singolari.

Parabole osculatrici nei punti doppi e classificazione degli stessi.

Punti impropri della curva e relativi asintoti.
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(8) Determinazione dei flessi e delle tangenti di flesso (se possibile).

(9) Grafico qualitativo della curva.
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(10) Stabilire se la curva ammette una rappresentazione parametrica razionale.

Esercizi 6.9.1 Studiare le sequenti curve algebriche piane.
c3:
C3:
C3:
c3:
ch:
ch:
ch:
ch:
ch:
ch:
. Ch
. Ch
. Ch:
. Ch:
. C3
. Ch:
ch:
. Cch:
. Ch:
. Cch:
. Cch:

1.

T TR S T S Sy S S Gy S U Sy
G S o S o N S N T N e NN SN N

© % NS v e e

Se espressamente richiesto, determinare una tale rappresentazione.

v (x —2)+z(z—1)*=0.

xt — 22y — 322y + 9% = 0.
2?y? — 3y — 22 +2=0.

v x —1)2 — 22y + 1= 0.
2? — 3xy? — 2%y + 2yt = 0.

(22 + y*)? — 22 + y*> = 0 (lemniscata).

xt — 223 + y? = 0 (quartica piriforme).

ot + 2% —y? = 0.

r?y? — 62y + 522 —1=0.

v (r—1)—2y(z+1)+1=0.
(z* —2y)* —y* = 0.

v (2? —4) + 2*(x +1)2=0.
y* — 23y — 20y® + 22 = 0.

(2% +y*)? + dz(z — y?) = 0.
— 3xy2 - x2y2 + 2y4 =0.

(y — 2?)* — 3yz® = 0.
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Appendice A:
Tabella del grafico dei punti notevoli di una C"

P, Punto proprio Punto improprio

semplice ordinario

O . te L
flesso di specie pari N

tg

flesso ordinario

(6] 7 tg tg

flesso di specie dispari ) ol
nodo ordinario =
o ”

e

flecnodo
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(0 becco)

127
biflecnodo =~ —
cuspide di 1% specie 5 >
tacnodo reale \/ e
con Aq, Ay concordi ¥ =
tacnodo reale \/ =i \__
con A, Ay discordi " = P
cuspide di 2% specie 4 J
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Appendice B:
Selezione di Prove Scritte di Geometria 11

Prova Scritta di Geometria II - 8 Gennaio 2019
1) Forme bilineari. Data I’applicazione bilineare
P R3xRY — R
(Z,9) +—— 3wy1 + 4aays + 5r3ys + 311Y2 + 3Tau
+x1Yy3 + T3y1 + 3x2y3 + 3132

a) Verificare che ¢ ¢ un prodotto scalare su R3.

b) determinare il complemento ortogonale rispetto a v del sottospazio
U={(xy,r9,73) €ER3: 2y — 319 =0}.

c) determinare una base ortonormale di R? rispetto a ¢, contenente una
base di U.

2) Endomorfismi simmetrici. In R*, munito del prodotto scalare standard,
al variare di o € R si consideri I’endomorfismo

f:R* — R, (z,y, 2,t) —> (42,5y — t, 42 + at, —y + 5t) .

a) Determinare il valore di a per cui f ¢ un endomorfismo simmetrico.
b) Per tale valore di «, determinare una base ortonormale di autovettori.

c) Per tale valore di a, determinare la segnatura della forma quadratica
corrispondente ad f.

3) Coniche. Al variare di k € R, si consideri la conica Cy, : 2? + 2kzy + y* +
2ky+1=0.
a) Classificare C}, dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Studiare la conica per k = 1.

c) Determinare la retta polare di A(0, —1) rispetto a C}.
4) Curve algebriche piane. Data la curva C*: 2%y*> —y — 1 = 0,

a) Studiarne condizioni di realta, eventuali simmetrie, intersezioni con gli
assi coordinati.

b) Determinarne e studiarne i punti singolari ed i punti impropri.

¢) Tracciarne un grafico qualitativo.

N.B.: Tutti i procedimenti devono essere brevemente giustificati.
Sara elemento di valutazione anche la chiarezza espositiva.
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Prova Scritta di Geometria II - Settembre 2018
1) Forme bilineari. Data l'applicazione bilineare
Pp:R¥xR — R
(T,y) —— 2my1 — 21y2 — T2y1 + y1y2 + 473Y;5,
a) Verificare che ¢ ¢ un prodotto scalare su R3.

b) determinare la proiezione ortogonale rispetto a 1 del vettore @ = (1,0,0)
sul sottospazio

U= {($1,$2,x3) eR’: x1—$2=$2+x3=0}.

c¢) determinare una base ortonormale di R? rispetto a ¢, contenente una base
di U.
2) Trasformazioni ortogonali. In R?® munito del prodotto scalare stan-

dard, si consideri al variare di o € R, I'endomorfismo

3 4 4 3
f:R® — R3 (x,y,z)l—><5x—gz,(a—1)x+y,5x+%z>.

a) Determinare il valore di v per cui f ¢ una trasformazione ortogonale.

b) Per tale valore di «, determinare i punti fissi di f ed interpretarla geome-
tricamente.

3) Coniche. Al variare di k¥ € R, si consideri la conica Cy : 22? — 2y* +
dkxy — 4ky + 3 = 0.

a) Classificare Cy dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Studiare la conica per k = 1.
¢) Per k =1, determinare la retta polare di A(2,0) rispetto a Cj.
4) Curve algebriche piane. Data la curva C* : 2?(y — 1)? + y* — 2y3 =0,

a) Studiarne condizioni di realta, eventuali simmetrie, intersezioni con gli assi
coordinati.

b) Determinarne e studiarne i punti singolari ed i punti impropri.

c¢) Tracciarne un grafico qualitativo.

N.B.: Tutti i procedimenti devono essere brevemente giustificati.
Sara elemento di valutazione anche la chiarezza espositiva.
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Prova Scritta di Geometria II - Giugno 2018
1) Forme bilineari. Data I’applicazione bilineare
P:R¥xR — R

(Z,9) +—— 4z1y1 + 322y + dx3ys + 3T1Y2 + 3221
+371Yy3 + 3T3Y1 + T2y3 + T3Y2

a) Verificare che v ¢ un prodotto scalare su R?.

b) determinare il complemento ortogonale rispetto a v del sottospazio
U= {(m,mz,xg) eR3: 31y — 1y = ()}.

c) determinare una base ortonormale di R? rispetto a 1, contenente una

base di U.

2) Trasformazioni ortogonali. In R3 munito del prodotto scalare standard,
si consideri al variare di a € R, ’endomorfismo

3 1 1 3
f: R — R3 (x,y,2) — x+az,£y——z,—y+£z :
2 22 2
a) Determinare il valore di « per cui f € una trasformazione ortogonale.

b) Per tale valore di a, determinare i punti fissi di f ed interpretarla
geometricamente.

3) Coniche. Al variare di k € R, si consideri la conica Cy, : 2% — 2kxy + y* —
2ky+1=0.
a) Classificare C}, dal punto di vista proiettivo e affine.
b) Studiare la conica per k = —1.

c) Determinare la retta polare di A(0, 1) rispetto a C_;.
4) Curve algebriche piane. Data la curva C* : 2%y? — 2 — 1 =0,

a) Studiarne condizioni di realta, eventuali simmetrie, intersezioni con gli
assi coordinati.

b) Determinarne e studiarne i punti singolari ed i punti impropri.

c) Tracciarne un grafico qualitativo.

N.B.: Tutti i procedimenti devono essere brevemente giustificati.
Sara elemento di valutazione anche la chiarezza espositiva.



