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Modalita d’esame

e Prova scritta.

(a) 5 domande a risposta multipla — 10 punti:
2 punti per risposta esatta,
0 punti per risposta non data,
-0.5 punti per risposta errata.
(b) Un esercizio — 10 punti.
(c) Un (altro) esercizio — 10 punti.
— Si supera lo scritto con 18 punti.
— Uno scritto superato vale anche per tutti gli
appelli successivi, se non si consegna un nuovo
scritto.

e Prova orale: opzionale.

— Se non si fa l'orale — voto esame = voto scritto,

— Se si fa l'orale — voto esame = media voto
scritto e voto orale.

— Se non si accetta il voto all'orale si rifa lo scritto.
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Numeri

e Naturali: N={0,1,2,3,...}. Con i naturali non si
puo risolvere r + 4 = 1.

o Interi: 7Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Con
gli interi non si puo risolvere 2x = 5.

e Razionali: Q = {%|a,b € Z,b # 0} =
{...,—%,—%,O,l,i’—g,...}. Non si pud misurare la

diagonale di un quadrato di lato unitario (Pitagora!).

e Reali: R, ogni numero ‘con la virgola’, ad esempio
0,1, £=3.5 £=0,3333..., v2,... ma anche

(I

1
3
T =3,14159265358979323846264338327950288 . . .
Non si risolve 22 + 1 = 0.

e Complessi: C = {a+bi|a,be R}, i* =—1.
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Somma tra numeri complessi: (a+ bi) + (c+ di) =
(a+c)+ (b+d)i.

Prodotto tra numeri complessi:

ac + bei + adi + bdi?
(ac — bd) + (bc + ad)i.

(a+ bt)(c+ di)

Il numero zZ = a — b7 si dice coniugato del numero
complesso z = a + bi. |l numero reale |z| = vz -Z
e la norma, o valore assoluto del numero z.

Inverso di un numero complesso:
1 Z
z |zl

Il seguente teorema fondamentale dell’algebra di-
ce che non serve estendere ulteriormente | numeri
complessi.

Teorema: Ogni polinomio con coefficienti in C ha
una radice in C.
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Insiemi e applicazioni

Un insieme e una collezione di elementi. Se A e B
sono insiemi allora AU B e l'unione di A e B, esso e il
piu piccolo insieme che contiene sia A che B. Mentre
AN B e l'intersezione tra A e B, esso ¢ il piu grande
insieme contenuto in A e B.

Il prodotto cartesiano di due insiemi A e B ¢
I"insieme

A x B={(a,b)la € A,be B}

di tutte le coppie ordinate con primo elemento in A e
secondo elemento in B.

Un'applicazione dall'insieme A nell'insieme B € un
sottoinsieme f del prodotto cartesiano A X B con la
proprieta: per ogni elemento a di A esiste un unico b
in B per cui (a,b) sia un elemento di f. In simboli:

Va € A3Wb € B (a,b) € f.

Nel seguito scriveremo sempre f(a) = b se e solo
se (a,b) € f.
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Un'applicazione si dice iniettiva se a # a' implica

fla) # f(a').

Un’applicazione di dice suriettiva se per ogni b € B
esiste a in A per cui f(a) =0b.

Infine, un’applicazione si dice bigettiva se € iniettiva
e suriettiva, cioé se e solo se per ogni b € B esiste
unico a € A per cui f(a) =b.
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Operazioni

Definizione. Una operazione o su un unsieme X &
un'applicazione

XxX — X
(a,b) —— aob.

1. ZxXZ> (a,b) — a+ b € Z & un’operazione.
2. QxQ>(a,b) — GTH) € Q & un’operazione.
3. Nx N> (a,b) —> a — b € Z non & un'operazione.

L 'operazione o su X si dice:
e commutativa se per ogni a,b € X si ha

aob="boa.
e associativa se per ogni a,b,c € X si ha

ao(boc)=(aob)oc.

Esercizio: quali  operazioni sopra  sono
commutative? quali associative?



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Gruppi

Gruppi

Un insieme non vuoto (G con un’operazione o si dice
gruppo se:

e |'operazione o & associativa,

e esiste un elemento e in G per cui per ogni g € GG si
ha

goe=eog=g,
e si chiama elemento neutro,

e per ogni g € GG esiste ¢’ € G per cui:

gog =g og=e,

g’ si chiama inverso di g e si indica con ¢~ *.

Se inoltre o € commutativa allora (G si dice abeliano.

1. (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+) sono gruppi
abeliani,
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2. Q*=Q\ {0}, R* =R\ {0}, e C*=C\ {0} sono

gruppi con la moltiplicazione.

Un sottoinsieme H di un gruppo (G,o) si dice
sottogruppo se € (H, o) € un gruppo.

1. L'insieme P C Z dei numeri pari & un sottogruppo
di (Z,+),

2. l'insieme D C Z dei numeri dispari non e un
sottogruppo di (Z,+).
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Anelli

Un insieme A con due operazioni + e - si dice anello
se

e (A,+) & un gruppo abeliano,
e - & associativa,
e - e distributiva per +, cioe per ogni a,b,c € A:

a-c+b-c,
a-b+a-c.

)
=t
+ &
S A
|

1. (Z,4+,-) € un anello,

2. L'insieme R[t| dei polinomi a coefficienti reali & un
anello.
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Campi

Campi

Un anello (K, 4, -) per cui K\ {0} & un gruppo abeliano

con - si dice campo.

1. Q, R, C sono campi con le usuali operazioni +, -

2. (Z,4+,-) non & un campo,

3. L'insieme K = {0,1} con le operazioni:

+ 10 1
010 1
111 O
- 10 1
010 O
110 1

e un campo!

10
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Spazi vettoriali

Sia K un campo, un gruppo abeliano (V,+) con
un’applicazione

KxV — V
(A, v) — A-w,

si dice spazio vettoriale su K se per ogni A\, u € K e
u,v € V si ha:

o A (p-v)=(Ap) v

e AN+ pu)-v=XAv+pu-v,

e \-(ut+v)=A-u+X\-v,

o l-v=u.

Gli elementi di V sono detti vettori, quelli di K scalari.

L'elemento neutro O per la somma + di V & detto
vettore nullo.

Esercizio: provare che 0 -v = 0 per ogni vettore v.

11
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Esempi di spazi vettoriali

1. Sia R™ I'insieme di tutte le n—uple ordinate

di elementi di R. Definiamo

T 1 1+ Y1
33.2 n y_z | 2 + Y2
T, Yn, Tn + Yn
e
T AT
). To - Ao
Tn ALy,

Allora R™ con +, - € uno spazio vettoriale su R.

2. L'insieme dei polinomi R[t] con coefficienti in R &
uno spazio vettoriale con le operazioni di somma di
polinomi e moltiplicazione tra reali e polinomi.

12
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3. Si indica con R™™ ['insieme delle matrici con n
righe e m colonne, cioe delle tabelle

ay1 air2 - QA1m
21 Ga22 -+ QA2m
n1 QAp2 - An.m

di numeri reali. R™™ & uno spazio vettoriale su
R se definiamo: + tra due matrici sommando i
coefficienti corrispondenti, - tra scalari e matrici
moltiplicando ogni coefficiente di una matrice per
lo scalare.

13
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Sottospazi vettoriali

Un sottoinsieme non vuoto W di uno spazio vettoriale
V su K si dice sottospazio vettoriale se: per ogni
u,veEWeleKsihaut+tveWeluel.

1. Se W e il sottoinsieme di R"™ delle n—uple con
prima coordinata nulla, allora W & un sottospazio
vettoriale di R™.

2. L'insieme R, [t] dei polinomi a coefficienti in R
e grado minore o uguale ad n e un sottospazio
vettoriale di R[t].

3. Se U e un sottospazio vettoriale allora 0 € U.
Perche? & vero il viceversa?

4. | sottospazi vettoriali del piano R? sono: {0}, le
rette passanti per O e tutto il piano.

5. | sottospazi vettoriali di R3 sono: {0}, le rette
passanti per 0, i piani passanti per 0 e tutto lo
spazio.

14
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6. Se U, W sono sottospazi vettoriali di V' allora anche
U N'W e un sottospazio vettoriale.

7. Se U, W sono sottospazi vettoriali di V', poniamo

U+W=A{u+w|luelU weW}

Allora U + W & un sottospazio vettoriale di V' detto
sommadi UeW.

15
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Proposizione. U N'W & il piu grande sottospazio
vettoriale contenuto in U e W, U + W e il piu piccolo
sottospazio vettoriale contenente U e W.

Dimostrazione. U "W & contenuto in U e W ed € un
sottospazio vettoriale. Viceversa se Z e un sottospazio
vettoriale contenuto in U e in W allora Z & contenuto

inUNW.

U + W & un sottospazio vettoriale e contiene U =
{u+0luecU}eW ={0+w|w e W}. Viceversa
se / € un sottospazio vettoriale che contiene U e W
allora Z deve contenere anche u 4+ w per ogni u € U
ew € W, quindi Z contiene U + W. [

16
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SeUNW =0 allora U+ W siscrive UDW e si
dice somma diretta.

Proposizione. La somma di U e W e diretta se e
solo se ogni z € U + W si scrive in modo unico come
z=u4+wconueclUeweW.

Dimostrazione. Supponiamo che la somma sia diretta
esiano z = u+w e 2 = u + w' due scritture di 2
con u,u’ € U e w,w’ € W. Vogliamo far vedere che
u=uew=w. Infattida u+w =2 =u + v
abbiamo u — v’ = w — w’, ma il primo membro ¢& in
U e il secondo membro ¢ in W. Quindi u —u =0
ew—w =0vistoche UNW =0, cioé u = u' e
w=w'.

Viceversa supponiamo che la scrittura sia unica e
proviamo che UNW = 0. Sia z € UNW, allora
abbiamo le due scritture z = 2z +0 e z = 0 + z.
Essendo la scrittura unica abbiamo z = 0. [

17
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Combinazioni lineari

Spazi vettoriali

Siano wvy,v9,...,v, vettori in V, si chiama
combinazione lineare ogni vettore

)\1?}1 —+ )\2‘02 + e+ )\TfUr
dove A1, Ag, ..., A\, sono scalari.
La combinazione lineare 0 con Ay = Ao =--- =\, =0
si dice banale.
| vettori vy, v, ..., v, si dicono linearmente indipen-

denti se |'unica combinazione lineare che fa 0 e quella
banale. Altrimenti si dicono linearmente dipendenti.

1. | vettori di R?

1 1 1
0 |, 1], 1
0 0 1

sono dipendenti o indipendenti?

18
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2. | vettori di R3

1 1 2
0 |. 1 |, ~3
0 1 3

sono dipendenti o indipendenti?

3. | polinomi 1+t¢, 1—t, 1 e t? in R3][t] sono dipendenti
o indipendenti?

(o1) (31)

di R?? sono dipendenti o indipendenti?

4. Le matrici

5. Quando due wvettori u e v sono linearmenti
dipendenti?

6. Quando un vettore u € linearmente indipendente?

19
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Se X ={v1,v2,...,v,.} & un insieme di vettori, si dice
spazio vettoriale generato da X l'insieme di tutte le
combinazioni lineari di elementi di X:; si indica con

L(X).

Proposizione.  L(X) & il piu piccolo sottospazio
vettoriale di V' che contiene X.

Dimostrazione.

e £(X) & un sottospazio vettoriale:
(Av1 + -+ Avp) + (v + -+ -+ ppvye) =
— ()‘1 + Ml)’Ul + -+ ()\T -+ ,ur)fur

cioe la somma di due combinazioni lineari € ancora una
combinazione lineare; inoltre

pA1vr + -+ Apue) = (Ao + -+ (AR v

e quindi £(X) e chiuso anche per moltiplicazione per
scalare.

20
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e | vettori vq,...,v, sono combinazioni lineari di X,
cioé elementi di L(X).

e Viceversa se U e un sottospazio vettoriale di V' che

contiene X allora U contiene ogni combinazione lineare
di elementi di X, cioe U contiene £(X).LJ

1. K™ e generato dai vettori

| 0 [0

- O O O

! ] o

2. Il piano R? & generato da qualsiasi coppia di vettori
non nulli e non allineati.

3. R™™ & generato dall'insieme

X =AEpk|h=1,...,n, k=1,...,m}

21
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delle matrici elementari, dove E} ; € la matrice
tutta O tranne il coefficiente di riga h e colonna k
che e 1.

4. R|t] € generato dall'insieme infinito

X ={1,t,¢%,¢°,...}.

Definizione. Uno spazio vettoriale V' si dice finita-
mente generato se esiste un insieme finito X che lo

genera. (Cioe V = L(X).)
1. K", K™™ sono finitamente generati.

2. R,[t] & finitamente generato.

3. R[t] non & finitamente generato.

22
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Basi

Definizione. Un sottoinsieme BB di uno spazio vettoriale
V si dice base di V' se B & un insieme di generatori
(linearmente) indipendenti.

1. L'insieme {e1, ex} di R? & una base per R??
2. L'insieme {eq, e + ex} di R? & una base per R??
3. L'insieme {e1, e, €1 + e} di R3 & una base per R®?

4. L'insieme {eq, e, e1 + €2, €2+ e3} di R & una base
per R3?

5. Provare che le matrici elementari £ 1, £y 2, Eo; €
F5 5 sono una base di R%2.

6. Provare che i polinomi 1, 1+t e 14+t sono una
base di Rs[t].

23
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Proposizione. Se B € una base per V allora ogni vettore
si scrive in modo unico come combinazione lineare di

B.

Dimostrazione. Sia B = {vy,...,v.} e sia u € V.
Sicuramente wu si esprime come combinazione lineare
di v1,...,v, In quanto B € un insieme di generatori per
V: u=)\1v1+)\21}2+---+)\rvr con )\1,...,)\7« c K.
Supponiamo che sia anche u = pv1 + - - - 4+ U0,

Allora (A\y — p1)vy + -+ + (A — p)v, = 0, ma
v1,...,0, sono indipendenti e quindi A\; = pu; per
v =1,2,...,r. U

Coordinate rispetto ad una base B:

CRh . V — K"
v o— YA, A

e una bigezione.

24
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Esistenza basi

Lemma. Sia {vy,...,v,} CV con

e v; # 0,
® Uy non & combinazione lineare di vq,
e v3 non € combinazione lineare di v e o,

e cosi via fino a v,, non € combinazione lineare di
V1,025 ...,Un—-1

allora v1,vs, ..., v, sono indipendenti.

Dimostrazione. Se Avy + Agvs + ...+ Apv, = 0
allora \,, = 0 perche altrimenti v,, € combinazione
dei precedenti. Ma allora anche \,,_1 = 0 perche
altrimenti v,,_1 € combinazione dei precedenti... si
ripete questo ragionamento fino a A; = 0. Cioé tutti i
coefficienti sono nulli e quindi la tesi. [

25
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Teorema. Se X = {v1,vq,...,v,.} genera V allora
esiste B C X base di V.

Dimostrazione. Definiamo:

e w; = v;, Il primo vettore non nullo in X,

® wy = v;, Il primo vettore dopo v;, indipendente da
Viqy

e w3 = v;, Il primo vettore dopo v;, indipendente da
Uiy Uiy,

e cosi via finche e possibile, fino ad un w,,.
Proviamo che B = {w,...,w,} € una base per V.

e B genera: sia v = \vy + -+ \u.. Se 1 &
{i1,...,in} allora v; & combinazione lineare dei
precedenti, sostituendo a v; questa combinazione
lineare otteniamo un'espressione di v in cui v; non

26
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compare. Procedendo in questo modo troviamo una
combinazione lineare dei soli v;,,v;,,...,v;, di v,
cioé scriviamo V in termini di wq,...,w,.

e 3 e un insieme linearmente indipendente: segue dal
Lemma precedente.[]

Corollario. Ogni spazio vettoriale finitamente generato
ha una base.

Esercizio. Controllare che

0 1 —2 2 1 0
o |, 1], =2 1],11],] o ],]o0
0 1 —2 0 ~1 1

& un insieme di generatori per R> ed estrarre da esso
una base.

27



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Spazi vettoriali

Teorema. Se X = {v1,v3,...,v.} & un insieme di
vettori indipendenti in V spazio vettoriale finitamente
generato, allora esiste una base B di V con X C B.

Dimostrazione. Sia Y = {wi,ws,...,ws} un in-
sieme finito di generatori per V. Se ripetiamo la
dimostrazione del Teorema precedente partendo da
X UY = {v,v9,...,0:,wy,wo,...,ws} otteniamo
una base B di V che contiene X in quanto v; # 0, v
non e dipendente da v1, v3 non & dipendente da v1, v2,
e cosi via... [

Esercizio. Controllare che i vettori

1 2
0], o
1 0

di R> sono linearmente indipendenti e completarli ad
una base.

28
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Teorema. Sia

{wl, wa, . .. ,wm} C ﬁ(?)l, V9, ... ,Un).
Allora se m > n | vettori wi,wy,..., W, SONO
dipendenti.
Dimostrazione. Se uno dei vettori wy,ws,...,w,, €

nullo la tesi € vera, quindi assumiamo che siano tutti
non nulli.

Procediamo per induzione su n. Se n = 1 allora

m > 2 e i vettori wy,wa, ..., W, sono tutti in L(vy),
cioe sono tutti multipli di v1. In particolare w; = avq,
wy = buy e quindi we = 2wy (in quanto a # 0) e

quindi w; e wy sono dipendenti.

Supponiamo n > 1 e la tesi vera per n — 1.
Possiamo scrivere

Wi = A1,jU1 + A2,jV2 + -+ A jUn

29
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per alcuni scalari Ay ;,h = 1,...,n,7 = 1,..

., m.
Y
Inoltre wy # 0 e quindi, a meno di riordinare i vettori
V1,02, ..., Vy POSSiamo supporre A\, 1 # 0.
Osserviamo ora che
)\n,2 n,m r
Wy — W, ... Wy — w1 C L(V1, .. Up1)
>\n,1 )\n 1

Y

em—1>n—1 da cui, per induzione, questi vettori

sono dipendenti. Quindi esistono scalari as, as, ..., an
non tutti nulli per cui

)\n n,m
&2(102—)\ ’2w1)+-'-—|—am(wm— )\’ 1) =0
n,l1 n,l1
da cui
)\n )\nm
(—as L Jwi +aswa+ - -+ AWy, = 0
)\n,l )\n,l

e quindi i vettori wy, wa, ..., w,, sono dipendenti. []

30
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Corollario. Sia V spazio vettoriale finitamente genera-
to. Allora tutte le basi di V' hanno lo stesso numero di
elementi.

Dimostrazione. Siano B, B’ due basi di V con n e n’
elementi rispettivamente. Abbiamo

B/
B

V = L(B),
V=C

C
C (B')

allora, dal teorema precedente, n’ < n en <n’/, cioe
n' =n. O

Si chiama dimensione, dim V', di uno spazio vet-
toriale V' finitamente generato il numero di elementi
di una sua (qualsiasi) base. Se V non & finitamente
generato si pone dim V' = oo.

31
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Esercizi.

1. Che dimensione ha R"?
2. Provare che R, [t] ha dimensione n + 1.
3. Provare che dim R™™ = nm.

4. Calcolare la dimensione del sottospazio vettoriale di
R* generato dai vettori

1 —1 0
0 —1 —1
L 1’1 -1 |’ 0
0 —1 —1

5. Sia V' l'insieme delle matrici A € R33 per cui
A+'A = 0. Provare che V & un sottospazio
vettoriale (matrici antisimmetriche) e calcolarne la
dimensione.

32
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Proposizione. Se V ha dimensione n allora:

e il massimo numero di vettori indipendenti in V' & n,

e il minimo numero di generatori di V' & n.

Dimostrazione. Se X € un insieme con m vettori
indipendenti allora X puo essere completato ad una
base, quindi m < n.

Se invece Y € un insieme di m generatori allora da
Y si pud estrarre una base, quindi m > n. [

1. Perché i polinomi 1,1 —¢? 2—5t—17t3, te 1+t
di R3[t] sono linearmente dipendenti?

2. Verificare se i seguenti vettori generano R*

1 —1 0
2 3 1
31’1 -5 || 1
4 0 0

33
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Proposizione. Se V & finitamente generato e W & un
suo sottospazio, allora dim W < dimV e, inoltre, vale
dimW =dimV seesolose W = V.

Dimostrazione. Sia X = {wi, w2, ws, ...} un insieme
massimale di vettori linearmente indipendenti in W.
In particolare essi sono vettori di V', quindi, per la
proposizione precedente, sono al piu dim V' in numero,
cioe X = {wy,wa, ..., wy,} per qualche m < dimV.
Visto che X €& massimale ogni altro vettore di W &
combinazione lineare di vettori in X, questo prova che
X € una base di W e quindi dimW = |X| = m <
dim V.

Inoltre X puo essere completato ad una base di V'
aggiungendo dim V' — dim W vettori opportuni. Allora
se dimW = dim V si ha che X & anche una base per
V,cioe W =V. 01

34
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Esercizio. Sia U il sottospazio di R* generato dai
vettori

1 1 1
1 —1 3
U]_ - 1 9 UZ 1 ) u3 1
1 —1 3
e W il sottospazio generato dai vettori

1 1 3

2 2 1

wl - O 7w2 _ 1 7w3 - 3

2 2 1

Calcolare dim U, dim W, dimU N'W e dim(U + W).
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Soluzione. Estraiamo una base dai generatori uq, us, usg
di U. Il primo vettore € non nullo, il secondo non &
multiplo del primo mentre per il terzo si ha ug =
211 — u9, quindi uj,us € una base per U e si ha
dim U = 2.

Allo stesso modo, per una base di W, w; € non
nullo e wy non e multiplo di wy. Inoltre w3 non
e combinazione lineare di w; e wsy, in quanto da
awi + bwsy = w3 si ha

a-+b 3
2a+20 | | 1

b | 3
2a + 2b 1

che e impossibile. Quindi wy, wo, w3 € una base di W
e si hadimW = 3.

Un sistema di generatori di U + W e dato da
U1, U, Uz, W1, W, w3. (Perché?)  Possiamo quindi
estrarre una base per U + W.
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Come sopra u; e us li prendiamo, us lo scartiamo.
Vediamo w1y, € combinazione lineare di u; e us? No
perche un vettore del tipo au; + bus ha la prima
coordinata uguale alla terza, mentre w; non ha questa
proprieta. Quindi wy lo prendiamo.

Vediamo wsy. Si ha wy = %ul — %’UQ e quindi ws
e combinazione lineare dei precedenti e lo scartiamo.
Allo stesso modo ws = 2u; + ug e quindi anche ws;
viene scartato. Conclusione: w1, us, wy € una base di

U+ W edim(U + W) =3.

Ora UNW. Vistoche UNW C U si hadimU N
W < 2. Ma abbiamo gia visto che i vettori ws
e w3 sono combinazioni lineari di u; e us ed essi
sono linearmente indipendenti (infatti li abbiamo presi
entrambi in una base per W), in particolare dim U N

W > 2. Concludiamo dimU N'W = 2.

Osserviamo che vale

dmU +dimW =5 =dim(U + W) +dimU N W.
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Teorema. (Formula di Grassmann) Se V' & finitamente
generato e U, W sono suoi sottospazi allora

dmU +dimW = dim(U + W) +dimU N W.

Dimostrazione. Sia wvy,v9,...,v, una base per
UnWw. La possiamo completare ad una ba-
se V1,V2,...,Uh, U1, U2,...,Uy, di U e ad una base
V1,02, ..., Uy, W1, Wa, ..., W, di W. L'insieme

Uly.e oy Up, ULy e ooy Up, W1,y ..., Wy

e un sistema di generatori per U + WW. Se proviamo
che esso e anche una base per U + W avremo

dim(U + W) h+p+gq
dimU N W+
(dim U — dimU N W)+
(dimW —dimU NW)
= dimU +dimW —dimU NW,

cioe la tesi.
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Sia allora
a1vi+- - -+apvp+orur+- - - Abpupt+crwi+- - Hcqwg = 0.

Vogliamo provare che i coefficienti sono tutti nulli. Se
poniamo w = —cjwy — -+ — cqwy € W, visto che

w = avi + - - -+ apvp + brug + - 4 bpuy,
abbiamo w € U NW e quindi
w=dyvy + -+ dpvy
per opportuni scalari dq,do, ..., d;. Cioe
divi + - +dpop +crwy + -+ cqwg =0

per definizione di w. Ma allora di =dy = --- = d, =
c1 = cy = -+ =c¢q = 0 visto che vy,v2,...,w, € una
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base per V. Quindi ora la combinazione lineare iniziale
diventa

aivy + -+ apvp + biug + - - - + bpu, = 0.

Ma vy, ve,...,up, € una base per U e quindi a1 = ax =
r=ap=by=by=---=0,=0.
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Esercizio. Dati i due sottospazi di R*

0

v={| % | jaer

N 8

V ={ lz+y=2—1t=0},

t

verificare la formula di Grassmann. Per quali valori di

k € R il vettore
1

—1
0
k

e un elementodi U + V7
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Esercizio. Dati in Ry[t] i sottospazi U = {p €
Rolt] [p(1) = p(4) = 0} e V. = L(p1,p2,p3) con
pi(t) = 2, pa(t) = t+1 e p3(t) = 2t — 3t — 3,
verificare la formula di Grassmann.

Esercizio. Dati in Rslt] i sottospazi U = L(p1,p2)
e V = L(q1,q2) con pi(t) =t + 2t, pa(t) =t + 1,
q1(t) =t+2e q(t) = —t?+1, calcolare la dimensione
diUNVeU+V.

Esercizio. Dato in Rj[t] il sottospazio U = L(t* —
5t + 6) trovare un sottospazio V supplementare di U
in R3[t]. Scrivere t3 +t? 4+t + 1 come somma di un
vettore in U e di un vettore in V.
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Matrici

Una matrice a coefficienti in un campo K e una
tabella

ajp ai2 - Qim
A — &?1 a?z e Cl2'm
an1 Ap2 - Anpm

di elementi di K, n € il numero di righe e m il numero
di colonne. L'insieme delle matrici con n righe e m
colonne si indica con K™™. Si scrive anche A = (a; ;),
1 =1,2,....nej3=1,2,....,m.

La matrice € quadrata se m = n. Una sotto-
matrice si ottiene da una matrice considerando solo
alcune righe e alcune colonne, ad esempio se

1 0 3
B:(_13 _31> A=| 1 0 -2
301 -1

allora B €& una sottomatrice di A. In particolare si
chiama minore una sottomatrice quadrata.
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La trasposta di A = (a;;) & la matrice ‘A = (a;;)
che si ottiene scambiando righe e colonne di A. Ad
esempio

0 —2

0O 1 =«
A:(—2§ 7)7 A= 1 4
4 T 7

In particolare se A € K™™ allora A € K™

Una matrice A = (a;;) si dice
e simmetrica se a;; = a;; per ogni ¢ e j,
e antisimmetrica se a;; = —a;; per ogni ¢ e j,
e triangolare superiore se a;; = 0 per ogni ¢ > 7,
e triangolare inferiore se a;; = 0 per ogni ¢ < j,

e diagonale se a;; = 0 per ogni 7 # j,
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e identita se quadrata diagonale con tutti 1 sulla
diagonale.

e di permutazione se in ogni riga ed ogni colonna
c'e un solo 1 e tutti O,

e nulla se a;; = 0 per ogni 7 e 5.
J J

Due matrici A = (a;),B = (bj;) € K»™ si
possono sommare e si definisce

C:A—I—B, C = (Cij), Cij i@z‘j‘i—bij-
Inoltre se A € K allora
A A= ()\CLZ])

Cosi K™™ e uno spazio vettoriale di dimensione nm
su K.
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Esercizi.
1. Provareche *(A+ B) ='A+'B e t(\A) = \A.
2. Se A ¢ quadrata provare che

! "

e simmetrica e

Ay = %(A _t4)

e antisimmetrica. Inoltre
A=A+ Ay

e quindi ogni matrice € somma di una simmetrica e
di una antisimmetrica.
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Prodotto di matrici

Date le matrici
A= (aij) €K™ e B=(by) e K™"
definiamo
C=A-B, C=(c;) €K™

con
™m
Cij = ) Qb
r=1

Esempio. Date

O -3 -1 0
A:<;_03 _41), B=|(1 1 4 1

0O O 2 =2
determinare A - B. Ha senso B - A?
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Proposizione. Valgono le seguenti proprieta

A-(B-C)=(A-B)-C.

o Perogni A,BcK»™e(C cK™"

(A+B)-C=A-C+B-C.

o Perogni A e K" e B,C € K™"

A (B+C)=A-B+A-C.

Se Aec KM e Be K™" allora AB e BA hanno
entrambe senso ma AB € K™" mentre BA € K™™

quindi sono matrici di dimensioni diverse se m # n.
Ma anche se n = m in generale AB # BA.

Due matrici A, B € K™" per cui AB = BA si
dicono permutabili o che commutano.
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Esercizi.

1. Decidere se le due matrici

( 0 1 ) ( 1 0 )
0 0 )’ 0 O
commutano 0 meno.
2. Sia
A=1 0
Calcolare A, A'A e tAA.
3. Provare che Y(AB) = 'B*'A.

4. Provare che se A e B commutano allora (AB)* =
AFB* per ogni k > 1.

5. Provare che se A € K™™ e [ € K™™ ¢& |la matrice
identita allora ATl = A=1A.
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6. Una matrice A € K™" si dice invertibile se esiste
A" € K™™ per cui AA' =1 = A’A; in tal caso A’
si dice inversa di A e si indica con A~!. Provare
che se A e B sono invertibili allora anche AB e

invertibile e (AB)~! = B~ 1A~1

7. Stabilire se

(o1) (o0) (24)

sono invertibili e, se si, trovarne |'inversa.
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Determinante

Sia A = (a;;) € K™". Fissato un coefficiente
ap, sia Apr € K?»~12=1 5 minore di A ottenuto
cancellando la riga h—esima e la colonna k—esima. Se

1 2 0
A= 0 -1 1
1 -1 3

allora, ad esempio,

2 0 1 0
A31:<_1 1), A22:(1 3>-

Vediamo ora una definizione ricorsiva di
determinante

K®»" 3 A+—— det A € K.
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Definizione. Per A = (a) € K!! definiamo det A = a.
Siaora AecK™ conn>1esial <i<n, allora

(Sviluppo per riga di Laplace)

Per una matrice

A:(Z Z)GKQ’Q

abbiamo, ad esempio per i = 1, det A = adet A;1 —
bdet A12 — ad — bc.

Teorema. |l determinante non dipende dalla riga usata
per definirlo. Inoltre il determinante si pud definire
anche con lo sviluppo secondo la colonna j—esima
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Per una matrice

c KS,B

N
|
@ Q. 9

b
€
h

S-S 0O

si ha il seguente sviluppo per la prima riga (i = 1),

det A = a det ef —bdet df +c d e
h 1 g 1 g h

= aet —afh —bdi +bfg—+ cdh — ceg.

Questa e la formula di Sarrus, valida solo per n = 3:

a b c a b c| a b
det| d e f | =|d e f| d e =
g h 1 g h v | g h

+(diagonali discendenti) — (diagonali ascendenti) =
= aet + bfg + cdh — ceqg — afh — bdi.
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Esercizi.

1. Esempio di calcolo del determinante con Sarrus

1 2 0 1 2 0|1 2
det[ 0 -1 1 |=]0 -1 1|0 -1 =
1 -1 3 1 -1 3|1 -1
= _-34+2+1=0.

2. Provare che

det — aehl.

O O O
OO o
S O
—~ . Q

3. E’ vero che se una matrice A ha una riga tutta nulla
allora det A = 0?7 E per una colonna?
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Proposizione.

aii

det @21

Qn,1

aii

det (21

an 1
a1

det 421

Un, 1

Matrici

al.n
az n

An,n

Se una matrice ha una colonna che &€ somma di due
colonne allora il suo determinante & la somma dei
determinanti delle matrici con le singole colonne. Lo
stesso risultato si ha se una matrice ha una riga che ¢

somma di due righe.

Dimostrazione.

Siano A la matrice data e A’ e A”

le matrici con le singole colonne. Sviluppando per la
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colonna j—esima si ha per il determinante

det A = S0 (~1)*(a, +al,)det A,

1=

1=

+ 300 (—1)Hay ; det A;

= det A’ +det A”. [

Proposizione.
al]_ o o o Aa/]_,] « o o a’l,n
a21 o o o ACI/Q . « o o a2
det _ _ & ] =
an 1 )\(In 7 Un . n
aii “ .. a’l,j .. a’l,’n
a21 o o o a/2 . o o o a2
A det _ _ & o
a’?’L,]_ .o a/n,j o o ajn7n

Se si moltiplica una colonna o una riga per uno scalare
il determinante viene moltiplicato per quello scalare.

56



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Matrici

Dimostrazione. Sia A la prima matrice e A’ la seconda.
Dallo sviluppo secondo la colonna j—esima si ha

det A

Zn 1(—1>i+j)\&i,j det Ai,j

= A Zyzl(—l)iﬂai,j det Ai,j

= AdetA’. O

Corollario. det(AA) = A" det A.

Teorema. Se si scambiano due righe o due colonne di
una matrice il determinante cambia segno.

Corollario. Se una matrice ha due righe uguali o due
colonne uguali allora il suo determinante e nullo. Dimo-
strazione. Infatti scambiando le righe il determinante
dovrebbe sia cambiare segno che rimanere lo stesso.
Lo stesso ragionamento per le colonne.[]
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Corollario. Se ad una colonna di una matrice si somma
una combinazione lineare di altre colonne allora il
determinante non cambia. Lo stesso per le righe.

Dimostrazione. Sia A = (A1, Ao, ..., A,) la matrice
data, dove A, & la colonna i—esima, e sia A’ la matrice

(A1, A+ MA +H XA+ NA AR

ottenuta sommando alla colonna j—esima una com-
binazione lineare delle colonne A;, Aj,,...,A; con

9159255 Jr 7 J-
Il determinante rispetta la somma tra colonne e
quindi
det A" = det A + \{ det AL Loy )\rAm

dove A & la matrice A con la colonna j—esima
sostituita dalla colonna A;,. Ma A ha due colonne
uguali e quindi det A" =0 per h =1,...,r, da cui
la tesi. [
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Corollario. Se le colonne di una matrice sono li-
nearmente dipendenti (come vettori di K™) allora il
determinante e nullo.

Dimostrazione. Se le colonne di A sono linearmente di-
pendenti allora una di esse, diciamo A, € combinazione
lineare delle altre:

Aj=MA1+ -+ N4 0+ A A+ A,

per alcuni scalari Ay, ..., A j—1, Aj41,..., An.

Dal corollario precedente det A = det A’ con A’ la
matrice A a cui alla colonna j—esima & stata sostituita
la colonna nulla. Ma det A’ = 0 e quindi la tesi. [J

Teorema. [Binet] Se A, B € K™" allora det(AB) =
det A - det B.

Si prova facilmente per induzione su n che se
A € R™" allora:

Osservazione. det A = det ' A.
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Proposizione. Se le colonne di una matrice sono
linearmente indipendenti allora il determinante & non
nullo.

Dimostrazione. Siano vi,vs,...,v, € K" i vettori
colonna della matrice A. Visto che vy,vs,...,0v,, €
una base possiamo scrivere | vettori e1,eg,...,€, In

termini del essi:

mn
Enh — E uh,kvk.
k=1

Consideriamo ora la matrice B = (up ) € K™". Ab-
biamo BA = I e quindi det(B)det(A) = 1 da cui
det A # 0. U

Esercizio. Determinare per quali valori del parametro
A sono dipendenti i vettori

1 2 0 —1
0 A 0 —2
-1 |’ 1 ’ I 0
0 —1 1 0
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Proposizione. Se A € una matrice invertibile allora

det A#40edet A~1 =1/det A.

Dimostrazione. Se A & invertibile allora esiste A~1 e
A-A1=1T. Allora

det Adet A= =det(A- A7) =det I =1

dacuidet A#Z0OedetA ! =1/det A. [

Chiamiamo aggiunta di una matrice A = (a; ;)
la matrice Adj A il cui coefficiente h,k e dato da
(=1)"** det Ay p,. (Si noti I'indice k, h e non h,k.) Si
puo dimostrare che

Teorema. Se det A # 0 allora

1
~det A

A Adj(A).
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Esercizi.

1. Calcolare I'inversa della matrice

1/2 0 1
0 4 1
4 0 2
2. Data la matrice
0 1 1
1 0 1
1 1 0

verificare che 42 — A — 2] = 0. Dedurne che A &
invertibile e calcolare A~ 1.

3. Se A & invertibile esiste un intero h per cui A" = 0?

4. Provare che l'insieme delle matrici n X n invertibili
e un gruppo.
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Chiamiamo rango di una matrice A il massimo
intero r per cui esiste un minore di A di ordine r (cioe
con 7 righe e r colonne) con determinante non nullo.
Indichiamo il rango di A con rg A.

Se rg A = r allora:

e ogni minore di ordine maggiore di  ha determinante
nullo,

e esiste un minore di ordine r con determinante non
nullo,

e se r = ( allora la matrice e nulla,

e se la matrice & quadrata di ordine n, allorarg A =n
se e solo se A & invertibile.
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Esercizi.

1. Calcolare il rango della matrice

-1 3 2 5
6 -2 4 3
-2 6 4 10

2. Determinare, in funzione del parametro A, il rango
della matrice

—_ N
—_ N
S b=
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Data una matrice A diciamo mossa elementare
per A una delle seguenti:

e scambio di due righe di A,

e moltiplicazione di una riga di A per uno scalare non
nullo,

e somma ad una riga di A un'altra riga di A.

Due matrici A e B si dicono equivalenti per righe

se esiste una successione di mosse elementari che porta
Ain B.

Esempio. Le due matrici

1 1 2 1 0 0
0 1 2 |, 01 0
1 1 3 0 0 1

sono equivalenti per righe.
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Proposizione. Due matrici equivalenti per righe hanno
lo stesso rango.

Dimostrazione. Basta dimostrare che una mossa
elementare non cambia il rango.

Scambio di righe. Ogni minore di una matrice A
e, a meno dello scambio di righe, un minore della
matrice A’ a cui abbiamo scambiato due righe. Ma
|'operazione di scambio di righe cambia solo il segno dei
determinanti. Questo prova che il rango non cambia
per scambio di righe.

Moltiplicazione di una riga per scalare non nullo.
| determinanti dei minori vengono moltiplicati per lo
stesso scalare non nullo se contengono la riga molti-
plicata oppure restano invariati. In ogni caso il rango
non cambia.

Somma di una riga ad un’'altra. Supponiamo di
sommare alla prima riga la seconda riga, per le altre
righe la dimostrazione e la stessa. Sia quindi A =
(Rl,RQ,...,Rn) e A" = (Rl—l—RQ,RQ,Rg,...,Rn) la
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matrice originaria e la matrice con la riga sommata.
Supponiamo che rg A = r e proviamo che rg A’ = r.

Sia M un minore di ordine h > r di A’. Se M non
contiene la prima riga di A’ allora & anche un minore di
A, quindi det M = 0. Se invece M contiene la prima
riga di A’ allora la prima riga di M & R; + Ry con
R, ottenuta dalla prima riga di A e R, ottenuta dalla
seconda riga di A.

Allora det M = det M7 + det M5 dove M7 ha solo
R nella prima riga e M5 ha solo Ry. Ma allora M;
e M5 sono entrambi minori di A e quindi det M7 =0
e det My = 0 da cui det M = 0. Questo prova che
rg A’ <r=rgA.

Osserviamo ora che A si ottiene da A’ sottraen-
do alla prima riga la seconda riga. Possiamo quindi

ripetere quanto visto ed avere rg A < rg A’. Quindi
rg A’ =rgA. [J
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Sia A una matrice. Chiamiamo pivot di una riga
il primo coefficiente non nullo sulla riga. Diciamo che
una matrice e a scalini per righe se i pivot sono su
colonne successive.

Esempio. La matrice

o1 0 2 3
O 0 7 1 -5
O 0 0 0 2
O 0 0 0 O
e a scalini. Mentre la matrice
o1 0 2 3
O 0 7 1 -5
O 0 5 0 2
0O 2 0 0 O

non e a scalini.

68



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Matrici

Proposizione. Ogni matrice e equivalente per righe ad
una matrice a scalini.

Dimostrazione / Esempio.  [Algoritmo di Gauss]
Portiamo a scalini la seguente matrice

0O 0 2 3 -1
A= 0 1 -1 4 -2
o 2 1 1 1

1. Scambio la prima e la seconda riga

0 1 -1 4 =2
0o 0 2 3 -1
0 2 1 1 1

2. sottraggo dalla terza riga il doppio della prima

o1 -1 4 =2
0 0 2 3 -1
0o 0 3 -7 5
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3. sottraggo dalla terza riga la seconda moltiplicata
per 3/2 e otteniamo la matrice a scalini

01 -1 4 =2

A=lo0oo0 2 3 -1].0
23 13
00 0 -2 1

Osservazione. |l rango di una matrice a scalini e dato
dal numero di righe non nulle.

Per la matrice dell’'esempio precedente abbiamo
rg A = rg A’ (rango invariante per equivalenza) e
rg A’ = 3 perché A’ & a scalini e ha tre righe non
nulle. Quindi rg A = 3.

Esercizio. Portare a scalini e calcolare il rango della
matrice

1 2 -1 =2 0
0O 0 0 0 O
1 2 1 3 0
0 0 1 I 1
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Data una matrice A € R™" sia L,.(A) il sottospazio di
R™ generato dalle righe di A e sia L.(A) il sottospazio
di R™ generato dalle colonne di A.

Proposizione. Se A e B sono equivalenti per righe
allora £,.(A) = L,.(B).

Dimostrazione. Basta provare che L, & invariante per
mosse elementari. Siano vy, va,...,v,, € R" i vettori

riga di A.
Se B si ottiene da A scambiando due righe allora i
vettori riga di B sono vy, ...,v, a meno di uno scambio

e quindi L,.(B) = L,.(A).

Se B si ottiene moltiplicando la riga i—esima per lo
scalare non nullo A allora i vettori riga di B sono

V1,V2,...,V;_1, )\Uz'avi—|—17 e .. Up

e quindi L,.(B) = L,.(A).
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Se B si ottiene sommando alla riga i—esima la riga
j—esima di A allora i suoi vettori riga sono

V1,02« « o3 Ujyeney Uy +Vjy ..., Up

e visto che v; = (v; + v;) — v; otteniamo L,(B) =
L.(A). O

Osservazione. rg A = rgtA.

Dimostrazione. Ogni minore di ‘A ¢ il trasposto di

un minore di A, ma il determinante e invariante per
trasposizione e quindi abbiamo la tesi. []

Possiamo ora dimostrare la seguente caratterizza-
zione del rango di una matrice.

Proposizione. 1l rango di una matrice A € il numero
dei suoi vettori colonna linearmente indipendenti, cioe
rg A = dimL.(A). Inoltre tale numero & anche il
numero di vettori riga linearmente indipendenti, cioe

rg A =dim L,.(A).

Dimostrazione. Sia B ='A e sia B’ la forma a scalini
di B. Sappiamo chergA =rgB =rgB’ ergB’ ¢ il
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numero di pivot di B’. Ma dim L.(A) = dim L,.(B) =
dim L,.(B’) che & il numero di pivot di B’. Mettendo
insieme abbiamo la tesi. [

Esercizio. Trovare una base del sottospazio vettoriale
V di R* generato dai vettori

1 0 1
—1 1 —2

U1 = 2 , U2 = 1 , U3 = 1 , U4 =
3 1 2

Soluzione. Consideriamo la matrice con colonne
V1,V2,V3 € Vg

1 0 1 1
-1 1 -2 0
A= 2 1 1 3
3 1 2 4
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Una sua forma a scalini &, ad esempio,

1 0 1 1
0 1 -1 1
A= 0 0 0 0
0O 0 0 O

quindi V' ha dimensione 2 e i vettori nella matrice
iniziale corrispondenti alle colonne con i pivot, cioe vy
e vo, formano una sua base.

Osservazione. L'algoritmo di Gauss & equivalente al-
I'algoritmo per estrarre una base da un insieme di
generatoril.
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Vediamo come l'algoritmo di Gauss puo essere usato
per calcolare I'inversa di una matrice (invertibile). Sia

1 0 1
A=| -1 -1 2
0 2 3

Consideriamo la nuova matrice A = (A|I), cioe

) 1 0 1|1 0 0
A= -1 -1 2(0 1 0
0 2 3|0 01

e portiamo a scala la parte di A relativa ad A, cioe il
minore 3 X 3 a sinistra, operando sulle righe di A.

1 0O 11 0 O
-1 -1 20 1 0 | —
0 2 3]0 0 1

!

-

|

—_

(OV)
O = =
o = O
_ o O

|
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1 0 1|11 0 0
— ([ 0 -1 3|1 1 0
0O 0 912 2 1
Visto che il rango e 3 la matrice € invertibile. Proce-
diamo a rendere ogni pivot 1, dividendo ogni riga per
il suo pivot. Otteniamo

1] 1 0 0
3| -1 -1 0
1 12/9 2/9 1/9

o O =
O = O

Ora, partendo dall'ultima colonna, annulliamo tutti gli
elementi sopra i pivot.

10 1|1 0 0
01 -3/-1 -1 0 | —
00 1 |2/9 2/9 1/9
10 1] 1 0 0

—5( o1 o0|-1/3 -1/3 1/3 | —
0 0 1] 2/9 2/9 1/9

7/9 —2/9 —1/9
~1/3 -1/3 1/3
2/9  2/9 1/9

o O
O = O
— O O
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Siamo giunti ad una matrice del tipo (I|B) con

[T =2 -l
B=g| -3 -3 3
2 2 1

Allora A=1 = B.

Dimostrazione (cenno). Facciamo vedere che la procedura sopra
utilizzata calcola effettivamente l'inversa.

Siano (Ag|By), (A1|B1), ..., (A.|B;) le varie matrici
ottenute con mosse elementari partendo da (Ag|Bo) = (A|I)
fino a (A,|B,) = (I|B). Proviamo che B;, = Aj, - A" per
ognih =0,1,...,r. Dacidsiha B=B, = A, - A™! =
I-A1'= A1 cioe la tesi.

Procediamo per induzione su h. Per h = 0 vale By =
I =A-A1'= Ay- A e quindi il nostro asserto & vero.
Osserviamo che la matrice (Ap41|Bpr+1) si ottiene da una mossa
elementare da (Ay|By) e che, per induzione, B, = A, - A%
Analizzando i tre tipi di mosse elementari concludiamo che usando
B, = Aj, - A7 siricava Bpi1 = Apyq - A~ O
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Applicazioni Lineari

Definizione. Siano U e V due spazi vettoriali su un
campo K. Un’applicazione

f:U—YV
si dice lineare se:
o f(ur+uz)= f(ur)+ f(uz) per ogni uy,us € U,
o f(Au)=MAf(u) perogniAeKeuecUl.
Esercizi.

1. Provare che |'applicazione

T
20—y + 2
3 ; Y 2
R*> ‘Z ( T+ 3z )ER

e lineare.
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2. Se f:U — V & lineare, quanto vale f(0)?
3. L'applicazione
. x
R? 5 ( ) — | vy | eR?
Y 0
e lineare? ¢ iniettiva? & suriettiva?
4. L'applicazione
v x
R | y | — ( ) c R?
2z
e lineare? & iniettiva? e suriettiva?

5. Quali sono le applicazioni lineari da R in R?
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Si dice nucleo, o kernel, di f I'insieme

Ker(f) ={u e U] f(u) = 0},

e si chiama immagine di f lI'insieme

Proposizione. Ker f € un sottospazio vettoriale di U e
Im f & un sottospazio di V.

Dimostrazione. Siano u,ui,us € Kerf e A € K.
Allora f(ui + u2) = f(u1) + f(uz) = 0+0 =0 e
quindi u; + uy € Ker f, allo stesso modo f(Au) =
Af(u) =X-0=0 e quindi Au € Ker f. Questo prova
che Ker f & un sottospazio vettoriale di U.

Siano ora v,v1,v9 € Im f e A € K. Allora esistono
ui,us € U per cui f(u1) = v1 e f(uz) = va, quindi
flur+us) = f(ur)+ f(uz) = vi+vs e quindi v1+vy €
Im f. Inoltre esiste w € U per cui f(u) = v, da cui
fOu) = Af(u) = Av, cioe Av € Im f. Quindi Im f &
un sottospazio di V. [
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Proposizione. Si ha che 0 € Im f e Ker f = f~1(0).
Inoltre se v € Im f e u € f~1(v) allora

f(w)=u+Ker f = {u+u;|u €Kerf}.

Dimostrazione. Visto che f(0) = 0, & chiaro che
0 € Im f. Inoltre Ker f = f~1(0) per definizione.

Siano ora u e v come nella tesi. Allorase u; € Ker f
siha f(u+u1) = f(u)+ f(u1) = v+ 0= v e quindi
u+u; € f~'(v). Questo prova che u + Ker f C

fHw).

Viceversa sia v’ € f~1(v), allora f(u') = v e
quindi f(u' —u) = f(u') — f(u) = v—v = 0, cioe
u' —u € Ker f. Allora v/ =u+ (v —u) € u+ Ker f.
Quindi vale anche f~!(v) C u + Ker f.

Concludiamo che vale l'uguaglianza tra insiemi
f~v) =u+Ker f. O

Corollario. Un'applicazione lineare & iniettiva se e solo
se il suo nucleo & {0}.

81



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Applicazioni lineari

Esercizio. Provare che la seguente applicazione &
lineare e trovare una base del suo nucleo

x x— z
a’; —_—
R* > J — J c R%.
z 0
t Yy—z
Proposizione. Se w1, us,...,u, € un sistema di gene-
ratori per U e f : U — V ¢ un’applicazione lineare
allora f(u1), f(uz),..., f(u,) & un sistema di gene-

ratori per Im f. In particolare se U e finitamente
generato allora anche Im f e finitamente generato.

Dimostrazione. Se uw € U allora esistono scalari
Al, ..., A\p Per cui

U= A\ui + -+ AUy
e allora

flu) = Arf(ur) + - 4 Anf(un).
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Questo prova che ogni vettore del tipo f(u), cioe
dell'immagine di f in V, & combinazione lineare di

f(ui), ..., f(uyn). Quindi la tesi. [J

Esercizio. Trovare una base dell'immagine
dell’applicazione dell’esercizio precedente.

Teorema. [Relazione fondamentale| Sia f : U — V

un’applicazione lineare con U finitamente generato.
Allora

dim Ker f +dimIm f = dim U.

Dimostrazione. Visto che Ker f e un sottospazio di
U, esso e finitamente generato. Quindi esiste una
base u1,ug,...,u, di Ker f. Inoltre dalla proposizione
precedente sappiamo che anche Im f & finitamente
generato, sia quindi v1,vg,...,vs una base di Im f e

siano wy,wa,...,ws € U tali che f(w;) = v; per
i=1,2,... s
Se proviamo che B = {uy, ug, . .., Uy, w1, Wa, ..., Ws}

e una base per U allora abbiamo la tesi.

Sia ora u € U qualsiasi. Da f(u) € Im f abbiamo
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che esistono A1, ..., As scalari per cui
flu) = vp 4+ -+ Asvs = f(Awy + - -+ + Asws)

da cui z =u — (A\wy + -+ + A\sws) € Ker f. Quindi
esistono scalari 1, ..., 1, per cui

Z = U1Uy + - Uy
e mettendo insieme abbiamo
U= Uy + -+ pptly + Aqwy + -+ - 4+ Agws.

Questo prova che B e un sistema di generatori per U.

Proviamo ora che i vettori di B sono linearmente
indipendenti. Sia infatti

QiU + - -+ ety + frwy + - -+ Bsws = 0.
Applicando f abbiamo

Bivr + -+ Bsvs = 0
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ma i vettori v1,...,vs Sono una base per Im f e quindi
B1=---=Bs=0. Allora

ajul + -+ + opu,. = 0.

Ma i vettori uq, ..., u, sono una base per Ker f e quindi
a1 = -+ = o, = 0. Questo finisce la dimostrazione
che B e una base. U

Esercizi.

1. Provare che un'applicazione lineare da R* in R?
ha almeno due vettori linearmente indipendenti che
vanno in zero, in particolare non ¢ iniettiva.

2. Se f: U — V e lineare e dimU > dimV allora
dim Ker(f) > dimU — dim V. In particolare f non

e inilettiva.

3. Provare che un'applicazione lineare iniettiva da R?
in R3 & anche suriettiva.

4. Se f: U — V e lineare e dimU = dim V allora f
e Iniettiva se e solo se é suriettiva.
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5. Provare che un'applicazione lineare da R? in R? non
e suriettiva.

6. Se f: U — V e lineare e dimU < dim V allora f
non & suriettiva.

7. Sia f : U — V lineare. Se L € un sottospazio vet-
toriale di U allora f(L) & un sottospazio vettoriale
di V. Viceversa se M & un sottospazio vettoriale di
V allora f~1(M) & un sottospazio vettoriale di U.

La seguente osservazione ci permette di costruire le
applicazione lineari a partire da una base del dominio.

Osservazione. Sia ui,us, ..., u, una base di U e siano
V1, Vs, ..., U, vettori (qualsiasi) di V' allora esiste ed
e unica un'applicazione lineare f per cui f(ui) = v,

F(uz) = va, -, f(tn) = vn.

Dimostrazione. Dato w € U esistono unici
A1, Ag, ..., Ay, tali che u = Ajug + Aaug + - - - + A upy,.

Allora se definiamo f(u) = A\v1 + ... + A\un,
otteniamo un’applicazione lineare (verificare!) che ha
la proprieta richiesta.
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Se f/: U — V & un'applicazione lineare con

f'(u;) = v; per i = 1,2,...,n allora, per u come
sopra, si ha
f/(’LL) — f,()‘lul + -+ )\nun)

Af(ur) + - 4 A f' (un)
)\1?}1 + -+ )\nvn

fu)

e quindi f' = f, cioé f € unica. [

Esercizio. Costruire un'applicazione lineare f : R3 —
R? con e; — e5 € e5 — e nel nucleo e tale che

f(€3)=<;)-

x
Quantovale f | v |7
2z

Esercizio. Esiste un'applicazione lineare f : R? — R?
per cui f(e1) =eq, f(ea) =e1 e e1 4+ ex € Ker(f)?
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Un’applicazione lineare f : U — V si dice iso-
morfismo se e bigettiva e | due spazi vettoriali U e V
si dicono isomorfi.

Teorema. Due spazi vettoriali U e V' di dimensione
finita sono isomorfi se e solo se dimU = dim V.

Dimostrazione. Se U e V sono isomorfi allora esiste un
isomorfismo f : U — V. Essendo f suriettiva abbia-
mo Im f = dimV ed essendo iniettiva Ker f = {0}.
Quindi dimU = dimIm f + dimKer f = dimV +
dim{0} = dim V.

D'altra parte se dimU = dimV = n siano
Ui, ..., Uy € V1,...,V, basi di U e V rispettivamente.
Per |'osservazione precedente esiste (unica) un'appli-
cazione lineare f : U — V tale che f(u;) = v; per
1 =1,...,n. Allora

Im f=L(f(u1),...,f(un)) = L(v1,...,0,) =V
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e quindi f e suriettiva. Avendo U e V la stessa
dimensione, f € anche iniettiva. In conclusione f & un
isomorfismo. L[]

Esercizi.

1. Costruire un isomorfismo tra gli spazi vettoriali R’
€ RQ [t]

2. Gli spazi vettoriali R3[t] e R%? sono isomorfi?

3.Se B & una base di V e dimV = n allora la

funzione coordinate (rispetto a B) cg: V — R™ &
un isomorfismo.

4. Se f : U — V e un isomorfismo allora anche
f=1:V — U & un isomorfismo.

5. Se f: U — V e unisomorfismoe g,h: V — W
sono applicazioni lineari con go f = h o f allora
g=h.
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Matrici e Applicazioni lineari

Siano U e V spazi vettoriali con basi B =
{ui,...,um} e C = {v1,...,v,} rispettivamente e
sia f: U — V un’applicazione lineare. Esprimendo
ogni f(u;) in termini della base di V' abbiamo

flug) = a1 501 +agjva + - + an jvn

per opportuni scalari a;;, © = 1,...,n. Possiamo
cosi costruire la matrice M%(f) = (a; ;) € R™™ che
chiamiamo matrice associata ad f nelle basi B e C.

Data invece una matrice A € R™™ possiamo
costruire |'applicazione lineare associata ad A
fa : R™ — R” definendo f(v) = A - v per ogni
v € R™. (Provare che f4 € lineare!)
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Esercizi.

1. Data I'applicazione lineare
. 20 — vy
R? 5 ( ) — | 3z+y | €R’
Y —Y

calcolarne |la matrice associata rispetto alle basi
standard di R? e R3. Calcolare inoltre la matrice
associata nelle basi
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2. Data la matrice (_1 0

;)

Osservazione. Sia f : U — V un’applicazione lineare
e B, C basi di U e V rispettivamente. Sia A = M$(f).
Allora il seguente diagramma & commutativo

) quanto vale

v Loy
cg I e

LN

dove m = dimU, n =dimV e ¢z e ¢¢ sono le (fun-
zioni) coordinate relative. Cioe co(f(u)) = fa(cg(u))
per ogni u € U.

Dimostrazione. Indichiamo con eq,...,¢e,, la ba-
se standard di R™. Per 57 = 1,...,m abbiamo
fales(u;)) = fale;) = A-e;. Ma A-e; & la j-
esima colonna di A, che & data dal vettore colonna
delle coordinate rispetto a C di f(u;), cioe cc(f(u;)).
Questo prova che le due applicazioni lineari f4ocp e
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cc o f coincidono sulla base di U, quindi coincidono
ovunque. Questa e la tesi. [

Osservazione. Se A & la matrice associataad f : U —

V (rispetto a due basi assegnate) allora dimIm f =
rg AedimKer f =dimU —rg A.

Dimostrazione. Siano B = {uq,...,u;,} una base di
UeC={vy,...,v,} una base di V. Abbiamo

dimIm f = dimL(f(u1),...,f(um))

— dim [,(Cc(f(ul)); e 7CC(f(um>>
dim L.(A)
rg A

dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato che c¢
e un isomorfismo. La formula sulla dimensione del

nucleo segue ora subito dalla relazione fondamentale.
[]
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Siano U e V spazi vettoriali e sia Hom(U, V)
I'insieme di tutte le applicazioni lineari da U in V.
Allora ¢ facile verificare che Hom(U, V') & uno spazio
vettoriale con le operazioni:

(f +9)(u) = f(u) + g(u), per ogni ue U
(Af)(u) = Af(u) per ogni u € U.

Proposizione.  Siano B e C basi di U e V ri-
spettivamente con dimU = m e dimV = n.
L'applicazione

Hom(U, V) 3 f — MG(f) € R®™

e un isomorfismo.

Dimostrazione. Scrivendo M per I\/IZC3 abbiamo
M(f + g) = M(f) + M(g) e M(Af) = AM(f). Quind
I'applicazione f —— M(f) & lineare. Se M(f) =0
allora Ker f = U e quindi f = 0; questo prova che
f —— M(f) e iniettiva. Inoltre se A € R™™ allora
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M(f4) = A per quanto visto in precedenza e quindi
f — M(f) & anche suriettiva. [J

Corollario. dimHom(U,V) =dimU - dim V.

Proposizione. Siano U, V e W tre spazi vettoriali
e siano B, C e D loro rispettive basi. Siano inoltre
f:U—Veg:V — W applicazioni lineari. Allora
per |'applicazione lineare composta go f : U — W si
ha

M3 (g0 f) =M (g) - Mz(f).

Dimostrazione. Siano A = M§(f), B = MZ(g) e
C =MZ(go f). Per u € U abbiamo

fBa(cs(u)) BA - cp(u)
fB(fA(CB(U)))
fB(ce(f(u)))
p(g(f(u))
((go f)(u))
( )-

ca(u)

Q

Q
S

Quindi fgaocg = fcocg. Ma cg €& un isomorfismo
e quindi fga = fc. Ma allora BA = C per la
proposizione precente. [
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Esercizio. Si consideri |'applicazione lineare

Ryl 5 p s 2 (0) € Ryl

Provare che la matrice associata alla base 1,¢,t2,¢3 in
arrivo e in partenza &

S O OO
o O O =
O OO
O Ww o O

Si provi inoltre che A e nilpotente.
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Sia V una spazio vettoriale di dimensione n e siano
B = {u,uo,...,un}t, B" = {vi,v9,...,v,} due sue
basi. Sia ora Id : V' — V [I'applicazione (lineare)
identita che, per ogni v € V, manda v in v. Se
indichiamo con X e X’ le coordinate di un vettore v
rispetto a B e B’ abbiamo

1d
v — v
cg l cs
x JB x

dove B & la matrice Mg/(Id) associata all'identita nelle
basi B e B’. Cioé B & la matrice le cui colonne sono i
coefficienti delle combinazioni lineari che scrivono 1 vet-
tori uq,us, ..., U, In termini dei vettori vy, vy, ..., vV,.
Dal diagramma abbiamo quindi X’ = BX. La matrice
B si chiama matrice del cambiamento di base da B
a B,
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Esercizi.

1. Date le basi

5= (o). (V) w=t(a) ()

di R?, calcolare la matrice di cambiamento di base

da BaPB.

2. Date le basi

1 0 0
c={lo|,[1].,] 0]
0 0 1
1 | 0
= 1 |,lol,[ -1 ]
0 | 1

di R3 calcolare la matrice di cambiamento di base

daCal.
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Siano V' e W due spazi vettoriali, siano B, B’ due
basidi V e C, C’ due basi di W e sia f un’applicazione
lineare da V in W.

Allora se v e un vettore di V e indichiamo con X,
X' le sue coordinate rispetto a B e B e con Y, Y’
le coordinate di f(v) rispetto alle basi C e C’ allora
abbiamo Y = AX e Y/ = A’X’ dove A & la matrice
di f nelle basi B e C e A’ & la matrice di f nelle basi
B el

Se inoltre B e C sono le matrici di cambiamento di
base da B a B’ e da C a C’ abbiamo anche X' = BX
e Y = CY. Quindi mettendo insieme CY = A'BX
dacui Y =C1A’'BX e quindi

A=C'A'B
0, equivalentemente,
A= CAB™ !,

E' questa la legge di cambiamento di base per le matrici
associate alle applicazioni lineari.
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Esercizio. Sia f : R?> — R3 I'applicazione lineare

. 20 — vy
Y x + 2y

Calcolare la matrice di f nelle basi B, C e B',C’ degli
esercizi precedenti usando la legge di cambiamento di
base appena vista.

Sia V' uno spazio vettoriale e siano B e B’ due sue
basi. Un'applicazione lineare da Vinse f:V — V
si dice endomorfismo. Se A = ME(f) e A’ = I\/Ig:(f)
(cioe usiamo la stessa base per il dominio e codominio)
allora la legge precedente diventa

A" = BAB™ 1.

Cioé le matrici A e A’ sono coniugate o simili.
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Osservazione. Se A e A’ sono simili allora hanno lo
stesso determinante.

Dimostrazione.  Infatti deve esistere B invertibi-
le per cui A’ = BAB~!. Ma allora detA’ =
det(B) det(A) det(B~1) = det(B) det(A) det(B)~! =
det A. [

Sia ora f : V. — V un endomorfismo di V.
Allora possiamo definire il determinante di f come
det(f) = det(A) dove A & la matrice associata ad f
in una qualche base B di V, cioé A = M5(f). Questa
definizione non dipende dalla base scelta B: infatti
la matrice A’ associata ad f in un’altra base B’ ¢
simile ad A e quindi det A" = det A per |'osservazione
precedente.
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Sistemi di Equazioni lineari

Un sistema lineare di n equazioni in m incognite ¢
un sistema del tipo

a11T1 + a12T2 + -+ a1y = b1
a21T1 + ao0xo + -+ + 9Ly, = bo
L ani1dq + An2T9 + -+ AnmLm = bn

dove gli a; ; sono detti coefficienti e i b; termini noti.

Sia A = (a; ;) la matrice dei coefficienti, X € R™
il vettore delle incognite e B = (b;) € R™ il vettore dei
termini noti. Allora il sistema si scrive

AX = B.

Inoltre se f4 : R™ — R™ e |'applicazione lineare
associata ad A allora le soluzioni del sistema sono gl
elementi di f*(B).
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Quindi: se B € Im f 4 allora il sistema ha soluzioni
e si dice compatibile, se invece B ¢ Im f4 allora il
sistema non ha soluzioni e si dice incompatibile.

Se il sistema e compatibile allora le sue soluzioni
sono date da X+ Ker f4, dove X e una qualsiasi so-
luzione di AX = B, cioé qualsiasi elemento di f,'(B).
L"insieme delle soluzione € quindi un sottospazio affi-
ne, cioe il traslato di un sottospazio vettoriale. Si dira
che il sistema ha codimKerfa — om=rg A go|yzioni.

Osserviamo inoltre che gli elementi di Ker f4 cor-
rispondono alle soluzioni di AX = 0, che & detto
sistema omogeneo associato.

Quindi, nel caso particolare di un sistema omogeneo
abbiamo sempre la soluzione 0, detta banale. Se poi
il nucleo di f4 ha dimensione positiva allora abbiamo
soluzioni non banali, dette autosoluzioni.

Teorema. (Rouché-Capelli) Sia A la matrice (A|B)
completa del sistema. Allora il sistema AX = B ¢
compatibile se e solo se rg A = rg A.
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Dimostrazione. |l sistema & compatibile se e solo se
B € Imfa, ma Imfa = L.(A). Quindi il siste-
ma & compatibile se e solo se B € L.(A), cioe se
aggiungendo B il rango di A non aumenta. []

Teorema. Se A = (A|B) & equivalente per righe a
A’ = (A'|B’) allora i due sistemi AX = Be A’ X =B’
hanno le stesse soluzioni.

Dimostrazione. Basta provare che la tesi € vera per una
mossa elementare e questo & chiaro. (Controllare!)[]

Esercizio. Discutere e risolvere quando possibile, al
variare di A € R, il sistema

(x—vy = 1
Ay + 2 = 0
<2$—Xz = —1
 t+y+z = L
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Se abbiamo un sistema con m equazioni e m in-
cognite e il rango della matrice dei coefficienti e della
matrice completa € m allora possiamo scrivere esplici-

tamente le soluzioni. Infatti, visto che A é invertibile,
da AX = B abbiamo X = A~!B. E' possibile inoltre
provare

Teorema. (Metodo di Cramer) Le soluzionidi AX = B
nel caso n = m, rg A = m sono date da

. detAj
 det A’

€L j jZl,...,m

dove A; e la matrice ottenuta sostituendo alla colonna
j-esima di A la colonna dei termini noti.

Esercizio. Dimostrare il metodo di Cramer per m = 2.

105



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Autovettori e autovalori

Autovettori e Autovalori

Sia f: V — V un endomorfismo. Diciamo che
v eV, v #0, & un autovettore di autovalore \ per
f se f(v) = Av. In generale diremo che A € R & un
autovalore di f se esiste un autovettore di autovalore

A

Definiamo inoltre polinomio caratteristico di f
il polinomio pf(t) = det(f — t1d) nell'indeterminata
t. Ricordiamo che questo determinante pud essere
calcolato scegliendo una (qualsiasi!) base B di V e
calcolando il determinante di ME(f) —¢- I dove I & la
matrice identita.

Possiamo scrivere la condizione f(v) = Av come
(f = AId)v = 0, cioe v € Ker(f — A\v). Visto che
v # 0, ne ricaviamo che X\ & un autovalore per f se e
solo se il nucleo di f—A1Id non & banale. L'applicazione
f — AId in particolare non deve essere invertibile, da
cui det(f — A1Id) = 0. Abbiamo quindi provato

Osservazione. Gli autovalori di f sono le radici del suo
polinomio caratteristico.
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Esempio. Consideriamo I'endomorfismo di R?>

L —Y
f:ly |—1 +=2
z Tr+vy

Scegliendo la base canonica per R? abbiamo la
seguente matrice associata ad f

—1
0
1

_——_= O
S = O

e quindi per il polinomio caratteristico di f

—t —1 0
ps(t) = det| 1 —t 1
1 1 —t

= —(t3+1)

—(t+1)(t>—t+1).
E quindi f ha il solo autovalore A = —1.
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Dato A € R, definiamo  'autospazio
dell’endomorfismo f relativo a A come

V(A) = Ker(f — AId).

Per quanto visto sopra V() & I'insieme formato dallo
0 e dagli autovettori di f di autovalore A. (Quindi, in
particolare V(\) = 0 se A non & un autovalore di f.)
Si chiama molteplicita geometrica dell’'autovalore A
il numero g(A) = dimV(A). Ovviamente g(A\) > 1
visto che A & un autovalore.

Esercizio. Calcolare gli autospazi dell’endomorfismo
dell’esercizio precedente.

Definiamo molteplicita algebrica, indicata con
a(\), di un autovalore A l'ordine di A come radice
di pr(t): se pr(t) = (t —A)*-q(t) e q(t) non ha A co-
me radice, allora la molteplicita algebrica & I'esponente
a.

Esempio. Negli esempi precedenti —1 ha molteplicita
algebrica 1.
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E’ possibile provare che a(\) > g(\) > 1 per ogni
endomorfismo f e ogni autovalore A di f.

Proposizione. Se wvi,vs,...,v, sono autovettori re-
lativi ad autovalori distinti allora v{,vs,...,v, sono
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. (Solo per n = 2.) Supponiamo per
assurdo che av1 + asve = 0 con as # 0 (ad esempio)
e sia f(v1) = M1, f(va) = Aqvg. Allora abbiamo
0= f(Oél’Ul + 042?}2) = Ckl)\l’l}l + &2)\2’02. Ma anche
a1 A\1v1 + asA1ve = 0 moltiplicando per A; la relazione
di lineare dipendenza.

Allora sottraendo aiz(Aa — A1)ve = 0 che & assurdo in
quanto as #= 0, Ao — A1 # 0 e vy £ 0, visto che vy €
un autovettore. []
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Diciamo che un endomorfismo f : V — V & semplice
se esiste una base di V' formata da autovettori per f.

Quindi se f & semplice esiste una base
B = {vi,v9,...,v,} tale che f(v;) = Ajv; con
A1, A2, ..., Ay autovalori di f (anche ripetuti). Quindi
si ha

A O .- 0

0 A 0
ME(f) = t

0 0 - X\,

cioé la matrice associata in una base di autovettori e
diagonale.

Diciamo che una matrice A e diagonalizzabile se
esiste una matrice B simile ad A con B diagonale.
Quindi un endomorfismo & semplice se la sua matrice,
rispetto ad una base qualsiasi, € diagonalizzabile.
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Teorema. Un endomorfismo f : V — V di spazi
vettoriali sul campo K & semplice se e solo se:

e tutti gli zeri del polinomio caratteristico di f sono
in K,

e |la molteplicita geometrica € uguale a quella algebrica
per ogni autovalori di f.

Esercizio. Se un endomorfismo f : R® — R™ ha n
autovalori distinti allora & semplice.

Esercizio. Decidere per quali valori di h & semplice
I'endomorfismo

T T+ hz

REs [ v | v | 32+2y+2 | eRS.
z hx + z
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Forme Bilineari

Definizione. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
finita su R, un’applicazione 5 : V x V — R si dice
forma bilineare se per ogni A € R e u,v,w € V
valgono le seguenti:

o B(u+v,w)=Bu,w)+ Bv,w),

o B(Au,w) = AB(u,w),

o S(u,v+w)=p(u,v)+ B(u,w),

o B(u, W) = A\B(u,v).

Esempi.

1. L'applicazione 8 : R3 x R3 — R definita da
71 5

5( Y1 ) Y2 ) = X122 + Y1Y2 + 2122
<1 )
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e una forma bilineare.

2. L'applicazione 3 : R? x R? — R definita da

5(( Z )»( ZZ )) = T1Y2 — Y1X2

e una forma bilineare.

Una forma bilineare si dice simmetrica se S(u,v) =
B(v,u) per ogni u,v € V. Se invece B(u,v) =
—pB(v,u) per ogni u,v € V allora la forma di dice
antisimmetrica o alternante. Ad esempio le forme
dell’'esempio precedente sono simmetrica la prima e
antisimmetrica la seconda.

Se B = {vi,v9,...,v,} & una base di V allora
definiamo matrice associata a [ nella base B la
matrice

Mg(8) = (B(v;, Uj))i,j‘
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Esempi. (Continua dagli esempi precedenti.)

1. Se B = eq,eq,e3 allora

/ Blei,e1) PBler,e2) Bler,es)
Ms(8) = Blea,e1) Blez,e2) Blez,es)
(637 61) 5(63, 62) 5(63, 63)

Ms(s) = ( Gene g<>)
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Osservazione. Se Mp(f) = Aecg(u) = X, cg(v) =Y
allora
Bu,v) ='X-A-Y.

Dimostrazione. Sia A = (a; ;), B = {u1,ua,...,up} e
siano x1,x9,...,Ty € Y1,Y2,...,Yn rispettivamente le
coordinate di u e v nella base B allora abbiamo

B(U,”U) — 5(x1u1++xnunaylu1++ynun)
Z%j:l z3y; B (s, uj)

D i je1 TilYj i

= XAY. O

Esercizio. Se la forma bilineare 3 su R? ha matrice

1 0 1
0O 1 0
1 0 -1
1 i)
nella base canonica, calcolare 5(| v1 |, | w2 |).

21 29
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Proposizione. Se B, B’ sono due basi di V e Cg, e la
matrice di cambiamento di base da B’ a B allora

Mp(B) = 'CEMp(B)CE.

Se (' e una matrice invertibile allora le matrici A
e '‘CAC si dicono congruenti. Quindi le matrici
associate ad una forma bilineare nelle varie basi di V
sono tutte tra loro congruenti.

Proposizione. Se A ed A’ sono congruenti allora il
segno di det A & lo stesso di det A”. (Qui con segno
intendiamo +, 0 0 —.)

Dimostrazione. Se A ed A’ sono congruenti allo-
ra esiste C invertibile per cui A’ = *CAC. Quindi
det A’ = det(*C) det Adet C = (det C')*det A. Quin-
di se det A = 0 allora det A’ = 0, se det A > 0 allora
anche det A" > 0 e, infine, se det A < 0 allora anche
det A’ < 0. O
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Esercizio. Calcolare le matrici associate alla forma
bilineare su R3

I Io
Bl | v |) =2y — 2w
21 29

nelle basi B = {e1,e0,e3} e B={e;+e2,e1+e€3,e0+
es} e verificare la formula di cambiamento di base.

Osserviamo che se 5 e una forma bilineare su V
allora si ha 3(0,v) = 0 per ogni v € V. (Dimostrare!)
In generale possono pero esistere anche u # 0 per cui
B(u,v) =0 per ogni v € V. Le forme bilineari per cui
questo non succede sono particolarmente importanti:

Definizione. Una forma bilineare 5 su V' si dice non
degenere se G(u,v) = 0 per ogni v € V implica che
u = 0. Altrimenti 3 si dice degenere.
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Esercizi.

1. La forma su R?

L1 L2
Bl vi |,| w2 |)=z122—mzo
21 29

e degenere.

2. La forma su R3

L1 L2
5( Y1 ) Y2 ) = T1Y2 — Y1T2 + 2122
<1 )

e non degenere.

Osservazione. La forma (5 € non degenere se e solo se
det Mg (8) # 0. (In qualche base B e quindi in tutte.)
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Forma canonica

Definizione. Diciamo che una matrice A e ortogonale
setA-A=1Id.

E' facile provare che l'insieme O(n) delle matrici
ortogonali n x n € un gruppo. Come vedremo esse
hanno la proprieta di conservare il prodotto scalare
standard su R™. Inoltre vale il seguente fondamentale
risultato.

Teorema Spettrale. Una matrice reale simmetrica e
diagonalizzabile attraverso una matrice ortogonale.

Corollario. Un endomorfismo la cui matrice sia simme-
trica e semplice. In particolare i suoi autovalori sono
tutti reall.

Se 3 € una forma bilineare su V allora diciamo che
due vettori u,v € V sono ortogonali se 5(u,v) = 0.

Corollario. Se [ & una forma bilineare simmetrica
su V allora esiste una base di V formata da vettori
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ortogonali rispetto a 5. Equivalentemente, esiste una
base in cui la matrice associata a J & diagonale.

Se la base B = {uj,us,...,u,} & ortogonale per
(3 allora definiamo indice di positivita di 3 come |l
numero i dei vettori uy, della base per cui B(up, up) >
0, definiamo indice di nullita il numero ¢ di vettori uy,
per cui B(up,un) = 0 e, infine, indice di negativita il
numero i_ di vettori uy per cui S(up,upn) < 0.

Corollario. Se [ € una forma bilineare simmetrica allora
gli indici 74,%0,%_ dipendono solo da 8 e non dalla
base (ortogonale) scelta per definirli. In particolare
essi si possono calcolare dai segni degli autovalori della
matrice associata a [.
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Corollario. Se (8 € una forma bilineare simmetrica allora
esiste una base B in cui

(o \

\ .

dove gli 1 sono in numero di ¢4, i —1 sono in numero
di 7_ e gli 0 sono in numero di 7g. In particolare 3 ¢
non degenere se e solo se 1o = 0.
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Definizione. Una forma bilineare simmetrica 8 su V si
dice:

o semidefinita positiva se 5(u,u) > 0 per ogni u €
V', (equivalente a i_ = 0)

e definita positiva se S(u,u) > 0 per ogni u € V,
u # 0, (equivalente a ig =i_ =0, iy =dim V)

e semidefinita negativa se [S(u,u) < 0 per ogni
u € V, (equivalente a i, = 0)

e definita negativa se J(u,u) < 0 per ogni u € V,
u # 0 (equivalente a ip =iy =0, i =dim V).
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Esercizi. Determinare gli indici e la forma canonica
delle seguenti forme bilineari:

1. su R? B(( 1 >,( 2 )) = 271T2 — T1Y2 —

Y1 Y2
Y1T2 + 29192,

I 9
2. su R3, Bl ; Y2 |) = 21172 — T1Y2 —
21 )

Y12 + 2Y1Y2 — Y122 — 21Y2 + 22122,

I i)
3su RS B(l w1 |,| v2 |) = 2z122 — 2192 —
<1 )

T129 — Y1T2 + 2Y1Y2 — Y122 — 2171 — 21Y2 + 221 29.
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Spazi Euclidei

Una forma bilineare, simmetrica e definita positiva
su uno spazio vettoriale reale V' si chiama prodotto
scalare; V viene detto spazio vettoriale euclideo.

Se 3 & un prodotto scalare definiamo norma di un
vettore rispetto a 3 il numero

lv|g = v/ B(v,v).

Osservazione. Per ogni coppia di vettori u, v si ha
1 2 2 2
B(u,v) = 5 (ju+vfg — luls — [v]3).

Dimostrazione. Facile calcolo. [

In particolare, se u e v sono ortogonali rispetto a [,
cioé se B(u,v) = 0 allora vale il teorema di Pitagora

u+ o3 = Jul + ol
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Definiamo distanza tra due vettori w, v il numero
u—vlg.

Teorema. (Disuguaglianza di Cauchy—Schwarz) Se V
e uno spazio euclideo con prodotto scalare 5 allora per
ogni u,v € V si ha

6w, v)| < fulglv]p.

Inoltre l'uguaglianza vale se e solo se u e v sono
allineati.

Dimostrazione. Definiamo il seguente polinomio in A
p(A) = [u— |3 = |ul3 — 2XB(u, v) + A*|v]Z > 0. Se
v =0 allora |5(u,v)| = 0 = |u|g|v|s e quindi |a tesi &
vera. Possiamo allora supporre v # 0, da cui |v|g # 0.

Visto che |v|g # 0, p(\) € un polinomio di secondo
grado in A, ed € mai negativo. Ne segue che il
discriminante A di p(\) deve essere non positivo: A =
B(u,v)? = |ul3lv|z < 0. Da cui la tesi.

Inoltre I'uguaglianza si ha solo per A = 0. In tale
caso il polinomio p(A) ha una (sola) radice, cioe esiste
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un valore )y per cui p(Ag) = |u — Aov|g = 0. Quindi
u — Agv = 0, da cui u = A\gv e questo prova che u e v
sono allineati.

Se viceversa u e v sono allineati allora esiste Ag
per cui u = Aov da cui |ulz = AFv[3 e Blu,v) =
Xof(v,v) = Xolv|z e quindi vale I'uguaglianza nella
tesi. [

Corollario. (Disuguaglianza di Minkowski o triangolare)
Per ogni coppia di vettori u, v si ha

u+vlg < [ulg + [v]g.

Dimostrazione. Usando Cauchy—Schwarz abbiamo
[u+ 0|3 M@+2M%v%ﬂﬂé

ulg + 2|ulglv]g + |v[3

(lulg + [v])?

A

da cui la tesi. [
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Dalla disuguaglianza di Cauchy—Schwarz segue che
per ogni coppia di vettori non nulli si ha

Si puo quindi definire I'angolo tra i vettori u e v rispetto
a B come
B(u,v)

arccos :
[ulglv]s

Esercizio. Verificare che la forma bilineare su R"

I 1
T

B( :2 ; y:2 ) = 1y1 + T2y2 + - + TnYn.
Ln Yn

e un prodotto scalare. Esso viene detto prodotto

scalare standard o canonico per R™. Si provi che esso
coincide con

u-v = |ul|v|cosd

con # angolo tra u e v.
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Ortonormalizzazione

Se V e uno spazio euclideo diciamo che i vettori
V1, V9, ..., U, sono ortonormali se sono ortogonali tra
loro e hanno norma 1.

Osservazione. Se i vettori wy,vs,...,v, SONO
ortonormali allora sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia Ajvy + Agvg + -+ + A\, = 0.
Per ogni 1 < j < n abbiamo 0 = (A vy + -+ +
AnUn, V) = X;B(v;,v;) = Aj. Questo prova che solo
la combinazione lineare banale puo fare 0. [

Useremo questa osservazione nella dimostrazione
dell'importante teorema seguente.

Teorema.  (Gram-Schmidt) Ogni spazio euclideo
ammette una base ortonormale.

Dimostrazione. Sia B = {ui,us,...,u,} una base di
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V. Definiamo

wr = U
V1 = wl/ wi|p
wy = U2 — 5(7)1, U2)®1
Vo = wg/ w2|3
w3 = uz— B(vi,u3)vy — Bz, uz)ve
U3 = ws/ ws3|p
Wp = Up — 5(7}17 un)’Ul -t B(Un—la un)vn—l
Un = Wn/|wn|g.
E’ ora facile provare che vy, vg, ..., v, sono ortonorma-

li. Essisono linearmente indipendenti per |'osservazione

precedente e sono quindi una base essendo in numero
dn=dmV. O

Il processo visto nella dimostrazione del teore-
ma precedente si chiama ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt.
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Esercizio. Partendo dalla base

1 0 0
1, 1 |, [ o
0 ~1 1

costruire una base ortonormale per R3 rispetto al
prodotto scalare standard.
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Complemento Ortogonale

Sia V' uno spazio euclideo con prodotto scalare (3 e
sia U un sottospazio di V. Si definisce complemento
ortogonale di U rispetto a (5 il sottoinsieme

U = {v e V|B(v,u) =0 per ogni u € U}.

Proposizione. L'insieme U~ & un sottospazio vettoriale
e si ha
UoUt =V,

cioe U+ & un complemento di U in V.

Dimostrazione. Siano vy,vy in U+ allora per ogni
u € U si ha B(vy + vg,u) = B(vi,u) + B(vg,u) = 0;
questo prova che vy + vy € UL, Inoltre se A € R e
v € U~ allora B(A\v,u) = A\3(v,u) = 0; questo prova
che \v € U+. Abbiamo cosi provato che U+ & un
sottospazio vettoriale di V.

Siaorav € UNU>. Allora si ha 3(v,v) = 0 e quindi
v = 0.
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Osserviamo che U & uno spazio euclideo con il pro-
dotto scalare 3. Sia quindi w1, us, ..., u, una sua base
ortonormale, con » = dim U. Completiamo questa ba-
S€ A UL, Uy« -+ 5 Upy Ut 1, Upt 2, - - ., Uy, base di V. Sia
infine w1, ua,..., %, U5 q,...,u, |'ortonormalizzazio-
ne di questa base di V. (Si noti che i primi r vettori
non cambiano essendo gia una base ortonormale.)

Vogliamo ora provare che U+ = L(u,...,u!); da

questo segue che U + U+ =V e quindi la tesi.

Per costruzione i vettori u; sono tutti ortogona-
i ai vettori ug. Quindi i vettori w) sono ortogo-
nali a tutto U, cioe u) € U-+. Questo prova che
i
L(Uyiq,...,u,) C U

Sappiamo che U N U+ = 0 e quindi dimU +
dim U+ < n da cui dimU~+ < n —r. Ma abbiamo gia

trovato il sottospazio L(u).q,...,ul) di U+ di dimen-
sione n — r. Concludiamo che U+ = L(u} ,...,ul,).
]

La proposizione ci dice che ogni vettore v € V si
scrive in modo unico come v = u + u+ con u € U e
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ut € U+. E' facile provare che la mappa py(v) = u &
lineare; essa si chiama proiezione ortogonale su U.

Esercizio. Sia U il sottospazio di R* generato dai
vettori

1 1
—2 1
0 i
1 0

Calcolare una base ortonormale del complemento or-

togonale di U rispetto al prodotto scalare standard di
R*.
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Geometria Analitica nello Spazio

Studiamo ora la geometria di R?, chiameremo i suoi
vettori punti (di R?). Scriveremo le coordinate dei
punti rispetto alla base canonica se non indicato di-
versamente; inoltre scriveremo i punti per riga, come
(,vy,z), ma essi saranno da considerarsi sempre come
vettori colonna.

Piani di R’

Definizione. Un piano di R? & un sottospazio affine di
dimensione 2.

Dati 3 punti vg, v1, vs il piano 7 da essi determinato
e dato da

T = vy + L(v1 — vg, V2 — Vg).

Si noti che, dovendo avere 7™ dimensione 2, i due
vettori v1 — vy € vo — vy devono essere linearmente
indipendenti.
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Un punto v appartiene a 7, quindi, se e solo se esistono
a, 8 € R per cui v = vy + a(vy —vg) + B(vy — vg). E'
questa |'equazione parametrica del piano .

Equivalentemente v € 7w se e solo se | vettori v — vy,
v1 — Vg, Vg — Vg sono linearmente dipendenti. Cioé se ¢
nullo il determinante della matrice le cui colonne sono
le coordinate di questi tre vettori. Otteniamo in questo
modo |'equazione cartesiana del piano 7: un’equazione
lineare, in generale non omogenea, nelle coordinate di
V.

Viceversa l'insieme dei punti (z,y,z) che verificano
un’'equazione del tipo ax + by 4+ cz + d = 0 determina
un piano se e solo se (a,b,c) # (0,0,0), a,b,c sono
detti coefficienti di giacitura. |l vettore (a,b,c,d) €
determinato solo a meno di un multiplo scalare non
nullo.

Esercizio. Scrivere |'equazione parametrica e cartesiana
del piano passante per i punti (1,1,0), (1,—1,0) e
(0,0,1).

Per determinare un piano m possiamo anche asse-
gnare un vettore v = (a, b, c) perpendicolare ad esso

135



Geometria e Algebra, 28.09.2013 Geometria analitica

e un punto p = (xo,%0,20) da cui il piano passa.
L'equazione sara allora ax + by + cz +d = 0 con
d = —axg — byy — czyp.

Esercizio. Determinare |'equazione parametrica e car-

tesiana del piano perpendicolare a (1,1,1) e passante
per (—1,—1,0).

Dati due piani m; e my essi possono essere: paralleli se
T = Ty 0 T N Ty = &, oppure incidenti e in tal caso
71 M o € un sottospazio affine di dimensione 1. Per
decidere la posizione reciproca di due piani studiamo
il sistema dato dalle loro equazioni cartesiane in modo
da determinare |'insieme 7 N 5.

Esercizi.

1. Determinare la posizione reciproca dei piani:
passante per (1,1,1), (1,0,0) e (1,0,—1) e m
perpendicolare a (—1,0,0) e passante per (0,2,0).

2. Scrivere I'equazione del piano che verifica:

a) passa per (1,1,0) e parallelo ai vettori (1,0, —1),
(0,2,3),
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b) passa per (0,1,—1) e (3,2,1) e parallelo a
(0,0,5),

c) passa per (1,

d) passa per (1,
3z +5=0,

e) passa per (3,2,1) econtienelarettar : y+2z—1 =
x4+ 2y —2z2=0.

1,—1) e ortogonale a (1,—1,2),
2, —1) e parallelo al piano 2x — y +
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Rette di R*

Definizione. Una retta & un sottospazio affine di
dimensione 1.

Dati due punti vg, v1 la retta r da essi determinata

e data da
vo + L(v1 — vg).

Un punto v appartiene ad r, quindi, se e solo se
esiste « € R per cui v = vg + a(vy — vg). In altri
termini questa € l'equazione parametrica della retta
passante per vy e di direzione v — vg. Le coordinate
di v; — vy, che & un vettore parallelo alla retta, si
chiamano parametri direttori. Se inoltre v — vy ha
norma 1 allora essi vengono detti coseni direttori.

Due rette sono quindi parallele se hanno parametri
direttori proporzionali. Perpendicolari se i loro parame-
tri direttori lo sono. Due rette si dicono sghembe se
non esiste un piano che le contenga entrambe.

Una retta e determinata da un sistema di due
equazioni cartesiane. Per trovarle osserviamo che se
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v € r allora i1 vettori v — vy € v1 — vg sono allineati.
Quindi deve esistere A € R per cui v —vg = A\(v1 — vg).

Se v = (%0,Y0,20), V1 = (T1,¥1,21) e v = (2,9, 2)
allora abbiamo, eliminando A\,

L—To Y—Yo <220

1 — X Y1 — Yo 21 — R0

quando i determinatori sono non nulli.

Esercizi.

1. Trovare forma parametrica e cartesiana della retta
passante per (1,1,1) e (1,0,—1).

2. Data la retta

|
-

x—1y+2z—1
T .
r+y+z+3

|
-

calcolarne i parametri direttori.
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3. Verificare che le seguenti equazioni parametriche

r = 3+2 r = 11 —4s
y = 2 i 2
z = 2—1/2 z = s

rappresentano la stessa retta. Scrivere le equazioni
cartesiane per tale retta.

4. Si provi che le rette
x

T
¥

sono sghembe. Si trovi un piano 7 che sia parallelo
ad r e che contenga 7.

2z + 1
—z+ 2

Il
N W
ﬁ\
——
< 8
]
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Sfere e Circonferenze

Dato un punto ¢ € R e un numero reale » > 0,
chiamiamo sfera di raggio r e centro c |'insieme dei
punti v per cui |v — ¢| = r, cioe dei punti distanti r da
C.

Se ¢ = (X¢y Ye, 2¢) € v = (x,y, z) allora I'equazione
lv—c| = rdiventa\/(z — 2.)2 + (y — yo)?2 + (2 — 2.)2 =
r, 0, equivalentemente

(ZE‘ o mc)Q -+ (y T yc)2 -+ (Z T 20)2 — TZ'

E' questa I'equazione cartesiana della sfera di centro ¢
e raggio r.

Viceversa ogni equazione del tipo
22+ y? + 22 4+ 20 +2by +2c2 +d =0

se a’ + b% 4+ c? —d > 0 rappresenta una sfera di centro
c= —(a,b,c) eraggior =va2+ b2+ c?—d.
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Se 7 € un piano, S una sfera e 71N S # & allora
m S e una circonferenza nella spazio. In particolare
se m e il piano z = 0 allora abbiamo |'equazione
% + y? 4 2ax + 2by + d = 0 di una circonferenza di
centro —(a, b,0) e raggio Va2 + b2 — d.

Esercizio. Determinare centro e raggio della sfera
passante per i punti (0,0,0), (1,0,1), (0,—1,1) e
(1,0,0).
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Esercizi Risolti.

Esercizio 1. Determinare per quali valori di h € R
I"applicazione bilineare

I o
Bl w1 |.| v2 |)=z1mathyrya—y122—y221+h2122
21 29

definisce un prodotto scalare su R> e ortonormalizzare
| vettori

1 1 ~1
o |, 1],] -1
0 0 1

rispetto a 3 per h = 2.

Soluzione La matrice associata a 3 nella base canonica

I 0 O

A=1 0 h -1

0 —1 h
Essendo A simmetrica, 8 € una forma simmetrica. |l
polinomio caratteristicodi A& (1 —¢t)((h—t)* —1) =
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(1—t)(h+1—t)(h—1—t)conradicil, h—1eh+1.
Gli indici di 8 sono dati dai segni di queste radici, esse
devono quindi essere tutte positive affinche (5 sia un
prodotto scalare. Si ricava che 3 & un prodotto scalare
se e solo se h > 1.

Siano w1, us e w3 i vettori da ortonormalizzare
del testo. Abbiamo |u;1|3z = B(u1,u1) = 1 e quindi
v1 = wy = w1 (usando le notazioni della proposizione
sul processo di Gram-Schmidt).

Poniamo ora Wwo = ’UJQ—/S(UQ,’Ul)Ul, Ma 5(’&2, ul)
1 e quindi wy = upz —uy = (0,1,0). Allora |ws3

B(wa, wy) = 2, da cui vy = wy/v/2 = %(O, 1,0).

Per il terzo vettore calcoliamo (B(usz,v1) = —1
e [(us,vy) = %(—2 — 1) = —3/v/2 e quindi
poniamo w3 = wuz — B(ug,v1)v1 — Bluz, v2)v2 =
usz + v1 + 3?]2/\/5 — (—1,—1,1) + (1,0,0) +
3/2(0,1,0) = (0,1/2,1). Visto che |ws|3 =
£((0,1/2,1),(0,1/2,1)) = 3/2 abbiamo w3 =

wz//3/2.
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Esercizio 2. Trovare una base per il complemento
ortogonale del sottospazio U = {(z,y,2,t) € Ry —
z = z— 2t = 0} di R? rispetto al prodotto scalare
standard.

Soluzione. Per prima cosa calcoliamo una base per
U. Gli elementi di U sono le soluzioni del sistema

omogeneo
y—z = 0
z—2t = 0

possiamo quindi scegliere x e t come variabili indipen-
denti e y e z come dipendenti. Ponendoz=1et =0
abbiamo il vettore u; = (1,0,0,0) mentre per z =0 e
t = 1 abbiamo us = (0,2,2,1).

Allora un vettore v = (z,y,2,t) CR*ein Ut see
solosev-u; =v-uys =0,cioex=0e2y+2z+t=0.
Si tratta quindi di risolvere il sistema omogeneo

|
o o

x
20+ 2z + 1
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per cui possiamo scegliere z e t come indipendenti
ed abbiamo v; = (0,—1,1,0) e vy = (0,—1/2,0,1)
rispettivamente per z =1, t=0e 2 =0, t = 1. Una
base per U+ & quindi vy, vs.
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Esercizio 3. Decidere per quali valori del parametro
reale h il seguente endomorfismo di R3

x (h+ 1)z
Ly |)= x + hy
2 2(1 — h)x — 2hy — hz
e semplice.

Soluzione. |l polinomio caratteristico della matrice

h+1 0 0
1 h 0
—2h+2 —=2h —h

associata ad f nella base canonica ¢ (h+ 1 —t)(h —
t)(—h —t), quindi per h # 0 e h # —1/2 le tre radici
h,—h,h + 1 sono distinte e quindi f e semplice.

Invece per h = 0 la radice 0 ha molteplicita alge-
brica 2 e la radice 1 ha molteplicita algebrica 1. Si
tratta quindi di controllare se I'autospazio di 0 (cioe il
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nucleo) ha dimensione 2 0 meno. La matrice associata
per h = 0 diventa

N — =
o O O
o O O

quindi il rango di f €& 1, da cui dimker f = 2.
L'endomorfismo e semplice anche per h = 0.

Per h = —1/2 la radici sono 1/2 con molteplicita
algebrica 2 e —1/2 con molteplicita algebrica 1. Dob-
biamo quindi calcolare la molteplicita geometrica di
1/2. La matrice associata ad f —1/21d ¢

0 0 0
1 -1 0 |,
3 1 0

che ha rango 2. Quindi la molteplicita geometrica di
1/2 e 1, I'endomorfismo non & semplice per h = —1/2.
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Esercizio 4. Data la retta

r—y+2z2—1 = 0
r:
r+y+z+3 = 0
calcolarne | parametri direttori.
Soluzione. |l sistema che definisce » ha matrice

completa

1 -1 2| 1
1 1 1}-3 )

Una possibile forma a scala di tale matrice &

1 -1 2 1

0o 2 —-1|-4
e quindi, scelta z come variabile indipendente e posto
2z = t, abbiamo la forma parametrica

r = —3/2t—1
J 1/2t — 2
z t.
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| parametri direttori cercati sono quindi (—3/2,1/2,1).
(O qualsiasi multiplo di questo vettore, essendo tali

parametri definiti a meno di un multipli scalare non
nullo.)
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Esercizio 5.  Verificare che le seguenti equazioni
parametriche

r = 3+2 r = 11 —4s
y = 2 Y 2
z = 2—1/2 z = s

rappresentano la stessa retta. Scrivere le equazioni
cartesiane per tale retta.

Soluzione. | parametri direttori delle due rette sono
(2,0,—1/2) e (—4,0,1); essi sono proporzionali, quindi
le due rette sono paralleli. Ne segue che o coincidono,
se hanno un punto in comune (e quindi tutti), o sono
parallele distinte, se non hanno alcun punto in comune.

La prima retta passa per (3,2,2) (per t = 0),
controlliamo se anche la seconda retta passa per tale
punto. Abbiamo il sistema delle equazioni 11 —4s = 3,
2 =2 e 2 = s;: che ha soluzione s = 2. Quindi
anche la seconda retta passa per (3,2,2) e le due rette
coincidono.
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Per scrivere le equazioni cartesiano dobbiamo elimi-
nare il parametro dalle equazioni. Per esempio usando
la prima forma abbiamo ¢t = 4 — 2z che sostituito nella
prima equazione diventa x = 11 — 4z. Le equazioni

cartesiane della retta sono quindi z +4z — 11 =0 e
y—2=0.
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Esercizio 6. Si provi che le rette

{ T
T

Y
sono sghembe. Si trovi un piano 7 che sia parallelo ad
r e che contenga 7’.

2z +1
—z + 2

]
N W
ﬁ\
——
< 8
]

Soluzione. Proviamo in due modi diversi che le due
rette sono sghembe.

Primo modo: usando la definizione di rette sghem-
be. Sia 7 un piano di R? con equazione cartesiana
ax+by-+cz+d = 0 che contiene r e r’. |l piano & quin-
di perpendicolare al vettore (a,b,c). Quindi (a,b,c)
deve essere perpendicolare ai parametri direttori di r
e r’. Dalle equazioni di r e 7’ troviamo (1,1,1) e
(2,—1,1) come parametri direttori delle due rette. Da
cuia+b+c=0¢e2a—b+c=0. Inoltre m deve
contenere un punto di r, diciamo (0,0,0), e un punto
di r’, diciamo (1,2,0). Quindid=0¢e a+ 2b=0.
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Ora, l'unica soluzione delle condizioni scritte per
a,b,c,d & (0,0,0,0) che non definisce alcun piano di
R? in quanto (a, b, c) non pud essere il vettore nullo.

Secondo modo: osserviamo che due rette sono
sghembe se e solo se non si intersecano e non sono
parallele. Facendo il sistema delle equazioni che defini-
scono r e r’ vediamo che r N1’ = @. Inoltre esse non
sono parallele in quanto non hanno parametri direttori
proporzionali.

Per trovare un piano parallelo ad r e contenente
r’ procediamo come nel primo modo e troviamo le
condizionia+b+c=0¢e 2a — b+ c = 0 in quanto
(a, b, c) deve ancora essere perpendicolare ai parametri
direttori di r e r’. Perd ora imponiamo solo che 7
contenga un punto di ' (e non anche un punto di r).
Quindi a + 2b+ d = 0. Risolvendo il sistema abbiamo,
scegliendo d come variabile indipendente, le soluzioni
(a,b,c,d) = (—1/2d,—1/4d,3/4d, d) che per d =4 ci
danno il piano —2z —y+3z+4 = 0. (Qualsiasi valore
di d # 0 va bene per avere I'equazione del piano che, si
ricordi, € determinata a meno di uno scalare non nullo.
La scelta d = 4 & solo per non avere frazioni.)
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Esercizio 7. Sia f I'endomorfismo di R® dato da
f(x7y7 Z) — (y,z,:v). Quanto vale fg(.flj,y,Z)?

Soluzione. Abbiamo

2z, y,2) fUf(f(z,y,2)))
f(f(y,z 2))
f(z,z,y)

(#,y, 2).

Cioe f3 & I'identita di R?.
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Esercizio 8. Per quali valori di h I'endomorfismo di R?
datoda f(x,y,2) = (z,—hx+hy—z,—hx+(h+1)z2)
& un isomorfismo? Per h = 0 calcolare una base di R?
formato da autovettori di f.

Soluzione. Affinché f sia un isomorfismo esso deve
essere bigettivo e cio € equivalente ad essere suriettivo
(essendo un endomorfismo). Quindi la matrice

1 0 0
A=| -h h -1
—h 0 h+1

associata ad f nella base canonica di R? deve avere
rango massimo. Cioé il suo determinante deve essere
non nullo. Tale determinante vale h(h + 1) quindi f &
un isomorfismo per h = 0, —1.

Per h = 0 il polinomio caratteristico di f e —t(1 —
t)2. Quindi f ha i due autovalori 0 e 1. Visto che 0
ha molteplicita algebrica 1 essa avra anche molteplicita
geometrica 1, cioe I'autospazio V' (0) (che & il nucleo di
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f) ha dimensione 1. Risolvendo il sistema omogeneo
AX = 0 otteniamo che (0,1,0) & una base per V(0).

L'autovalore 1 ha molteplicita algebrica 2, ci aspet-
tiamo quindi che anche V(1) abbia dimensione 2
perche altrimenti non esisterebbe una base di autovet-
tori. Il sistema omogeneo (A — Id)X = 0 ha matrice
dei coefficienti

0O 0 0
0 —1 -1
0O 0 O

e quindi soluzioni a(1,0,0)+£(0,—1,1) con o, 5 € R.
Una sua base € quindi (1,0,0), (0,—1,1).

Concludiamo che (0,1,0), (1,0,0), (0,—1,1) &€ una
base di autovettori per f (quando h = 0). In tale base
la matrice di f € ovviamente

o O O
O = O
_ o O
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Esercizio 9.  Calcolare una base degli autospazi
dell’endomorfismo di R*

flx,y,z,t) = 2z, + 2y,t, 2).

Soluzione. Troviamo per prima cosa gli autovalori di
f. La matrice associata nella base canonica &

2 0 0 0
1 2 0 0
0 0 0 1
0O 0 1 0

e quindi il polinomio caratteristico di f & p(t) = (2 —
t)?(t—1)(t+1). Abbiamo quindi gli autovalori 1 e —1
di molteplicita algebrica, e quindi anche geometrica, 1
e I'autovalore 2 di molteplicita algebrica 2.

L'autospazio di 1 & dato da Ker(f — Id) e quindi
dalle soluzioni del sistema omogeneo con matrice dei
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coefficienti
1 0 O 0
1 1 0 0
0O 0 -1 1
O 0 1 -1

che, portata a scala, diventa

1 0 0 O
0O 1 0 0
0 0 —1 1
0O 0 0 O

Possiamo quindi scegliere t come variabile indipendente
ed abbiamo, per t = 1, la base (0,0,1,1) per tale
autospazio.

L'autospazio di —1 & dato da Ker(f 4 1d) e quindi
abbiamo la matrice

3 0 0 0
1 3 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1
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che a scala diventa

3 0 0 0
0 3 0 O
0 0 1 1
0O 0 0 O

Possiamo quindi scengliere t come variabile
indipendente ed abbiamo la base (0,0, —1,1).

L'autospazio di 2 & dato da Ker(f — 21d) e quindi
la matrice del sistema omogeneo associato diventa

0O 0 O 0
1 0 O 0
O 0 -2 1
O 0 1 =2
di cui una forma a scala e
1 0 0 O
0O 0 1 =2
O 0 0 -3
0O 0 0 O
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Abbiamo quindi la sola y come variabile indipendente.
In particolare f non e semplice in quanto la dimensione
dell’'autospazio di 2 € 1 e non 2 come la molteplicita
algebrica. Una sua base & data da (0,1,0,0).
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Esercizio 10. Determinare per quali valori del parame-
tro reale « il piano 7 di R? di equazione cartesiana
r+1y—z—a =0 e tangente alla sfera S di equazione
cartesiana 2 +y? + 22 — 22 — 2y — 22 — 6 = 0.

Soluzione. Per prima cosa osserviamo che S ha centro
C' = (1,1,1) e raggio r = 3, quindi la sua equazione
cartesiana pud essere riscritta come (r — 1)% + (y —
)2+ (z2—1)2=09.

Sia ora P = (xq, Y0, 20) il punto di tangenza di =
ad S. Il raggio C'P e perpendicolare a 7 e quindi la
retta r per C'P di equazione parametrica

t(P—-C)+C
= t(xo—1,y0—1720—1)—|—(1,1,1>

ro (2,y,2)

ha il vettore dei parametri direttori (xg—1,y9—1, z0—1)
parallelo al vettore (1,1, —1) dei coefficienti di giacitura
di 7.
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Esiste quindi A € R per cui (zg—1,50—1,20—1) =
A(1,1,—1). Da qui ricaviamo P = (xq,yo,20) =
(T4+ A1+ A1-=N).

Sappiamo anche che il punto di tangenza P ap-
partiene alla sfera S e al piano =. Da P € S
abbiamo

I+A=12+1+X-1)22+(1-X-1)2 = 9
332 = 9
A = +3.

E, infine, da P € m abbiamo
(1+V3)+(1£V3)—(1FV3) —a=0

e quindi o = 1 + 3V/3.
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