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Capitolo 1
Spazi Metrici

Uno spazio metrico ¢ un insieme X dotato di una metrica. La metrica associa ad ogni coppia
di elementi (punti) di X una distanza. La metrica ¢ definita assiomaticamente, gli assiomi
essendo suggeriti da alcune proprieta semplici della distanza, cosi com’e familiarmente defi-
nita fra punti della retta reale R o del piano complesso C. Si tratta come mostrano alcuni
esempi basilari di un concetto molto generale. Un’importante proprieta aggiuntiva che uno
spazio metrico puo possedere € la completezza. Un altro concetto di interesse teorico e pra-
tico € la separabilita di uno spazio metrico. Gli spazi metrici separabili sono piu semplici di
quelli non separabili.

1.1 DEFINIZIONE (SPAZIO METRICO, METRICA)

Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d), dove X & un insieme e d una metrica su X (o
distanza su X), cio¢ una funzione definita su X x X tale che per ogni x,y,z € X si abbia

M1 d & a valori reali, finito e non negativo.

M2 d(z,y) =0 se e solo se x = y.

M3 d(x,y) = d(y, ) (Simmetria)
M4 d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) (Disuguaglianza Triangolare)
"

Alcuni termini di uso corrente sono i seguenti. X & normalmente chiamato ’insieme
sottostante a (X,d). I suoi elementi sono chiamati punti. Per x,y fissati il numero non
negativo d(x,y) si chiama distanza fra x e y. Le proprieta da (M1) a (M4) sono gli assio-
mi della metrica. Il nome “disuguaglianza triangolare” & preso a prestito dalla geometria
elementare.

Un sottoinsieme (Y,d) di (X,d) si ottiene prendendo un sottoinsieme ¥ C X e
restringendo d a Y x Y; allora la metrica su Y ¢ data dalla restrizione

d=dlyxy.

d si chiama la metrica indotta su Y da d.
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1.1 Insiemi Aperti. Insiemi Chiusi. Intorni.

V’¢ un considerevole numero di concetti ausiliari che giocano un ruolo in connessione con
gli spazi metrici. Quelli di cui avremo bisogno sono inclusi in questa sezione. Percid questa
sezione contiene molti concetti, ma il lettore notera che molti di loro divengono familiari
quando vengono applicati agli spazi euclidei.

Consideriamo dapprima alcuni importanti sottoinsiemi di un dato spazio metrico X =
(X,d).

1.2 DEFINIZIONE (PALLA E SFERA)
Dato un punto zg € X ed un numero reale r > 0 definiamo tre tipi di insiemi

(a) B(zo;r) = {z € X|d(z,z0) <r} (Palla Aperta)
(b) B(zo;r) = {z € X|d(z,z0) < r} (Palla Chiusa)
(c) S(zo;r) ={z € X|d(x,z9) =7} (Sfera)

In tutti e tre i casi g € chiamato il centro ed r il raggio.

Attenzione. Lavorando con gli spazi metrici ¢ assai utile utilizzare una terminologia
analoga a quella della geometria Euclidea. Tuttavia bisogna essere coscienti di quanto sia
pericoloso assumere che palle e sfere in uno spazio metrico arbitrario soddisfino alle medesime
proprietd soddisfatte da palle e sfere in R®*. Ad esempio una possibile proprietd inusuale &
che una sfera puo essere vuota. Un’altra possibile proprieta inusuale sara citata piu in la.

1.3 DEFINIZIONE (INSIEMI APERTI, INSIEMI CHIUSI)
Un sottoinsieme M di uno spazio metrico X e detto aperto se contiene una palla centrata
in ciascuno dei suoi punti. Un sottoinsieme K & detto chiuso se il suo complemento (in X)
& aperto, cioe se K¢ = X — K & aperto. [

11 lettore verifichera facilmente che da questa definizione segue che una palla aperta € un
insieme aperto e che una palla chiusa € un insieme chiuso.

Una palla aperta B(zo;e) di raggio € & spesso chiamata un e—intorno di zo. Per un
intorno di zg si intende un qualunque sottoinsieme di X che contiene un e—intorno di zg.

Vediamo direttamente dalla definizione che ciascun intorno di x( contiene zg; in altre
parole xg ¢ un punto di ciascuno dei suoi intorni. Se N & un intorno di z9 ¢ N C M, allora
anche M e un intorno di xg.

Chiamiamo zo un punto intermo di un insieme M C X se M & un intorno di zy.
L’interno di M ¢ l'insieme di tutti i punti interni a M e puod essere indicato con M° o con
Int(M). Int(M) ¢ aperto ed & l'insieme aperto pit grande contenuto in M.

Non ¢ difficile mostrare che la collezione di tutti i sottoinsiemi aperti di X, che possiamo
chiamare 7, ha le seguenti proprieta

T1 0eT ,XeT.
T2 L’unione di membri di 7 & un membro di 7.
T3 L’intersezione di un numero finito di membri di 7 € un membro di 7.

Dimostrazione. (T1) segue dall’osservazione che () non ha elementi e, ovviamente, X & aper-
to. Proviamo (T2). Un punto qualunque & dell’unione U degli insiemi aperti appartiene ad
(almeno) uno di questi insiemi, sia M, ed M contiene una palla B di & poiché M & aperto.
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Allora B C U per definizione di unione. Cio prova (T2). Infine se y & un punto qualunque
dell’intersezione degli insiemi aperti My, -, M, allora ciascun M; contiene una palla di y
e la piu piccola di queste palle ¢ contenuta nell’intersezione. Cio prova (T3). [

Osserviamo che le proprieta da (T1) a (T3) sono cosi fondamentali che vengono di norma
inserite in un contesto piu generale. Precisamente si definisce come uno spazio topologico
(X,7T) un insieme X ed una collezione 7 che soddisfa gli assiomi da (T1) a (T3). L’insieme
T & chiamato una topologia per X. Da questa definizione segue che

Uno spazio metrico é uno spazio topologico.

Gli insiemi aperti giocano anche un ruolo in connessione con le applicazioni continue,
dove la continuita € una naturale generalizzazione della continuita conosciuta dall’analisi ed
¢ definita come segue.

1.4 DEFINIZIONE (APPLICAZIONE CONTINUA)
Siano X = (X,d) e Y = (Y,d) due spazi metrici. Un’applicazione T' : X — Y & detta
continua nel punto g € X se per ogni ¢ > 0 v’e un d > 0 tale che

d(Tz,Txy) < € per ogni x che soddisfa a d(z,zo) < 0.

T e detta continua se & continua in ogni punto di X. [

E importante ed interessante che le applicazioni continue possano essere caratterizzate
in termini di insiemi aperti come segue.

1.5 Teorema (Applicazioni Continue)
Un’applicazione T di uno spazio metrico X in uno spazio metrico Y é continua se e solo se
l'immagine inversa di un qualunque sottoinsieme aperto di Y é un sottoinsieme aperto di
X. [

Dimostrazione. (a) Supponiamo che T' sia continua. Sia S C Y aperto ed Sy 'immagine
inversa di S. Se Sp = 0 ¢ aperto. Sia Sy # ). Per un qualunque zg € Sp sia yo = Txg. Poiché
S & aperto contiene un e—intorno N di yg. Poiché T & continua x¢ ha un é—intorno Ny che
¢ applicato in N. Poiché N C S abbiamo che Ny C Sy cosi che Sy & aperto perché zy € Sy
era arbitrario.

(b) Viceversa assumiamo che I'immagine inversa di ogni insieme aperto in Y sia un
insieme aperto in X. Allora per ogni xg € X e qualunque e—intorno N di Tz 'immagine
inversa Ny di IV € aperta, poiché N e aperto, e Ny contiene xy. Quindi anche Ny contiene
un d—intorno di xg che & applicato in N poiché Ny e applicato in N. Di conseguenza, per
definizione, T' & continua in xg. Poiché xy € X era arbitrario ne segue che T' & continua. =

Introduciamo ora due altri concetti che sono collegati. Sia M un sottoinsieme di uno
spazio metrico X. Allora un punto zo di X (che pud o pud non essere un punto di M) e
chiamato un punto di accumulazione di M (o punto limite di M) se ogni intorno di
contiene almeno un punto y € M distinto da xy. L’insieme costituito dai punti di M e dai
punti di accumulazione di M ¢ chiamato la chiusura di M ed ¢ indicato con

M.

E il pit piccolo insieme chiuso che contiene M.

Prime di procedere menzioniamo un’altra proprieta inusuale delle palle in uno spazio
metrico. Mentre in R® la chiusura B(zo;r) di una palla aperta B(zo;r) & la palla chiusa
E(mo; ), in un generico spazio metrico cid pud non essere valido.

Usando il concetto di chiusura vogliamo dare una definizione che risultera di particolare

importanza nel seguito.
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1.6 DEFINIZIONE (INSIEME DENSO, SPAZIO SEPARABILE)
Un sottoinsieme M di uno spazio metrico X ¢ detto denso in X se

M =X.

X e detto separabile se ha un sottoinsieme numerabile che ¢ denso in X. [
Quindi se M & denso in X ogni palla in X, per quanto piccola, conterra punti di M; o,
in altre parole, non c¢’¢ punto « € X che non abbia un intorno che non contiene punti di M.
Vedremo nel seguito che gli spazi metrici separabili sono alquanto piu semplici di quelli
non separabili.

1.2 Convergenza. Successioni di Cauchy. Completezza.

Sappiamo che le successioni di numeri reali giocano un ruolo importante in analisi ed ¢ la
metrica di R che permette di definire il concetto basilare di convergenza di una tale succes-
sione. Lo stesso vale per le successioni di numeri complessi; in questo caso dobbiamo usare
la metrica del piano complesso. In uno spazio metrico arbitrario X = (X, d) la situazione &
assal simile, cioé possiamo considerare una successione (z,,) di elementi x;,z2,--- di X ed
usare la metrica d per definire la convergenza in maniera analoga a quella dell’analisi.

1.7 DEFINIZIONE (CONVERGENZA DI UNA SUCCESSIONE, LIMITE)
Una successione (z,) in uno spazio metrico X = (X,d) ¢ detta convergere od essere
convergente se v’e un x € X tale che

lim d(z,,z) =0.

n—oo

x & chiamato il limite di (x,,) e si scrive

lim z, =«
n—o0

o semplicemente
T, —> T.

Diciamo che () converge a x o ammette il limite x. Se (x,) non & convergente si dice che
e divergente. [

Come ¢ stata usata la metrica d in questa definizione? d ha fornito la successione di
numeri reali a,, = d(z,,z) la cui convergenza definisce quella di (z,). Quindi se z,, — z,
dato un € > 0, esiste un N = N(e) tale che tutti gli =, con n > N giacciono in un e-intorno
B(z;e) di .

Per evitare incomprensioni osserviamo che il limite di una successione convergente deve
essere un punto dello spazio X.

Mostriamo ora che due proprieta delle successioni convergenti (unicita del limite e li-
mitatezza), che risultano familiari dall’analisi, si mantengono in questo contesto molto piu
generale.

Chiamiamo un sottoinsieme non vuoto M C X un insieme limitato se il suo diametro

6(M) = sup d(z,y)
T, yeM

¢ finito. Chiamiamo una successione (z,) in X una successione limitata se l'insieme dei
suoi punti € un sottoinsieme limitato di X.
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Ovviamente se M ¢ limitato allora M C B(zo;r), dove £y € X & un qualunque punto
ed r ¢ un numero reale (sufficientemente grande) e viceversa.
La nostra asserzione ¢ allora formulata come segue.

1.8 Lemma (Limitatezza, Limite)
Sia X = (X, d) uno spazio metrico. Allora

(a) Una successione convergente in X é limitata ed il suo limite é unico.
(b) Sezx, >z ey, =y inX, alora d(z,,y,) — d(z,y). [

Dimostrazione. (a) Supponiamo che x, — x. Allora prendendo € = 1 possiamo trovare un N
tale che d(x,,x) < 1 per tutti gli n > N. Quindi per tutti gli n abbiamo che d(z,,z) < 1+a
dove

a = max{d(z1,z), - ,d(zn,z)}.
Cid mostra che () & limitata. Assumendo che z, — x e che x,, = z abbiamo dalla (M4)
0 <d(z,z) <d(z,z,) +d(xn,z) > 0+0

e l'unicita = z del limite segue dalla (M2).
(b) Dalla (M4) abbiamo che

d(xn,yn) < d(Tn, ) +d(@,y) + dY, yn)-

Da cui otteniamo

d(wn,yn) — d(z,y) < d(zn, ) + d(yn, y)

ed una diseguaglianza simile scambiando z,, con x e y,, con y e moltiplicando per —1. Assieme
forniscono

|d(wnayn) - d(dﬁ,y)| < d(xnax) + d(ynay) -0

per n — oo. n

Definiremo ora il concetto di completezza di uno spazio metrico, che risultera basilare
nel seguito. La completezza non segue dagli assiomi (M1) sino a (M4), poiché vi sono spazi
metrici incompleti. In altre parole, la completezza ¢ una proprieta addizionale che gli spazi
metrici possono avere o non avere. Essa ha varie conseguenze che rendono gli spazi metrici
completi “migliori e pit semplici” di quelli incompleti.

Ricordiamo dapprima dall’analisi che una successione (z,,) di numeri reali o complessi
converge sulla retta reale R o nel piano complesso C se e solamente se soddisfa il criterio di
convergenza di Cauchy, cioe se e solo se per ogni € > 0 v'é un N = N(e) tale che

[T —xp] <€ per tutti gli m,n > N.

Qui |z, — x,] € la distanza d(z,,,x,) da z,, a x,, sulla retta reale R o nel piano complesso
C. Quindi possiamo scrivere la diseguaglianza del criterio di Cauchy nella forma

d(Tp,,zn) < € (m,n > N).

Se una successione (x,) soddisfa alla condizione del criterio di Cauchy potremo chiamarla
una successione di Cauchy. Allora il criterio di Cauchy dice semplicemente che una succes-
sione di numeri reali o complessi converge in R o C se e solamente se ¢ una successione di
Cauchy. Sfortunatamente in spazi piu generali la situazione puo essere pitt complicata e vi
possono essere successioni di Cauchy che non convergono.
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1.9 DEFINIZIONE (SUCCESSIONE DI CAUCHY, COMPLETEZZA)
Una successione (x,) in uno spazio metrico X = (X, d) e detta di Cauchy (o fondamentale)
se per ogni € > 0 v’&¢ un N = N(¢) tale che

d(xm,xn) < € per ogni m,n > N. (1.1)

Lo spazio X ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy in X converge (cioe se ha un

limite che & un elemento di X). L]
A prescindere dalla completezza o meno di X la condizione (1.1) & necessaria per la

convergenza di una successione. Infatti si ottiene facilmente il risultato seguente.

1.10 Teorema (Successione Convergente)
Ogni successione convergente in uno spazio metrico é una successione di Cauchy. ]

Dimostrazione. Se x, — x allora per ogni e > 0 v’¢ un N = N (¢) tale che
d(zy,z) < % per tutti gli n > N.
Quindi dalla disuguaglianza triangolare otteniamo per m,n > N
AT, xn) < (@, ) + d(z,T5) <

Cio mostra che (x,,) & di Cauchy. ]

Se lo spazio X & completo la condizione di Cauchy (1.1) diventa necessaria e sufficiente
per la convergenza e si parla di criterio di Cauchy per la convergenza. Il teorema che afferma
la validita del criterio di Cauchy in R e in C puo essere riespresso in termini di completezza
corne segue.

1.11 Teorema (Retta Reale, Piano Complesso)
La retta reale ed il piano complesso sono spazi metrici completi. [
Completiamo questa sezione con tre teoremi che sono legati alla convergenza e alla
completezza e che saranno necessari nel seguito.

1.12 Teorema (Chiusura, Insieme Chiuso) o
Sia M wun sottoinsieme non vuoto di uno spazio metrico (X,d) e M la sua chiusura cosi
come definita nella sezione precedente. Allora

(a) = € M se e solo se esiste una successione (xy) in M tale che z, — x.

(b) M é chiuso se e solo se ogni successione convergente (x,) di punti di M converge ad un
punto di M, ossia se e solo se per ogni successione di punti x, € M tale che x, — «
ex e M. [

Dimostrazione. (a) Sia z € M. Se x € M una successione di questo tipo & (z,x,---). Se
x ¢ M @& un punto di accumulazione di M. Quindi per ogni n = 1,2,--- la palla B(z;1/n)
contiene un z,, € M e z,, — x perché 1/n — 0 per n — oo.
Viceversa se (zp,) ¢ in M e z, — x allora se + € M non v’¢ nulla da dimostrare. Se
x ¢ M ogni intorno di x contiene punti x, # x, cosi che x € M per definizione di chiusura.
(b) M & chiuso se e solo se M = M cosi che (b) segue facilmente da (a). ]

1.13 Teorema (Sottospazio Completo)
Un sottospazio M di uno spazio metrico completo X é esso stesso completo se e solo se
UVinsieme M ¢ chiuso in X. n
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Dimostrazione. Sia M completo. Grazie a 1.12(a) per ogni z € M v’¢ una successione (z,,)
in M che converge in M, il limite essendo unico per I’ 1.8. Quindi ¢ € M. Questo prova che
M & chiuso perché x € M era arbitrario.

Viceversa sia M chiuso e (z,,) di Cauchy in M. Allora z,, — = € X cio che implica x € M
per 1'1.12(a) e z € M poiché M = M per assunzione. Quindi la successione arbitraria di
Cauchy (x,,) converge in M cio che prova la completezza di M. m

Questo teorema ¢ molto utile e ne avremo molto spesso bisogno nel seguito.

L’ultimo dei tre teoremi annunciati mostra I'importanza della convergenza delle succes-
sioni in connessione con la continuita di un’applicazione.

1.14 Teorema (Applicazione Continua)
Un’applicazione T : X — Y di uno spazio metrico (X,d) in uno spazio metrico (Y,d) é
continua in un punto xo € X se e solo se

T, — To implica Tx,, — Txo. n

Dimostrazione. Si assuma che T sia continua in xg. Allora per un dato € > 0 v’eun § > 0
tale che

d(z,x0) <6 implica d(Tz,Txzy) < €.
Sia z,, — xg. Allora v’é¢ un N tale che per ogni n > N sia
d(xp, x9) < 9.

Quindi per ogni n > N

d(Tz,, Txy) < €.

Per definizione cio significa che T'z,, — T'zy.
Viceversa assumiamo che

Ty — To implichi Tx, — Txo

e proviamo che allora T' & continua in zg. Supponiamo che cio sia falso. Allora v’ une > 0
tale che per ogni 0 > 0 v’é un x # xo che soddisfa a

d(z,x0) <9 ma tale che d(Tz,Txo) > €.

In particolare per 6 = 1/n v’¢ un z,, che soddisfa a

d(z,,z0) < ma tale che d(Txy, Txy) > €.

1
n
Chiaramente z,, -  ma (T'z,,) non converge a T'zy. Cid contraddice T'z,, — Tz e prova il
teorema. [

In particolare da questo teorema e dal Lemma 1.8 al punto b) segue la seguente propo-
sizione.

1.15 Proposizione (Continuita della distanza)
La distanza d(z,y) in X ¢é continua in z and in y. [
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1.3 Completamento di uno Spazio metrico

Sappiamo che la retta razionale Q non ¢ completa ma puo essere “allargata” alla retta reale
R che & completa. Questo “completamento” R di Q ¢ tale che Q ¢ denso in R. E molto
importante che un arbitrario spazio metrico incompleto possa essere “completato” in una
maniera simile. Per un formulazione precisa e conveniente useremo i due concetti seguenti
collegati fra loro e che hanno anche diverse altre applicazioni.

1.16 DEFINIZIONE (APPLICAZIONE ISOMETRICA, SPAZI ISOMETRICI)
Siano X = (X,d) e X = (X, d) spazi metrici. Allora

(a) Un’applicazione T' di X in X ¢ detta isometrica o una isometria se T conserva le
distanze, cioe se per ogni =,y € X

d(Tz,Ty) = d(z,y),
dove T'x e T'y sono le immagini di = e y, rispettivamente.

(b) Lo spazio X & detto isometrico allo spazio X se esiste un’isometria biiettiva di X su
X. Gli spazi X e X sono allora chiamati spazi isometrici. ]

Si noti che una isometria ¢ sempre iniettiva.

Due spazi isometrici possono differire al piu per la natura dei loro punti ma sono indi-
stinguibili dal punto di vista della metrica. In uno studio, in cui la natura dei punti non
abbia importanza, i due spazi si possono considerare identici — ovvero come due copie del
medesimo spazio “astratto”.

Possiamo ora formulare e provare il teorema che asserisce che ogni spazio metrico puo
essere completato. Lo spazio X che appare in questo teorema & chiamato completamento
dello spazio dato X.

1.17 Teorema (Completamento)
Per uno spazio metrico X = (X, d) esiste uno spazio metrico completo X = ()/f,c?) che ha
un sottospazio W che é isometrico a X e che é denso in X. Questo spazio X ¢ unico a meno
di isometrie, cioe, se X ¢ un qualunque spazio metrico completo che ha un sottospazio denso
W isometrico a X, allora X e X sono isometrici. [

Dimostrazione. La dimostrazione e piuttosto lunga ma diretta. La suddividiamo in quattro
passi da (a) a (d). Costruiamo

() X = (X,d)
(b) un’isometria 7' di X su W, dove W = X.

Poi proviamo

(¢) la completezza di X,
(d) l'unicita di X a meno di isometrie.

Parlando rozzamente possiamo dire che il nostro compito & quello di assegnare dei limiti
convenienti a quelle successioni di Cauchy in X che non convergono. Tuttavia non dob-
biamo introdurre “troppi” limiti, ma dobbiamo tener conto che certe successioni “alla fine
divengono arbitrariamente vicine le une alle altre”. Questa idea intuitiva puo essere espressa
matematicamente in termini di una conveniente relazione di equivalenza [vedi (1.2) qui di
seguito].
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(a) Costruzione di X= ()?, d). Siano (:Un) e (x,) successioni di Cauchy in X. Definiamo
() equivalente a (x})) e scriviamo (zy) ~ (z) se

lim d(z,,z)) =0. (1.2)
n— 00
Sia X l'insieme delle classi di equivalenza Z,7,--- di successioni di Cauchy cosi ottenute.

Scriviamo (x,) € Z per indicare che (z,) ¢ un membro di Z (un rappresentate della classe
z). Poniamo ora

d(z,9) = lim d(z,,y,) (1.3)

n—oo

dove (zy,) € T e (yn) € ¥. Mostriamo che questo limite esiste. Abbiamo
d(@n,yn) < d(@n, Tm) + AT, Yim) + d(Yims Yn);
quindi otteniamo
A0, Yn) =A@, Ym) < d(Tn, Tm) + A(Yum; Yn)

e una disuguaglianza simile con m ed n scambiati. Da entrambe

|d(@n, Yn) — d(@m, ym)| < d(@n, Tm) + d(Ym, Yn)- (1.4)

Poiché () e (y,) sono di Cauchy possiamo rendere il membro a destra piccolo a piacere.
Cio implica che il limite in (1.3) esiste perché R & completo.

Dobbiamo anche mostrare che il limite in (1.3) ¢ indipendente dalla particolare scelta
del rappresentante. Infatti se (x,) ~ («},) e (yn) ~ (y,,) allora per la (1.2)

|d($m yn) - d(m;u y;z,)| < d(mm :U;) + d(ym y;z) -0

per n — oo, che implica ’asserzione che

hm d(xn,yn) = hm d(z!,,yh).

Proviamo che d in (1.3) & una metrica in X. Ovviamente d soddisfa (M1) cosi come
d(z,7) =0 e (M3). Inoltre
d(#@9) = 0= () ~ (yu) = E=7

fornisce (M2) e (M4) per d segue da

d(xn,yn) < d(@n, 2n) + d(zn, Yn)

per n — oo.
(b) Costruzione di un isometria T : X = W C X. A ciascun b € X associamo la classe

b € X che contiene la successione costante di Cauchy (b,b, -+ ). Cio definisce un apphcamone
T : X — W sul sottospazio W = T'(X) C X. U applicazione T' ¢ data da b — b= Tb, dove
(b,b,---) € b. Vediamo che T' & un’isometria perché (1.3) diviene semplicemente

o~

(b,¢) = d(b, ¢);
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qui ¢ ¢ la classe di (y,,) dove y,, = ¢ per tutti gli n. Una qualunque isometria & iniettiva e
T:X — W & surgettiva perché T(X) = W. Quindi W e X sono isometrici.

Mostriamo che W & denso in X. Consideriamo un qualunque # € X. Sia (z,,) € Z. Per
ogni € > 0 v’é un IV tale che

d(zy,zN) < % (n > N).

Sia (zn,zN, --) € Zy. Allora Ty € W. Per la (1.3)

d(#,7x) = lim d(zn,zy) < = <e&.

n—oo

N ™

Cio mostra che ogni e-intorno dell’arbitrario = € X contiene un elemento di . Quindi W
e denso in X. R R

(c) Completezza di X. Sia (Z,) una qualunque successione di Cauchy in X. Poiché W &
denso in X per ogni T,, v'é un z, € W tale che

~

o A 1
d(Tn,2zn) < —. 4
n

Quindi per la disuguaglianza triangolare

~

dGms2n) < dGm, Tm) + (;rm,;rn) +d(@n, %)
1
< — +d(mm7mn) + -

e ci0 & minore di ogni dato € > 0 per m ed n sufficientemente grandi perché (Z,,) & di Cauchy.
Quindi (Z,,,) € di Cauchy. Poiché T : X — W & isometrica e z,, € W la successione (2,)

dove z,, = T~'Z,, & di Cauchy in X. Sia Z € X la classe a cui (zm) appartiene. Mostriamo
che z & il limite di (z,,). Per la (4)

d(z,,7) < d(Z,,z,) +d(Z,, T)
- ~

+d(Z, 7). (1.5)

)

SRS

Poiché (z,,) € T e z,, € W, cosi che (zp, zn,* + ) € Zn, grazie alla definizione di distanza in X
data nella (1.3), la disuguaglianza (1.5) diviene

d(%,,7) < L1 tim d(2n, 2m)
n m— 00

ed il membro a destra diviene piu piccolo di un qualunque dato € > 0 per n sufficientemente
grandi. Quindi la successione arbitraria di Cauchy (z,) in X ha il limite 7 € X e X &
completo. R o

(d) Unicita di X a meno di isometrie. Sia (X, d) un altro spazio metrico completo con un
sottospazio W denso in X e isometrico a X. Grazie alla proprieta transitiva della isometria
W e W sono isometrici e si puo utilizzare questa isometria per definire una applicazione
biiettiva 7' di X in X . Precisamente per ogni T € X consideriamo una successione (ZTp) in
W tale che Z,, — Z. Se (&) ¢ la successione corrispondente nella isometria in W vi sard un
7 € X tale che 7 Tp 2T € pomamo allora T;r =7.

Consideriamo ora una coppia Z,y € Xela coppia corrispondente Z,y € X nell’applica-
zione T'. Abbiamo

d(@,9) = lim_d(@n,Fn)
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A7, 5) = lim_d(Fn, Gn)

dove le successioni appartengono rispettivamente a W e a W e sono definite come indicato
sopra. Poiché W e W sono isometrici & d(Z,,,¥,) = d(Z,,,7n) e le distanze in X e X sono le
medesime. Quindi X e X sono isometrici. [

1.4 Problemi

1. Sia £*° lo spazio delle successioni x = (fj)jeN limitate di numeri complessi, ossia tali
che
€] < ca (j=12,...)
per ogni . Mostrare che

d(z,y) = sup |fj - 77j|
JEN

dove y = (nj) € £ definisce una metrica su £°°.

2. Sia C'[a,b] 'insieme di tutte le funzioni a valori reali x(t), y(t),... definite e continue
nella variabile ¢ sull’intervallo chiuso J = [a, b]. Mostrare che

d(z,y) = max|z (t) —y ()]
definisce una metrica su C [a, b].

3. Sia /P (p > 1) lo spazio delle successioni z = (fj)jeN tali che

o0
o1& )" < oo
j=1

Mostrare che
1/p

d(zy) = [ Y l& —n,l"
j=1

dove y = (;) € 7 definisce una metrica su (7.
Suggerimento: Utilizzare la diseguaglianza di Minkowski

1/p 1/p 1/p

o1&+l <>l > Il
Jj=1 Jj=1 j=1

4. Sia la distanza D (A, B) fra due sottoinsiemi non vuoti A e B di uno spazio metrico
(X, d) definita essere

D(AB) = aigﬁd(a,b).
beB

Mostrare che D (A, B) non definisce una metrica sull’insieme dei sottoinsiemi non vuoti
di X.
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Mostrare che lo spazio £°° non & separabile.

Soluzione: Sia y = (1,75, ..) una successione di 0 e di 1. Allora y € £ e due suc-
cessioni differenti di questo tipo distano 1. Essi possono essere messi in corrispondeza
biunivoca coi reali nell’intervallo [0, 1], giacché un qualunque reale nell’intervallo [0, 1]
e rappresentabile in forma binaria come

Ui 2 MIn

2—1‘|‘2—2+"'+2—n+...
Quindi non sono numerabili. Consideriamo ora le palle di raggio 1/3 centrate in queste
particolari successioni. Esse sono non munerabili ed hanno a due a due intersezione
nulla. Quindi se esistesse un insieme M numerabile e denso in [*° ...

. Mostrare che lo spazio P (p > 1) & separabile.

Soluzione: Sia M !'insieme delle successioni di ¢P della forma

Y= (n177727"'777n70707"‘)
con n intero positivo e le 7, razionali. M & numerabile. Si tratta di mostrare che e

denso in 7. Sia dato un x = (£;) € (Parbitrario. Per ogni € > 0 essite un n tale che

o0

81)
Yo lgl < 5"

j=n+1
Scegliamo un y € M tale che

n

ebP
dolg-ml <5

j=1
Quindi ...
Mostrare che £*° & completo.
Suggerimento: Sia (z,,) una successione di Cauchy di £*°, dove (z,,) = (fgm) , fgm), .. )

Mostrare che le successioni di numeri (fgm))per ogni j fissato sono di Cauchy ed

quindi convergenti, ossia lim,, fgm) = §;. Mostrare infine che z,, — z, dove

r=(§,8&,...) €L~

. Mostrare che /P & completo.

Suugerimento: Seguire la medesima via seguita nel caso precedente.

. Mostrare che C'[a,b] & completo.

Mostrare che 'insieme dei polinomi considerati come funzioni di ¢ sull’intervallo [a, ble
con metrica definita come su C [a, b] non & completo.

Se (zy,) e (z}) in (X, d) soddisfano a d(xy,z]) — 0 e (x,) ammette limite, mostrare
che anche (z},) converge ed ha il medesimo limite.

Se (zy,) e (z},) in (X, d) ammettono il medesimo limite, mostrare che d (x,,z!) — 0.



Capitolo 2

Spazi Normati. Spazi di Banach

Si ottengono degli spazi metrici particolarmente utili ed importanti se si considera uno spazio
vettoriale e si definisce in esso una metrica a mezzo di una norma. Lo spazio risultante e
chiamato spazio normato. Se uno spazio vettoriale normato ¢ completo viene chiamato
spazio di Banach. La teoria degli spazi normati, in particolare degli spazi di Banach, e la
teoria degli operatori lineari definiti su di essi costituiscono la parte maggiormente sviluppata
dell’analisi funzionale.

2.1 Spazio Vettoriale

2.1 DEFINIZIONE (SPAZIO VETTORIALE)
Uno spazio vettoriale (o spazio lineare) su un campo K & un insieme non vuoto X di elementi
x,y, -+ (chiamati vettori) dotato di due operazioni algebriche. Queste operazioni sono
chiamate somma vettoriale e moltiplicazione di vettori per scalari, cioe per elementi di K.
La somma vettoriale associa ad ogni coppia ordinata (z,y) di vettori un vettore z +y
chiamato la somma di x e y, in tal modo che siano soddisfatte le seguenti proprieta. La
somma vettoriale € commutativa ed associativa, cioe per tutti i vettori si ha che

rT+y=y+z
4+ (y+z)=(@+y)+2

inoltre esiste un vettore 0, chiamato vettore nullo, e per ogni vettore z un vettore —z tali
che per tutti i vettori si ha che

z+0=2x
z+(—z)=0.

Cioe X rispetto alla somma vettoriale € un gruppo additivo abeliano.

La moltiplicazione per scalari associa ad ogni vettore = e scalare « un vettore ax
(scritto anche wa) chiamato il prodotto di « e x, in tal modo che per tutti i vettori z, y e
scalari «, § si ha che
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e le leggi distributive

alz+y) = ax + Py
(a+ B)z = az + fz. ]

Dalla definizione vediamo che la somma vettoriale & un’applicazione X x X — X, mentre
la moltiplicazione per scalari ¢ un’applicazione K x X — X.

K ¢ chiamato il campo scalare (o campo dei coefficienti) dello spazio vettoriale X, e
X & chiamato uno spazio vettoriale reale se K = R (il campo dei numeri reali) ed uno
spazio vettoriale complesso se K = C (il campo dei numeri complessi).

L’uso dello 0 sia per lo scalare 0 che per il vettore nullo non dovrebbe, in generale, creare
confusione. Se fosse desiderabile per ragioni di chiarezza, si puo indicare il vettore nullo con
0.

1l lettore pud provare che per tutti i vettori e gli scalari

0z=0
a0=0
e
(-Dz = —u.

Un sottospazio di uno spazio vettoriale X € un sottoinsieme non vuoto Y di X tale che
per ogni ¥, y2 € Y e tutti gli scalari a, 8 si ha che ay; + By2 € Y. Quindi Y stesso € uno
spazio vettoriale, le due operazioni algebriche essendo quelle indotte da X.

Un speciale sottospazio di X e il sottospazio improprio Y = X. Ogni altro sottospazio
di X (# {0}) & chiamato proprio.

Un altro sottospazio speciale di un qualunque spazio vettoriale X ¢ Y = {0}.

Una combinazione lineare dei vettori 1, -, %, di uno spazio vettoriale X & un’e-
spressione della forma

1T + QX2 + - - + QT

dove i coefficienti ay, - - - , a,, sono scalari qualunque.
Per ogni sottoinsieme non vuoto M C X linsieme di tutte le combinazioni lineari di
vettori di M e chiamato I'inviluppo o lo span di M e si scrive

span M.

Ovviamente & un sottospazio Y di M e diciamo che Y & generato da M.
Introduciamo ora due concetti fra di loro collegati che verranno usati molto spesso nel
seguito.

2.2 DEFINIZIONE (INDIPENDENZA LINEARE, DIPENDENZA LINEARE)
L’indipendenza e la dipendenza lineare di un dato insieme M di vettori z;,--- ,z, (r > 1)
in uno spazio vettoriale X sono definite a mezzo dell’equazione

a1z + asxy + - + gz, =0, (2.1)

dove gli @y, -+, q, sono scalari. Chiaramente ’equazione (2.1) vale per oy = ag = -+ =
a, = 0. Se questa ¢ la sola r—pla di scalari per cui la (2.1) ¢ valida l'insieme M & det-
to linearmente indipendente. M & detto linearmente dipendente se M non e linearmente
indipendente, cioe se (2.1) & anche valida per una r—pla di scalari non tutti zero.

Un sottoinsieme arbitrario M di X e detto linearmente indipendente se ogni sottoinsieme
finito non vuoto di M ¢ linearmente indipendente. M & detto linearmente dipendente se non
¢ linearmente indipendente. m
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Una motivazione per questa terminologia proviene dal fatto che se M = {z; --- ,z,} &
linearmente dipendente almeno un vettore di M puo essere scritto come combinazione lineare
degli altri; per esempio se (2.1) vale con un «, # 0 allora M ¢ linearmente dipendente e
possiamo risolvere (2.1) rispetto a z, e ottenere

Tr = a1+ + BT (ﬂg = —aj/ar).

Possiamo usare i concetti di dipendenza ed indipendenza lineare per definire la dimensione
di uno spazio vettoriale.

2.3 DEFINIZIONE (BASE DI HAMEL)
Se X ¢ uno spazio vettoriale qualunque e B & un sottoinsieme linearmente indipendente di
X che genera X, allora B ¢ chiamato una base (o base di Hamel) per X. (]
Uno spazio vettoriale X e detto finito dimensionale se ammette una base B di n vettori
linearmente indipendenti. In questo caso e facile dimostrare che ogni altra base contiene n
vettori indipendenti. n € percid un numero caratteristico di X ed e chiamato la dimensione
di X e si scrive n = dim X. Per definizione X = 0 ¢ finito dimensionale e dim X = 0.
Se dim X = n una n—pla qualunque di vettori {e1,--- ,e,} di X linearmente indipendenti
costituisce una base per X (o una base in X) ed ogni € X ha una rappresentazione unica
come combinazione lineare di questi vettori, ossia

r=qQ1€e] + - Qpey.

Se X non e finito dimensionale si dice infinito dimensionale.

Anche nel caso infinito dimensionale ogni # € X non nullo ha una rappresentazione unica
come combinazione lineare di (in numero finito!) elementi di B con coefficienti scalari non
tutti nulli.

Ogni spazio vettoriale X # {0} ha una base.

Per spazi vettoriali arbitrari infinito dimensionali la prova richiede 1'uso del lemma di
Zorn ed e rinviata a dopo che avremo introdotto questo lemma per altri propositi.

Menzioniamo il fatto che anche le basi di un dato spazio vettoriale X infinito dimensio-
nale hanno lo stesso numero cardinale. Una prova richiederebbe alcuni strumenti piuttosto
avanzati della teoria degli insiemi. Anche nel caso infinito dimensionale questo numero &
chiamato la dimensione di X.

Piu in 1a avremo bisogno del seguente semplice teorema.

2.4 Teorema (Dimensioni di un Sottospazio)
Sia X uno spazio vettoriale n—dimensionale. Allora ogni sottospazio proprio Y di X ha
dimensioni minori di n. [

Dimostrazione. Se n = 0 allora X = {0} e non ha sottospazi propri. Se dimY = 0 allora
Y = {0} e X # Y implica che dim X > 1. Chiaramente dim} < dim X = n. Se dimY
fosse n allora Y avrebbe una base di n elementi, che sarebbe anche una base per X perché
dim X = n, cosi che X =Y. Cid mostra che un qualunque insieme di vettori linearmente
indipendenti in Y deve avere meno di n elementi e quindi dimY < n. [

2.2 Spazio Normato. Spazio di Banach

In molti casi uno spazio vettoriale X puod essere al medesimo tempo uno spazio metrico
perché una metrica d & definita su X. Tuttavia se non v’e relazione fra la struttura algebrica
e la metrica non possiamo aspettarci una teoria utile ed applicabile che combini entrambi
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i concetti. Per garantire una tale relazione fra gli aspetti “algebrici” e “geometrici” di
X definiamo su X una metrica d in un modo speciale. Prima introduciamo un concetto
ausiliario, quello di norma, che usa le operazioni algebriche dello spazio vettoriale. Poi
utilizziamo la norma per ottenere un metrica d del tipo desiderato. Questa idea conduce al
concetto di spazio normato.

2.5 DEFINIZIONE (SPAZIO NORMATO, SPAZIO DI BANACH)
Uno spazio normato X € uno spazio vettoriale dotato di una norma. Uno spazio di Banach
& uno spazio normato completo (completo nella metrica definita dalla norma). La norma
su un spazio vettoriale (reale o complesso) X & una funzione a valori reali su X il cui valore
ad ogni z € X e indicato con

||| (si legga “norma di z”)
ed ha le proprieta
(N1) ||z[| >0
(N2) l|z]| =0 = 2 =0
(N3) ||| = Jex][]]]
(N4) |z + yll < [lz[| + [yl (Disuguaglianza Triangolare);

dove x e y sono vettori arbitrari in X e « € uno scalare qualunque.
Una norma su X definisce una metrica d su X che ¢ data da

d(z,y) = ||z — yl| (z,y € X)

ed e chiamata la metrica indotta dalla norma. Lo spazio normato appena definito si indica
con (X,]|-]|) o semplicemente con X. ]

2.6 Lemma (Invarianza per Traslazioni)
Una metrica d indotta da una norma in uno spazio normato X soddisfa a

d(z +a,y +a) = d(z,y)
d(az,ay) = |ald(z,y)

per tutti gli z,y,a € X ed ogni scalare a. [

Dimostrazione. Abbiamo

dx+a,y+a)=|lz+a—(y+al=llz -yl =dzy)

d(az, ay) = |laz — ay|| = |all|z = y|| = |ald(z, y). =

2.3 Ulteriori Proprieta degli Spazi Normati

Per definizione un sottospazio Y di uno spazio normato X & un sottospazio di X considerato
come uno spazio vettoriale con una norma ottenuta restringendo la norma su X ad Y. Questa
norma su Y ¢ detta indotta dalla norma su X. Se Y & chiuso in X allora Y & chiamato un
sottospazio chiuso di X.
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Per definizione un sottospazio Y di uno spazio di Banach X € un sottospazio di X
considerato come uno spazio normato. Quindi non richiediamo che Y sia completo.

A questo riguardo ¢ utile il Teorema 1.13 perché fornisce immediatamente il seguente
teorema.

2.7 Teorema (Sottospazio di uno Spazio di Banach)
Un sottospazio Y di uno spazio di Banach X é completo se e solo se l'insieme Y é chiuso
in X. [

Convergenza di successioni e concetti collegati in uno spazio normato seguono facil-
mente dalle corrispondenti definizioni 1.7 e 1.9 per gli spazi metrici e dal fatto che ora

d(z,y) = |lz = yl|.

(i) Una successione (x,) in uno spazio normato X & convergente se X contiene un x tale
che

lim ||z, — || = 0.
n— o0

Allora scriviamo « — x,, e chiamiamo x il limite di ().

(ii) Una successione (z,) in uno spazio normato ¢ di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un N
tale che

[|zm — x| <€ per tutti gli m,n > N.

Le successioni erano disponibili anche in un generico spazio metrico. In uno spazio
normato possiamo fare un passo avanti ed usare le serie.

Le serie infinite possono ora essere definite in un modo analogo a quello dell’analisi.
Infatti se (zj) & una successione in uno spazio normato X, possiamo associare a (zy) la
successione (s,) di somme parziali

Spn =21+ T2+ -+ Ty
doven=1,2,---. Se (s,) & convergente
Sp — S cioe [|sn, —s|| = 0
allora la serie infinita o, per brevita, la serie
oo
E T =21 +22+ -
k=1
e detta convergere od essere convergente, s € chiamata la somma della serie e si scrive
o0
s = E T =X1 + T2+ .
k=1

Se ||z1||+]|z2]|+- - - converge la serie € detta assolutamente convergente. Tuttavia in
uno spazio normato la assoluta convergenza implica la convergenza se e solo se X & completo.

Il concetto di convergenza di una serie puo essere usato per definire una “base”. Se uno
spazio normato X contiene una successione (e,) con la proprieta che per ogni ¢ € X v’e
un’unica successione di scalari () tali che

[l — (arer + -+ + aney)|| = 0
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allora (e,,) & chiamata una base di Schauder (o base) per X. La serie

o}
E QL
k=1

che ha la somma z & allora chiamata 1’espansione di z rispetto a (e,,) e si scrive

o0
r = E ALEL.
k=1

Se uno spazio normato X ha una base di Schauder allora e separabile. La dimostrazione
¢ semplice e viene lasciata al lettore. Sorprendentemente I’inverso non & vero, cioe uno spazio
di Banach separabile non ha necessariamente una base di Schauder.

Consideriamo ora il problema di completare uno spazio normato.

2.8 Teorema (Completamento)

Sia X = (X,]| - |]) uno spazio normato. Allora esiste uno spazio di Banach X ed una
isometria A da X su un sottospazio W di X che ¢ denso in X. Lo $pazio X ¢ unico a meno
di isometrie. (]

Dimostrazione. 11 teorema 1.17 implica 'esistenza di uno spazio metrico completo X =
(X,d) e di una isometria A : X — W = A(X) dove W ¢ denso in X ed X & unico a meno
di isometrie. Conseguentemente per provare il teorema dobbiamo fare di X uno spazio
vettoriale ed introdurre in esso una norma conveniente.

Per definire su X le due operazioni algebriche di uno spazio vettoriale consideriamo due
qualunque Z,7 € X e due loro rappresentanti qualunque (x,) € Z e (y,) € y. Si ricordi che
T e y sono classi di equivalenza di successioni di Cauchy in X. Poniamo z,, = z,, +y,. Allora
(zn) & di Cauchy in X perché

20 = 2mll = [|zn + Yn — (@m + yw)l| <20 — wl| + Y0 — Yyl |-

Definiamo la somma z = Z + 4 di Z e § come la classe di equivalenza di cui (z,) & il
rappresentante; cosl (z,) € z. Questa definizione ¢ indipendente dalla particolare scelta
delle successioni di Cauchy appartenenti a Z e a . Infatti la definizione di equivalenza fra
successioni di Cauchy introdotta nella sezione 1.3 mostra che se (x,) ~ (z1) e (yn) ~ (y),)
allora (z,, + yn) ~ (z), + y!,) perché

lon +yn = (@5 + Yl < llzn — |l + lyn — ol

Analogamente definiamo il prodotto aZ € X di uno scalare a e di un elemento Z come la
classe di equivalenza di cui (ax,) € un rappresentante. Nuovamente la definizione ¢ indi-
pendente dalla particolare scelta del rappresentante di 7. L’elemento zero di X ¢ la classe di
equivalenza di tutte le successioni di Cauchy che convergono a zero. Non ¢ difficile verificare
che quste due operazioni algebriche hanno tutte le proprieta richieste dalla definizione, cosi
che X & uno spazio vettoriale. Dalla definizione segue che su W le operazioni di spazio
vettoriale indotte da X coincidono con quelle indotte da X a mezzo di A.

Definiamo su X la norma ponendo [1Z]] = d(O Z) per ogni ¥ € X. E ovvio che Il
soddisfa (N1) e (N2). Gli altri due assiomi (N3) e (N4) seguono da quelli per || - || con
un processo di limite. Infatti per verificare (N3) e sufficiente notare che, se (x,) ¢ un
rappresentante della classe d’equivalenza che definisce T e se Z,, ¢ il corrispondente di z,,
nell’isometria A di X su W , abbiamo

Tp — T, aZ, — aT
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e quindi per la continuita della distanza

~ -~

@/l = lim d(0,&,), |la@|ly = lim d(0,a,).

Grazie all’isometria A di X su W ed al fatto che (N3) & soddisfatto in X si ottiene

~ ~

llaz[|y = lim d(0,a7,) = lim d(0,az,) = |a] lim d(0,z,) = |a| lim d(0,7.)

cioe ||aZ||; = |a|||Z]|1. Analoga dimostrazione si pud fare per verificare (N4). L]

2.4 Spazi Normati Finito Dimensionali e Sottospazi

Rozzamente parlando il seguente lemma stabilisce che nel caso di vettori linearmente indi-
pendenti non e possibile trovare una combinazione lineare che coinvolge grandi scalari ed al
medesimo tempo rappresenta un piccolo vettore.

2.9 Lemma (Combinazione Lineare)

Sia {x1,- - ,x,} un insieme di vettori linearmente indipendenti in uno spazio normato X

(di dimensioni qualunque). Allora esiste un numero ¢ > 0 tale che per ogni scelta degli
scalart ay,-- -,y abbiamo che

[larz1 + - anzp|| > c(laa] + - - + |an]) (¢c>0). (2.2)

n

Dimostrazione. Scriviamo s = |ag| + -+ - + |ap|. Se s = 0 tutti gli |a;| sono zero e allora la
(2.2) & soddisfatta per ogni ¢. Sia s > 0. Allora la (2.2) & equivalente alla disuguaglianza che
si ottiene dalla (2.2) dividendo per s e scrivendo 3; = a;/s, cioe

18121 + -+ Bpan|l > ¢ > 1Bl=1]. (2.3)
j=1

E quindi sufficiente provare ’esistenza di un ¢ > 0 tale che la (2.3) vale per ogni n—pla di
scalari 8y, , B, con 335, |B;] = 1.

Supponiamo che cio sia falso. Ossia supponiamo che per ogni ¢ > 0 esista una n—pla di
scalari B, -+, 3, con 37, |B;] = 1 tali che ||y 21 + - - B,2,]| < c. In corrispondenza della
successione ¢ = 1/m esiste allora una successione (y,,) di vettori

n
B (P
j=1

tali che

1
lomll < —
e quindi tali che

llym|| = 0  come m — oco.
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Ora ragioniamo come segue. Poiché 2?21 ‘ﬂgm)‘ = 1 abbiamo che ‘Bg-m)‘ < 1. Quindi per

ogni fisso ] la successione
(m)\ _ (1) (2)
(6‘7 ) (6.7 ? /8.7 e )

¢ limitata. Di conseguenza per il teorema di Bolzano—Weierstrass (Bgm) ) ammette una
successione estratta convergente. Sia f; il limite di questa successione estratta e sia (y1,,,)
la corrispondente successione estratta di (y,,). Per il medesimo argomento (yi ,,,) ammette
una successione estratta (yz ,,) per cui la corrispondente successione estratta di scalari (ﬂ;m))
converge; sia 3, il limite. Continuando in questo modo dopo n passi si ottiene una successione
estratta (Yn,m) = (Un,1,Yn,2, -+ ) di (ymm) 1 cul termini sono della forma

Y = D 75" > \75-””\ =1
j=1

('m
J

(m)

con scalari V; che soddisfano il limite y ) B; per m — oo. Quindi per m — oo

n
Yn,m — Y= Zﬂ]x]

=1

dove ) |ﬂj| = 1, cosi che non tutti i 3; possono essere zero. Poiché {z1,---,z,} ¢ uninsieme
linearmente indipendente abbiamo che y # 0. D’altro lato yp, »m — y implica ||[yn,m|| = ||¥]|
per la continuitd della norma. Poiché ||y,,|| — 0 per assunzione e (y, ) € una successione
estratta di (y,,) dobbiamo avere ||y, || = 0. Quindi ||y|| = O cosi che y = 0 per (N2). Cio
contraddice y # 0 ed il lemma ¢ provato. [

Come prima applicazione del lemma proviamo il seguente teorema basilare.

2.10 Teorema (Completezza)
Ogni sottospazio finito dimensionale Y di uno spazio normato X €& completo. In particolare
ogni spazio normato finito dimensionale é completo. [

Dimostrazione. Consideriamo un’arbitraria successione di Cauchy (y,,) in Y, il cui limite
sard indicato con y. Sia dimY =n e {e1, - ,ep} una base qualunque di Y. Allora ciascun
¥m ha un’unica rappresentazione della forma

Ym = agm)el 4+ .o+ a%m)en'

Poiché (y,,) € una successione di Cauchy, per ogni ¢ > 0 v’é un N tale che ||y, —y.|| < &
quando m,r > N. Da cio e dal Lemma 2.9 abbiamo che per qualche ¢ > 0

i (ag.m) _ ay)) ejll > czn: ‘agm) _ agr)
j=1

j=1

e > |lym —yrll =

’

dove m,r > N. Dividendo per c si ottiene

ol < 3 )
j=1

<% (m,r > N).
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Cio mostra che ciascuna delle n successioni

(agm)):(a;l)7a;2)7'”) j:]':"'an

¢ di Cauchy in R o in C. Quindi converge; sia «a; il limite. Usando allora gli n limiti
Qay, -+, oy, definiamo

Y =aa1€e] + - Qpep.

Chiaramente y € Y. Inoltre

n

Z (a;m) — CE]) €;

j=1

n
<3 [od™ = e llesll

j=1

|ym —yl| =

A destra agm) — aj. Quindi ||ym —y|| — 0, cioé y,, — y. Cio mostra che (y,,) & convergente
in Y. Poiché (y,,) era una successione di Cauchy in Y, cid prova che Y & completo. ]

Da questo teorema e dal Teorema 1.13 si deriva il seguente teorema.

2.11 Teorema (Chiusura)

Ogni sottospazio finito dimensionale Y di uno spazio normato X é chiuso in X. [

Avremo bisogno di questo teorema in numerose occasioni nel seguito.

Un’altra proprieta interessante di uno spazio vettoriale finito dimensionale X & che tutte
le norme su X portano alla medesima topologia per X, cioe gli insiemi aperti sono gli stessi,
a prescindere dalla particolare scelta della norma in X. I dettagli sono i seguenti.

2.12 DEFINIZIONE (NORME EQUIVALENTI)
Una norma || - ||1 su uno spazio vettoriale X & detta equivalente alla norma || - ||2 su X se
esistono dei numeri positivi a e b tali che per ogni « € X si ha

allzlls < ]y < bf[z]s- (2.4)

Questo concetto € motivato dal seguente fatto.

Norme equivalenti su X definiscono la medesima topologia per X.

Infatti cid segue dalla (2.4) e dal fatto che ogni insieme aperto non vuoto € un unione
di palle aperte. Lasciamo i dettagli di una prova formale al lettore, che puo anche mostrare
che le successioni di Cauchy in (X, || |]1) e (X, ]| - ||2) sono le stesse.

Usando il Lemma 2.9 possiamo ora provare il seguente teorema (che non vale per gli
spazi infinito dimensionali).

2.13 Teorema (Norme Equivalenti)

Su uno spazio vettoriale finito dimensionale X ogni norma || - ||1 € equivalente a qualsiasi
altra norma || - ||2. m
Dimostrazione. Sia dim X =n e {ej,---,e,} una base qualunque di X. Allora ogni z € X

ha un’unica rappresentazione
r=qQ1€e] + - Qpey.
Per il Lemma 2.9 esiste una costante positiva c tale che

llzlle = ellaa] + -+ an]).
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D’altra parte la disuguaglianza triangolare da
n n
llell2 <D lallleslls < kY oyl k= max|lej]..
i=1 i=1

Assieme danno al|z|]z < ||z||1 dove a = ¢/k > 0. L’altra disuguaglianza in (2.4) si ottiene
scambiando il ruolo di || - ||1 e || - ||2 nelle considerazioni precedenti. ]

Questo teorema ha un notevole importanza pratica. Ad esempio implica che la conver-
genza o la divergenza di una successione in uno spazio vettoriale finito dimensionale non
dipende dalla particolare scelta della norma su questo spazio.

2.5 Compattezza e Dimensioni Finite

Alcune altre proprieta basilari degli spazi normati finito dimensionali e dei loro sottospazi
sono legate al concetto di compattezza. Quest’ultima si definisce come segue.

2.14 DEFINIZIONE (COMPATTEZZA)
Uno spazio metrico X & detto compatto' se ogni successione in X ha una successione estratta
convergente. Un sottoinsieme M di X e detto compatto se M & compatto considerato come
sottospazio di X, cioe se ogni successione in M ha una successione estratta convergente ad
un limite che € un elemento di M. [

Una proprieta generale degli insiemi compatti ¢ espressa nel seguente Lemma.

2.15 Lemma (Compattezza)

Un sottoinsieme compatto M di uno spazio metrico X é chiuso e limitato. [

Dimostrazione. Per ogni x € M v’¢ una successione (z,,) in M tale che z,, — x; cf. 1.12(a).
Poiché M & compatto € M. Quindi M & chiuso perché @ € M era arbitrario. Proviamo
che M & limitato. Si noti che se sup, ¢ d(z,y) = oo & anche sup, ¢y d(z,b) = oo per
un qualunque b fisso appartenente a X. Infatti se cosi non fosse avremmo supd(z,y) <
sup d(z,b) + supd(b,y) < oo che non & possibile. Quindi se M fosse non limitato conter-
rebbe una successione (y,) tale che d(y,,b) > n e quindi tale che lim,_,o d(yn,b) = oo.
Questa successione non potrebbe avere una successione estratta convergente perché allora
d(yn,b) ammetterebbe una successione estratta convergente, cid che ¢ impossibile perché e
divergente. [

L’inverso di questo lemma é in generale falso.

Dimostrazione. Per provare questo importante fatto consideriamo la successione (e,) in 12,
dove e, = (dp;) ha I'n—mo termine 1 e tutti gli altri termini 0. Questa successione ¢ limitata
perché ||e,|| = 1. Poiché @ ||e,, — en|| = /2 per ogni n e m, la successione non ha punti di
accumulazione. Quindi i suoi termini costituiscono un insieme di punti che ¢ chiuso perché
non ha punti di accumulazione. Per la medesima ragione questo insieme non & compatto. m

Tuttavia per uno spazio normato finito dimensionale abbiamo il seguente Teorema.

2.16 Teorema (Compattezza)
In uno spazio normato finito dimensionale X un qualsiasi sottoinsieme M C X é compatto
se e solo se M é chiuso e limitato. [

1Pill precisamente sequenzialmente compatto; questo ¢ il tipo pill importante di compattezza in analisi.
Menzioniamo che ci sono due altri tipi di compattezza, ma per gli spazi metrici i tre concetti divengono
identici.
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Dimostrazione. La compattezza implica la chiusura e la limitatezza per il Lemma 2.15.
Proviamo l'inverso. Sia M chiuso e limitato. Sia dim X =n e {e, - ,e,} una base per X.
Consideriamo una qualunque successione (x,,) in M. Ciasun x,, ha una rappresentazione

Poiché M ¢ limitato lo & anche (z,), cioe ||z || < k per tutti gli m. Per il Lemma 2.9

n n
> g"e| 2 e X0 le”|
j=1 j=1

(m

dove ¢ > 0. Quindi la successione di numeri (£

k2 |lzm|| =

; )) (j fisso) & limitata e, per il teorema
di Bolzano-Weierstrass, ha un punto di accumulazione ;; qui 1 < j < n. Come nella
prova del Lemma 2.9 concludiamo che (z,,) ha una successione estratta (z,,) che converge
az =) &e;. Poiché M & chiuso z € M. Cio mostra che la successione arbitraria (z,,) in
M ha una successione estratta che converge in M. Quindi M e compatto. [

La nostra discussione mostra il seguente. In R" (o in ogni altro spazio normato finito
dimensionale) i sottoinsiemi compatti sono precisamente i sottoinsiemi chiusi e limitati, cosi
che questa proprieta (chiusura e limitatezza) puo essere usata per definire la compattezza.
Tuttavia questo non puo piu essere fatto nel caso degli spazi normati infinito dimensionali.

Una sorgente di altri risultati interessanti € il seguente lemma di F. Riesz.

2.17 Lemma (F. Riesz)
Siano Y e Z sottospazi di uno spazio normato X (di una dimensione qualunque) e suppo-
niamo che Y sia chiuso e sia un sottospazio proprio di Z. Allora per ogni numero reale 6
nell’intervallo (0,1) v’é un z € Z tale che

=1l =1, Iz = yll = 0 per ogniy €Y. =

Dimostrazione. Consideriamo un qualsiasi v € Z — Y ed indichiamo la sua distanza da Y
con a, cioe

= inf ||v —y||. 2.5
a= nf o~y (23)

Chiaramente a > 0 perché Y & chiuso. Prendiamo ora un qualunque 6 € (0,1). Per la
definizione di estremo inferiore v’¢ un yo € Y tale che

a <o —yoll < (2.6)

SRS

(si noti che a/6 > a perché 0 < 6 < 1). Sia

1

z=c(v—1yo) dove c= ——.
[lv = yol|

Allora ||z|| = 1 e mostriamo che ||z — y|| > 0 per ogni y € Y. Abbiamo che

1z =yl = lle(v = yo) =yl
= v —yo — ¢y

= lv =yl
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dove
y1 =yo+c'y.

La forma di y; mostra che y; € Y. Quindi ||v — y1|| > a per definizione di a. Usando (2.5) e
(2.6) otteniamo

a/6

Poiché y € Y era arbitrario cio completa la prova. [

a
Iz =yll =cllv—nll 2 ca = ———
[lv = woll

2.18 Teorema (Dimensioni Finite)
Se uno spazio normato X ha la proprietd che la palla chiusa unitaria M = {x : ||z|| <1} ¢
compatta allora X ¢ finito dimensionale. [

Dimostrazione. Assumiamo che M sia compatto ma che dim X = oo e mostriamo che cio
porta ad una contraddizione. Scegliamo un qualunque z; di norma 1. Questo z; genera uno
sottospazio unidimensionale X; di X, che e chiuso (cf. 2.11) ed & un sottospazio proprio di
X perché dim X = co. Per il lemma di Riesz v’é un z» € X di norma 1 tale che

1
|22 — 2] 2 0= 5.

Gli elementi z1, x5 generano un sottospazio X, bidimensionale proprio e chiuso di X. Per il
lemma di Riesz v’é un x3 di norma 1 tale che per tutti gli x € X, abbiamo che

1
heg — 2l > 5.
In particolare
1
|23 — 21| > >
1
llzs — 22| 2 5.

Procedendo per induzione otteniamo una successione (z,,) di elementi z,, € M tali che

(m #n).

Ovviamente (x,) non pud avere una successione estratta convergente. Cid contraddice la
compattezza di M. Quindi la nostra assunzione dim X = oo e falsa e dim X < oo. =

Questo teorema ha varie applicazioni. Lo utilizzeremo come uno strumento basilare in
connessione con i cosiddetti operatori compatti.

Gli insiemi compatti sono importanti perché hanno un “buon comportamento”; essi
ammettono numerose proprieta basilari simili a quelle degli insiemi finiti e che non sono
soddisfatte dagli insiemi non compatti. In connessione con le applicazioni continue una
proprieta fondamentale e che gli insiemi compatti hanno immagini compatte.

2.19 Teorema (Applicazioni Continue)
Siano X e Y spazi metrici e T : X — Y un’applicazione continua. Allora l'immagine di un
sottoinsieme compatto M di X sotto T € compatto. [
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Dimostrazione. Per la definizione di compattezza € sufficiente mostrare che ogni successione
(yn) nellimmagine T'(M) C Y contiene una successione estratta che converge in T'(M).
Poiché y,, € T(M) abbiamo che y, = Tz, per qualche x,, € M. Poiché M & compatto
(z,,) contiene una successione estratta (z,,) che converge in M. L’immagine di (z,, ) & una
successione estratta di (y,) che converge in T'(M) per 1'1.14 perché T & continua. Quindi
T (M) & compatto. ]

Da questo teorema concludiamo che la seguente proprieta, ben nota dall’analisi per le
funzioni continue, si estende agli spazi metrici.

2.20 Corollario (Massimo e Minimo)
Un’applicazione continua T di un sottoinsieme M compatto di uno spazio metrico X in R
assume un massimo ed un minimo in qualche punto di M. [

Dimostrazione. T (M) C R & compatto per il Teorema 2.19 e chiuso e limitato per il Lemma
2.15 [applicato a T'(M)], cosi che inf T (M) € T(M), supT (M) € T(M) e le immagini
inverse di questi due punti consistono dei punti di M in cui Tz &, rispettivamente, minimo
€ massimo. [

2.6 Operatori Lineari

Nel caso degli spazi vettoriali ed in particolare degli spazi normati un’applicazione & chiamata
un operatore.

Di speciale interesse sono gli operatori che “conservano” le due operazioni algebriche
degli spazi vettoriali, nel senso della seguente definizione.

2.21 DEFINIZIONE (OPERATORI LINEARI)
Un operatore lineare T & un operatore tale che

(1) il dominio D(T") di T & uno spazio vettoriale e I'immagine R(T") giace in uno spazio
vettoriale sul medesimo campo,

(ii) per tutti gli «,y € D(T) e scalari «

Te+y) =Te+Ty

T(ax) = aTx (2.7)

Si osservi la notazione; scriviamo Tz invece di T'(x); questa semplificazione & standard
in analisi funzionale. Inoltre per tutto il seguito useremo la seguente notazione.

D(T) indica il dominio di 7.

R(T) indica 'immagine di 7.

N(T) indica lo spazio nullo di 7.
Per definizione lo spazio nullo di T' ¢ l'insieme di tutti gli * € D(T) tali che Tz = 0.
(Un’altra parola per lo spazio nullo ¢ “kernel”. Non adotteremo questo termine perché
dobbiamo riservarlo ad un altro scopo nella teoria delle equazioni integrali.)

Dobbiamo anche dire qualcosa sull’uso delle frecce in connessione con gli operatori. Sia
D(T) C X ed R(T) C Y, dove X e Y sono spazi vettoriali entrambi reali o complessi. Allora
T & un operatore da (o applicazione di) D(T") su R(T') che scriviamo

T :D(T) — R(T),
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o da D(T) in Y, che scriviamo
T:D(T) > Y.
Se D(T) ¢ tutto lo spazio X, allora — e solo allora — scriviamo
T:X->Y.
Chiaramente (2.7) € equivalente a
T(ax + By) = oTx + BTy. (2.8)

Prendendo a = 0 in (2.7) otteniamo la seguente formula di cui avremo bisogno molte
volte nel seguito

TO = 0. (2.9)

2.22 DEFINIZIONE (OPERATORE IDENTITA)
L’operatore identita Ix : X — X e definito da Ixx = x per tutti gli x € X. Scriviamo anche
semplicemente I per Ix; cosi [x = x. [

2.23 DEFINIZIONE (OPERATORE ZERO)
L’operatore zero 0 : X — Y & definito da 0z = 0 per tutti gli z € X. [

2.24 Teorema (Immagine e Spazio Nullo)
Sia T un operatore lineare. Allora

(a) L’immagine R(T) é uno spazio vettoriale.
(b) SedimD(T) =n < oo, allora dimR(T) < n.
(c) Lo spazio nullo N'(T') é uno spazio vettoriale. m

Dimostrazione. (a) Prendiamo due qualunque y1,y2 € R(T") e mostriamo che ay; + By» €
R(T) per due scalari qualunque a e 3. Poiché y;,y» € R(T') abbiamo che y; = Tze
y2 = T'xzo per qualche z1,z5 € D(T). Anche az; + fzo € D(T') perché D(T') & uno spazio
vettoriale. La linearita di 7" da

T(axy + Bry) = od'xy + 1w = ay; + Bys.

Quindi ay; + By2 € R(T). Poiché y1,y> € R(T') erano arbitrari e cosi lo erano gli scalari cid
prova che R(T") & uno spazio vettoriale.

(b) Scegliamo n + 1 elementi yq,- - ,ynt1 di R(7T) in una maniera arbitraria. Allora
abbiamoy; = Tx1, - ,Ynt1 = Txy41 per qualche zy, - - -, x4 in D(T'). Poiché dim D(T') =
n questo insieme {zy,--- ,T,4+1} deve essere linearmente dipendente. Quindi

a1y + 1Tt =0

per degli scalari non tutti nulli. Poiché T' & lineare e T0 = 0 applicando T ad entrambi
membri si ottiene

T(a1x1 + - Qpy1Tpt1) = Q1y1 + - - pt1Ynt1 = 0.

Cio mostra che l'insieme {y1,--- ,ynt1} € linearmente dipendente perché gli a; non sono
tutti nulli. Ricordando che questo sottoinsieme di R(T") era stato scelto in una maniera
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arbitraria ne concludiamo che R(7T') non ammette sottoinsiemi linearmente indipendenti di
n + 1 o pit elementi. Per definizione cio significa che dim R(T") < n.

(c) Prendiamo due qualunque 1, x5 € N(T'). Allora Twy = Twe = 0. Poiché T' & lineare
per scalari qualunque «, 8 abbiamo che

T(alxl + ﬁzfﬂz) =0.

Cid mostra che ajz1 + Byw2 € N(T'). Quindi NV (T') & uno spazio vettoriale. n
La seguente conseguenza immediata della parte (b) della dimostrazione ¢ degna di nota.
Gli operatori lineari conservano la dipendenza lineare.

Occupiamoci ora dell’inverso di un operatore lineare. Ricordiamo dapprima che un’ap-
plicazione T : D(T) — Y ¢ detta iniettiva o biunivoca se punti differenti nel dominio

hanno immagini differenti, cioe se per ogni z,zs € D(T)

Ty # Xy = Tay # T (2.10)
o in maniera equivalente se

T =Tz = 1 = T>. (2.11)
In questo caso esiste 'applicazione

T-1:R(T) - D(T)

2.12
Yo — Tp (yo = Txo) ( )

che applica ogni yo € R(T) su quel g € D(T) per cui Two = yo. L’applicazione T1 &
chiamata l'inversa di 7.
Dalla (2.12) abbiamo chiaramente che

T 'Te =z per tutti gli z € D(T)
TT 'z ==z per tutti gli z € R(T).

In connessione con gli operatori lineari sugli spazi vettoriali la situazione e la seguente.
L’inverso di un operatore lineare esiste se e solo se lo spazio nullo dell’operatore consiste sola-
mente del vettore nullo. Piu precisamente abbiamo il seguente utile criterio che utilizzeremo
molto frequentemente.

2.25 Teorema (Operatore Inverso)
Siano X e Y spazi vettoriali entrambi reali o complessi. Sia T : D(T) — Y un operatore
lineare con dominio D(T) C X e immagine R(T) C Y. Allora

(a) L’inverso T ~':R(T) — D(T) esiste se e solo se
Te=0=x=0.
(b) Se T~ esiste, ¢ un operatore lineare.
(¢) SedimD(T) =n < oo e T7! esiste allora dim R(T) = dim D(T). L]

Dimostrazione. (a) Supponiamo che Tz = 0 implichi « = 0. Sia Tx; = T'zs. Poiché T ¢
lineare

T(xl — :L‘Q) = Txl — T$2 =0
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cosi che 1 — zo = 0 per ipotesi. Quindi Tz; = Tz, implica £, = z» e T~ esiste per la
(2.11). Viceversa se T~ esiste allora la (2.11) vale. Dalla (2.11) con z» = 0 e dalla (2.9)
otteniamo

Tz =T0=0= z; =0.

Cio completa la dimostrazione di (a).

(b) Assumiamo che T~! esiste e mostriamo che T~! & lineare. Il dominio di T—! &
R(T) ed & uno spazio vettoriale per il Teorema 2.24(a). Consideriamo degli x1 x> € D(T)
qualunque e le loro immagini

y1 =Tz e yo = Txs.
Allora
T = Tflyl e Ty = Tflyz.
T e lineare e cosi per degli scalari qualunque « e 8 abbiamo
ayy + Bys = aT'zy + fTxy = T(axy + Bzz).
Poiché z; = T1y; cio implica che
T Y ay, + By2) = axy + By = oT Ly + BTy

e prova che T~ & lineare.

(c) Abbiamo che dim R(T") < dim D(T') per il Teorema 2.24(b) e dim D(T") < dim R(T)
per il medesimo teorema applicato a TL. [

Menzioniamo infine una formula utile per 'inverso della composizione di operatori lineari.
2.26 Lemma (Inverso del Prodotto)

Siano T : X —Y e S:Y — Z operatori lineari biiettivi, dove X,Y, Z sono spazi vettoriali.
Allora Uinverso (ST)™' : Z — X del prodotto (composizione) ST esiste e

(ST) t=17""1S1t (2.13)
| |
Dimostrazione. La dimostrazione e lasciata al lettore. n

2.7 Spazi Lineari di Operatori

Consideriamo due spazi vettoriali qualunque X e Y (entrambi reali o complessi) e I'insieme
L(X,Y)

costituito da tutti gli operatori lineari da X in Y, cioé ciascuno di tali operatori e definito
su tutto X e la sua immagine giace in Y. Vogliamo mostrare che L(X,Y") stesso pud essere
dotato della struttura di spazio vettoriale.

Il tutto & molto semplice. L(X,Y") diviene uno spazio vettoriale se, in maniera del tutto
naturale, definiamo la somma T + T% di due operatori T1,T» € L(X,Y) come

(Tl + Tz)ZL' = Tlill' + TQQZ
e il prodotto a1 di T € L(X,Y) per uno scalare o come

(aT)x = aTw.
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2.8 Operatori Lineari Limitati e Continui

Siamo ora interessati a definire una classe particolare di operatori lineari che ammettono
norma e che costituiscono quindi essi stessi uno spazio normato.

2.27 DEFINIZIONE (OPERATORI LINEARI LIMITATI)
Siano X e Y spazi normati e T : D(T') — Y un operatore lineare, dove D(T) C X.
L’operatore T & detto limitato se esiste un numero reale ¢ tale che per tutti gli @ € D(T)

I Tz|| < c|ll]. (2.14)

In (2.14) la norma a sinistra ¢ quella di Y e la norma a destra quella di X. Per semplicita
abbiamo indicato col medesimo simbolo ||-|| entrambe le norme, senza pericolo di confusione.
La formula (2.14) mostra che un operatore limitato applica insiemi limitati in D(T") in insiemi
limitati in Y. Cid motiva il termine “operatore limitato”.

Attenzione. Si noti che il presente uso della parola “limitato” & differente da quello in
analisi, dove una funzione limitata & una funzione la cui immagine e un insieme limitato.

Qual’¢ il piu piccolo ¢ tale che la (2.14) & ancora valida per tutti gli € D(T') che non
siano nulli? [Possiamo escludere z = 0 perché Tz = 0 per = 0.] Dividendo si ottiene

|| T]]
|||

<c (z #0)

e cio mostra che ¢ deve essere almeno altrettanto grande che ’estremo superiore dell’espres-
sione a sinistra considerata su D(T") — {0}. Quindi il minimo possibile ¢ nella (2.14) & questo
estremo superiore. Questa quantita ¢ indicata con ||T||; cosi

Tz
T = sup L2
zeD(T) ]|

x#0

. (2.15)

[|T|| & chiamato la norma dell’operatore T. Se D(T') = {0} definiamo ||T'|| = 0; in questo
caso (relativamente ininteressante) 7' = 0 perché 70 = 0.
Si noti che la (2.14) con ¢ = ||T'|| diventa

[ Tz]] < [IT]] []]]- (2.16)

Applicheremo questa formula piuttosto frequentemente.
Naturalmente dovremmo giustificare 'uso del termine “norma” nel presente contesto.
Questo viene fatto nel seguente lemma.

2.28 Lemma (Norma)

Sia T un operatore lineare limitato. Allora

(a) Una formula alternativa per la norma di T é

1Tl = sup |[|T]]. (2.17)
zeD(T)

llz|[=1

(b) La norma definita dalla (2.15) soddisfa (N1) sino a (N4). L]
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Dimostrazione. (a) Utilizzando la proprieta (N3) della norma in Y e la linearitd di T
otteniamo dalla (2.15)

1
[IT|| = sup || z|| = sup (— )H sup ||Ty|l-
2€D(T) || I ze€D(T) I yeD(T)
z# 0 T#£0 HyH 1

Scrivendo z invece di y a destra abbiamo la (2.17).
(b) (N1) e ovvio e cosi |[0]] = 0. Da ||T'|| = 0 abbiamo che Tz = 0 per tutti gli z € D(T),
cosi che T'= 0. Quindi (N2) vale. Inoltre (N3) ¢ ottenuto da

sup |[aT|| = sup [of [[Tz|| = |a| sup |[Tz||

[e|l=1 z||=1 [lz]|=1
dove z € D(T). Infine (N4) segue da
sup JI(Ty + To)all = sup [[The +Toall < sup [[Tuwf|+ sup |[Toal;

[lz]]=1 ||l=1 =1 ||l=1
qui z € D(T). n
Si noti che Poperatore identita I : X — X e 'operatore zero 0 : X — X su uno spazio
normato X sono operatori limitati ed hanno rispettivamente norma ||I|| =1 e ||0]| = 0.

Osservazione. Nel caso in cul T sia una matrice n X n di elementi (7;;) e la norma
nello spazio vettoriale di definizione sia quella euclidea la sua norma risulta essere ||T|° =
maxy, >S5, |7;r]*. Se ne lascia per esercizio la dimostrazione al lettore.

Dal punto (b) del Lemma 2.28 otteniamo immediatamente il risultato cercato.

2.29 Teorema (Spazio B(X,Y))
Lo spazio vettoriale B(X,Y") di tutti gli operatori limitati lineari da uno spazio normato X
in uno spazio normato Y é esso stesso uno spazio normato con norma definita da

Tz
1T = sup IiT=l] _ sup || T|]. (2.18)

|||

@ #0 llz|l=1 .
Esaminiamo ora alcune proprieta specifiche importanti degli operatori lineari limitati.

2.30 Teorema (Dimensioni Finite)
Se uno spazio normato X é finito dimensionale allora ogni operatore lineare su X € limitato.
m

Dimostrazione. Sia dimX = n e {e1,---,e,} una base per X. Prendiamo un qualunque
x=>¢& ;j€; € consideriamo un qualunque operatore lineare 7' su X. Poiché T' & lineare

I7all =[S ere| < Eleiirel < malired

(somme da 1 a n). All’ultima somma applichiamo il Lemma 2.9 con a; = &; e z; = ;.
Allora otteniamo

= —lll-

Sl <t Hzf,ej

Assieme danno
1
|ITal| < Al dove 7= = max|[Te

Da cio e dalla (2.14) vediamo che T' & limitato. ]
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Consideriamo ora alcune importanti proprieta degli operatori lineari limitati.

Gli operatori sono applicazioni, cosi che ad essi si applica la definizione di continuita.
E un fatto fondamentale che per gli operatori lineari continuita e limitatezza divengono
concetti equivalenti. I dettagli sono i seguenti.

Sia T : D(T') — Y un operatore qualunque non necessariamente lineare, dove D(T') C X
e X e Y sono spazi normati. Per la definizione 1.4 Poperatore T' & continuo in un o € D(T)
se per ogni € > 0 v’é un § > 0 tale che

|Te —Txol| < € per tutti gli « € D(T') per cui ||z — zo]| < 9.

T & continuo se T & continuo in ogni = € D(T).
Ora se T' ¢ lineare abbiamo il rimarchevole teorema seguente.

2.31 Teorema (Continuita e limitatezza)
Sia T : D(T) = Y un operatore lineare, dove D(T') C X e siano X e Y spazi normati.
Allora

(a) T é continuo se e solamente se T ¢é limitato.
(b) SeT ¢ continuo in un singolo punto allora é continuo. (]

Dimostrazione. (a) Assumiamo che T sia limitato. Per T' = 0 l’affermazione ¢ banale. Sia
T # 0. Allora ||T'|| # 0. Consideriamo un qualunque xy € D(T'). Sia dato un € > 0 arbitrario.
Allora poiché T' ¢ lineare per ogni « € D(T') tale che

||z — zo]| <O dove §=——

otteniamo
[Tz — Txo|| = [|T(z — zo)|| < |[|T|| ||z — zol| < ||T||0 =e.

Poiché z¢ € D(T') era arbitrario cio mostra che T' & continuo.
Viceversa assumiamo che T sia continuo in un arbitrario o € D(T'). Allora dato un
€ > 0 arbitrario v’é un § > 0 tale che

[|Tx —Txol| <€ per tutti gli x € D(T') per cui ||z — zo]| < 9. (2.19)

Prendiamo ora un qualunque y # 0 in D(T") e poniamo

4] 4]
T =zo+ —y. Allora T—Tog=—"Y.
2l[yl 2[[yll
Quindi ||z — zo|| = /2 cosi che possiamo usare la (2.19). Poiché T ¢ lineare abbiamo

1) 1)
[Tz — Tl = || T — 20| = HT (—y) H I T
0 0 ¥ )| = T

e (2.19) implica
0

9
Ty|| <e. Cosi Tyl < <||yll-
||y|||| yll <e ost [Tyl < Sllyll

Cio puo essere scritto ||Ty|| < ¢||y||, dove ¢ = €/d. Quindi poiché ¢ dipende da zo e non da
y ne segue che T' & limitato.

(b) La continuita di 7" in un punto implica la limitatezza di T per la seconda parte della
dimostrazione di (a), che a sua volta implica la continuita di T per 1’(a). L]
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2.32 Corollario (Continuita, Spazio Nullo)

Sia T un operatore lineare limitato. Allora

(a) zp — z, dove xpn,x € D(T), implica Tx,, — Tx.

(b) Lo spazio nullo N(T) ¢ chiuso. n
Dimostrazione. (a) segue dal Teorema 2.31(a) e 1.14 o direttamente dalla (2.16) perché per
n — 00

[ Tzn = Ta|| = [|T(2n — 2)|| < T ||2n — ]| = 0.

(b) Per ogni € N(T') v’& una successione (z,) in N(T) tale che x,, = z; cf. 1.12(a).
Quindi T'x,, — Tz per la parte (a) di questo corollario. Anche Tz = 0 poiché Tz, = 0 cosi
che z € N(T'). Poiché z € N(T) era arbitrario, N'(T') & chiuso. "

E lasciata al lettore la semplice prova di un’altra utile formula

I T < [T HIT2]1, <y (nen (2.20)

valida per operatori lineari limitati 75 : X - Y, 11 : Y - ZeT : X — X, dove X,Y,Z
sono spazi normati.
Due operatori 77 e T3 sono definiti uguali, scrivendo

Tl = T27

se hanno medesimo dominio D(T}) = D(T3) e se Thx = Tox per tutti gli & € D(T1) = D(T>).
La restrizione di un operatore T : D(T) — Y ad un sottoinsieme B C D(T') ¢ indicato
con

T|p
ed & loperatore definito da
Tlp:B =Y, T|px = Tx per tutti gli zeB.
Un’estensione di T" ad un insieme A D D(T) & un operatore
T:M—-Y taleche Tlpqy =T,

Se D(T) ¢ un sottoinsieme proprio di M, allora un dato 7" ha molte estensioni. Di in-
teresse pratico sono quelle estensioni che conservano alcune proprieta basilari, per esempio
la linearita (se T' & lineare) o la limitatezza (se D(T') giace in uno spazio normato e T' &
limitato). Il seguente importante teorema ¢ tipico a questo riguardo. Concerne l’estensione
di un operatore lineare limitato 7" alla chiusura D(T") del dominio tale che 'operatore esteso
sia nuovamente limitato e lineare e abbia anche la stessa norma. Cio include il caso dell’e-
stensione da un insieme denso in uno spazio normato X a tutto X. Include anche il caso
dell’estensione da uno spazio normato X al suo completamento.

2.33 Teorema (Estensione Limitata Lineare)
Sia

T:D(T) =Y
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un operatore limitato lineare, dove D(T) giace in uno spazio normato X ed Y é uno spazio
di Banach. Allora T ha un’unica estensione continua alla chiusura di D(T)

T:D(T)—Y.
Inoltre Uestensione T' ¢ un operatore limitato lineare di norma

I =1171]- .

Dimostrazione. Consideriamo un qualunque ¢ € D(T). Per il Teorema 1.12(a) v’¢ una
successione (z,,) in D(T) tale che z,, — . Poiché T ¢ lineare e limitato abbiamo che

| Tzn = Tom|| = [|T(2n = zm)|| <{|T|Hzn = 2mll

Cio mostra che (T'z,,) ¢ di Cauchy perché (z,) converge. Per ipotesi Y & completo cosi che
(T'z,,) converge, ossia

Tx, »yeY.
Quindi se l'estensione T esiste deve essere
Tz = Y.
Mostriamo che questa definizione non € ambigua, € cioe indipendente dalla particolare succes-

sione scelta in D(T') convergente a . Supponiamo che x,, = x € z,, = x. Allora x,, —z,, — 0.
Poiché T e lineare e limitato abbiamo che

[ Twn = Tznll = |T(2n — z0)l| <|T|[|2n — zall
e le due successioni (T'z,) e (T'z,) hanno il medesimo limite. Cid prova che 7' & univocamente
definito per ogni « € D(T).

Chiaramente T ¢ lineare e Tz = Tz per ogni z € D(T'), cosi che T & un estensione di T.
Ora usiamo

[ Tzall < |IT] [ln]|

e lasciamo n — oo. Allora Tx,, - y = Tx. Poiché ¢ — ||z|| definisce un’applicazione
continua otteniamo che

(| Ta]] < T}l

Quindi 7' & limitato e ||T]] < [|T||. Naturalmente ||T|| > ||T'|] perché la norma essendo
definita mediante un estremo superiore non puo decrescere in un’estensione. Assieme danno
1Tl = |- .

2.9 Funzionali Lineari

Un funzionale & un operatore la cui immagine giace sulla linea reale R o nel piano complesso
C. Inizialmente I'analisi funzionale era ’analisi dei funzionali. Questi ultimi appaiono cosi
frequentemente che viene usata una notazione specifica. Indichiamo i funzionali con le lettere
minuscole f, g, h,- -+, il dominio di f con D(f), 'immagine con R(f) ed il valore di f in x
con f(z), con le parentesi.

I funzionali sono operatori cosicché si applicano le definizioni precedenti. Avremo in
particolare bisogno delle seguenti due definizioni perché la maggioranza dei funzionali che
considereremo saranno lineari e limitati.
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2.34 DEFINIZIONE (FUNZIONALE LINEARE)
Un funzionale lineare f € un operatore lineare con dominio in uno spazio vettoriale X e
immagine nel campo scalare K di X; cosi

f:D(f) = K,
dove K =R se X e realee K = C se X e complesso. [

2.35 DEFINIZIONE (FUNZIONALI LIMITATI LINEARI)
Un funzionale limitato lineare f & un operatore limitato lineare (cf. Def. 2.27) con immagine
nel campo scalare dello spazio normato X in cui giace il dominio D(f). Percio esiste un
numero reale ¢ tale che per tutti gli € D(f)

|[f (@)] < clll]. (2.21)

Inoltre la norma di f & (cf. (2.15) nella Sez. 2.8)

A= sup L (2.22)
z€D(f) [|2]]
x#0
(6]
1l = sup [f(@). (2.23)
Ty

La formula (2.16) nella Sez. 2.8 ora implica che

[F (@) < Il (2.24)

ed il Teorema 2.31 viene riformulato nel modo seguente.

2.36 Teorema (Continuita e Limitatezza)
Un funzionale lineare f con dominio D(f) in uno spazio normato é continuo se e solo se f
é limitato. [
Il lemma seguente valido sia nel caso finito ed che infinito dimensionale trova utile appli-
cazione nel seguito. Un lemma simile per spazi normati arbitrari sara dato piu in la, nella
sezione 4.12.

2.37 Lemma (Vettore Nullo)
Sia X uno spazio vettoriale. Se xy € X ha la proprieta che f(zo) = 0 per tutti i funzionali
lineari f su X allora xg = 0. [

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che g # 0. Allora se X ¢ finito dimensionale z
si puo esprimere come combinazione lineare dei vettori di base, ossia xg = erle §;ej, dove
gli scalari §; non sono tutti nulli. Sia ad esempio §; # 0. Se X ¢ infinito dimensionale
€ necessario ammettere che esso sia dotato di una base di Hamel B, cio che dimostreremo
solamente nel seguito utilizzando il Lemma di Zorn. Debbono esistere quindi vettori indi-
pendenti in numero finito, che chiameremo ancora e;, appartenenti a B che generano z e
possiamo ripetere I’argomentazione precedente. Consideriamo ora il funzionale lineare f;
che sui vettori della base B assume i valori

filer) =1
fi(d) =0 perognibe B, b#e;’
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Esso viene esteso a tutti i vettori € X utilizzando la linearita ed il fatto che ogni x puo
essere espresso come combinazione lineare di un numero finito di vettori della base B. E ora

fi(zo) =& #0,

ma cio contraddice l'ipotesi e quindi dall’assurdo segue che xy = 0. [

E di basilare importanza che 'insieme di tutti i funzionali lineari definiti su uno spazio
vettoriale X possa esso stesso essere fatto spazio vettoriale. Questo spazio ¢ denotato con X*
ed ¢ chiamato spazio duale algebrico! di X. Le operazioni algebriche di spazio vettoriale
sono definite in maniera naturale nel modo seguente. La somma fi + fo di due funzionali
f1 e f2 e il funzionale s il cui valore ad ogni z € X &

s(x) = (fi + fo)(2) = fi(2) + fol);

il prodotto af di uno scalare « e di un funzionale f ¢ il funzionale p il cui valore in x € X ¢

p(z) = (af)(z) = af(z).

Si noti che cido concorda con il modo usuale di sommare funzioni e di moltiplicarle per
costanti.

Possiamo fare ancora un passo innanzi e considerare il duale algebrico (X*)* di X*, i cui
elementi sono i funzionali lineari definiti su X*. Indichiamo (X*)* con X** e lo chiamiamo
lo spazio biduale algebrico di X.

Perché consideriamo X**?7 Il punto & che possiamo ottenere una relazioni interessante
ed importante fra X e X**. Scegliamo la notazione

Spazio | Generico elemento | Valore in un punto

X pe -
X f f(x)
X g g(f)

Possiamo ottenere un g € X**, che & un funzionale lineare definito su X*, scegliendo un
x € X fisso e ponendo

9(f) =g9.(f) = f(z) (z € X fisso, f € X* variabile). (2.25)

L’indice x serve a ricordare che abbiamo ottenuto g coll’uso di un certo x € X. Il lettore
deve tenere ben presente che qui f € la variabile mentre z € fisso. Tenendo cio in mente non
dovrebbe avere difficoltd a capire la nostra presente considerazione.

g come definito dalla (2.25) ¢ lineare. Cio puo essere visto dalla

gz(afi + Bf2) = (afi + Bf2)(x) = afi(z) + Bf2(x) = ag.(f1) + Bg.(f2).

Quindi g, € un elemento di X**, per definizione di X**.
A clascun z € X corrisponde un g, € X**. Cio definisce un’applicazione

C: X - X
T—> gy

C & chiamata ’applicazione canonica di X in X**.

LSi noti che questa definizione non involve una norma. Il cosiddetto spazio duale X' consistente di tutti
i funzionali limitati lineari su X sara considerato nella Sez. 2.11.
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C & lineare perché il suo dominio & uno spazio vettoriale ed abbiamo

(Claz + By)) (f) = gaw+py(f)

= f(az + By)
af(z)+Bf(y)
age(f) + Bgy(f)
a(Cz)(f) + B(Cy)(f).

C' & anche iniettiva. Infatti se Cxg = 0 abbiamo che per tutti gli f € X*

(Cxo)(f) = 920 (f) = f(x0) = 0.

Cio implica g = 0 per il Lemma precedente e quindi dal Teorema 2.25 segue la iniettivita
della C.

C ¢ chiamato 'immersione (embedding) canonica di X in X**. Per comprendere e mo-
tivare questo termine spieghiamo dapprima il concetto di “isomorfismo”, che & di interesse
generale.

Nel nostro lavoro ci occupiamo di diversi spazi. Comune a tutti loro ¢ il fatto che essi
consistono di un insieme, chiamiamolo X, e di una “struttura” definita su X. Per uno spazio
metrico questa e una metrica. Per uno spazio vettoriale le due operazioni algebriche formano
la struttura. Per uno spazio normato la struttura consiste di queste due operazioni algebriche
e della norma. B

Dati due spazi X e X dello stesso tipo (ad esempio appunto due spazi metrici o vettoriali
o normati) ¢ di interesse sapere quando essi possano essere considerati “essenzialmente
identici”, cioe quando essi si possano considerare coincidenti per quanto riguarda la loro
struttura e differenti al piu per la natura dei loro punti, ossia quando essi possano essere
considerati due realizzazioni del medesimo oggetto “astratto”.

Una risposta matematicamente precisa ¢ data dall’introduzione del concetto di isomor-
fismo. Per definizione si tratta di un’applicazione biiettiva di X su X che conserva la
struttura.

Corrispondentemente un isomorfistno T di uno spazio metrico X = (X,d) su uno spazio

metrico X = ()? ,(7) e un’applicazione biiettiva che conserva la distanza, cioe per tutti gli
z,y € X

d(Tx,Ty) = d(z,y).

X ¢ allora detto isomorfo ad X. Cio non ci € nuovo ma si tratta semplicemente di un altro
nome per ’isometria introdotta nella Def. 1.16. Nuovo ¢ il seguito. B

Un isomorfismo T di uno spazio vettoriale X su uno spazio vettoriale X sul medesimo
campo e un’applicazione biiettiva che conserva le due operazioni algebriche dello spazio
vettoriale; cosi per tutti gli z,y € X e scalari o

T(x+y)=Tx+ Ty, T(az) = aTlx,

cioe T:X = X ¢ un operatore biiettivo lineare. X ¢ allora detto isomorfo ad X ed X e X
sono detti spazi vettoriali isomorfi.

Isomorfismi fra spazi normati sono isomorfismi fra spazi vettoriali che conservano anche
le norme.

Al momento possiamo utilizzare il concetto di isomorfismo fra spazi vettoriali come segue.

Poiché C ¢ lineare e iniettiva ¢ un isomorfismo di X sull’immagine R(C) C X**.
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Se X & isomorfo ad un sottospazio di uno spazio vettoriale Y diciamo che X ¢ immergi-
bile (embeddable) in Y. Quindi X & immergibile in X** e C' & anche chiamato l'immersione
(embedding) canonica di X in X**.

Se C' & surgettiva cosi che R(C') = X** allora X ¢ detto algebricamente riflessivo.
Proveremo nella prossima sezione che se X ¢ finito dimensionale allora X & algebricamente
riflessivo.

Una discussione simile che involve le norme e che conduce al concetto di riflessivita di uno
spazio normato sara presentato nella Sez. 4.7 dopo avere sviluppato gli strumenti necessari
(in particolare il famoso teorema di Hahn-Banach).

2.10 Operatori Lineari e Funzionali su Spazi Finito Di-
mensionali

Siano X e Y spazi vettoriali finito dimensionali sul medesimo campo e 7' : X — Y un
operatore lineare. Scegliamo una base E = {ej,--- ,e,} per X ed una base B = {by,--- ,b,.}
per Y con i vettori elencati secondo un ordine definito che manteniamo fisso. Allora ogni
z € X ha un’unica rappresentazione

z==E&e + & en. (2.26)

Poiché T e lineare z ha I'immagine

y=Tz=T (Z fkek> = &Ter. (2.27)
k=1 k=1

Poiché la rappresentazione (2.26) € unica otteniamo il nostro primo risultato.

T ¢é unicamente determinato se le immagini yr = Ter degli n vettori di base sono
assegnate.

Poiché y e yr = T'ey, sono in Y essi hanno un’unica rappresentazione della forma

y= b (2.28)
j=1

Tey =Y Tirbj. (2.29)
j=1

Sostituendo in (2.27) si ottiene

y:ZUjbj :kaTek:kaZTjkbj :Z ( Tjkfk) bj.
j=1 k=1 k=1  j=1 k=1

j=1

Poiché le b; formano un insieme linearmente indipendente, i coefficienti di ciascun b; a destra
e a sinistra devono essere gli stessi, cioe

ny= Y ik j=1,-,m (2.30)
k=1

Cio fornisce il nostro risultato successivo.
L’immagine y = Tx = ) n;b; di © =) ex puo essere ottenuto dalla (2.30).
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Si noti la posizione inusuale dell’indice di somma j di 7j% in (2.29), che & necessaria per
arrivare alla posizione usuale dell’indice di somma nella (2.30).
I coefficienti nella (2.30) formano una matrice

Tep = (Tjk)

con r righe ed n colonne. Se sono assegnate una base E di X ed una base B di Y con
gli elementi dati secondo un ordine definito (che & arbitrario ma fisso), allora la matrice
Tgp € univocamente determinata dall’operatore lineare 7. Diciamo che la matrice Tgp
rappresenta 'operatore T rispetto a queste basi.

Introducendo i vettori colonna Z = (§;,) e § = (n;) possiamo scrivere la (2.30) in notazione
matriciale

y =TgpZ. (2.31)
Analogamente anche (2.29) puo essere scritta in forma matriciale
Te=Tggb (2.32)

dove T'e ¢ il vettore colonna con componenti T'eq, - - - ,Te, (che sono essi stessi vettori) e b e
il vettore colonna di componenti by, - -- , b, e dove dobbiamo usare il trasposto Th g di Tk
perché nella (2.29) sommiamo su j che ¢ il primo indice.

Le nostre considerazioni mostrano che un operatore lineare T' determina un’unica matrice
rappresentante 7" rispetto ad una data base per X ed ad una data base per Y, dove i vettori
di ciascuna delle due basi sono assunti essere dati secondo un ordine fisso. Viceversa ogni
matrice con r righe ed n colonne determina un operatore lineare che essa rappresenta rispetto
a basi date per X e Y.

Ritorniamo ora ai funzionali lineari su X, dove dim X =n e {e,--- ,e,} & una base
per X come prima. Questi funzionali costituiscono lo spazio algebrico duale X™* di X come
sappiamo dalla sezione precedente. Per ogni tale funzionale e per ogni x = ijej e X
abbiamo

Fla)y=1{D &ei | =D & fle) =D &0, (2.33)
Jj=1 j=1 j=1

dove
ed f ¢ unicamente determinata dai suoi valori a; sugli n vettori di base di X.
Viceversa ogni n—pla di scalari ay,--- ,a, determina un funzionale lineare su X per le
(2.33), (2.34). In particolare prendiamo le n—ple
(1707 07 070)
(07 1707 070)
0,0,0,---0,1).
Per le (2.33), (2.34) cio fornisce n funzionali che denotiamo fi,-- -, f, e che hanno valori

0 se ] #k
Files) = oy = {1 sej’ik;

cioe fi ha il valore 1 al k-mo vettore di base e il valore 0 agli altri n — 1 vettori di base.
0jr € chiamato la delta di Kroneker. {fi,---,f,} € chiamato la base duale della base
{e1, - ,en} per X. Cid & giustificato dal seguente teorema.

(2.35)
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2.38 Teorema (Dimensioni di X*)

Sia X uno spazio vettoriale n—dimensionale ed E = {e1,--- ,e,} una base per X. Allora
F ={f1, -, fu} data dalla (2.35) é una base per l’algebrico duale X*di X e dim X* =
dim X =n. [

Dimostrazione. F' € un insieme linearmente indipendente perché
n
> Bifelx) =0 (z € X) (2.36)
k=1

per x =e; da
> Brfrle)) =D Bydjn =B, =0,
k=1 k=1

cosi che tutte le 4, in (2.36) sono zero. Mostriamo che ogni f € X* puo essere rappresentata
come una combinazione lineare degli elementi di F' in una maniera unica. Scriviamo come
in (2.34) f(e;) = a;. Per la (2.33)

flz) = ijaj
j=1

per ogni z € X. D’altra parte per la (2.35) otteniamo che

fiw) = fi(&rer + - Epen) = &5

Dal confronto
fl@) =) a;f@).
j=1

Quindi la rappresentazione unica di un arbitrario funzionale lineare f su X in termini dei
funzionali fy, -, f, &

f=afi+--anfn u
Usando questo teorema ed il lemma 2.37 possiamo ottenere il seguente teorema.

2.39 Teorema (Riflessivita Algebrica)

Ogni spazio vettoriale finito dimensionale é algebricamente riflessivo. [

Dimostrazione. L’applicazione canonica C' : X — X** considerata nella sezione precedente
¢ lineare e iniettiva. Quindi dal Teorema 2.25 segue che ’applicazione C ha un inverso
lineare C~! : R(C) — X, dove R(C) & l'immagine di C. Abbiamo anche per il medesimo
teorema che dim R(C) = dim X. Ora per il Teorema 2.38

dim X** = dim X* = dim X.

Confrontando, dim R(C) = dim X**. Quindi R(C) = X™** perché, se R(C) fosse un sotto-
spazio proprio di X**, per il TeoremaZ2.4 avrebbe dimensioni minori di X**, che ¢ impossibile.
Cio prova la riflessivita algebrica. [
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2.11 Spazi Normati di Operatori. Spazio Duale

In che caso lo spazio normato B(X,Y") delle applicazioni lineari limitate di X in Y & uno
spazio di Banach? Questa ¢ una domanda centrale a cui si risponde nel seguente teorema.
E rimarchevole che le ipotesi del teorema non involvano X; ossia X puo essere o non essere
completo.

2.40 Teorema (Completezza)

Se 'Y ¢ uno spazio di Banach allora B(X,Y) é uno spazio di Banach. [

Dimostrazione. Consideriamo una successione arbitraria di Cauchy (T3,) in B(X,Y) e mo-
striamo che (7},) converge ad un operatore T' € B(X,Y). Poiché (T},) & di Cauchy, per ogni
€ >0 veun N tale che

|1, — Tl <€ (n,m > N).
Per tutti gli # € X ed n,m > N otteniamo cosi [cf. (2.16) nella Sez. 2.8]
T = Tl = (T = Tl < (1T — Tl o] < el (2.37)

Ora per ogni z fisso e per un dato € possiamo scegliere un € = ¢, tale che €,||z|| < €. Allora
dalla (2.37) abbiamo ||T,z — Tz|| < € e vediamo che (T,,z) ¢ di Cauchy in Y. Poiché YV ¢
completo (T,x) converge, ossia T, — y. Chiaramente il limite y € Y dipende dalla scelta
di z € X. Cio definisce un operatore 7' : X — Y, dove y = Tz. L’operatore T ¢ lineare
perché

lim T, (ax + Bz) = lim(aT,x + f1,2) = alim T,z + flim T,z.

Proviamo che T ¢ limitato e che T,, — T, ossia che ||T,, — T'|| — 0.
Poiché la (2.37) vale per ogni m > N e T, — Tx possiamo fare m — co. Usando la
continuita della norma allora otteniamo dalla (2.37) per ogni n > N e per tutti gli z € X

|Thx —Tx|| = ||Thr — lim Tyz|| = lim [Tz — Tyl < ellz]l. (2.38)
m—ro0 m—r 00

Cio mostra che (T, —T) con n > N & un operatore limitato. Poiché T), ¢ limitato 7' =
T,,—(T,—T) ¢ limitato, ossia T € B(X,Y’). Inoltre se in (2.38) prendiamo ’estremo superiore
per tutti gli  di norma 1 otteniamo

IT, Tl <e (n < N).

Quindi ||T,, — T'|| = 0. L]
Questo teorema ha importanti conseguenze rispetto allo spazio duale X' di X, che &
definito come segue.

2.41 DEFINIZIONE (SpPAzIO DUALE X')
Sia X uno spazio normato. Allora l'insieme di tutti i funzionali lineari limitati su X
costituisce uno spazio normato con norma definita da

||f||=sup”|(—”“")'= sup |£(@) (2.39)
g Wl g,

[cf. (2.22) e (2.23) nella Sez. 2.9] che ¢ chiamato la spazio duale® di X ed & indicato con X'.
|

2 Altri termini sono duale, spazio aggiunto e spazio coniugato. Si ricordi dalla Sez. 2.9 che lo spazio duale
algebrico X* & lo spazio vettoriale di tutti i funzionali lineari su X.
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Poiché un funzionale lineare su X applica X in R o C (i campi scalari di X) e poiché R e
C presi colla metrica usuale sono completi vediamo che X' & B(X,Y") con lo spazio completo
Y = R o C. Quindi il Teorema 2.40 & applicabile ed implica il basilare teorema seguente.

2.42 Teorema (Spazio Duale)
Lo spazio duale X' di uno spazio normato X ¢é uno spazio di Banach (lo sia o no X). [

Costituisce un principio fondamentale dell’analisi funzionale che lo studio degli spazi sia
spesso combinato con quello dei loro duali.

In particolare, ricordando la discussione sullo spazio algebrico biduale X** nella Sez.
2.9, ci possiamo chiedere se sia utile considerare X" = (X')" lo spazio biduale di X. La
risposta € positiva ma dobbiamo posporre questa discussione alla Sez. 4.7 dove sviluppiamo
gli strumenti necessari per ottenere dei risultati sostanziosi in questa direzione.

2.12 Problemi

1. Mostrare che nello spazio delle n-ple z = (£;,&,,...,&,) reali o complesse possibili
norme sono
1
l2ll, = (&1 +1&” +... &) (1<p<+o0)
||2]| o = max (|&,| + |&] + -+ - 1€, ]) -

2. Mostrare che lo spazio (¢ (1 < p < 400) delle n-ple infinite © = (£;,&,,...,&,,--.),
. 0 p
per le quali 3277, |§J| < 00, ammette norma

1/p

o0
llel| = { D_1¢;]"
j=1

Suggerimento: Conviene considerare il caso p = 1 a parte e per p # 1 introdurre ¢
I’esponente coniugato di p definito da

1 1

-+ -=1

p q

Per dimostrare la diseguaglianza triangolare conviene dapprima dimostrare la disegua-
glianza ausiliaria

y4 q
a8
p q

valida per a > 0, # > 0 qualunque ed utilizzarla per dimostrare la diseguaglianza di
Holder

1/p

e o0 00 1/(1
Sleml < (S leP (z w) |
j=1 j=1 k=1

Successivamente si dimostra la diseguaglianza di Minkowski

1/p

0 L o 00 1/p
Sle < (Sl + (z w)
j=1 j=1 k=1

e quindi la diseguaglianza triangolare.
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. Mostrare che lo spazio £*° delle n-ple infinite z = (£;,&,,...,&,,.-.), per le quali

||lz|| = sup;en |€;] < 00, ammette norma

1EA =§1€1§|€j|-

. Mostrare che lo spazio Cla, b] delle funzioni w (t) continue nell’intervallo [a, b] ammette

norma

= t)|-
el = ma fu (1)

. Mostrare che gli spazi ¢P ed {*° sono spazi di Banach.

Suggerimento: Mostrare che le componenti j-sime fg-n) di una successione di Cauchy

z(") costituiscono una successione di Cauchy, che converge alla componente j-sima del
limite cercato della successione (™.

. Mostrare che £*° ¢ uno spazio di Banach.

Mostrare che lo spazio £°° non & separabile.

Suggerimento: Si consideri il sottoinsieme M di ¢°° costituito dagli elementi y =

(11,72, -1y ---) conn; =0 0mn; =1. Si osservi che la distanza fra due qualunque
elementi del sottoinsieme ¢ 1 e che mediante la formula

T N P R )

J=g ot tont..

si stabilisce una corrispondenza surgettiva fra M ed i numeri reali § dell’intervallo
[0,1]. Poiché quindi l'insieme M non & numerabile ...

. Mostrare che lo spazio ¢P & separabile.

Suggerimento: Mostrare che lo spazio numerabile M di ¢P costituito dagli elementi
Yy == (171, N2, -+ 37, 0,0, .. ) con n qualunque e 7); razionale o complesso razionale &
denso in /P.

. Mostrare che la chiusura Y di un sottospazio vettoriale Y di uno spazio normato X &

ancora un sottospazio vettoriale.
Se dim Y < oo nel Lemma di Riesz mostrare che si puo anche scegliere 8 = 1.
Sia X lo spazio dei polinomi z (t) in J = [0, 1] con norma

= t
el = max]a (1)

esia T : X — X loperatore differenziazione T'x(t) = x'(t). Mostrare che T' & lineare
non e limitato.

Suggerimento: Considerare l’azione di T' sui polinomi z,,(t) = t™.

Si consideri I'operatore integrale T : z (t) € C[0,1] — y () € C]0, 1] definito da

y (1) :/0 k(t,7)z(r)dr

con k (t,7) continua nel quadrato J x J. Mostrare che T & lineare e limitato e che
[|T|] < ko ||z|| con ko = max ryesxs |k (t,7)] .
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13. Sia X = CJa, b]. Mostrare che

¢ un funzionale lineare limitato e che ||f|| = (b — a).

14. Sia X = CJa, b]. Mostrare che

fz) =z (o),

dove ty € un punto fisso di [a, ], & un funzionale lineare limitato e che || f|| = 1.
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Capitolo 3

Spazi con Prodotto Scalare.
Spazi di Hilbert

Gli spazi con prodotto scalare sono, come vedremo, degli speciali spazi normati. Storicamen-
te sono piu vecchi degli spazi normati generali. La loro teoria & piu ricca e conserva molti
degli aspetti dello spazio euclideo, un concetto centrale essendo 'ortogonalita. In effetti gli
spazi con prodotto scalare sono la generalizzazione piu naturale dello spazio euclideo.

Questi spazi sono stati sino ad ora gli spazi piu utili nelle applicazioni pratiche dell’analisi
funzionale.

3.1 Breve Orientamento sul Principale Contenuto della
Teoria

Uno spazio con prodotto scalare X & uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare (x,y).
Quest’ultimo generalizza il prodotto scalare di vettori nello spazio tridimensionale ed ¢ usato
per definire
(I) una norma || - || con ||z|| = (z,z)'/>.
(II) Portogonalita con (z,y) = 0.

Uno spazio di Hilbert H ¢ uno spazio con prodotto scalare completo.

La teoria degli spazi con prodotto scalare e degli spazi di Hilbert e piu ricca di quella
degli spazi normati generali e degli spazi di Banach. Ci occuperemo

(i) della rappresentazione di H come somma diretta di un sottospazio chiuso e del suo
complemento ortogonale,

(i1) degli insiemi e successioni ortogonali e corrispondenti rappresentazioni degli elementi
di H,

(iii) della rappresentazione di Riesz dei funzionali limitati lineari mediante il prodotto
scalare,

(iv) dell’operatore aggiunto di Hilbert T di un operatore limitato lineare.

Vedremo che gli insiemi e le successioni ortogonali sono veramente interessanti solo se
sono totali e che gli operatori aggiunti di Hilbert possono essere usati per definire classi di
operatori (autoaggiunti, unitari, normali) che sono di grande importanza nelle applicazioni.

49
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3.2 Spazi con Prodotto Scalare, Spazio di Hilbert

3.1 DEFINIZIONE (SPAZI CON PRODOTTO SCALARE)
Uno spazio con prodotto scalare (o pre-hilbertiano) & uno spazio vettoriale X dotato di
prodotto scalare. Un prodotto scalare su X ¢ un’applicazione che associa ad ogni coppia
di vettori « e y uno scalare che viene scritto (z,y) ed € chiamato prodotto scalare (o prodotto
interno) di z ey, tale che per tutti i vettori z, y, z e scalari a si ha

(IP1) (T +y,2) = (z,2) + (y,2)
(IP2) (az,y) = afz,y)
(IP3) (z,y) = (y, )

(IP4) g i

In (IP3) la barra indica il complesso coniugato. Di conseguenza se X & uno spazio
vettoriale reale abbiamo semplicemente che

(z,y) = (y,x) (Simmetria).
Un prodotto scalare su X definisce una norma su X data da
]| = /&, ) (> 0) (3.1)
e quindi una metrica su X data da

d(z,y) = ||z —yl| = V{z -y, 2 — y). (3.2)

La prova che (3.1) soddisfa agli assiomi da (N1) a (N4) di una norma sara data all’inizio
della prossima sezione.
Quindi gli spazi con prodotto scalare sono spazi normati.

3.2 DEFINIZIONE (SPAZIO DI HILBERT)
Uno spazio con prodotto scalare che sia completo (completo nella metrica definita dal
prodotto scalare; cf. (3.2)) si dice spazio di Hilbert. ]

Da (IP1) a (IP3) otteniamo le formule

(ax + By, 2) = a(z,2) + By, 2) (3.3)
(w,ay) =alz,y) (3.4)
(z, oy + Bz) = a(z,y) + B(z, 2) (3.5)

che useremo molto spesso. (3.3) mostra che il prodotto scalare & lineare nel primo fattore.
Poiché in (3.5) abbiamo a destra i numeri complessi coniugati @ e 3 diciamo che il prodotto
scalare & coniugato lineare nel secondo fattore. Riferendosi ad entrambe le proprieta diciamo
che il prodotto scalare e sesquilineare. Ciod significa “1% volte lineare” ed & motivato dal
fatto che “coniugato lineare” ¢ anche noto come “semilineare”, un termine meno suggestivo
che non useremo.

Il lettore puo mostrare con un semplice calcolo diretto che la norma in uno spazio con
prodotto scalare soddisfa I'importante uguaglianza del parallelogramma

[l +ylI” + [l = yII* = 2([«ll* + [lyl]*)- (36)
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Figura 3.1: Uguaglianza del parallelogramma

Questo nome ¢ suggerito dalla geometria elementare, come si vede dalla figura 3.1, se ri-
cordiamo che la norma generalizza il concetto elementare di lunghezza di un vettore. E
del tutto rimarchevole che una tale equazione continui a valere nel nostro caso molto piu
generale.

Concludiamo che se una norma non soddisfa la (3.6) essa non pud essere ottenuta da
un prodotto scalare con 'uso della (3.1). Queste norme effettivamente esistono. Possiamo
percio dire che non tutti gli spazi normati sono spazi dotati di prodotto scalare.

Definiamo ora il concetto di ortogonalita che & basilare in tutta la teoria. Sappiamo che
se il prodotto scalare di due vettori nello spazio tridimensionale & zero allora i vettori sono
ortogonali, cioe sono perpendicolari o almeno uno di essi ¢ il vettore nullo. Cio suggerisce e
motiva la seguente definizione.

3.3 DEFINIZIONE (ORTOGONALITA)
Un elemento = di uno spazio X con prodotto scalare e detto ortogonale ad un elemento
y € X se

(z,y) = 0.

Diciamo anche che z e y sono ortogonali e scriviamo z L y. Analogamente per sottoinsiemi

A, B C X scriviamo z L A se x L a per tutti glia € Aed A L B sea L b per tutti gli

a € Aepertuttiibe B. [
Per due elementi ortogonali z,y ¢ facile ottenere la relazione di Pitagora

llz +yll* = [l2[I* + [lyl*.
Piu in generale se {z1,---,z,} € un insieme ortogonale allora
llex + o ][ = o []* 4 [

Infatti (x;,xr) = 0 se j # k e di conseguenza

‘Zl‘j = <Z$;Z$k> =D Awj ) =) ()= gl
7 P 7k J J

J
(la somma va da 1 a n).
Infine menzioniamo il seguente fatto interessante. Il prodotto scalare puo essere espresso
esplicitamente in funzione della norma data dalla (3.1). Infatti il lettore puo verificare con
un calcolo diretto che per un prodotto scalare reale abbiamo

(z,y) = i(llwﬂ,lllz— llz —yl*) (3.7)
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e per un prodotto scalare complesso

1 2 g — o2
Rz,y) = Z([lz +yll” = [lz —y[l) (38)
3w, y) = 7(lz +iyl]* = [le —iyll*)

dove R{(x,y) e S(z,y) indicano la parte reale ed immaginaria. La formula (3.8) é talvolta
chiamata identita di polarizzazione.

3.3 Ulteriori Proprieta degli Spazi con Prodotto Scalare

Prima di tutto dovremmo verificare che la (3.1) della sezione precedente definisce una norma.
(N1) e (N2) seguono dalla (IP4). Inoltre (N3) & ottenuto coll’uso di (IP2) e (IP3); infatti

llow|[* = (o, o) = ati(w, @) = |af*||=]|*.
Infine (N4) ¢ incluso nel seguente Lemma.

3.4 Lemma (Diseguaglianza di Schwarz, Diseguaglianza Triangolare)
Un prodotto scalare e la corrispondente norma soddisfano la disequaglianza di Schwarz e la
diseguaglianza triangolare secondo quanto seque.

(a) Abbiamo
[z, y)| < |lz]| 1|yl (Diseguaglianza di Schwarz) (3.9)
dove il segno uguale vale se e solo se {x,y} € un insieme linearmente dipendente.
(b) Questa norma soddisfa anche
llz + yl| < |lz|| + ||yl] (Disuguaglianza Triangolare) (3.10)
dove il segno d’eguale vale se e solo se' y =0 0 x =cy (c reale e > 0). ]

Dimostrazione. (a) Sey = 0 allora la (3.9) vale perché (z,0) = 0. Sia y # 0. Per ogni scalare

a abbiamo
0 < ||z —ay|]? = (z — ay,z — ay)
= (iL’, £U> - a<w7 y> - a[(:l/: CU) - a(:‘/: y>]
Vediamo che espressione nella parentesi [---] & zero se scegliamo @ = (y,z)/(y,y). La

disuguaglianza risultante e

0< (2.0 = o,y = o - KpbE

dove abbiamo usato (y,z) = (x,y). Moltiplicando per ||y||?, trasferendo 1'ultimo termine a
sinistra e prendendo la radice si ottiene la (3.9).

L’uguaglianza vale in questa derivazione se e solo se y = 0 0 0 = ||z — ay||?, quindi
x — ay = 0, cosi che x = ay, che mostra la dipendenza lineare.

ISi noti che questa condizione per I’eguaglianza & perfettamente “simmetrica” in = e y perché z = 0 &
incluso in ¢ = cy (per ¢ =0) ed & pure y = kx, k = 1/c (per ¢ > 0).
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(b) Proviamo la (3.10). Abbiamo

lz +yll* = (@ +y,2 +y) = [lll* + (z,9) + (y,2) + |ly|I* = ||z]]* + 2Re(z,y) +|lylI*.

Poiché Re(z,y) < |(z,y)| e a sua per la disuguaglianza di Schwarz

(=, )] < [l Iyl

otteniamo

llz +yll* < ll2l” + 2/, »)] + [lyII”
< [leel* + 20l lyll + yI*
= (lall + [lyID*.

Prendendo la radice di entrambi i membri abbiamo la (3.10).
L’eguaglianza in questa derivazione vale se e solo se

Re(z,y) = ||| [ly]]-

Da cio e dalla (3.9)

Re(z,y) = |l=[|[lyl| = [¢z, 9)]- (3.11)

Poiché la parte reale di un numero complesso non puo essere maggiore del suo modulo
dobbiamo avere 'uguaglianza. il che implica la dipendenza lineare per la parte (a), cioe
y = 0 0 & = cy. Mostriamo che ¢ & reale e > 0. Dalla (3.11) col segno d’uguale abbiamo
R(z,y) = |(zx,y)|- Ma se la parte reale di un numero complesso ¢ uguale al suo modulo la
parte immaginaria deve essere zero. Quindi (z,y) = R(z,y) > 0 per la (3.11) e ¢ > 0 segue
da

0 < (z,y) = (cy,y) = c|ly||*- =

La disuguaglianza di Schwarz (3.9) & molto importante e sara utilizzata nelle dimostra-
zioni piu e piu volte. Un’altra proprietd frequentemente usata € la continuita del prodotto
scalare.

3.5 Lemma (Continuita del Prodotto Scalare)

Se in uno spazio con prodotto scalare ., — x e y, — y allora (xy,yn) — (x,y) e quindi per
il Teorema 1.14 il prodotto scalare (x,y) é continuo in & e in y. [

Dimostrazione. Sottraendo ed aggiungendo un termine, usando la disuguaglianza triangolare
ed infine la disuguaglianza di Schwarz otteniamo

<xnayn> - <$n;y> + (wnay> - (ZE,y>|
<$Tl7yn _y>| + |<£L'n _$7y>|
|[znll [lyn — yll + llan — @[l {ly[]| = O

|<xnayn>_<way>| :|
<|
<|

poiché y, —y - 0e x, —z — 0 per n — 0. [
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3.4 Definizione Equivalente di Spazio con Prodotto Sca-
lare

Uno spazio pre-Hilbertiano (o con prodotto scalare) puo essere definito in maniera equiva-

lente come segue.

3.6 DEFINIZIONE (SPAZIO PRE-HILBERTIANO)
Uno spazio normato X (reale o complesso) & chiamato spazio pre-hilbertiano se la sua norma
soddisfa all’uguaglianza del parallelogramma

Iz +yll* + llz = yl* = 2(|z* + [ly]]*). (3.12)
|

L’equivalenza di questa definizione con la definizione 3.1 e provata dal seguente teorema
e suo corollario.

3.7 Teorema (Spazio pre-Hilbertiano Reale)
Definiamo in uno spazio normato reale X, che soddisfa all’uguaglianza del parallelogrammoa,

(,9) = 7z + 91l ~ Il — o). (313)

Allora (z,y) soddisfa a tutte le proprietd richieste al prodotto scalare, da (IP1) a (IP4). =

Dimostrazione. (IP3) e (IP4) sono evidenti. Per ottenere la (IP1) osserviamo dapprima che
dalla (3.13) segue

(e + 21" = [le = 2l* + lly + 21" = Iy — 2I1*)-

NNy

(,2) +{y,2) =

Se ora notiamo che

otteniamo utilizzando 'uguaglianza del parallelogramma

Eait b

<%@+%@=1< . .

2

1

<x,z)+(y,z):2<x+y,z>. (3.14)

ed infine per la (3.13)

2

Se prendiamo y = 0 otteniamo (z,z) = 2 (%, z), perché (0, z) = 0 per la (3.13). Quindi dalla
(3.14) otteniamo (IP1). Dalla (IP1) segue che per m intero positivo qualunque

(mx, z) = mx,z)

e quindi la (IP2) vale per un numero razionale positivo qualunque o = 2, perché

n?
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Poiché dalla definizione (3.13) segue che (—z, z) = —(z, z), la (IP2) vale anche per un numero
razionale negativo qualunque.

In uno spazio normato ||ax+yl|* e ||az —y||* sono continui in « e quindi per la (3.13) an-
che (az,y) & continuo in a. Poiché ogni reale a si puo ottenere come limite di una successione
di numeri razionali, anche (IP2) & provata. ]

3.8 Corollario (Spazio pre-Hilbertiano Complesso)
Definiamo in uno spazio normato complesso X, che soddisfa all’uguaglianza del parallelo-
gramma,

(z,y) = (z,yh +i(z,iyh (3.15)

dove
1 . .
(z,y) = 1(||ﬂ«“+y||2 — |z —yl*). (3.16)

Allora (z,y) soddisfa a tutte le proprietd richieste al prodotto scalare, da (IP1) a (IP4). =

Dimostrazione. Poiché X & anche uno spazio pre-hilbertiano reale (x,y)1 e (z,iy); e quindi
(z,y) soddisfano a (IP1) e a (IP2) per « reale. Per la (3.16) abbiamo (y,z)1 = (z,y)1,
(iz,iy)1 = (x,y)1 e quindi (y,iz); = (—iiy,iz); = —(iy,z); = —(x,iy)1. Perciod

<y7x> = <y,x>1 +7:<y,7:$)1 = <x>y>1 - Z.<‘7“‘77:y>1 = <$,y>

e vale (IP3). Analogamente abbiamo
(ixa y> = (ZQZ, y>1 + Z(“”; Zy>1 = _<$7 Zy)l + Z(iIZ’, y>1 = Z<$, y>

e quindi abbiamo provato la (IP2) per « complesso. Infine vale la (IP4) perché

. 1 . .
(w,ah = lell* e (z,izh = 21+l = [1 = i)[[«]* = 0. =

3.5 Completamento di uno Spazio con Prodotto Scalare

Mostriamo che ogni spazio con prodotto scalare puo essere completato. Il completamento e
uno spazio di Hilbert ed € unico a meno di isomorfismi. La definizione di isomorfismo ¢ qui
la seguente (come suggerito dalla nostra discussione nella Sez. 2.9).

Un isomorfismo T di uno spazio con prodotto scalare X su uno spazio con prodotto
scalare X sullo stesso campo € un operatore lineare biiettivo T' : X — X che conserva il
prodotto scalare, cioé tale che per tutti gli z,y € X

(Tw,Ty) = (z,y),

dove per semplicita indichiamo con lo stesso simbolo il prodotto scalare su X e su X. X
¢ allora detto isomorfo ad X e X ed X sono detti spazi con prodotto scalare isomorfi. Si
osservi che la biiettivita e la linearita garantiscono che 7" ¢ un isomorfismo fra spazi vettoriali
di X su X, cosi che T conserva l'intera struttura di spazio con prodotto scalare. T' ¢ anche
un isometria di X su X perché le distanze in X e X sono determinate dalle norme definite
a mezzo dei prodotti scalari in X ed X.

Il teorema sul completamento di spazi con prodotto scalare puo ora esser formulato come
segue.



96 CAPITOLO 3. SPAZI CON PRODOTTO SCALARE. SPAZI DI HILBERT

3.9 Teorema (Completamento)
Per un qualunque spazio con prodotto scalare X esiste uno spazio di Hilbert H ed un isomor-
fismo A da X su un sottospazio denso W C X. Lo spazio H € unico a meno di isomorfismi.
m

Dimostrazione. Per il Teorema 2.8 esiste uno spazio di Banach H ed un’isometria A da X
su un sottospazio W di H che ¢ denso in H. Essendo X e W isometrici anche W soddisfa
all’'uguaglianza del parallelogramma. Poiché ogni elemento di H si pud esprimere come limite
di una successione di elementi di W, grazie alla continuita della norma, ne deduciamo che
pure H soddisfa all’'uguaglianza del parallelogramma ed & quindi uno spazio pre-hilbertiano.
Concludiamo che H, essendo uno spazio di Banach, ¢ uno spazio di Hilbert.

I1 Teorema 2.8 garantisce anche che H ¢ unico a meno di isometrie, cio¢ due completa-
menti H e H di X sono collegati da un isometria T' : H — H. Ragionando come nel caso di
A concludiamo che T" deve essere un isomorfismo dello spazio di Hilbert H sullo spazio di
Hilbert H. [

Un sottospazio Y di uno spazio con prodotto scalare X ¢ definito come un sottospazio
vettoriale di X preso con il prodotto scalare su X ristretto a ¥ x Y.

Analogamente un sottospazio Y di uno spazio di Hilbert H & definito come un sotto-
spazio di H, considerato come uno spazio con prodotto scalare. Si noti che Y non & neces-
sariamente uno spazio di Hilbert perché Y puo non essere completo. Infatti dai Teoremi 2.7
e 2.10 ricaviamo immediatamente le affermazioni (a) e (b) del seguente teorema.

3.10 Teorema (Sottospazio)
Sia Y un sottospazio di uno spazio di Hilbert H. Ne segue

(a) Y é completo se e solo seY é chiuso in H.
(b) SeY ¢ finito dimensionale allora'Y é completo.

(c) Se H ¢ separabile lo é anche Y. Piu generalmente ogni sottoinsieme di uno spazio con
prodotto scalare separabile é separabile. [

La semplice dimostrazione di (¢) ¢ lasciata al lettore.

3.6 Complemento Ortogonale e Somma Diretta

In uno spazio metrico X la distanza § di un elemento & € X da un sottospazio non vuoto
M C X e definita essere

) :giél{/[d(m,fy') (M #0).

In uno spazio normato cio diventa
0 = inf ||z —yll|- 3.17
inf e - ] (317)
Vedremo che ¢ importante sapere se v’e un y € M tale che

0= |lz —yll, (3.18)

ossia, parlando intuitivamente, se v’é un punto y € M che sia il piu vicino ad un dato z
e se, esistendo questo punto, esso sia unico. Questo & un problema di esistenza ed unicita.
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x
. 5% s
) 5 :
M M iy
Non ve y Un solo y Infiniti y

Figura 3.2: Vettore minimizzante

Esso & di fondamentale importanza sia teorica che applicativa, ad esempio in connessione
con ’approssimazione delle funzioni.

La figura 3.2 illustra il fatto che anche in uno spazio molto semplice come lo spazio
euclideo R?® vi pud non essere alcun y che soddisfa la (3.18) od anche uno solo o piu di
uno. Possiamo aspettarci che in altri spazi, in particolare negli spazi multidimensionali, vi
possano essere a questo riguardo situazioni anche pitt complicate. Per un generico spazio
normato questo ¢ il caso (come si puo vedere), ma per gli spazi di Hilbert la situazione rimane
relativamente semplice. Questo fatto ¢ sorprendente ed ha diverse conseguenze teoriche e
pratiche. Ed e una delle ragioni per cui la teoria degli spazi di Hilbert & piu semplice di
quella dei generici spazi di Banach.

Per considerare il problema di esistenza ed unicita per gli spazi di Hilbert e per formulare
il teorema chiave (3.11, qui di seguito) abbiamo bisogno di due concetti collegati, che sono
di interesse generale.

Il segmento che congiunge due dati elementi « e y di uno spazio vettoriale X e definito
come 'insieme di tutti gli z € X della forma

z=(1-a)z+ay (deR, 0<a<l).

Un sottoinsieme M di X e detto convesso se per ogni z,y € M il segmento che congiunge
x e y e contenuto in M.

Per esempio ogni sottospazio Y di X e convesso e l'intersezione di spazi convessi e
CONVESSO.

Possiamo ora fornire il principale strumento di questa sezione.

3.11 Teorema (Vettore Minimizzante)
Sia X uno spazio con prodotto scalare ed M # () un sottoinsieme convesso completo (nella
metrica indotta dal prodotto scalare). Allora per ogni dato x € X esiste un unico y € M
tale che

§ = inf ||z — 7] = ||z —y]|- 3.19
Inf fle =gl = llz -yl (3.19)
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Dimostrazione. (a) Esistenza. Per definizione di estremo inferiore v’¢ una successione (y,,)
in M tale che

0, >0 dove On = ||z — ynl|- (3.20)

Mostriamo che (y,,) € di Cauchy. Ponendo y,, — = v,, abbiamo che ||v,|| = d,, e che

1
e+ il = o+ = 20l = 2 | 0 +-) — ] 225

perché M & convesso, cosi che %(yn +ym) € M. Inoltre abbiamo y,, — y;, = vy — vpy,. Quindi
per 'uguaglianza del parallelogramma

yn = ymll* = llvn = omll* = =lvn + ol + 2(|[onl* + [Jom]]*)
< —(26)* + 2(87 + 67,)

e (3.20) implica che (y,,) & di Cauchy. Poiché M & completo (y,,) converge, ossia y,, = y € M.
Poiché y € M abbiamo che ||z — y|| > d. Ma per la (3.20)

|z —yll < [l = yall + llyn = yll = 0 + llyn —yll = 9.

Cio mostra che ||z — y|| = 6.
(b) Unicita. Assumiamo che entrambi y € M e yo € M soddisfino

lz=yll=46 e [lz—yll=¢

e mostriamo che allora yo = y. Per ’eguaglianza del parallelogramma
ly = woll* = 1I(y — ) = (yo — 2)II”

=2lly — 2[I* + 2llyo — 2|* — [|(y — ) + (yo — 2)II*
2

. . 1
= 26% 20 — 27 §(y+y0)—x
A destra %(y + yo) € M, cosi che
1
|3+ m) = 25

Cid implica che il membro a destra & minore od uguale a 26% 426> —46> = 0. Quindi abbiamo
la diseguaglianza ||y — yo||? < 0, ossia yo = y. n

Passando dagli spazi convessi arbitrari ai sottospazi otteniamo il lemma che generalizza
Iidea familiare della geometria elementare che I'unico punto y in un sottospazio dato Y piu
vicino ad un dato x viene trovato “tracciando una perpendicolare da x a Y.

3.12 Lemma (Ortogonalita)
Nel teorema 3.11 sia M un sottospazio completo Y e sia x € X fissato. Allora z =x —y é
ortogonale a Y. [

Dimostrazione. Se z 1Y fosse falso vi sarebbe un y; € Y tale che

(z,01) =B #0. (3.21)
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Chiaramente y; # 0 perché altrimenti (z,y;) = 0. Inoltre per ogni scalare a
I* = (z —ay1, 2 — ay1)
= (z,2) —a(z,y1) — al{y1,2) —(y1,y1)]

= (2,2) —aB —a[B —a(y1,y1)].

||z — ays

L’espressione in parentesi ¢ zero se scegliamo

g= P
(y1,91)
Dalla (3.19) abbiamo ||z|| = ||z — y|| = ¢ cosi che la nostra equazione ora ci da
: 2 _IBP >
Iz —am|* = [l2l* = ——— < &".
(y1,91)

Ma questo e impossibile perché abbiamo
Z—Qypy =T —Ys dove Y2 =y+ay €Y,

cosi che ||z — ay1|| > 0 per definizione di . Quindi (3.21) non puo essere valida ed il lemma
¢ dimostrato. -

E sovente utile rappresentare uno spazio di Hilbert come somma diretta di due sotto-
spazi. Questa decomposizione risulta essere particolarmente semplice e conveniente se viene
realizzata utilizzando l'ortogonalita. Per comprendere la situazione ed il problema intro-
duciamo dapprima il concetto di somma diretta. Questo concetto ha senso per qualunque
spazio vettoriale ed ¢ definito come segue.

3.13 DEFINIZIONE (SOMMA DIRETTA)
Uno spazio vettoriale X e detto somma diretta di due sottospazi ¥ e Z di X e si scrive

X=YaZ
se ciascun ¢ € X ha un’unica rappresentazione
r=y+z yeyY, zeZ

Allora Z & chiamato un complemento algebrico di Y in X e viceversa, e Y, Z & chiamato una
coppia complementare di sottospazi in X. [

Ad esempio Y = R & un sottospazio del piano euclideo R?. Chiaramente Y ha infiniti di-
versi complementi algebrici in R?, ciascuno dei quali & una retta reale. Ma il pitt conveniente
€ un complemento che e perpendicolare.

Analogamente nel caso di uno spazio generale di Hilbert H l'interesse principale ri-
guarda le rappresentazioni di H come somma diretta di un sottospazio chiuso Y e del suo
complemento ortogonale

Yit={2€H:21Y},

che & l'insieme di tutti i vettori ortogonali a Y. Questo & il maggior risultato in questa sezione,
che & qualche volta chiamato il teorema della proiezione per ragioni che spiegheremo dopo
la dimostrazione.



60 CAPITOLO 3. SPAZI CON PRODOTTO SCALARE. SPAZI DI HILBERT

3.14 Teorema (Somma Diretta)
Sia Y un qualunque sottospazio di uno spazio di Hilbert H. Allora

H=Ya®Z Z=Y"* (3.22)

Dimostrazione. Poiché H & completo e Y & chiuso, Y & completo per il Teorema 1.13. Poiché
Y & convesso il Teorema 3.11 ed il Lemma 3.12 implicano che per ogniz € H vieuny € Y
tale che

c=y+z 2eY. (3.23)

. -1 . s s N
Notiamo ora che Y = Y+ perché se v L Y, per la continuita del prodotto scalare, & anche
vlY.

Rimane quindi da provare 'unicita della decomposizione (3.22). Assumiamo sia

r=yt+z=y+a

dove y,y; € Ye z,2z1 € Z. Allora y—1y1 =2z — 2. Poiché y —y; € Y mentre z; —z € Z =
— 1 - L1
Y+ =Y vediamo chey —y; € Y NY = {0}. Cio implica y = y;. Quindi anche z = 2;. m
In genere questo teorema si utilizza nel caso in cui Y & chiuso. E allora

H=YoY"+
e la decomposizione ortogonale di x si scrive
rT=y+z yeY, zeYvYt (3.24)

y in (3.24) & chiamato, con terminologia presa a prestito dalla geometria elementare, la
proiezione ortogonale di z su Y (o brevemente la proiezione di z su'Y).
L’equazione (3.24) definisce un’applicazione

P:H-=Y
z+—y = Puz.

P ¢ chiamato la proiezione (ortogonale) o (operatore di proiezione) di H su Y.
L’operatore lineare P ¢ limitato con norma ||P|| = 1. Infatti, poiché y e z sono ortogonali,
abbiamo

1Pzl = llyll < VIlyl* + [[z]I* = ll«||  per ogni z € H,

cio¢ P & limitato con norma ||P|| < 1. Per x =y & ||Py|| = ||y|| e quindi ||P|| = 1.
Si noti che la restrizione di P a Y e 'operatore identita su Y essendo

Py=y, perogniyeYY
e che P ¢ idempotente, ossia
P2 =P,
essendo

P?z = P(Px) = Py=y = Pz, perogniz¢€ H.
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Inoltre
Pz=0, perognize Z=Y".

Un discorso perfettamente analogo si puo ripetere per I'operatore I — P che ¢ il proiettore
ortogonale su Z = Y+,

Riportiamo ora alcune osservazioni sui complementi ortogonali, che saranno utili nel
seguito. Sia M # 0 un sottoinsieme (non necessariamente un sottospazio) di uno spazio con
prodotto scalare X e sia M~ il suo complemento ortogonale, ossia I'insieme

M+ ={zeX:(x,v)=0, Vv M}.

Si noti che M~ & uno spazio vettoriale poiché z,y € M+ implica per tuttii v € M e per
tutti gli scalari a, 8

(ax + By, v) = alz,v) + B{y,v) =0

e quindi az + By € M+,

M+ & inoltre chiuso come il lettore pud provare utilizzando la continuitd del prodotto
scalare.

Scriviamo M+ per indicare (M+)L. In generale abbiamo

Mc M+, (3.25)
Infatti se

reEM=z 1l M= zec(MH*

cioe M C M=+, Inoltre se x € M allora esiste una successione (z,,) di M tale che x, — z.
Per la continuita del prodotto scalare, poiché x,, L M anche z L M~ e quindi x € M.
Nel caso in cui M sia un sottospazio possiamo formulare il seguente lemma.

3.15 Lemma (Doppio Complemento Ortogonale)

Se Y ¢ un sottospazio di uno spazio di Hilbert H allora
Y =yt (3.26)
n

Dimostrazione. Y C Y1+ per la (3.25). Mostriamo che Y D Y41, Sia z € Y-+, Allora per
il teorema, 3.14 possiamo scrivere per x la decomposizione ortogonale z = y+z , dove y € Y
ez €Yt Max € Yt per assunzione ed y € Y+ perché per la (3.25) Y C Y+ e quindi,
poiché Y1+ & uno spazio vettoriale, anche z = x —y € Y+, Esssendo z € Y+ abbiamo che

2z 1L z e quindi z = 0 cosi che z = g, ossia x € Y. Poiché 2 € Y+ era arbitrario cid prova
cheY DY+t [

Il Teorema 3.14 ed il Lemma conseguente 3.15 implicano facilmente una caratterizzazione
degli insiemi negli spazi di Hilbert il cui span & denso, che e la seguente.

3.16 Lemma (Insieme Denso)

Per ogni sottoinsieme M # 0 di uno spazio di Hilbert H lo spanV di M ¢ denso in H se e
solo se M+ = {0}. L]
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Dimostrazione. (a) Sia * € M+ ed assumiamo che V = span M sia denso in H. Allora
x € V = H. Per il teorema 1.12(a) v’¢ una successione (z,) in V tale che x, — x. Poiché
x € M+ e M+ L V abbiamo (z,,z) = 0. La continuitd del prodotto scalare (cf. Lemma
3.5) implica che (z,,z) — (x,z). In conclusione (z,z) = ||z||* = 0, ossia z = 0. Poiché
x € M+ era arbitrario cid mostra che M+ = {0}.

(b) Viceversa supponiamo che M+ = {0}. Se # L V allora z L M cosi che x € M=+
ez = 0. Quindi V+ = {0}. Per il Teorema 3.14 abbiamo che H = V @ V1. Ma essendo
V+ = {0} otteniamo H =V, cio¢ V & denso in H. u

3.7 Insiemi e Successioni Ortonormali

3.17 DEFINIZIONE (INSIEMI E SUCCESSIONI ORTOGONALTI)
Un insieme ortogonale M in uno spazio con prodotto scalare X & un sottoinsieme M C X
i cui elementi sono a due a due ortogonali. Un insieme ortonormale M C X € un insieme
ortogonale in X i cui elementi hanno norma 1, ossia per tutti gli z,y € M

@n={] oZY (3.27)

Se un insieme ortogonale o ortonormale M & numerabile possiamo ordinarlo in una
successione (z,) e chiamarlo, rispettivamente, successione ortogonale o ortonormale.

Piu in generale un insieme con indice, o famiglia, (), o € I, & chiamata ortogonale se
zo L xp per tutti gli a, € I, o # B. La famiglia ¢ chiamata ortonormale se € ortogonale e
tutti gli z, hanno norma 1, cosi che per tutti gli «, 3 € I abbiamo

(o 25) = s = {(1) e (3.28)

dove 044 ¢ la delta di Kronecker. L]
Consideriamo ora alcune semplici proprieta degli insiemi ortogonali e ortonormali.

3.18 Lemma (Indipendenza Lineare)
Un insieme ortonormale é linearmente indipendente. [

Dimostrazione. Sia {e1,--- ,e,} ortonormale e consideriamo ’equazione
are; + -+ -+ ape, = 0.

Moltiplicando per un e; fisso si ottiene

<Zakek>ej> = Z%(ffk,ej) = aj(ej,ej) =a; =0
k

k

cio che prova l'indipendenza lineare per ogni insieme finito o infinito ortonormale. [
Un grande vantaggio delle successioni ortonormali rispetto alle successioni arbitrarie
linearmente indipendenti e il seguente. Se sappiamo che un dato x pud essere rappre-
sentato come una combinazione lineare di alcuni elementi di una successione ortonormale,
allora la ortonormalita rende Deffettiva determinazione dei coefficienti molto facile. Infatti
se {e1, - ,e,} € una successione ortonormale in uno spazio con prodotto scalare X e se
abbiamo che z € span{e;,--- ,e,}, dove n ¢ fisso, allora per la definizione di span

n
x = Zakek, (3.29)
k=1
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e se calcoliamo il prodotto scalare per un e; fisso otteniamo

n n
(w,e5) = <Z akek,ej> = Zak<ek,ej> = qj.
k=1 k=1

Con questi coefficienti la (3.29) diventa

n

T = Z(m,ek>ek. (3.30)

k=1

L’utilizzo di un insieme ortonormale risulta vantaggioso anche quando di un elemento = €
span {e1,--- ,e,11} si conosca gia la proiezione x sul sottospazio span {ej,--- ,e,} espressa
secondo (3.30). E allora

T =+ apt1€nt1

con ant1 = (T,ent1) € quindi per esprimere T come combinazione lineare degli e, rimane
da calcolare solamente questo coefficiente mentre gli altri rimangono invariati.

3.19 Teorema (Diseguaglianza di Bessel)
Sia (er) una successione ortonormale in uno spazio con prodotto scalare X. Allora per ogni
z € X, il vettore y € Y,, = span{ey,---,en} che ha distanza minima da x é

n

Yy = Z(w,ek>ek, (3.31)

k=1

e vale

o0
Z (z,ex)]® < ||z]|? (Diseguaglianza di Bessel). (3.32)
k=1

I prodotti scalari (x,er) nella (3.32) sono chiamati i coefficienti di Fourier di x rispetto
alla successione ortonormale (ey). ]

Dimostrazione. Per un generico y € Y,
n
J=> ake
k=1
abbiamo, grazie all’ortonormalita degli ey,
n n
|z —3l]° = <33 - Zakek;ﬂf - Zakek>
k=1 k=1
n n n
= |l = > anler,z) = D @lw,en) + ) lax/’
k=1 k=1 k=1
n n
= llell* =Y Kz,en)l + ) Kz, er) — al®.
k=1 k=1

Quindi il vettore di Y;, che ha distanza minima da x & quello definito in (3.31).
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Poiché ||z — y||> > 0 abbiamo per ogni n = 1,2, -
> e e < JJal . (3.33)
k=1

Questa somma ha termini non negativi e percio forma una successione monotona non de-
crescente. Questa successione converge perché ¢ limitata da ||z||?. Quindi la (3.33) implica
la diseguaglianza di Bessel (3.32). L]

Si noti che se X e finito dimensionale allora ogni insieme ortonormale in X, essendo
linearmente indipendente per il Lemma 3.18, deve essere finito. Quindi in questo caso in
(3.32) abbiamo una somma finita.

Osserviamo infine che, grazie al Lemma 3.12, z = x — yLy. Cio si puo anche mostrare
direttamente. Notiamo dapprima che per 'ortonormalita

||y||2 = <Z<ﬂ7,ek>ek,2<$ 6m em> Z| T ek . (334)

k=1 k=1

Quindi, usando questa formula, otteniamo

(z,y) = (z —y,9) Y) —
<fv,2wek > lly|I®
k=1

n
(z,er)(x,er) Z|xek

ossia z L y.

Abbiamo visto che le successioni ortonormali sono molto convenienti da utilizzare. Rima-
ne il problema pratico di come ottenere una successione ortonormale se ¢ data un’arbitraria
successione linearmente indipendente. Cio si ottiene mediante un procedimento costruttivo,
il processo di Gram-Schmidt per ortonormalizzare una successione linearmente indipen-
dente (z;) in uno spazio con prodotto scalare. La successione ortonormale risultante (e,)
ha la proprieta che per ogni n

span{ey,--- ,e,} =span{zy,---,z,}.

Il processo e il seguente.
Primo passo. Il primo elemento di (e,,) &

1
€l = —&q1
|||
Secondo passo. xs puod esser scritto

T2 = (xg,el)el + va.

Allora

Vg = T — <$2,€1)€1
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non ¢ il vettore nullo perché (z;) & linearmente indipendente; inoltre v, L e; perché (vs,e1) =
0 cosi che possiamo prendere

1
ey = ——Us.
[[v2 |
Passo n-mo. Il vettore
n—1
Un = Tn — Z(Ina ek>ek (335)
k=1
non ¢ nullo ed & ortogonale a eq,--- ,e,_1. Quindi otteniamo
1 (3.36)
en = ——Up. .
" el

Si noti che la somma che viene sottratta nel membro a destra della (3.35) ¢ la proiezione di
z sullo span{ey, - -- ,e,}. In altre parole ad ogni passo sottraiamo a z,, la sua “componente”
nella direzione dei vettori precedentemente ortonormalizzati. Cid da v, che & poi moltiplicato
per 1/||v,|| in modo da ottenere un vettore di norma uno. v, per n qualunque non puo
essere un vettore nullo. Infatti se n fosse il piu piccolo indice per cui v, = 0 allora la
(3.35) mostrerebbe che x,, sarebbe una combinazione lineare degli e1,--+,e,—1 € quindi
una combinazione lineare degli x;,---,2,—1 contraddicendo ’assunzione che {z1, - ,zp}
¢ linearmente indipendente.

3.8 Serie Collegate a Successioni e Insiemi Ortonormali

In questa sezione consideriamo dapprima le serie collegate alle successioni ortonormali ed
poi estendiamo i risultati ottenuti agli insiemi ortonormali non numerabili.

Data una successione ortonormale (e,) in uno spazio di Hilbert H possiamo considerare
la serie della forma

Z Q€L (337)
k=1

dove gli g, s, - sono scalari qualunque. In accordo con la definizione data nella Sez. 2.3
una tale serie converge ed ha la somma s se esiste un s € H tale che la successione (s,)
delle somme parziali

Sp = Q1e1 + -+ Qpép
converge a s, ossia ||s — s, || = 0 per n — oo.

3.20 Teorema (Convergenza)
Sia (e,) una successione ortonormale in uno spazio di Hilbert H. Allora

(a) La serie (3.37) converge se e solo se la sequente serie

> o (3.38)
k=1

converge.
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(b) Se la (3.37) converge e si indica con = la sua somma, allora i coefficienti oy, sono i
coefficienti di Fourier (x,ey) di x e si puo scrivere

Z (z,ex)e (3.39)
k=1

(c) Per qualsiasi x € H la serie (3.37) con ay, = (x, ex) converge.

(d) Dato un qualsiasi x € H condizione necessaria e sufficiente perché sia

M

(l‘: ek>ek

=
Il
—

¢ che sia

||z||*> = Z|xek . (3.40)

Dimostrazione. (a) Siano
_ _ 2 2
S, = aie) + - +ape, e on = loa|® + - |an|*.
Allora a causa dell’ortonormalita per qualsiasi m e n > m

IE Sm||2 = [lamy1€myr + - + Oénen”2

= |aml? + |l =00 — o

Quindi (s,,) € di Cauchy in H se e solo se () ¢ di Cauchy in R. Poiché H e R sono completi
ne segue la prima affermazione del teorema.

(b) Sia ay, un generico ma fisso coefficiente della serie. Prendendo il prodotto scalare di
un qualunque s, con n > k e di e, ed usando l'ortonormalita abbiamo che

(sn,€r) = Qg per ogni n > k.
Per ipotesi s, — x. Poiché il prodotto scalare e continuo
ar, = (sn,ex) = (T,¢€5)

come si voleva dimostrare.
(c) Dalla diseguaglianza di Bessel nel Teorema 3.19 segue la convergenza della serie

oo
> leser)
k=1

Da cid e da (a) concludiamo che (¢) deve esser valido.
(d) Se &z =377, (x, ex)ex allora per la norma di  possiamo scrivere

o0
|2 = <w72 z,ex)e >
k=1
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da cui utilizzando la continuita del prodotto scalare otteniamo la (3.40). Se viceversa e
2|12 = 3232, |z, ex)|* consideriamo

2 0 0
= x—Z(z €k)ek, T er]
Jj=1

k=1

o0

T — Z(w,ek)ek

k=1

Utilizzando la continuita del prodotto scalare e 'ortonormalita della successione {e,} otte-
niamo

2

o) o)
A SCETY I ST
k= k=1

e quindi ¢ = ), (, ex)ex come volevasi dimostrare. "

Se una famiglia ortonormale (e,), £ € I, in uno spazio con prodotto scalare X non
¢ numerabile (perché linsieme di indici I non & numerabile) possiamo ancora formare i
coefficienti di Fourier (x,e,) di un x € X. In questo caso possiamo provare il rimarchevole
Teorema seguente.

3.21 Teorema (Coefficienti di Fourier)
Un qualsiasi x in uno spazio con prodotto scalare X puo avere, rispetto ad una famiglia
ortonormale (ey), kK € I, in X, al pit una quantita numerabile di coefficienti di Fourier
(x,ex) diversi da zero.
Se, per un qualsiasi x € X considerato fisso, si ordinano gli e, con (x,es) # 0 in
una successione ortonormale (e1,es,---) si possono considerare le quantita considerate nei
paragrafi precedenti. In particolare vale la disequaglianza di Bessel

>l e <l

rel

e se X e uno spazio di Hilbert la serie

D (@ en)en (3.41)

kel

converge. Inoltre la sua somma non dipende dall’ordine secondo cui gli e,, con coefficiente
di Fourier diverso da zero sono inseriti nella successione. [

Dimostrazione. Per ciascun fissato m = 1,2, --- il numero dei coefficienti di Fourier tali che
[{(x,es)| > 1/m deve essere finito, perché, qualora cid non fosse, vi sarebbe una sucessione
ortonormale di e, per la quale la serie )/ |(z,ex)|* sarebbe divergente in contraddizione
colla disuguaglianza di Bessel (3.32) del Teorema 3.19. La convergenza della serie (3.41)
segue dal Teorema 3.20. Sia ora (w,) un riordinamento di (e,). Per definizione questo
significa che v’e un’applicazione biiettiva n — m(n) di N in se stesso tale che i termini
corrispondenti delle due successioni sono uguali, cio¢ w,,(,) = €. Poniamo

ap = (m;en>7 ﬁm = <$>wm>

oo 00
Ty = E Ap€np, Ty = E ﬁmwm
n=1 m=1
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Allora per il Teorema 3.20(b),
Qp = (waen> = <w176n>7 /Bm = (wawm> = (wZ;wm>'
Poiché e,, = wyy(y) otteniamo

(r1 = T2, en) = (T1,€0) — (T2, Win(n))
= (waen> - <x7wm(n)> =0

e analogamente (z; — z2,w,,) = 0. Cio implica

oo oo
l|z1 — 332||2 = (z1 — @2, Zanen - Z B Wm)
n=1 =1

[ [
= Zan<xl _m27€n> - Z
n=1

m
ﬁm<m1 - iIZ’z,’lUm> =0.

m=1

Di conseguenza x1 — oo = 0. Poiché il riordino (w,,) di (e,) era arbitrario cid completa la

dimostrazione. [

3.9 Basi Ortonormali

Gli insiemi ortonormali veramente interessanti negli spazi con prodotto scalare e negli spazi
di Hilbert sono quelli che consistono di un numero “sufficientemente grande” di elemen-
ti perché ogni elemento dello spazio possa essere rappresentato o approssimato con suffi-
ciente accuratezza utilizzando questi insiemi ortonormali. Per gli spazi finito dimensionali
n—dimensionali la situazione e semplice; tutto cio di cui abbiamo bisogno e un insieme or-
tonormale di n elementi. Il problema & quello di stabilire come si debba tenere conto degli
spazi infinito dimensionali. I concetti principali sono i seguenti.

3.22 DEFINIZIONE (BASE ORTONORMALE)
Si dice base ortonormale in uno spazio normato X un insieme ortonormale M C X (succes-
sione o famiglia) il cui span & denso in X, ossia tale che

span M = X. [

E importante notare che, a meno che X non sia finito dimensionale, la base qui definita
non ¢ una base nel senso dell’algebra cosi come e definita in 2.3, dove X & considerato
esclusivamente come uno spazio vettoriale.

Ogni spazio di Hilbert H # {0} ammette una base ortonormale.

Per uno spazio finito dimensionale H cio € chiaro. Per uno spazio H infinito dimensionale
separabile (cf. 1.6) ciod segue dal procedimento di Gram-Schmidt per induzione (ordinaria).
Per uno spazio H non separabile una prova (non costruttiva) segue dal lemma di Zorn, come
vedremo nella Sez. 4.2, dove introduciamo e spieghiamo il lemma per altri fini.

Tutti le basi ortonormali in un dato spazio di Hilbert H # {0} hanno la medesima
cardinalita. Quest’ultima & chiamata la dimensione di Hilbert o la dimensione ortogonale
di H. (Se H = {0} questa dimensione ¢ definita come 0).

Per un H finito dimensionale ’affermazione ¢ evidente perché allora la dimensione di
Hilbert e la dimensione nel senso dell’algebra. Per un H infinito dimensionale separabile
Paffermazione seguira facilmente dal Teorema 3.25 (qui di seguito), mentre per un generico
H la dimostrazione richiede degli strumenti pitt avanzati dalla teoria degli insiemi.

Il seguente teorema mostra che una base ortonormale non pud essere aumentata a
costituire un insieme ortonormale piu esteso aggiungendo dei nuovi elementi.
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3.23 Teorema (Criterio del complemento ortogonale)
Sia M un insieme ortonormale di uno spazio di Hilbert H. Allora M ¢é una base se e solo
se M+ ={0}. m

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma 3.16. [

Un altro importante criterio perché un insieme ortonormale M sia una base si desume
dal seguente teorema.

3.24 Teorema (Criterio di Parseval)
Un insieme ortonormale M in uno spazio di Hilbert H € una base se e solo se per tutti gli
x € H wale la relazione di Parseval

Z z,ex)|” = ||z])%, (relazione di Parseval) (3.42)
k

dove nel caso M sia non numerabile la somma si intende estesa su tutti © coefficienti di
Fourier non nulli di © rispetto a M. [

Dimostrazione. (a) Se M non & una base per il Teorema 3.23 v’é un « L M in X non nullo.
Poiché & L M in (3.42) abbiamo (z,er) = 0 per tutti i k, cosi che il membro a sinistra in
(3.42) & nullo mentre ||z||> # 0. Cid mostra che la (3.42) non vale. Quindi se la (3.42) vale
per tutti gli « € M allora M deve essere una base in H.

(b) Viceversa si assuma che M sia una base in H. Si consideri un qualunque = € H ed i
suoi coefficienti di Fourier non nulli ordinati in una successione (z,e1), (x,es),--- , 0 scritti
in un definito ordine se sono in numero finito. Definiamo ora y mediante

y= Z(l':ek)ek (3.43)

k

notando che nel caso di una serie infinita la convergenza segue dal Teorema 3.20. Mostriamo
che x —y L M. Per ogni e; che appare in (3.43) abbiamo, usando l’ortonormalita,

(iL’ - yaej> = <w7ej> - Z(waek><ek7€j> = (iL’,@j) - (iL’,@j) =0.
k

Inoltre per ogni v € M non contenuto in (3.43) abbiamo (x,v) = 0, cosi che

(x —y,v) = {x,v) — Z(w,ek)(ek,v) =0-0=0.

k

Quindi z —y L M, cioé * —y € M+~. Poiché M & una base in H abbiamo da 3.16 che
M+ = {0}. Di conseguenza z —y = 0, cio¢ = y. Quindi per il punto (d) del Teorema 3.20
abbiamo

] =) [(e, er)]”.
k

Cio completa la dimostrazione. n

Passiamo ora a considerare gli spazi di Hilbert che sono separabili. Per la Def. 1.6 un
tale spazio contiene un sottoinsieme numerabile che e denso nello spazio. Gli spazi di Hilbert
separabili sono pit semplici di quelli non separabili perché non possono contenere insiemi
ortonormali non numerabili secondo quanto indicato dal seguente teorema.

3.25 Teorema (Spazi di Hilbert Separabili)
Sia H uno spazio di Hilbert. Ne seque
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(a) se H é separabile ogni insieme ortonormale in H é numerabile,

(b) se H contiene una successione ortonormale che é una base in H allora H é separabile.
L]

Dimostrazione. (a) Sia H separabile e sia B un qualunque insieme numerabile denso in H
ed M un qualunque insieme ortonormale. Allora due qualunque elementi distinti = e y di
M hanno distanza v/2 perché

le = yll* = (& -y, 2 —y) = (,2) + (y,) = 2.

Quindi gli intorni sferici N, di z e N, di y di raggio v/2/3 sono disgiunti. Poiché B & denso
in Hveéunb, € Bin N, ed un b, € B in Ny e b, # b, perché N, (N, = . Quindi se
M fosse non numerabile avremmo un insieme non numerabile di intorni sferici a due a due
disgiunti (per ciascun « € M uno di essi), cosi che B sarebbe non numerabile contraddicendo
la separabilita di H. Da cid concludiamo che M deve essere numerabile.

(b) Sia (ey) una base ortonormale in H ed A l'insieme di tutte le combinazioni lineari

ryg-n)el_}_..._}_ry’(nn)en n:1727...

dove 'y,(cn) = agcn) + ib;cn) e agcn) e b,(cn) sono razionali (e b;cn) =0 se H ¢ reale). Chiaramente
A & numerabile. Proviamo che A & denso in H mostrando che per ogni z € H ed € > 0 v’e
un v € A tale che ||z —v|| <e.

Poiché la successione (ej) € una base in H v’¢ un n tale che Y,, = span{er, - ,e,}

contiene un punto
n
y= Z Qe
k=1

la cui distanza da € minore di /2. Quindi abbiamo

n
Tr — E ALEL
k=1

<8
9

. , . . . . . N n . .
Poiché i razionali sono densi su R per ciasun oy v’é un 'y,(c ) (con parte reale ed immagi-

naria razionale) tale che

(n) €
o =i < 5,

ed abbiamo allora

n

> lex —7les

k=1

<E
5

n
< Jaw =g
k=1
Quindi v € A definito da

n
v = Z ”}/,(gn)ek
k=1
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soddisfa
[lo = ol| = [lz = Y~ 7" exl]
< le = D> (@ endexll + 1D (@ ender — > 7 el
< = + f= €
2 2 7
Cio prova che A ¢ denso in H e quindi, poiché A & numerabile, H & separabile. [

Per concludere questa sezione vogliamo sottolineare che la nostra presente discussione
ha alcune conseguenze di importanza basilare che possono esser formulate in termini di
isomorfismo di spazi di Hilbert.

Il fatto piu straordinario in questa discussione e che due spazi astratti di Hilbert sul
medesimo campo sono distinguibili solo per le loro dimensioni di Hilbert, una situazione che
generalizza quella degli spazi euclidei. Questo e il significato del seguente teorema.

3.26 Teorema (Isomorfismo e Dimensione di Hilbert)

Due spazi di Hilbert H e H , entrambi reali o complessi, sono isomorfi se e solo se hanno
la medesima dimensione di Hilbert. [

Dimostrazione. (a) Se H & isomorfo ad HeT:H— H ¢ un isomorfismo e quindi

(Tz, Ty) = (z,y),

allora gli elementi ortonormali in A hanno immagini ortonormali sotto T Sia quindi M una

base ortonormale di H e mostriamo che l'insieme ortonormale immagine M =T (M) & una
base in H della medesima cardinalita. Sia V' = span M. Poiché T & lineare T' (V') = span M,

poiché T' & limitato e quindi continuo 7' (V) = T (V) ed infine, essendo V = H perché M &
una base, poiché T' & biiettivo concludiamo che T (V) = T (H) = H, cioe T applica in modo
biiettivo ogni base ortonormale in H in una base ortonormale in H. Quindi H e H hanno
le medesime dimensioni di Hilbert.

(b) Viceversa supponiamo che H e H abbiano le medesime dimensioni di Hilbert. Il caso
H ={0} e H = {0} & banale. Sia H # {0}. Allora H # {0} ed due basi qualunque ortonor-
mali, M in H ed Min H , hanno la medesima cardinalita, cosi che possiamo indicizzarle col
medesimo insieme di indici {x} e scrivere M = (e,) ¢ M = (&,).

Per mostrare che H e H sono isomorfi costruiamo un isomorfismo di H su H. Per ogni
x € H abbiamo

T = Z(:U,e,.;)eN (3.44)

K

dove il membro a destra & una somma finita o una serie infinita (cf. 3.21) e > [(z,e.)]* < 0o
per la diseguaglianza di Bessel. Introduciamo la serie

T=Tx= Z(w,enﬁn. (3.45)

K

Essa e convergente per il 3.20 e quindi definisce un z € H. L’operatore T' ¢ lineare perché il
prodotto scalare & lineare rispetto al primo fattore. T' & isometrico perché usando dapprima
(3.45) e poi (3.44) otteniamo

18112 = [|Te]® =) [, en)” = ||l
K
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Da cio e da (3.7), (3.8) nella Sez. 3.2 vediamo che T conserva il prodotto scalare. Inoltre
I’isometria implica 'iniettivita. Infatti se 7w = T'y allora

lz = yll = [IT(z = Y|l = ||Tz - Tyl| = 0,

cosi che x = y e T & iniettivo per il 2.25.
Mostriamo infine che T' & surgettivo. Dato un qualunque

E=) anéy
R
in H abbiamo che > |ak]? < oo per la diseguaglianza di Bessel. Quindi

5 A€y
K

¢ una somma finita o una serie che converge ad un = € H per il 3.20 ed o, = (z,€e,) per il
medesimo teorema. Abbiamo percido £ = Tz per la (3.45). Poiché T € H era arbitrario cio
mostra che T e surgettivo. [

3.10 Rappresentazione di Funzionali su Spazi di Hilbert

E di importanza pratica conoscere la forma generale dei funzionali lineari limitati su vari
spazi. Cio e stato messo in rilievo e spiegato nella Sez. 2.11. Per spazi di Banach generici
queste formule e la loro derivazione possono a volte essere complicate. Tuttavia per uno
spazio di Hilbert la situazione & sorprendentemente semplice.

3.27 Teorema (Riesz. Funzionali su Spazi di Hilbert)
Ogni funzionale lineare limitato f su uno spazio di Hilbert H puo essere rappresentato in
termini di un prodotto scalare e precisamente come segque

f(@) = (z,2) (3.46)

dove z dipende da f, é univocamente determinato da f ed ha norma

|1zl = [I1]- (3.47)

Dimostrazione. Proviamo che

(a) f ha una rappresentazione (3.46),
(b) z in (3.46) & unico,
(c) vale la formula (3.47).

I dettagli sono i seguenti.

(a) Se f = 0 allora (3.46) e (3.47) sono validi se prendiamo z = 0. Sia f # 0. Per motivare
I’idea della dimostrazione chiediamoci che proprieta deve avere z se la rappresentazione
(3.46) esiste. Prima di tutto z # 0 perché altrimenti f = 0. Inoltre (x, z) = 0 per tutti gli
z per cui f(z) = 0, cioe per tutti gli z nello spazio nullo N'(f) di f. Quindi z L NV (f). Cio
suggerisce di considerare N'(f) ed il suo complemento ortogonale N'(f)*
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N(f) & uno spazio vettoriale per il 2.24 ed ¢ chiuso per il 2.32. Inoltre f # 0 implica
N(f) # H, cosi che N(f)*t # {0} per il teorema della proiezione 3.14. Quindi N (f)*
contiene un zg # 0. Poniamo

v = f(x)z0 — f(20)x
dove x € H ¢ arbitrario. Applicando f otteniamo
f(w) = f(@)f(20) = f(20)f(x) = 0.
Cid mostra che v € N(f). Poiché zo L N(f) abbiamo
0 = (v, 20) = (f()z0 — f(20)w, 20)
= f(@)(20,20) — f(20)(x, 20)-
Notando che (29, 20) = ||20||> # 0 possiamo risolvere rispetto a f(z). Il risultato &

f(20)

(2’0, Zo>

flz) =

(x, 20)-

Questo pud essere riscritto nella forma (3.46) dove

f(20)

(20, 20)

z = Z0.

Poiché © € H era arbitrario la (3.46) & provata.
(b) Proviamo che z nella (3.46) € unico. Supponiamo che per tutti gli z € H

f(@) = (z,21) = (z, 22).
Allora (z,z; — z2) = 0 per tutti gli . Scegliendo in particolare z = z; — z, abbiamo
(T,21 — 22) = (21 — 22,21 — 22) = ||21 — 22||* = 0.

Quindi z; — 29 = 0, ossia 'unicita.
(c) Infine proviamo la (3.47). Se f = 0 allora z = 0 e la (3.47) & valida. Sia f # 0.
Allora z # 0. Dalla (3.46) con x = z e dalla (2.24) nella Sez. 2.9 otteniamo

1211* = (2, 2) = £(2) < £l Il

Dividendo per ||z|| # 0 si ottiene ||z]|| < ||f||. Rimane da mostrare che ||f]| < ||z||. Dalla
(3.46) e dalla diseguaglianza di Schwarz vediamo che

|f(@)| = [z, 2)| < []a]] ]]=]].
Cio implica

Al = i (=, 2)] < Iz]]- u

|f|=1

Si noti che la corrispondenza f «— z fra H ed il suo duale H' & biunivoca, conserva la
norma ma e coniugata lineare.

L’idea utilizzata nella dimostrazione dell’unicita nella parte (b) merita di essere formulata
nella forma di un lemma, che mette in evidenza come il prodotto scalare sia in grado di
discriminare fra due vettori diversi.
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3.28 Lemma (Eguaglianza)
Se (v, w) = {va,w) per tutti i w in wno spazio con prodotto scalare X allora vi = vy. In
particolare (v, w) =0 per tutti i w € X implica v; = 0. n

Dimostrazione. Per ipotesi per tutti i w
(v1 — v, w) = (v, w) — (va,w) = 0.

Per w = v; — vy cid da |Jv; — vs||? = 0. Quindi v; — v, = 0. In particolare (v;,w) = 0 con
w = vy da ||v1|]? =0, cosi che v; = 0. "

L’importanza pratica dei funzionali lineari limitati sugli spazi di Hilbert risulta in larga
misura dalla semplicita della rappresentazione di Riesz (3.46).

Inoltre (3.46) € molto importante nella teoria degli operatori sugli spazi di Hilbert. In
particolare per quanto riguarda l'operatore aggiunto di Hilbert 7" di un operatore lineare
limitato 7' che definiremo nella prossima sezione. A questo scopo abbiamo bisogno di una
preparazione che ¢ anche di interesse generale. Cominciamo con la seguente definizione.

3.29 DEFINIZIONE (FORME SESQUILINEARI)
Siano X e Y spazi vettoriali sul medesimo campo K (R o C). Allora una forma sesquilineare
(o funzionale sesquilineare) h su X x Y & un’applicazione

h:XxY =+ K

tale che per tutti gli «, 1, x2 € X e y, y1, y2 € Y e tutti gli scalari «, 8

h(z1 + z2,y) = h(z1,y) + h(ze,y) (3.48)
hz,y1 +y2) = h(z,y1) + h(z,y2) (3.49)
h(az,y) = ah(z,y) (3.50)
h(z, By) = Bh(z,y). (3.51)

Quindi h & lineare nel primo argomento e coniugato lineare nel secondo argomento. Se X e
Y sono reali (K = R) allora (3.51) diviene semplicemente

h(z, By) = Bh(z,y)

e h e chiamata bilineare perché e lineare in entrambi gli argomenti.
Se X e Y sono spazi normati e se esiste un numero reale c tale che per tutti gli z,y

|h(z,y)| < cll]] Iyl (3.52)
allora h e detta limitata ed il numero
h(z,
Il = sup PED_ o he,y) (3.53)
cex—goy 1zl VIl jjep=1
yeYy —{0} llyll=1
¢ chiamato la norma di h. n

Ad esempio il prodotto scalare e sesquilineare e limitato.
Si noti che dalla (3.52) e dalla (3.53) abbiamo che

(e, )| < (IR lyl]- (3.54)

Entrambi i termini “forma” e “funzionale” sono comuni. Forse e preferibile usare il
termine “forma” in questo caso a due variabili e riservare il termine “funzionale” al caso ad
una variabile. E ¢id che noi faremo nel seguito.

E molto interessante che dal Teorema 3.27 si possa ottenere una generale rappresenta-
zione delle forme sesquilineari su spazi di Hilbert come segue.
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3.30 Teorema (Rappresentazione di Riesz)
Siano Hy, Hy spazi di Hilbert e

h:Hy xHy > K

una forma sesquilineare limitata. Allora h ha la rappresentazione

h(z,y) = (Sz,y) (3.55)
dove S : Hi — H, ¢ un operatore lineare limitato. S é unicamente determinato da h ed ha
norma

151 = [1A]]- (3.56)
=

Dimostrazione. Consideriamo h(x,y). E lineare in y a causa della barra. Per poter applicare
il Teorema 3.27 manteniamo x fisso. Allora questo teorema ci da una rappresentazione in
cui y e la variabile, ossia

h(z,y) = (y, 2)-
Quindi
hz,y) = (z,y). (3.57)

Qui z € Hs ¢ unico ma dipende naturalmente dal nostro x € H; fisso. Ne segue che la (3.57)
con la variabile z definisce un operatore

S:Hy — Hs dato da z=Sx.

Sostituendo z = Sz nella (3.57) abbiamo la (3.55).
S ¢ lineare. Infatti il suo dominio ¢ lo spazio vettoriale H; e dalla (3.55) e dalla
sesquilinearita otteniamo

(S(azy + Bx2),y) = h(az1 + Brs,y)
= ah(z1,y) + Bh(z2,y)
= afSa1,y) + B(Sw2,y)
= (aSx1 + BSx2,y)

per tutti gli y in H», cosi che per il Lemma 3.28
S(axy + Bao) = aSx + BSws.

S ¢ limitato. Infatti lasciando da parte il caso banale S = 0 abbiamo dalla (3.53) e dalla
(3.55)

S Sx,S S
||h||=Sllp|< $>y>| > sup |< <, l‘>| :sup” $|| =||S||
a0 [l IYll = w0 [l2llIS2]] a0 [l]|

y#0 Sz#0

Cio prova la limitatezza. Inoltre & [|h|| > ||S]].
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Otteniamo ora la (3.56) notando che ||h|| < ||S]] segue dall’applicazione della disegua-
glianza di Schwarz

)] = sup L0 o LISyl

Tt S = S|
Zo [lzl[lyIl = a0 [l]] [yl
#0

xr
y
S & unico. Infatti se assumiamo che esista un operatore lineare T : H; — H, tale che per

tutti gli x € Hy e gli y € H» si abbia

h(z,y) = (Sz,y) = (T'z,y),

vediamo che per il Lemma 3.28 Sx = T'x per tutti gli z € H;. Quindi S = T per definizione.
m

3.11 Operatori Aggiunti di Hilbert

I risultati della sezione precedente ci permettono ora di introdurre l'operatore aggiunto
di Hilbert di un operatore lineare limitato su uno spazio di Hilbert. Questo operatore &
stato suggerito dai problemi sulle matrici e sulle equazioni differenziali e integrali. Vedremo
che esso aiuta anche a definire tre importanti classi di operatori (chiamati operatori auto-
aggiunti, unitari € normali), che sono state ampiamente studiate perché giocano un ruolo
chiave in varie applicazioni.

3.31 DEFINIZIONE (OPERATORE AGGIUNTO DI HILBERT T™)
Sia T : Hy — H, un operatore lineare limitato, dove H; e H, sono spazi di Hilbert. Allora
Ioperatore aggiunto di Hilbert T* di T e ’operatore

T : H2 — H1
tale che? per tutti gli z € Hy e gli y € Hy

(Tz,y) = (z,T"y). (3.58)

Naturalmente dobbiamo prima mostrare che questa definizione ha senso, dobbiamo cioe
provare che per un dato 7" un tale T esiste.

3.32 Teorema (Esistenza)
L’operatore aggiunto di Hilbert T di T esiste, € unico ed é un operatore lineare limitato con

norma
T = 11T (3.59)
]

Dimostrazione. La formula
h(y,z) = (y,Tx) (3.60)

2Possiamo indicare i prodotti scalari su H; e Ha col medesimo simbolo perché i fattori mostrano a quale
spazio il prodotto scalare si riferisce.
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definisce una forma sesquilineare su H, x H; perché il prodotto scalare ¢ sesquilineare e T’
e lineare. La linearita coniugata della forma si verifica direttamente come segue

h(y,axy + Ba2) = (y, T (ax1 + Bx2))
= (y,al'zy + fTxz)
= a(y, Ta1) + Bly, Tx»)
= @h(y, 1) + Bh(y, z2).

h e limitato. Infatti per la diseguaglianza di Schwarz
(h(y, )] = [{y, Tx)| < [yl 1 T]] < [ylHIT|H]]]-

Cio implica anche ||h|| < ||T||. Inoltre abbiamo ||h|| > ||T'|| da

y, Tz Tz, Tz
Il = sup WTOL 5 g, WTBTOL_ gy
2 TTTell = 350 TaTTe]
y#0 Ta#0

Dal confronto
[Al] = {171 (3.61)
Il Teorema 3.30 fornisce una rappresentazione di Riesz per h; scrivendo T per S abbiamo
hy,z) = (T"y, ) (3.62)

e sappiamo da questo teorema che T* : H, — H; ¢ un operatore lineare limitato unicamente
determinato con norma [cf. (3.61)]

T[] = [IAll = 1T

Cio provala (3.59). Inoltre (y, T'z) = (T™y, z) confrontando (3.60) e (3.62), cosi che abbiamo
la (3.58) prendendo i coniugati e concludiamo che T* & effettivamente 'operatore che stavamo
cercando. (]

Nel nostro studio delle proprieta degli operatori aggiunti di Hilbert sara utile fare uso
del seguente lemma.

3.33 Lemma (Operatore Nullo)

Siano X e Y spazi con prodotto scalare e Q : X — 'Y un operatore lineare. Ne seque
(a) @ =0 se e solo se (Qx,y) =0 per tutti giz € X ey €Y.
(b) Se @ : X — X, dove X ¢é complesso, e (Qz,x) =0 per tutti gli € X allora Q@ =0. =
Dimostrazione. (a) @ = 0 significa Qz = 0 per tutti gli = ed implica
(Qz,y) = (0,y) = 0.

Viceversa (Qz,y) = 0 per tutti gli z e y implica Qz = 0 per tutti gli = per il 3.28, cosi che
@ = 0 per definizione.
(b) Per ipotesi (Qu,v) = 0 per ogni v = ax +y € X, ossia

0={(Q(azx +y),ar +y)
= |a*(Qz, z) + (Qy,y) + {Qz,y) + AQy, z).
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I primi due termini a destra sono zero per ipotesi. a« =1 da
(Qz,y) + (Qu,z) = 0.
a=1ida
(Qr,y) — (Qy,z) = 0.

Sommando (Qz,y) =0 e @ = 0 segue dalla (a). ]
Nella parte (b) di questo lemma & essenziale che X sia complesso. Infatti la conclusione
pud non essere valida se X & reale. Un controesempio ¢ la rotazione () del piano R? di un
angolo retto. @ & lineare e Q | x, quindi (Qx,z) = 0 per tutti gli € R?, ma Q # 0.
Possiamo elencare e provare alcune proprieta generali degli operatori aggiunti di Hilbert
che si usano frequentemente nelle applicazioni di questi operatori.

3.34 Teorema (Proprieta degli Operatori Aggiunti di Hilbert)
Siano Hy e Hy spazi di Hilbert, S : Hy — Hs e T : Hy — Hs operatori lineari limitati ed o
uno scalare qualungue. Allora abbiamo

Ty, @) = (y,T'x) (x € Hi,y € H>) (3.63)
S+T)y =85"+1T" (3.64)
(a)* =aT™ (3.65)
(T =T (3.66)
|| = |77 = ||| (3.67)
T"T=0<T=0 (3.68)
e assumendo S : Hi — Hy e T : Hy — Hj3
(TS)  =8*T". (3.69)
n

Dimostrazione. (a) Dalla (3.58) abbiamo la (3.63)

(T"y,2) = (x,T*y) = (Tx,y) = (y, Tx).
(b) Per la (3.58) per tutti gli x e y
(r,(S+T)7y) =

S+T)x,y)
Sa,y) + Tz, y)
z,5%y) + (2, T"y)
z,(S* +T%)y).
Quindi (S + T)*y = (S* + T*)y per tutti gli y per il 3.28 che ¢ la (3.64) per definizione.

(¢) La formula (3.65) non deve essere confusa colla formula 7*(az) = oI*z. E ottenuta
dal seguente calcolo e dalla successiva applicazione del Lemma 3.33(a) a Q = (aT')* —aT™.

((T)*y,x) = (y, (aT)x)
= (y, a(T)z)
a(y, Tx)
=a(T™y, x)

= (@l™y,x).

o~ o~~~
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(d) (T*)* & scritto T** ed € uguale a T perché per tutti gli € H; ed y € Hs abbiamo
dalla (3.63) ed (3.58)

(T7)"x,y) = (2, T"y) = (Tz,y)

e la (3.66) segue dal Lemma 3.33(a) per Q@ = (IT™*)* —T.
(e) Notiamo che T*T : Hy — Hy ma TT* : Hy — H,. Per la diseguaglianza di Schwarz

|Ta|* = (Tw, Tw) = (" T, o) < |7 Tal| ||| < 7T []]]*-

Prendendo l’estremo superiore per tutti gli # di norma 1 otteniamo ||T||? < ||T*T||. Appli-
cando la (2.20), Sez. 2.8, e la (3.59) abbiamo cosi

171 < l7=T)) < || 1T)] = |IT)P=.
Quindi ||[T*T|| = ||T||*. Sostituendo T con T* ed usando di nuovo la (3.59) abbiamo anche
||| = || = || 7|

Ora T** = T per la (3.66), cosi che la (3.67) & provata.
(f) Dalla (3.67) otteniamo immediatamente la (3.68).
(9) Un’applicazione ripetuta della (3.58) da

(z,(ST)"y) = (ST)w,y) = (Tw,S"y) = (¢, T*S"y).

Quindi (ST)*y = T*S*y per il 3.28 che ¢ la (3.69) per definizione. n

3.12 Operatori Autoaggiunti, Unitari e Normali

Classi di operatori lineari limitati di grande importanza pratica possono essere definiti
utilizzando l'operatore aggiunto di Hilbert.

3.35 DEFINIZIONE (OPERATORI AUTOAGGIUNTI, UNITARI E NORMALI)
Un operatore lineare limitato 7' : H — H su uno spazio di Hilbert H & detto

autoaggiunto o hermitiano se T =T
anti-hermitiano se T =-T
unitario se T biiettivo e T =T1 "
normale se TT* =T*T.
L’operatore aggiunto di Hilbert 7% di T' & definito dalla (3.58), Sez. 3.11, ossia
(T'z,y) = (z,T"y).
Se T' & autoaggiunto vediamo che la formula diviene
(Tw,y) = (z,Ty). (3.70)

Se T ¢ autoaggiunto, anti-hermitiano o unitario, T é normale.

Cio pud essere immediatamente visto dalla definizione. Naturalmente un operatore
normale non € necessariamente autoaggiunto o unitario.

I termini usati nella Def. 3.35 sono anche usati in connessione con le matrici. Vogliamo
spiegare le ragioni di cio e menzionare alcune importanti relazioni.
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Esempio (Matrici). Consideriamo C" col prodotto scalare definito da
(r,y) =27, (3.71)

dove z e y sono scritti come vettori colonna e T significa trasposto; alloraz’ = (&,,--- ,&,,)
ed usiamo 'ordinaria moltiplicazione fra matrici.

Sia T : C* — C™ un operatore lineare (che & limitato per il Teorema 2.30). Essendo data
una base per C" possiamo rappresentare 1" ed il suo aggiunto di Hilbert T*con due matrici
quadrate a n righe, siano A e B rispettivamente.

Usando la (3.71) e la regola familiare (Bz)" = z" BT per il trasposto di un prodotto
otteniamo

(Tz,y)=(Az)'g=a2"A"y

(x,T*y) = =" By.

Per la (3.58), Sez. 3.11, i membri a sinistra sono uguali per tutti gli z,y € C". Quindi
dobbiamo avere AT = B. Di conseguenza

B=4'.

Il risultato e il seguente.

Se & data una base per C" ed un operatore lineare su C* é rappresentato da una certa
matrice, allora il suo operatore aggiunto di Hilbert é rappresentato dal trasposto complesso
coniugato di questa matrice.

Pertanto una matrice quadrata A = (ajz) € detta

L, —-T .

hermitiana se A = A (quindi ;= o)

. L, —-T e —
anti-hermitiana se A = —A (quindi @g; = —aji)

. . —-T
unitaria se A = A1

—T =T
normale se AA =A A
Invece una matrice quadrata reale A = (aj1) € detta

(reale) simmetrica se AT = A (quindi ag; = o)
(reale) anti-simmetrica se AT = —A (quindi ag; = —ay)
ortogonale se AT = A~L,

Quindi una matrice reale hermitiana ¢ una matrice (reale) simmetrica. Una matrice reale
anti-hermitiana ¢ una matrice (reale) anti-simmetrica. Una matrice reale unitaria ¢ una
matrice ortogonale. ]

Ritorniamo agli operatori lineari su un arbitrario spazio di Hilbert e enunciamo un
importante e piuttosto semplice criterio per la proprieta di autoaggiunto.

3.36 Teorema (Autoaggiunto)

Sia T : H — H un operatore lineare limitato su uno spazio di Hilbert H. Ne seque

(a) SeT é autoaggiunto (T'z,x) é reale per tutti gli x € H.

(b) Se H ¢é complesso e (T'xz,z) ¢é reale per tutti gli x € H l'operatore T é autoaggiunto. m
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Dimostrazione. (a) Se T & autoaggiunto allora per tutti gli =

(Tz,x) = (x,Tx) = (T, ).

Quindi (T'z, z) € uguale al suo complesso coniugato, cioe ¢ reale.
(b) Se (T'z,x) & reale per tutti gli z allora

(Ta,x) = Tz,2) = (@,T72) = (T"z,z)

eT —T* =0 per il Lemma 3.33(b) poiché H & complesso. [
Nella parte (b) del teorema ¢ essenziale che H sia complesso. Cio risulta chiaro dal
fatto che per un H reale il prodotto scalare ha valori reali, cio che rende (T'z, z) reale senza
bisogno di alcuna ulteriore assunzione sull’operatore lineare T'.
Prodotti (composizioni) di operatori autoaggiunti appaiono spesso nelle applicazioni, cosi
che il seguente teorema risultera essere utile.

3.37 Teorema (Autoaggiunto di un Prodotto)
1l prodotto di due operatori lineari limitati autoaggiunti S e T su uno spazio di Hilbert H é
autoaggiunto se e solo gli operatori commutano

ST =TS. "
Dimostrazione. Per la (3.69) nella Sez. 3.11 e per le ipotesi
(ST)* = T*S* =TS.
Quindi
ST = (ST) <= ST =TS.

Cio completa la dimostrazione. [
Successioni di operatori autoaggiunti capitano in diversi problemi e per esse abbiamo il
seguente teorema.

3.38 Teorema (Successioni di Operatori Autoaggiunti)
Sia (T),) una successione di operatori lineari limitati autoaggiunti T,, : H — H su uno spazio
di Hilbert H. Supponiamo che (T),,) converga, ossia,

T,—1T, cioé ||T,, —T|| — 0,

dove || - || é la norma sullo spazio B(H,H); cf. Sez. 2.8. Allora loperatore limite T € un
operatore lineare limitato autoaggiunto su H. ]
Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che T* = T ossia che ||T'— T*|| = 0 od anche, equiva-
lentemente, per la continuita della norma che lim,_, ||T, — T*|| = 0. Per provarlo basta

osservare che, essendo gli operatori 7}, autoaggiunti, per il 3.34 ed il 3.32 abbiamo
T =T = 1T, = T*[| = (T = T)"|| = |10 — T,

Quindi poiché lim,, oo ||T, = T||=0¢e || T —T*||=0eT* =T. L]
Questi teoremi ci danno un’idea delle proprieta basilari degli operatori lineari autoaggiun-
ti. Essi saranno anche utili nel nostro lavoro successivo, in particolare nella teoria spettrale
di questi operatori, dove discuteremo ulteriori proprieta.
Ritorniamo ora agli operatori unitari e consideriamo alcune delle loro proprieta basilari.
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3.39 Teorema (Operatori Unitari)
Siano gli operatori U : H — H eV : H — H unitari su uno spazio di Hilbert H. Allora

(a) U é isometrico; quindi ||Ux|| = ||z|| per tutti gli xz € H;
(b) |[U]| = 1, purché H # {0},

(c) U=Y(=U") ¢ unitario,

(d) UV ¢ unitario,

(e) U ¢ normale.

Inoltre

n operatore lineare limitato T su uno spazio di Hilbert complesso e unitario se e
f) U t [ limitato T di Hilbert l H ¢ t
solo se T ¢ isometrico e surgettivo. [

Dimostrazione. (a) puo essere visto da
|Uz|* = (U, Usz) = (2,U"Uz) = (v, Iz) = ||z,

(b) segue immediatamente da (a).
(c) Poiché U @ biiettivo lo & anche U~ e per il 3.34

U =U" =U = (UYL
(d) UV e biiettiva e 3.34 e 2.26 danno
UV =vUu*=v 1 ut=Uv)"
(e) segueda Ut =U* e UU ' =UU =1.
(f) Supponiamo che T sia isometrico e surgettivo. L’isometria implica U'iniettivita, cosi
che T ¢ biiettivo. Mostriamo che T* = T~!. Per l'isometria
(T*Tx,x) = (Te,Tx) = (x,z) = (I, ).
Quindi
(T*T — DNx,z) =0
e T*T — I = 0 per il Lemma 3.33(b), cosi che T*T = I. Da cid
IT* =TT*(TT ) =T(T*T)T* =TIT ' =1.

In conclusione TT* = T*T = I. Quindi 7% = T~ ! e T ¢ unitario. L’inverso ¢ immediato
perché T' & isometrico per (a) e surgettivo per definizione. [

Si noti che un operatore isometrico non € necessariamente unitario perché potrebbe non
essere surgettivo. Un esempio & 1'operatore di traslazione a destra T : 1% — 1% dato da

(517527537"') — (07517527537"')

dove = = (§;) € I.
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3.13 Problemi

1. Mostrare che ¢? ammette il prodotto scalare
o0
<@y >=) &
=1
e che, dotato di tale prodotto scalare, £2 & uno spazio di Hilbert.

2. Mostrare che (P con p # 2 non ammette prodotto scalare.

Suggerimento: Si considerino i due elementi di ¢, z = (1,1,0,0,...)edy = (1,-1,0,0,...)
e si mostri che essi non soddisfano all’eguaglianza del parallelogramma.

3. Mostrare che C[a,b] non ammette un prodotto scalare.
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Capitolo 4

Teoremi Fondamentali per gli
Spazi Normati e di Banach

Questo capitolo contiene, si puo dire, le basi di una teoria piu avanzata degli spazi normati
e di Banach senza le quali I'utilita di questi spazi e le loro applicazioni sarebbero piuttosto
limitate. I quattro teoremi importanti in questo capitolo sono il teorema di Hahn-Banach,
il teorema della uniforme limitatezza, il teorema dell’applicazione aperta ed il teorema del
grafico chiuso.

4.1 Breve Orientamento sui Contenuti Principali

1. Teorema di Hahn-Banach 4.8 (e varianti 4.9, 4.10). Questo & un teorema di estensione
per i funzionali lineari sugli spazi vettoriali. Garantisce che uno spazio normato e sufficien-
temente dotato di funzionali lineari, perché si ottenga una teoria adeguata degli spazi duali
cosl come una teoria soddisfacente degli operatori aggiunti (Sez. 4.6, 4.7).

2. Teorema di uniforme limitatezza 4.24 di Banach e Steinhaus. Questo teorema fornisce
le condizioni sufficienti perché la successione (||T5,||) sia limitata, essendo i T,, operatori
lineari limitati da uno spazio di Banach in uno spazio normato. Ha diverse applicazioni
(semplici e piu profonde) in analisi, ad esempio in connessione con le serie di Fourier, la
convergenza debole, la sommabilita di successioni, I'integrazione numerica, etc.

3. Teorema dell’applicazione aperta 4.39. Questo teorema stabilisce che un operatore
lineare limitato 7' da uno spazio di Banach su un altro spazio di Banach ¢ un’applicazione
aperta, che cio¢ applica insiemi aperti su insiemi aperti. Quindi se 7' & biiettivo 7"'e
continuo (“teorema dell’inverso limitato”).

4. Teorema del grafico chiuso 4.42. Questo teorema da le condizioni sotto le quali un
operatore lineare chiuso (cf. 4.40) & limitato. Gli operatori lineari chiusi sono importanti in
fisica ed in altre applicazioni.

4.2 Lemma di Zorn

Avremo bisogno del lemma di Zorn nella dimostrazione del teorema fondamentale di Hahn—
Banach. Il lemma ha a che fare con gli insiemi parzialmente ordinati.

4.1 DEFINIZIONE (INSIEME PARZIALMENTE ORDINATO)

85
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Un insieme parzialmente ordinato ¢ un insieme M su cui e definito un ordine parziale, cioe
una relazione binaria che si scrive < e soddisfa le condizioni

(PO1) a < a per ogni a € M. (Riflessivita)
(PO2) Sea<beb<aalloraa=0. (Antisimmetria)
(PO3) Sea<beb<calloraa<ec. ( Transitivita)

"

La parola “parzialmente” mette in rilievo il fatto che M pud contenere elementi a e b
per cui non vale ne ¢ < b ne b < a. Allora a e b sono chiamati elementi inconfrontabili. Al
contrario due elementi a e b sono chiamati elementi confrontabili se soddisfano a a <b o a
b < a (o ad entrambi).

La relazione d’ordine < sopra introdotta ¢ anche detta relazione d’ordine debole, mentre
se a < be a # b si specifica che la relazione d’ordine fra a e b & forte e si scrive a < b.

4.2 DEFINIZIONE (CATENA)
Un insieme totalmente ordinato o catena € un insieme parzialmente ordinato tale che due
elementi qualunque dell’insieme sono confrontabili. In altre parole una catena e un insieme
parzialmente ordinato che non ha elementi inconfrontabili. [

4.3 DEFINIZIONE (LIMITE SUPERIORE)
Un limite superiore di un sottoinsieme W di un insieme parzialmente ordinato M e un
elemento u € M tale che

z<u per ogni x € W. n
A seconda degli insiemi M e W che si considerano un tale u puo esistere o non esistere.

4.4 DEFINIZIONE (ELEMENTO MASSIMALE)
Un elemento m di M e detto elemento massimale se

non esiste x € M tale che m < . n

Di nuovo M puo avere o non avere elementi massimali. Si noti inoltre che un elemento
massimale non e necessariamente un limite superiore, perché sara m > z solamente per gli
elementi x di M confrontabili con m, che non sono necessariamente tutti gli elementi di M.

Possiamo ora formulare il lemma di Zorn, che consideriamo come un’assioma.!

4.5 Lemma (Zorn)
Sia M # () un insieme parzialmente ordinato. Supponiamo che ogni catena C C M abbia
un limite superiore. Allora M ha almeno un elemento massimale. [
Nemmeno per un analista e indispensabile conoscere la dimostrazione del lemma di Zorn,
che si puo fare a partire dall’assioma della scelta. E invece essenziale comprenderne bene
I’enunciato e saperlo utilizzare. Il lemma di Zorn ha applicazioni numerose e molto impor-
tanti in analisi; in particolare ¢ uno strumento indispensabile per stabilire alcuni teoremi di
esistenza. Pud essere considerato un principio di induzione transfinita che estende cioe il
principio di induzione ad insiemi non numerabili.

'l nome “lemma” & per ragioni storiche. Il lemma di Zorn puo essere derivato dall’assioma della scelta,
che stabilisce che per ogni dato insieme E esiste un applicazione ¢ (“funzione di scelta”) dall’insieme potenza
P(E) in E tale che se B C E, B # 0, allora ¢(B) € B. Viceversa questo assioma segue dal lemma di Zorn,
cosl che il lemma di Zorn e ’assioma della scelta possono essere considerati come assiomi equivalenti.
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4.3 Alcune Applicazioni del Lemma di Zorn

4.6 Teorema (Base di Hamel)
Ogni spazio vettoriale X # {0} ha una base di Hamel. (Cf. Sez. 2.1.) L]

Dimostrazione. Sia M ’'insieme di tutti i sottoinsiemi linearmente indipendenti di X. Poiché
X # {0} v’¢ un elemento x # 0 e {x} € M, cosi che M # (). L’inclusione fra insiemi definisce
un ordine parziale su M.

Cominciamo col dimostrare che 'unione dei sottoinsiemi costituenti una catena, grazie
alla relazione d’ordine totale esistente in una catena, ¢ un sottoinsieme linearmente indipen-
dente. Dobbiamo mostrare che ogni suo sottoinisieme finito {vy,vs,...,v,} & linearmente
indipendente. Vi sono degli elementi della catena B;, B,,..., B, tali che v; € B; per ogni
i=1,2,...,n e poiché C & una catena B; C B;j o B;j C B; per ciascuna coppia di elementi
e poiche i B sono in numero finito uno di essi deve contenere tutti gli altri e quindi tutti i
v, che sono percio indipendenti.

Quindi ogni catena C' C M ha un estremo superiore e, precisamente, I'unione di tutti i
sottoinsiemi di X che sono elementi di C. Per il lemma di Zorn M ha un elemento massimale
B. Mostriamo che B & una base di Hamel per X. Sia Y = span B. Allora Y & un sottospazio
di X eY = X perché altrimenti B|J{z}, 2 € X, z ¢ Y sarebbe un insieme linearmente
indipendente contenente B come un sottoinsieme proprio, in contrasto con la massimalita
di B. [

4.7 Teorema (Base Ortonormale)
Ogni spazio di Hilbert H # {0} ammette una base ortonormale. (Cf. Sez. 3.9.) L]

Dimostrazione. Sia M linsieme di tutti i sottoinsiemi ortonormali di H. Poiché H # {0}
v’e un elemento = # 0 ed un sottoinsieme ortonormale di H & {y} dove y = ||z||~'z. Quindi
M # 0. L’inclusione fra insiemi definisce un ordine parziale su M. Possiamo utilizzare la
relazione d’ordine totale esistente in una catena per dedurre, in maniera analoga a quanto
fatto nel teorema 4.6, che 'unione dei sottoinsiemi costituenti una catena € un sottoinsieme
ortonormale. Quindi ogni catena C' C M ha un estremo superiore e precisamente 'unione
di tutti i sottoinsiemi di H che sono elementi di C. Per il lemma di Zorn M ha un elemento
massimale F. Proviamo che F' ¢ una base in H. Supponiamo che cio sia falso. Allora per il
Teorema 3.23 esiste un z € H non nullo tale che z LF. Quindi F; = F [J{e}, dovee = ||z|| "z,
¢ ortonormale ed F' & un sottoinsieme proprio di Fj. Cio contraddice la massimalita di F. m

4.4 Teorema di Hahn—Banach

Il teorema di Hahn—Banach & un teorema di estensione per i funzionali lineari. Vedremo
nella prossima sezione che il teorema garantisce che uno spazio normato & riccamente fornito
di funzionali lineari limitati, cio che rende possibile un’adeguata teoria degli spazi duali, che
€ una parte essenziale della teoria generale degli spazi normati. In questo modo il teorema
di Hahn-Banach diventa uno dei teoremi piu importanti in connessione con gli operatori
lineari limitati.

Generalmente parlando, in un problema di estensione, si considera un oggetto matematico
(per esempio un’applicazione) definito su un sottoinsieme Z di un dato insieme X e si vuole
estendere 'oggetto da Z all’intero insieme X in modo tale che alcune proprieta basilari
dell’oggetto continuino a valere per ’oggetto esteso.

Nel teorema di Hahn-Banach Poggetto da estendere & un funzionale lineare f che ¢
definito su un sottospazio Z di uno spazio vettoriale X reale ed ha una certa proprieta di
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limitatezza che e formulata in termini di un funzionale sublineare. Per definizione esso ¢
un funzionale p a valori reali su uno spazio vettoriale, che ¢ subadditivo, ossia tale che

p(x +y) < p(z) +ply) per tutti gli z,y € X, (4.1)
e positivo—omogeneo, ossia tale che
plaz) = ap(x) pertuttigia>0in Rez € X. (4.2)

(Si noti che la norma di uno spazio normato & un funzionale di questo tipo.)

Assumeremo che il funzionale f che deve essere esteso sia maggiorato da un tale funzio-
nale p definito su X ed estenderemo f da Z a X senza perdere la linearita e la maggiorazione,
cosi che il funzionale esteso f su X e ancora lineare ed ancora maggiorato da p. Questo e il
punto centrale del teorema. Una generalizzazione del teorema agli spazi vettoriali complessi
e normati e riportata nella sezione successiva.

4.8 Teorema (Hahn-Banach. Estensione di Funzionali Lineari)
Sia X wuno spazio vettoriale reale e p un funzionale sublineare su X. Inoltre sia f un
funzionale lineare definito su un sottospazio Z di X e tale che

flz) < p(x) per tutti gli x € Z. (4.3)

Allora f ammette una estensione lineare f da Z a X tale che

flz) < p(x) per tutti gli © € X, (4.4)
"

Dimostrazione. Procedendo passo a passo proveremo

(a) L’insieme E di tutte le estensioni lineari g di f dal sottospazio D(f) al sottospazio
D(g) che soddisfano g(z) < p(z) per ogni z € D(g) possono essere parzialmente ordinate ed
il lemma di Zorn garantisce l’esistenza di un elemento massimale fdi E.

(b) f & definito sull’intero spazio X.

(¢) Una relazione ausiliaria che € stata usata in (b).

Cominciamo con la parte (a).

(a) Sia E linsieme di tutte le estensioni lineari g di f che soddisfano la condizione

g(z) < p(z) per tutti gli z € D(g).
Chiaramente E # () perché f € E. Su E possiamo definire un ordine parziale con
g<h significa h é un estensione di g,

cioe per definizione D(h) D D(g) ed h(x) = g(x) per ogni z € D(g).
Per qualsiasi catena C' C E definiamo ora g con

g(z) =g(xz) sexeD(g) (g9€0).

g ¢ un funzionale lineare con dominio

PG = | Do),

geC

che & uno spazio vettoriale perché C' & una catena. La definizione di g non & ambigua. Infatti
per un z € D(g1) (1 D(g2) con g1,g92 € C abbiamo g¢1(x) = g2(z) perché C & una catena,
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cosi che g1 < g2 0 g» < g1. Chiaramente g < g per tutti gli g € C. Quindi g & un estremo
superiore di C. Poiché C' C F era arbitrario il lemma di Zorn implica che £ ha un elemento
massimale f. Per definizione di E questo € una estensione lineare di f che soddisfa

f(@) < p() z € D(f). (4.5)

(b) Mostriamo ora che D(f~) ¢ tutto X. Supponiamo che cid sia falso. Allora possiamo
scegliere un y; € X — D(f) e considerare il sottospazio Y7 di X generato da D(f) ed y;. Si
noti che y; # 0 perché 0 € D(f). Qualsiasi « € Y7 puo essere scritto

r=y+ay y € D(f).

Questa rappresentazione e unica. Infatti y + ay; =y + Sy con y € D(f) implica y —y =
(B — )y, dovey —y € D(f) mentre y; ¢ D(f~), cosi che la sola soluzione ¢ y —y = 0 e
B — a = 0. Cio significa 'unicita.

Un funzionale g; su Y; e definito da

g1y +ay) = f(y) +ac (4.6)

dove ¢ ¢ una qualsiasi costante reale. Non ¢ difficile vedere che g; ¢ lineare. Inoltre per
a = 0 abbiamo g;(y) = f(y). Quindi ¢; € una estensione di f ed & propria, perché D(f) & un
sottoinsieme proprio di D(g; ). Conseguentemente se possiamo provare che, per un opportuno
¢, Uestensione g; € E ¢ tale che

91(z) < p(z) per tutti gli z € D(g1), (4.7)

cid contraddird la massimalitd di f, cosi che D(f) # X ¢ falso e D(f) = X & vero.
(c) Per a = 0 abbiamo = € D(f) e quindi ¢; (z) = f(z) e la (4.7) & automaticamente
soddisfatta. Per a # 0 la condizione (4.7) € equivalente alle due seguenti condizioni

f(%)-kcﬁp(%%—yl) per a >0 (4.8)
f(—%) —cgp(—%—m) per a < 0. (4.9)

Consideriamo un qualunque y e z in D(f). Dalla (4.5) ed (4.1) otteniamo
f) = F(2) = fly—2) < ply —2)
=ply+yr—y1—2)
<py+y1) +p(—y —2).
portando 'ultimo termine a sinistra ed il termine f a destra abbiamo
—p(—y1 —2) = f(z) <ply +u1) — F(w), (4.10)

dove y; ¢ fisso. Poiché y non appare a sinistra e z non appare a destra l'ineguaglianza
continua a valere se prendiamo ’estremo superiore sugli z € D(f) a sinistra (chiamiamolo

o) € lestremo inferiore sugli y € D(f) a destra, chiamiamolo my. Allora mo < m; e per
un ¢ tale che mg < ¢ < m; abbiamo dalla (4.10)

—p(—y1 — 2) — f(z) <c per tutti gli z € D(fN) (4.11)
c<ply+wy) - ) per tutti gli y € D(f). (4.12)

Sosotituendo in (4.11) z con y/a ed in (4.12) y con y/a otteniamo rispettivamente la (4.9)
e (4.8) ed il teorema & dimostrato.
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Possiamo fare a meno del lemma di Zorn? Questa domanda & di interesse in particolare
perché il lemma non da un metodo di costruzione. Se nella (4.6) prendiamo f invece di
f otteniamo per ciascun ¢ reale una estensione lineare ¢g; di f al sottospazio Z; generato
da D(f) U{y1} e possiamo scegliere ¢ in modo tale che ¢; (z) < p(x) per tutti gli z € Z;,
come si pud vedere dalla parte (¢) della dimostrazione con fsostituito con f.Se X = 73
abbiamo concluso. Se X # Z; possiamo prendere un y, € X — Z; e ripetere il processo
per estendere f a Z, generato da Z; e y,, etc. Cio fornisce una successione di sottospazi
ciascuno contenente il precedente e tali che f puo essere esteso da ciascuno al successivo e
lestensione g; soddisfa g;(x) < p(x) per tutti gli € Z;. Se

X=|])z

-

1

J

abbiamo concluso dopo n passi e se

x=\J)z

Tt

I
-

J

possiamo usare l'ordinaria induzione. Tuttavia se X non ha una tale rappresentazione
abbiamo bisogno del lemma di Zorn qui presentato.

Naturalmente per spazi speciali 'intera situazione puo diventare pit semplice. Gli spazi
di Hilbert sono di questo tipo grazie alla rappresentazione di Riesz 3.27. Discuteremo questo
fatto nella prossima sezione.

4.5 Estensioni del Teorema di Hahn—Banach agli Spazi
Vettoriali Complessi e agli Spazi Normati

Il teorema di Hahn—Banach 4.8 concerne gli spazi vettoriali reali. Il seguente teorema ¢ una
generalizzazione che include gli spazi vettoriali complessi.

4.9 Teorema (Hahn-Banach. Generalizzato)
Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso e p un funzionale a valori reali su X che sia
subadditivo, cioé tale che per tutti gli x,y € X soddisfi

p(z +y) < px) +ply) (4.13)
(come nel Teorema 4.8) e per ogni scalare «
plaz) = |alp(z). (4.14)
Inoltre sia f un funzionale lineare definito su un sottospazio Z di X e tale da soddisfare

|f(x)] < p(z) per tutti gli x € Z. (4.15)

Allora f ha una estensione lineare f~ da Z ad X che soddisfa

|f(x)] < p(z) per tutti gli x € X. (4.16)
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Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che la condizione (4.13) calcolata per y = 0 e
per y = —x fornisce rispettivamente

0 < p(0)

p(0) < p(z) + p(—=).

Quindi, usando la (4.14) per a« = —1, otteniamo che per ogni = & p(x) > 0.

Consideriamo ora separatamente i due casi, quello in cui X & uno spazio vettoriale reale
e quello complesso.

(a) Spazio vettoriale reale. Se X & reale la situazione € semplice. Allora (4.15), essendo
p(x) > 0, implica f(x) < p(x) per tutti gli € Z. Quindi per il teorema di Hahn-Banach
4.8 v’e una estensione lineare fda Z a X tale che

f(z) < p(z) per tutti gli « € X. (4.17)

Da questa e dalla (4.14) otteniamo

—f(x) = f(=z) < p(—2) = | - p(x) = p(x),

ossia —f(z) < p(x). Assieme alla (4.17) cio prova la (4.16).
(b) Spazio vettoriale complesso. Sia X complesso. Allora anche Z & uno spazio vettoriale
complesso. Quindi f & a valori complessi e possiamo scrivere

f(x) = fi(zx) +ifa(w) T €Z

dove f; e f5 sono a valori reali. Per il momento consideriamo X e Z come spazi vettoriali reali
e li indichiamo con X, e Z, rispettivamente; cio significa semplicemente che restringiamo
la moltiplicazione per scalari ai numeri reali (invece che ai numeri complessi). Poiché f
¢ lineare su Z e f1 e f> sono a valori reali, f1 e fo sono funzionali lineari su Z,. Inoltre
fi(z) < |f(z)| perché la parte reale di un numero complesso non puo essere maggiore del
suo modulo. Quindi per la (4.15)

fi(z) < p(z) per tutti gli z € Z.
Per il punto (a) v’é¢ un’estensione fidi fi da Z, a X, tale che
fi(z) < p(a) per tutti gli z € X. (4.18)

Cio per quanto riguarda f;. Occupiamoci ora di f,. Ritornando a Z ed usando f = fi1 +ifs,
abbiamo per ogni z € Z

ilfi(@) +ifa(@)] = if () = flix) = fi(iz) + if2(iz).

Le parti reali dei due membri devono essere uguali

fo(z) = —f1(iz) L ASA (4.19)
Quindi se per tutti gli z € X poniamo
f(@) = fi(z) —ifi(ix) x € X, (4.20)

vediamo dalla (4.19) che f(z) = f(z) su Z. Cid mostra che f & un’estensione di f da Z a
X. Ci rimane da dimostrare che
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(i) fé un funzionale lineare sullo spazio vettoriale complesso X,
(ii) f soddisfa la (4.16) su X.

Che la (i) sia valida puo essere visto dal seguente calcolo che usa la (4.20) e la linearita
della f; sullo spazio vettoriale reale X,., dove a + ib con a e b reali ¢ un qualunque scalare
complesso,

f((a+ib)z) = fi(ax + ibx) — ify (iax — bz)
= afi(e) + bfi(iz) - ilafi(iz) - bfi(@)]
(a+ib)[fi(x) = ifi(ix)]

= (a +1ib) f(x).

Proviamo la (ii). Per un qualsiasi « tale che f(z) = 0 cio vale perché p(z) > 0. Sia

tale che f(z) # 0. Allora possiamo scrivere usando la forma polare delle quantita complesse

f@) =1f@)le”  ecost  |f@)] = flo)e = f(ea).

Poiché | f(z)| & reale, l'ultima espressione ¢ reale e quindi uguale alla sua parte reale. Quindi
per la (2)

f(@)] = fle™w) = fi(e™x) < ple™x) = |7 |p(x) = p(e).

Cio completa la dimostrazione. [

Sebbene il teorema di Hahn—Banach direttamente non dica nulla sulla continuita, un’ap-
plicazione del teorema fra le principali ha a che fare con i funzionali lineari limitati. Cio ci
riporta agli spazi normati che costituiscono il nostro interesse principale. Infatti il Teorema
4.9 implica il seguente teorema basilare.

4.10 Teorema (Hahn—Banach. Spazi Normati)
Sia f un funzionale lineare limitato su un sottospazio Z di uno spazio normato X. Allora
esiste un funzionale lineare limitato f su X che é un estensione di f a X e che ha la stessa

norma
1fllx = 11£llz (4.21)
dove
Ifllx = sup |f@),  [Ifllz= sup |f(a)|
€ X reZ
[lz||=1 [lz]|=1
(e ||fllz = 0 nel caso banale Z = {0}). L]

Dimostrazione. Se Z = {0} allora f = 0 e l’estensione & f=0.Sia Z # {0}. Vogliamo usare
il Teorema 4.9. Quindi dobbiamo prima scoprire una p conveniente. Per tutti gli x € Z
abbiamo

[F@)] <1 £1lz [l

Questa equazione ¢ della forma (4.15) dove

p(a) = || f]|z [l (4.22)
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Vediamo che p ¢ definito su tutto X. Inoltre p soddisfa la (4.13) su X poiche per la
diseguaglianza triangolare

p(x+y) = lIfllzllz +yll < [Ifllz (1=l + [lyl)) = p(z) + p(y).

p inoltre soddisfa la (4.14) su X perché

plaz) = |[fllz |laz|| = |all|fl|z [|z]] = |alp(z).

Quindi possiamo ora applicare il Teorema 4.9 e concludere che esiste un funzionale lineare
f su X che & un’estensione di f e che soddisfa

|f(@)] < pla) = ||fllz]|z]] z € X.

Prendendo 'estremo superiore su tutti gli # € X di norma 1 otteniamo la diseguaglianza

1/1lx = sup |F@)] < Ifllz-

HIH 1

Poiché sotto un’estensione la norma non pud decrescere abbiamo anche ||f]|x > ||f]z.
Confrontando otteniamo la (4.21) ed il teorema e dimostrato.

In casi speciali la situazione puo diventare molto semplice. Gli spazi di Hilbert sono di
questo tipo. Infatti se Z € un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert X = H, allora f
ha una rappresentazione di Riesz 3.27, ossia

f(@) = (z,2) z€Z
dove ||z|| = ||f||. Naturalmente poiché il prodotto scalare & definito su tutto H cio fornisce
immediatamente una estensione lineare f di fdaZ aH,ed f ha la stessa norma di f perché
I1£]] = l|zI| = ||| per il Teorema 3.27. Quindi in questo caso l'estensione ¢ immediata.

Dal Teorema 4.10 deriveremo ora un altro utile risultato che, in parole povere, mostra che
lo spazio duale X’ di uno spazio normato X consiste di un numero sufficiente di funzionali
lineari limitati da poter distinguere fra punti di X. Cio diventera essenziale in connessione
con gli operatori aggiunti e la cosiddetta convergenza debole.

4.11 Teorema (Funzionali Lineari Limitati)
Sia X wuno spazio normato_e sia xy # 0 un elemento qualunque di X. Allora esiste un
funzionale lineare limitato f su X tale che

1Al=1,  flzo) = lloll. .

Dimostrazione. Consideriamo il sottospazio Z di X consistente di tutti gli elementi z = axg
dove « € uno scalare. Su Z definiamo un funzionale lineare con

f(@) = flamo) = al|zol|. (4.23)
f & limitato ed ha norma ||f|| =1 perché
|F(@)] = | fawo)| = |af ||lzol| = []]-

Il Teorema 4.10 implica che f ha una estensione lineare f da Z a X di norma || f]| = ||f|| = 1.
Dalla (4.23) vediamo che f(zo) = f(zo) = ||zo]|- ]
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Da questo Teorema segue il seguente Corollario, che evidenzia come i funzionali lineari
limitati siano in grado di discriminare fra due punti diversi.

4.12 Corollario (Norma, Vettore Nullo)

Per ogni x in uno spazio normato X abbiamo

x
||| = sup @)l (4.24)
rex' Ifll
40
Quindi se xo € tale che f(xo) =0 per tutti gli f € X' allora xo = 0. n

Dimostrazione. Dal Teorema 4.11 abbiamo, scrivendo x per zo,

@) o 1@l _ el

sup S > oo = T = e
rext A1l £ 1
f#0
e da |f(x)] <||f||||x]| otteniamo
flz
wp @
rex £l
f#0
Dal confronto segue la (4.24). .

4.6 Operatore Duale

Ad un operatore lineare limitato T : X — Y su uno spazio normato X possiamo associare
il cosiddetto operatore duale (o coniugato) 7" di T. Una motivazione per T” viene dalla sua
utilita nella risoluzione delle equazioni che involvono operatori; tali equazioni intervengono
per esempio in fisica ed in altre applicazioni. Nella presente sezione definiamo l'operatore
duale T" e consideriamo alcune delle sue proprietd, inclusa la sua relazione con ’operatore
aggiunto di Hilbert 7T definito nella Sez. 3.11. E importante notare che la nostra presente
discussione dipende dal Teorema di Hahn-Banach (attraverso il Teorema 4.11) e che senza
di esso non andremmo molto lontano.

Consideriamo un operatore lineare limitato 7' : X — Y, dove X e Y sono spazi normati,
e vogliamo definire 'operatore duale 77 di 7. A questo scopo partiamo da un qualsiasi
funzionale lineare limitato g su Y. Chiaramente g ¢ definito per ogni y € Y. Ponendo y = Tz
otteniamo un funzionale su X, che chiamiamo f,

flz)=9g(Tx) z e X. (4.25)

f & quello che in inglese si chiama il funzionale “pull back” di g, & cioe il funzionale che si
ottiene risospingendo g all’indietro su X, utilizzando 'applicazione T' (vedi figura 4.1). f ¢
lineare dal momento che g e T" sono lineari. f e limitato perché

[f (@) = lg(Tz)| < lgll T[] < lgl [IT]] []]]-

Prendendo ’estremo superiore su tutti gli z € X di norma uno otteniamo la diseguaglianza

A< TlglHIT]- (4.26)
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Figura 4.1: Pull back di g tramite T’

Cio mostra che f € X', dove X' & lo spazio duale di X definito in 2.41. Per ipotesi g € Y.
Conseguentemente per g € Y’ wvariabile la formula (4.25) definisce un operatore da Y’ in
X', che & chiamato I’operatore duale di T ed ¢ indicato con T'. Abbiamo cosi

x Ly

!
x &y

(4.27)

Si porti particolare attenzione al fatto che 7" & definito su Y’ mentre 'operatore dato T &
definito su X. Possiamo riassumere enunciando la seguente definizione.

4.13 DEFINIZIONE (OPERATORE DUALE T")
Sia T' : X — Y un operatore lineare limitato, dove X e Y sono spazi normati. Allora
Voperatore duale (o coniugato) T' :Y' — X' di T ¢ definito da

f(z) = (T'g)(z) = g(T'x) (ge’) (4.28)

dove X' e Y sono rispettivamente gli spazi duali di X e di Y. [

Il nostro primo obiettivo ¢ di provare che 'operatore duale ha la medesima norma dell’o-
peratore stesso. Questa proprieta € basilare, come vedremo piu innanzi. Per la dimostrazione
avremo bisogno del Teorema 4.11, che e stato derivato dal teorema di Hahn—-Banach. Il teo-
rema di Hahn-Banach e percio vitale per costruire una teoria soddisfacente degli operatori
duali, che a loro volta sono una parte essenziale della teoria generale degli operatori lineari.

4.14 Teorema (Norma dell’Operatore Duale)

L’operatore duale T' nella Def. /.18 ¢ lineare, limitato e
"I = NIT']]. (4.29)
m

Dimostrazione. L’operatore T' ¢ lineare perché il suo dominio Y’ & uno spazio vettoriale ed
otteniamo facilmente

(T'(ag1 + Bg2))(z) = (ags + Bg2)(Tx)
= (ag1)(Tx) + (Bg2)(Tx)
= a(T"g1)(x) + B(T"g2) ().
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Proviamo la (4.29). Dalla (4.28) abbiamo f = T"g e per la (4.26) ne segue che
IT"gll = 1LA1] < Ngll 11T°]]-
Prendendo ’estremo superiore su tutte le g € Y’ di norma uno otteniamo la diseguaglianza
"I} < |7

Quindi per ottenere la (4.29) dobbiamo ora provare che ||T"|| > ||T’||. Il Teorema 4.11 implica
che per ogni 2 € X tale che Tz # 0 v’e un g € Y’ tale che

lgll=1 e g(Tx)=|T=|l. (4.30)

Possiamo quindi scrivere, per ||z|| # 0,

T TG f]
1T7]] = sup |79l > I ~gll _ A=l
gev' llgll 9]l [|]]
g#0
[f(@)] _ [g(Tz)] _ [[Tx]]
||| ||| [l

dove f = T"§ e sono state utilizzate le proprieta di § in (4.30). Poiché x & generico, prendendo
Iestremo superiore di entrambi i membri per ogni  # 0 otteniamo

' = 11T1]

e quindi ||T"]| = ||T|. [
Illustriamo la presente discussione con le matrici considerate come rappresentanti di
operatori.

Esempio (Matrici). Abbiamo mostrato nella Sez. 2.10 che, se X & uno spazio vettoriale
n—dimensionale, una volta scelta una base E = {e, -+ ,e,} per X, i punti  di X possono
essere rappresentati da vettori colonna z = (§;,---,&,)! e gli operatori lineari T : X — X
da matrici Ty = (7;%) in modo tale che, se y = Tx & rappresentato dal vettore colonna
y=(ny, - ,m,) e sele matrici sono moltiplicate righe per colonne, allora

n
y =T1gz, od in componenti n; = erkfk, (4.31)
k=1

dove j =1,---,n.Sia FF = {f1,---, fn} la base duale di E (cf. Sez. 2.10) ossia tale che
fj (6z) = (5” (432)

Questa & una base per X' (che & anche esso uno spazio n—dimensionale). Sia ora f = T'g
ed abbiano g ed f € X' la rappresentazione

g=aifit--+aufs (4.33)
f=B1fi+-+ By fn (4.34)
Ricordando che le componenti &, per e; valgono &, = dx; (kK = 1,2,...,n), abbiamo dalla

(4.31)

n
Teiz E Tji€j.
j=1
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Dalla definizione di operatore duale otteniamo
flei) = g(Te;) = ZTjig(ej)-
j=1

Dalla rappresentazione di g ed f in (4.33) e (4.34) abbiamo, utilizzando la (4.32),

g(ej) = o
3

fe:)

e quindi

n
Bi= D Tjicy
j=1

Possiamo ora interpretare questa equazione come ’espressione in componenti di f = T}g.
Osservando che nel membro a destra si somma rispetto al primo indice (cosi che si somma
su tutti gli elementi di una colonna di Tg) abbiamo il seguente risultato:

Se T' é rappresentato da una matrice Tg allora l'operatore duale T' & rappresentato dal
trasposto di Tg. n

Lavorando con gli operatori aggiunti sono utili le formule seguenti dalla (4.35) alla (4.37).
La corrispondente prova ¢ lasciata al lettore. Siano S,T € B(X,Y); cf. Sez. 2.8. Allora

(S+T)=8+1T (4.35)
(aT) = aT'. (4.36)

Siano X,Y, Z spazi normati e T' € B(X,Y) e S € B(Y, Z). Allora per 'operatore duale
del prodotto ST abbiamo

(ST) =T'S'. (4.37)

Se T € B(X,Y) e T! esiste e T™! € B(Y,X) allora anche (T")"! esiste, (I")"! €
B(X',Y") e

(1)~ = (T (4.38)

4.6.1 Relazione fra I’Operatore Duale 7" e I’Operatore Aggiunto di
Hilbert 7.

Mostriamo che una tale relazione esiste nel caso di un operatore lineare limitato 7 : X — Y
se X e Y sono spazi di Hilbert, cioe X = Hy e Y = H>. In questa caso abbiamo

T
H, — H.
! - 2 (4.39)
H| +— H)
dove come prima 'operatore duale T dell’operatore dato T ¢ definito da
f=Tg (4.40)

f(z) = g(Tx) (f € Hi,g € Hy). (4.41)
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La novita & che poiché f e g sono funzionali su spazi di Hilbert hanno rappresentazioni di
Riesz (cf. 3.27), ossia

fx) = (@, mo) (zo € Hy) (4.42)
9(y) = (¥, o) (yo € Ha), (4.43)

e dal Teorema 3.27 sappiamo anche che zy e yo sono determinati univocamente, rispettiva-
mente, da f e g. Cio definisce gli operatori

Al : H{ — H; con Alf = 2o, (4:44)
A2 : Hé — H2 con Agg =10- (445)
Dal teorema 3.27 vediamo che A; e Ay sono biiettivi e isometrici perché ||A; f|| = ||xo|| =

[|f]| e analogamente per A,. Inoltre gli operatori sono coniugati lineari (cf. Sez. 3.2). Infatti
se scriviamo fi(z) = (z,z1) e fa(z) = (z,x2) abbiamo per tutti gli z e scalari o, 8

(afi + Bf2)(z) = afi(z) + Bf()
= CE(:L',:L'1> +ﬂ<£ﬂ,£ﬂ2>

= (z,amr; + fr2).
Per definizione di A; cio mostra che A; & coniugato lineare

Ai(afy + Bf2) = @ALfi + BALfs.

Per A, la dimostrazione ¢ simile.
La composizione da ’operatore

T* = A\ T'A;Y - Hy — H;  definito da  T*yp = . (4.46)

T* e lineare perché coinvolge due applicazioni lineari coniugate in aggiunta all’operatore
lineare T'. Proviamo che T* & proprio l'operatore aggiunto di Hilbert di 7. Cio ¢ semplice
perché dalle (4.40)-(4.43) abbiamo

(T'z,yo) = g(Tx) = f(z) = (z,z0)
e dalle (4.44), (4.45)
(x, T*yo) = (x, A\T' A3 " yo) = (z, A1 T"g) = (x, A1 f) = (z,w0).

Quindi si ottiene la (3.58) della Sez. 3.11 a meno della notazione. Il nostro risultato ¢ il
seguente.

La formula (4.46) rappresenta l'operatore aggiunto di Hilbert T di un operatore lineare
T su uno spazio di Hilbert in termini dell’operatore duale T' di T.

Si noti inoltre che ||T*|| = ||T'|| (Teorema 3.32) segue ora immediatamente dalla (4.29)
e dall’isometria di A; e A,.

Per completare questa discussione dovremmo anche elencare alcune delle principali diffe-
renze fra l'operatore duale 77 di T : X — Y e loperatore aggiunto di Hilbert T* : H; — Ho,
dove X e Y sono spazi normati e Hy e Hy sono spazi di Hilbert.

T' & definito sul duale dello spazio che contiene I'immagine di 7', mentre T & definito
direttamente sullo spazio che contiene 'immagine di 7. Questa proprieta di 7% ci permette
di definire importanti classi di operatori mediante 1'uso dei loro operatori aggiunti di Hilbert
(cf. 3.35).
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Per T' abbiamo per la (4.36)
(o) =T’

ma per 7" abbiamo per la 3.34
(o) =aT™.

Nel caso finito dimensionale T" ¢ rappresentato dalla trasposta della matrice che rappre-
senta T', mentre 7* e rappresentato dalla complesso coniugato trasposta di questa matrice.

4.7 Spazi Riflessivi

La riflessivita algebrica di spazi vettoriali € stata discussa nella Sez. 2.9. La riflessivita di
spazi normati € ’argomento della presente sezione.

Consideriamo uno spazio normato X, il suo spazio duale X' cosi come definito in 2.41
ed inoltre lo spazio duale (X')" di X'. Questo spazio ¢ indicato con X" ed & chiamato lo
spazio biduale di X.

Definiamo un funzionale g, su X' scegliendo un x € X fisso e ponendo

9:(f) = f(2) (f € X' variabile). (4.47)

Questa definizione sembra la stessa di quella data per la riflessivita algebrica, ma si noti
che ora f e limitato. E anche g, risulta essere limitato, poiché abbiamo il seguente lemma
basilare.

4.15 Lemma (Norma di g,)
Per ogni x fisso in uno spazio normato X il funzionale g, definito dalla (4.47) é un funzionale
lineare limitato su X', cost che g, € X" ed ha norma

gzl = [1]]- (4.48)

Dimostrazione. La linearita di g, ¢ nota dalla Sez. 2.9 e la (4.48) segue dalla (4.47) e dal
Corollario 4.12

lgall = sup 122] g L@
rex WAL pexe IS
f7ﬁ0 f#o

= []- (4.49)

Ad ogni ¢ € X corrisponde un unico funzionale lineare limitato g, € X" dato dalla
(4.47). Cio definisce un’applicazione

C: X X" (4.50)
T gy
C' & chiamato ’applicazione canonica di X in X". Mostriamo che C & lineare ed iniettiva

e conserva la norma. Cid puo essere espresso in termini di un isomorfismo di spazi normati
come definito nella Sez. 2.11.

4.16 Lemma (Applicazione Canonica)
L’applicazione canonica C data dalla (4.50) é un isomorfisimo dello spazio normato X sullo
spazio normato R(C), l'immagine di C. n
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Dimostrazione. La linearita di C' puo essere verificata come nella Sez.2.9 perché

Jor+6y(f) = flaz + By) = af(y) + Bf(y) = ag.(f) + Bgy(f)-

In particolare g, — gy = gz—y. Quindi per la (4.48) otteniamo

192 = gull = llga—yll = ll& —yl|-

Cio mostra che C & isometrico; esso conserva la norma. L’isometria implica liniettivita.
Possiamo anche vederlo direttamente dalla nostra formula. Infatti se z # y allora g, # g,
per l'assioma (N2) nella Sez. 2.2. Quindi C' ¢ biiettiva se considerata come un’applicazione
sulla sua immagine. n

X ¢ detto immergibile (embeddable) in uno spazio normato Z se X ¢ isomorfo ad
un sottospazio di Z. Cio e simile alla Sez. 2.9, ma si noti che qui abbiamo a che fare con
un isomorfismo di spazi normati, cioé con un isomorfismo di spazi vettoriali che conserva la
norma (cf. Sez. 2.11). Il Lemma 4.16 mostra che X ¢ immergibile in X" e C' & chiamato
Vimmersione canonica (embedding canonico) di X in X".

In generale C non sara surgettivo, cosi che 'immagine R(C') sara un sottospazio proprio
di X". 1l caso surgettivo quando R(C) & tutto X" & sufficientemente importante da dargli
un nome.

4.17 DEFINIZIONE (RIFLESSIVITA)
Uno spazio normato X e detto riflessivo se

R(C) = X"

dove C' : X — X" & I’applicazione canonica data dalla (4.50) e dalla (4.47). L]
Se X @ riflessivo & isomorfo (quindi isometrico) a X" per il Lemma 4.16. E interessante
il fatto che l'inverso in generale non valga.
Inoltre la completezza non implica la riflessivita ma viceversa abbiamo il seguente teo-
rema.

4.18 Teorema (Completezza)

Se uno spazio normato X ¢ riflessivo allora é completo (quindi uno spazio di Banach).

Dimostrazione. Poiché X" & la spazio duale di X' esso & completo per il Teorema 2.42. La
riflessivita di X significa che R(C) = X"'. La completezza di X ora segue da quella di X"
per il Lemma 4.16. ]

Ogni spazio normato X finito dimensionale e riflessivo. Infatti se dim X < oo allora ogni
funzionale lineare su X ¢ limitato (cf. 2.30), cosi che X' = X* e la riflessivita algebrica di
X implica allora il seguente teorema.

4.19 Teorema (Dimensioni Finite)
Ogni spazio normato finito dimensionale € riflessivo. [

Anche gli spazi di Hilbert risultano essere sempre riflessivi.

4.20 Teorema (Spazio di Hilbert)

Ogni spazio di Hilbert € riflessivo. [

Dimostrazione. Proviamo la surgettivita dell’applicazione canonica C' : H — H'" mostrando
che per ognig € H"” v’eun x € H tale che g = Cz. Come preparazione definiamo A : H' — H
con Af = z dove z & dato dalla rappresentazione di Riesz f(z) = (z, z) in 3.27. Dal Teorema
3.27 sappiamo che A ¢ biiettivo ed isometrico. A & coniugato lineare come si vede ricordando
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che il prodotto scalare & coniugato lineare a destra. Ora H' ¢ completo per il Teorema 2.42
e diviene uno spazio di Hilbert quando si indroduce il prodotto scalare definito da

<f17f2> = (AflaAf1>

Si noti il diverso ordine di f1, fo nei due membri. (IP1) sino a (IP4) nella Sez. 3.2 sono
facilmente verificati. In particolare (IP2) segue dalla linearita coniugata di A

(afi, f2) = (Af2, Alaf1)) = (Afe, @Af1) = alf1, f2)1.

Sia g € H' arbitrario. Sia la sua rappresentazione di Riesz
g(f) = (f, fo) = (Afo, Af)-

Ricordiamo ora che f(x) = (x,z) dove z = Af. Scrivendo Afy = x abbiamo cosi
(Afo, Af) = (x,2) = f(2).

Confrontando ¢g(f) = f(x), ossia g = Cz per la definizione di C. Poiché g € H" era arbitrario
C e surgettivo e quindi H e riflessivo. n

A volte separabilitd e non separabilita possono giocare un ruolo nella prova che certi
spazi non sono riflessivi. Per questo studio ¢ utile il seguente Lemma.

4.21 Lemma (Esistenza di un Funzionale)
Sia Y un sottospazio proprio chiuso di uno spazio normato X. Sia vo € X —Y arbitrario e

§ = inf ||y - 4.51
inf |ly = ol (4.51)

la distanza da xo a Y. Allora esiste un f~e X' tale che
Wfll=1,  Ffly)=OpertuttigiyeY,  f(zo)=2. (4.52)
m

Dimostrazione. Per dimostrare il Lemma si considera il sottospazio Z C X generato da Y
e @, si definisce su Z un funzionale lineare limitato f con

fz)= fly+ axo) = ad yevy, (4.53)

si mostra che f soddisfa alla (4.52) ed infine si estende f a X utilizzando il Teorema 4.10.
I dettagli sono i seguenti.
Ogni z € Z = span(Y |J{zo}) ha un’unica rappresentazione

Z =y + axg yey.

Cio € usato nella (4.53). La linearita di f si vede facilmente. Inoltre poiché Y & chiuso § > 0
cosl che f # 0. Ora @ = 0 da f(y) = 0 per tutti gli y € Y. Per « = 1 ed y = 0 abbiamo

f(afo) =4.
Mostriamo che f & limitato. o = 0 da f(z) = 0. Sia a # 0. Usando la (4.51) e notando
che —(1/a)y € Y otteniamo

|F(2)] = la]d = |a] inf [|g — 20|
yey

1
<lal | = =y = ol

= [ly + aol|,



102 CAPITOLO 4. TEOREMI PER GLI SPAZI NORMATI E DI BANACH

cioe |f(z)| < ||z||- Quindi f & limitato e || f|| < 1.

Mostriamo che || f|| > 1. Per definizione di estremo inferiore Y contiene una successione
(yn) tale che ||y, — xo|| = J. Sia z,, = y, — xo. Allora abbiamo f(z,) = —d per la (4.53) con
a = —1. Inoltre

1] = sup M@ S TGl 0

ez 12l T lznll — lzall
..#0

z

0
_)3_1

per n — oco. Quindi ||f|| > 1, cosi che || f|| = 1. Per il teorema di Hahn-Banach 4.10 per gli
spazi normati possiamo estendere f a X senza aumentarne la norma. n
Usando questo lemma possiamo ottenere il teorema desiderato.

4.22 Teorema (Separabilita)

Se lo spazio duale X' di uno spazio normato X ¢é separabile allora X stesso é separabile. m

Dimostrazione. Assumiamo che X' sia separabile. Allora anche la sfera unitaria U' = {f |
[|f]| = 1} € X' contiene un sottoinsieme denso numerabile. Sia esso (f,). Poiché f,, € U’
abbiamo

full = sup |fu(z)] =1.

[lz]|=1

Per definizione di estremo superiore possiamo trovare dei punti z,, € X di norma 1 tali che

Sia Y la chiusura di span(z,). Allora Y & separabile perché Y ha un sottoinsieme denso
numerabile, cioe 'insieme di tutte le combinazioni lineari dei x,, con coefficienti la cui parte
reale ed immaginaria sono razionali.

Mostriamo che Y = X. Supponiamo Y # X. Allora poiché Y & chiuso per il Lemma
4.21 esiste un f € X' con ||f]| =1 ed f(y) = 0 per tutti gli y € Y. Poiché z,, € Y abbiamo

f(zy) =0 e per tutti gli n

1 ~
= |(fn = F)(za)|
dove ||z, || = 1. Quindi ||f, — f|| > %, ma cio contraddice l'ipotesi che (f,) sia denso in U’
perché f & esso stesso in U, essendo ||f|| = 1. L]

Da questo teorema segue immediatamente la seguente proposizione.

Se X ¢ uno spazio normato separabile e riflessivo allora anche il suo duale X' é separa-
bile.

Infatti se uno spazio normato X & riflessivo, X" & isomorfo a X per il Teorema 4.16, cosi
che la separabilitd di X implica la separabilitd di X" e quindi per il Teorema 4.22 anche la
separabilitd di X'.

4.8 Teorema della Categoria e della Uniforme Limita-
tezza

Il teorema di uniforme limitatezza (o principio di uniforme limitatezza) & spesso considerato
come una delle pietre d’angolo dell’analisi funzionale negli spazi normati, le altre essendo
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il teorema di Hahn—Banach, il teorema dell’applicazione aperta ed il teorema del grafico
chiuso. Al contrario del teorema di Hahn-Banach gli altri tre di questi quattro teoremi
richiedono la completezza. Infatti essi caratterizzano alcune delle pitu importanti proprieta
degli spazi di Banach che in generale gli spazi normati possono non avere.

E molto interessante notare che otterremo tutti e tre i teoremi da una sorgente comune.
Pit precisamente proveremo il cosiddetto teorema della categoria di Baire e deriveremo da
esso sia il teorema di uniforme limitatezza (in questa sezione) che il teorema della applica-
zione aperta (nella Sez. 4.11). Quest’ultimo fornira allora facilmente il teorema del grafico
chiuso (nella Sez. 4.12).

4.23 Teorema (Categoria di Baire. Spazi Metrici Completi)

Se uno spazio metrico X # 0 & completo e

o0
X = U Ay con tutti gli Ay chiusi, (4.54)
k=1
allora almeno un Ay contiene un sottoinsieme aperto non vuoto. ]

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che lo spazio metrico completo X # () sia tale che

X = U M;, (4.55)
k=1

con ciascun M}, chiuso non contenente un sottoinsieme aperto non vuoto. Costruiremo una
successione di Cauchy (py) il cui limite p (che esiste per la completezza) non & in alcun My,
contraddicendo percid la rappresentazione (4.55).

Per ipotesi M; non contiene un insieme aperto non vuoto. Ma X si (ad esempio X
stesso). Questo implica che M; # X. Quindi il complemento M = X — M, di M; & non
vuoto ed aperto. Possiamo cosi scegliere un punto p; in MY ed una palla chiusa di cui &
centro tale che

By = B(py;m) C M{ ry <

N | =

Per ipotesi anche M, non contiene un insieme aperto non vuoto. Quindi non contiene la

e} e}
palla aperta B;. Cid implica che M{ () B; & non vuoto ed aperto, cosi che possiamo scegliere
una palla chiusa Bs in questo insieme tale che

o 1
BZZB(pQ;’I"z)CMzcﬂBl T2S2—2.
Per induzione otteniamo cosi una successione di palle chiuse
1
By, = B(pk; k) "k S oF
tali che By M =0e
By41 C By k=1,2,---.

Poiché r;, < 27F la successione (pg) dei centri & di Cauchy e converge, ossia pr — p € X
perché X & completo per ipotesi. Inoltre per ogni m e n > m abbiamo By, (pn;r,) C
B(pym;7m) cosi che

d(pm,p) < d(Pm,pn) + d(pn,p)
<rpm+ d(pnap)



104 CAPITOLO 4. TEOREMI PER GLI SPAZI NORMATI E DI BANACH

e per n — 0o

d(pm,p) < Tm-

Ossia p € By, per ogni m. Poiché B,, C MT(;;, vediamo ora che p ¢ M, per ogni m, cosi
che p ¢ X. Cio contraddice p € X. Il teorema di Baire ¢ dimostrato. [

Notiamo che l'inverso del teorema di Baire in generale non ¢ vero.

Dal teorema di Baire otterremo ora facilmente il teorema della uniforme limitatezza.
Questo teorema stabilisce che se X & uno spazio di Banach ed una successione di operatori
T, € B(X,Y) ¢ limitata in ogni punto z € X, allora la successione & uniformemente limitata.
In altre parole la limitatezza puntiforme implica la limitatezza in un senso piu forte, ossia la
uniforme limitatezza. (Il numero reale ¢, nella (4.56), qui di seguito, varia in generale con
z, un fatto che indichiamo coll’indice z; il punto essenziale & che ¢, non dipende da n.)

4.24 Teorema (Uniforme Limitatezza)
Sia (T,,) una successione di operatori lineari limitati T, : X — Y da uno spazio di Banach
X in uno spazio normato Y tale che (||T,x||) sia limitata per ogni x € X, cioé

[|Tha|| < cq n=12--- (4.56)

dove ¢, é un numero reale. Allora la successione di norme ||T,|| € limitata, ossia v’é un c
tale che

1T, < e n=12---. (4.57)

"

Dimostrazione. Per ogni k € N sia A, C X l'insieme di tutti gli = tali che
[|Thx|| <k per tutti gli n.

Ay ¢ chiuso. Infatti per ogni € Ay v’¢ una successione (z;) in Ay che converge a x. Questo
significa che per ogni n fisso abbiamo ||T,z;|| < k ed otteniamo ||T,z|| < k perché T, &
continuo e cosi la norma in Y (cf. Sez. 2.2). Quindi € Ay, e Ay, & chiuso.

Per la (4.56) ciascun ¢ € X appartiene a qualche Aj. Quindi

X = 4.
k=1
Poiché X & completo il teorema di Baire implica che qualche Ay contiene una palla aperta,
sia
BO = B(ZIZ'(), ’I") C Ako. (458)
Sia x € X arbitrario e non nullo. Poniamo
r
z =X+ YT v= . (4.59)
2|

Allora ||z — x| < 7, cosi che z € By. Per la (4.58) e dalla definizione di Ay, abbiamo quindi
che ||T,,z|| < ko per tutti gli n. Inoltre ||T,,xo|| < ko perché zy € By. Dalla (4.59) otteniamo

T = ;(z — Tp).
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Cio fornisce per tutti gli n

1 4
| Toz|| = ;IITn(Z —2o)ll < Z([Tnzl] + [[Tuzoll) < —l2[lko.

2|

Quindi per tutti gli n

4
ITull = sup |[[Tnzl| < ~ko,
llel|=1 r

che ¢ della forma (4.57) con ¢ = 4ko /7. ]

4.9 Convergenza Forte e Debole

Sappiamo che in analisi si definiscono diversi tipi di convergenza (ordinaria, condizionale,
assoluta ed uniforme). Cio fornisce maggiore flessibilita nella teoria e nelle applicazioni delle
successioni e delle serie. Nell’analisi funzionale la situazione ¢ simile e vi sono una ancora
maggiore varieta di possibilita che risultano di interesse pratico. Nella presente sezione ci
occupiamo principalmente della “convergenza debole”. Questo & un concetto basilare. Lo
presentiamo ora perché la teoria della convergenza debole fa un uso essenziale del teorema di
uniforme limitatezza discusso nella sezione precedente. Infatti e questa una delle maggiori
applicazioni di questo teorema.

La convergenza di successioni di elementi in uno spazio normato ¢ stata definita nella
Sez. 2.3 e d’ora innanzi sara chiamata convergenza forte per distinguerla dalla “convergenza
debole”.

Definiamo quindi dapprima la convergenza forte.

4.25 DEFINIZIONE (CONVERGENZA FORTE)
Una successione (z,,) in uno spazio normato X & detta convergente fortemente (o convergente
in norma) se v’é un & € X tale che

lim ||z, — || =0.
n—r o0

Si scrive

lim z, =«
n— 00

o semplicemente
Ty — .
x & chiamato il limite forte di (x,,) e diciamo che () converge fortemente a x. ]
La convergenza debole & definita in termini di funzionali lineari limitati su X come segue.

4.26 DEFINIZIONE (CONVERGENZA DEBOLE)
Una successione (x,,) in uno spazio normato X & detta debolmente convergente se v’é un x
tale che per ogni f € X'

lim f(z,) = f(z).

n—o00
Si scrive
w
T, — T

o z, — z. L’elemento = & chiamato il limite debole di (z,) e diciamo che (z,) converge
debolmente a x. L]
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Si noti che la convergenza debole significa la convergenza per la successione di numeri
an = f(xy) per ogni f € X'.

Il concetto illustra un principio basilare dell’analisi funzionale e precisamente il fatto che
la studio degli spazi e spesso collegato a quello dei loro spazi duali.

Per applicare la convergenza debole abbiamo bisogno di conoscere alcune proprieta ba-
silari, che enunciamo nel prossimo lemma. Il lettore notera che nella prova utilizziamo il
teorema di Hahn-Banach (sia 4.12 che 4.15) ed il teorema di uniforme limitatezza. Cio
mostra I'importanza di questi teoremi in connessione con la convergenza debole.

4.27 Lemma (Convergenza Debole)

Sia (xy,) una successione convergente debolmente in uno spazio normato X, ossia &, — .
Allora

(a) Il limite debole x di (z,,) é unico.
(b) Ogni sottosuccessione di (zy,) converge debolmente a .

(c) La successione (||xyn||) é limitata. L]

Dimostrazione. (a) Supponiamo che x,, < x e che del pari z, = y. Allora f(z,) — f(z)
e del pari f(z,) — f(y). Poiché (f(z,)) € una successione di numeri il suo limite & unico.
Quindi f(x) = f(y), cioe per ogni f € X' abbiamo

fl@) = fy) = fle—y) =0.

Cio implica z — y = 0 per il Corollario 4.12 e mostra che il limite debole & unico.

(b) segue dal fatto che (f(z,)) € una successione convergente di numeri, cosi che ogni
sottosuccessione di (f(zy)) converge ed ha il medesimo limite.

(c) Poiché (f(x,)) € una successione convergente di numeri essa ¢ limitata, cioe |f(zy)| <
cy per tutti gli n, dove ¢y € una costante che dipende da f ma non da n. Usando ’applicazione
canonica C : X — X" (Sez. 4.7) possiamo definire g,, € X" con

gn(f) = f(zn) feX'

(Scriviamo g, invece di g,, per evitare indici di indici.) Allora per tutti gli n

90 ()] = f(2n)] < ¢,

cioe la successione (|g,(f)|) € limitata per ogni f € X'. Poiché X' & completo per il 2.42
¢ applicabile il teorema della uniforme limitatezza 4.24 e cio implica che (||gy||) € limitata.
Ora ||gn|| = ||zn|| per il 4.15 e quindi (¢) & provato. m

1l lettore puo forse meravigliarsi del fatto che la convergenza debole non giochi un ruolo
in analisi. La semplice ragione e che negli spazi normati finito dimensionali la distinzione fra
convergenza debole e forte scompare completamente. Proviamo questo fatto e giustifichiamo
anche i termini “forte” e “debole”.

4.28 Teorema (Convergenza Forte e Debole)
Sia (z,) una successione in uno spazio normato X. Ne seque

(a) La convergenza forte implica la convergenza debole col medesimo limite.
(b) L’inverso di (a) non é in generale vero.

(c) Sedim X < oo allora la convergenza debole implica la convergenza forte. [
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Dimostrazione. (a) Per definizione x,, — x significa ||x,, — z|| — 0 ed implica che per ogni
feXx'

[f(@n) = f(@)| = [f(&n — )] <[ f]||Jen — ]| = 0.

Cid mostra che z,, — .

(b) pud essere visto da una successione ortonormale (e,) in uno spazio di Hilbert H.
Infatti ogni f € H' ha una rappresentazione di Riesz f(x) = (z, z). Quindi f(e,) = (ey, 2).
Ora la diseguaglianza di Bessel ¢ (cf. 3.19)

o0

Z en, 2)|* < []]I*.

Quindi la serie a sinistra converge, cosi che i suoi termini devono tendere a zero per n — oo.
Cio implica

flen) ={en,z) = 0.

Poiché f € H' era arbitrario vediamo che e,, — 0. Tuttavia (e,,) non converge fortemente
perché

llem — enll? = (em — €ns€m — en) =2 (m #n).
(c) Supponiamo che z, = x e che dim X = k. Sia {ey,--- , e} una base per X e sia

Ty = agn)el + - a,(c”)ek

e
Tr = Q1€e; + - Qpeg.
Per ipotesi f(x,) — f(x) per ogni f € X'. Prendiamo in particolare fi,--- , fi definiti da
fiej) =1,  filem) =0 (m # 7).
(Ricordiamo che questa ¢ la base duale di {e1,--- ,e,}). Allora

fitea) =al,  fi(@) = ay.
(n)

Quindi f;j(z,) — f;(z) implica a;” — a;. Da cio otteniamo facilmente che

k
2 =2l = | ()" —a))e
j=1
k
Z _aJ|||eJ||_>O
per n — oo. Cio mostra che (z,,) converge fortemente a . |

E interessante notare che esistono anche spazi infinito dimensionali tali che i concetti di
convergenza, forte e debole sono equivalenti. Un esempio & I*.
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4.29 Teorema (Convergenza Debole)
Se in uno spazio normato

(a) la successione (||zy]||) € limitata,

(b) per ogni elemento f di un sottoinsieme M C X' per cui é span M = X' si ha f(z,) —

f(z)
allora x,, = . n

Dimostrazione. Consideriamo un qualunque f € X' e mostriamo che f(x,) — f(z), che
significa la convergenza debole per definizione.

Per (a) abbiamo ||z,|| < ¢ per tutti gli n e ||z|| < ¢ per un c sufficientemente largo.
Poiché per l'ipotesi (b) span M = X', per ogni f € X' v’e una successione (f;) in span M
tale che f; — f. Quindi per ogni dato € > 0 possiamo trovare un j tale che

€
= fll < —.
1~ fll< =
Inoltre poiché f; € span M per l'ipotesi (b) v’é un N tale che per tutti glin > N

|fi(wn) = fi(@)] < %

Usando queste due diseguaglianze e applicando il teorema della diseguaglianza triangolare
otteniamo per n > N

[f(zn) = F(@)] < f(2n) = fi(zn)| + 1 fi(@n) = fi(@)] + |fj(2) = f(2)]
< ||f—fj||||93n||+§+||fj—f||||93||

3 € €
¢ttt

3cC T3 3T

<

Poiché f € X' era arbitrario cid mostra che la successione () converge debolmente a . m
In conclusione consideriamo la convergenza debole in due spazi particolarmente impor-
tanti.

4.9.1 Esempi
4.30 Teorema (Spazio di Hilbert)

In uno spazio di Hilbert z,, = = se e solo se (x,,2) — (z,2) per tutti gli z nello spazio. m

Dimostrazione. E evidente per il 3.27. ]

4.31 Teorema (Spazio IP.)

Nello spazio 1P, dove 1 < p < +00, abbiamo x,, — x se e solo se
(a) La successione (||z,||) é limitata.
(b) Per ogni j fisso abbiamo f;n) — & per n — 0o, dove T, = (f;n)) ex=(§;) [

Dimostrazione. Lo spazio duale di P ¢ 9, dove 1/p+ 1/q = 1. Una base di Schauder di 7 &
(en) dove e, = (0p;) ha 1 al posto n—mo e zero altrove. span(e,) € denso in (7, cio¢ & una
base, cosi che la conclusione segue dal teorema 4.29. [
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4.10 Convergenza di Successioni di Operatori e di Fun-
zionali

Per le successioni di operatori T,, € B(X,Y) tre tipi di convergenza risultano essere di rilievo
sia teorico che pratico. Essi sono

1. Convergenza in norma su B(X,Y),
2. Convergenza forte di (Th,x) in Y,

3. Convergenza debole di (T),z) in Y.

Le definizioni e la terminologia sono le seguenti.

4.32 DEFINIZIONE (CONVERGENZA DI SUCCESSIONI DI OPERATORI)
Siano X e Y spazi normati. Una successione di operatori (73,) di operatori T,, € B(X,Y) ¢
detta

1. convergente uniformemente se (T},) converge in norma su B(X,Y),

2. convergente fortemente se (17,z) converge fortemente in Y per ogni © € X,
3. convergente debolmente se (7,,x) converge debolmente in Y per ogni z € X.
In formule questo significa che v’é un operatore T tale che, rispettivamente,

T, —-T||—0 (4.60)
| T,z —Tx|| — 0 per tutti gli z € X (4.61)
|f(Thx) — f(Tz)] =0 per tutti gli z € X e per tutti gli f €Y. (4.62)

T e chiamato, rispettivamente, I’ operatore limite uniforme, forte e debole. ]

Abbiamo rilevato nella sezione precedente che anche in analisi, in una situazione molto
piu semplice, 'uso di diversi concetti di convergenza da una maggiore flessibilita. Cio nono-
stante il lettore puo essere ancora sconcertato dai molti concetti di convergenza che abbiamo
appena introdotto. Si puo chiedere se ¢ proprio necessario avere tre concetti di convergenza
per le successioni di operatori. La risposta e che molti degli operatori che appaiono nei
problemi pratici sono dati come una sorta di limite di operatori pit semplici. E importante
sapere che cosa si intende per “una sorta di” e di sapere quali proprieta dell’operatore limite
sono implicate dalle proprieta della successione. Inoltre all’inizio di una ricerca non sempre
uno sa in che senso il limite esiste; quindi e utile avere una molteplicita di possibilita. A
volte in un problema specifico si & dapprima capaci di stabilire la convergenza in un senso
molto “dolce”, cosl che uno ha almeno qualcosa da cui partire, e solo successivamente & in
grado di sviluppare degli strumenti per provare la convergenza in un senso piu forte, cio che
garantisce “migliori” proprieta dell’operatore limite. Questa € una situazione tipica nelle
equazioni alle derivate parziali.

Non & difficile mostrare che

(4.60) = (4.61) = (4.62)

(il limite essendo lo stesso), ma l'inverso in generale non ¢ vero, come si puo vedere da alcuni
esempi.

I funzionali lineari sono operatori lineari (con immagine nei campi scalari R o (C)),
cosl che (4.60), (4.61) e (4.62) si applicano immediatamente. Tuttavia (4.61) e (4.62) ora
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diventano equivalenti per la seguente ragione. Abbiamo T,z € Y, ma ora abbiamo f,(z) € R
(0 €). Quindi la convergenza in (4.61) e (4.62) ora ha luogo in uno spazio finito dimensionale
(unidimensionale) R (o C) e l'equivalenza di (4.61) e (4.62) segue dal Teorema 4.28(c). I due
concetti rimanenti sono chiamati convergenza forte e debole* (si legga “convergenza debole
star”).

4.33 DEFINIZIONE (CONVERGENZA FORTE E DEBOLE* DI UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONALI)
Sia (fn) una successione di funzionali lineari limitati su uno spazio normato X. Allora

(a) La convergenza forte di (fy) significa che v’é un f € X' tale che ||f, — f]| — 0. Si scrive
fn— [

(b) La convergenza debole* di (f,,) significa che v’é un f € X' tale che f,(z) — f(z) = 0
per tutti gli z € X. Si scrive?

*

fn= f.

fin (a) e (b) & chiamato, rispettivamente, il limite forte e debole* di (f,,). ]

Ritornando agli operatori T, € B(X,Y) ci chiediamo che cosa si possa dire sull’operatore
limite T': X — Y in (4.60)-(4.62).

Se la convergenza ¢ uniforme T € B(X,Y); altrimenti ||T,, — T'|| non avrebbe senso. Se
la convergenza & forte o debole T' € ancora lineare ma puo non essere limitato se X non &
completo.

Tuttavia se X & completo abbiamo il seguente lemma basilare.

4.34 Lemma (Convergenza Forte di Operatori)
Sia T,, € B(X,Y) dove X ¢é uno spazio di Banach ed Y wuno spazio normato. Se (T},)
converge fortemente con limite T allora T € B(X,Y). [

Dimostrazione. La linearita di T segue facilmente dalla linearita di 7),. Poiché T, — Tz
per ogni z € X la successione (T),z) ¢ limitata per ogni z; cf. 1.8. Poiché X & completo
(I|T|]) € limitato per il teorema della uniforme limitatezza, ossia ||T,,|| < ¢ per tutti gli n.
Da cio segue che ||Tyx|| < ||Ty||]z]| < ¢||z||. Cio implica ||Tz|| < ¢||z]|- L]

Un utile criterio per la convergenza forte di operatori e il seguente.

4.35 Teorema (Convergenza Forte di Operatori)
Sia data una successione (T,) di operatori T, € B(X,Y), dove X & normato ed Y é uno
spazio di Banach. Allora se

(a) la successione (||T),||) é limitata e

(b) la successione (Iyx) converge in'Y per ogni & in un sottoinsieme M tale che span M
¢ denso in X,

la successione (Ty,) € fortemente convergente (]

2Questo concetto & alquanto piti importante di quello di convergenza debole di (frn), che per il 4.26
significa g(frn) — g(f) per tutti i g € X”’. La convergenza debole implica la convergenza debole* come si
puo vedere usando l'applicazione canonica definita nella Sez. 4.7.
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Dimostrazione. Sia c tale che ||T,|| < ¢ per tutti gli n. Consideriamo un qualunque z € X
e mostriamo che (T},z) converge fortemente in Y. Sia ¢ > 0 dato. Poiché span M ¢ denso in
X v’e un y € span M tale che

g

o= yll < 5.

Poiché y € span M la successione (T,y) ¢ di Cauchy per (b). Quindi v’¢ un N tale che
€
||Tny—Tmy||<§ (m,n > N).

Usando queste due diseguaglianze ed applicando la disuguaglianza triangolare vediamo
facilmente che (T,,x) ¢ di Cauchy in Y perché per m,n > N otteniamo

| Tna = To|| < || To = Toy|| + [ Tny = Tyl + [Ty — Tin||

3
< Talllle =yl + 3 + 1wl [l yll
€ € 3

Tt =¢

S tytey

Poiché Y & completo (T),x) converge in Y. Poiché z € X era arbitrario cid prova la conver-
genza forte di (T},). m

4.36 Corollario (Funzionali)
Sia data una successione (f,) di funzionali lineari limitati su uno spazio normato X. Se

(a) la successione (||fn|]) € limitata e

(b) la successione (fn(x)) & di Cauchy per ogni x in un sottoinsieme M di X tale che
span M = X,

allora (fn) € convergente debolmente*, il limite essendo un funzionale lineare limitato
su X. -

4.11 Teorema dell’Applicazione Aperta

Vi sono applicazioni tali che 'immagine di un qualunque insieme aperto € un insieme aperto.
Ricordando la nostra discussione sull’importanza degli insiemi aperti nella Sez. 1.1 compren-
diamo che le applicazioni aperte sono di interesse generale. Piu specificamente il teorema
dell’applicazione aperta stabilisce le condizioni per le quali un operatore lineare limitato
¢ un’applicazione aperta. Come nel teorema di uniforme limitatezza abbiamo nuovamente
bisogno della completezza ed il presente teorema mostra un’altra ragione per cui gli spazi di
Banach sono piu soddisfacenti degli spazi normati incompleti. Il teorema fornisce anche le
condizioni per le quali I'inverso di un operatore lineare limitato ¢ limitato. La dimostrazione
del teorema dell’applicazione aperta si basera sul teorema di Baire enunciato e spiegato nella
Sez. 4.8.
Incominciamo coll’introdurre il concetto dell’applicazione aperta.

4.37 DEFINIZIONE (APPLICAZIONE APERTA)
Siano X e Y spazi metrici. Allora T' : D(T) — Y con dominio D(T') C X & chiamato
un’ applicazione aperta se per ogni insieme aperto in D(T") 'immagine € un insieme aperto
inY. ]
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Si noti che se 'applicazione non ¢ surgettiva bisogna fare attenzione a distinguere fra le
asserzioni che "applicazione ¢ aperta come un’applicazione dal suo dominio

(a) inY,
(b) sulla sua immagine.

(b) & pit debole di (a). Per esempio se X C Y lapplicazione x — x di X in Y ¢ aperta
se e solo se X € un sottoinsieme aperto di Y, mentre ’applicazione x — = di X sulla sua
immagine (che & X) e aperta in ogni caso.

Inoltre per evitare confusioni dovremmo ricordare che, per il Teorema 1.5, un’applica-
zione continua 7' : X — Y ha la proprieta caratteristica che per ogni insieme aperto in Y
I'immagine inversa ¢ un insieme aperto in X. Cido non implica che T' applica insiemi aperti
in X su insiemi aperti in Y. Per esempio ’applicazione R — R data da ¢t — sint & continua
ma applica (0,27) su [—1,1].

Per dimostrare il teorema dell’applicazione aperta € necessario dapprima provare il
seguente lemma.

4.38 Lemma (Palla Unitaria Aperta)
Un operatore lineare limitato T' da uno spazio di Banach X su uno spazio di Banach Y,
ossia tale che T € B(X,Y) eY =T(X), ha la proprieta che l'immagine T(By) della palla
unitaria aperta By = B(0;1) C X contiene una palla aperta di centro 0 € Y. [

Dimostrazione. Procedendo passo a passo proviamo

(a) La chiusura dell’immagine della palla aperta B; = B(0;27!), ossia T'(B;) contiene una
palla aperta B* non necessariamente centrata in 0 € Y.

(b) T'(Byp) contiene una palla aperta B(0;¢€) di centro 0 € Y.

(c) T(Bo) contiene la palla aperta B(0;¢/2) di centro 0 € Y.

I dettagli sono i seguenti.
(a) In connessione con i sottoinsiemi A C X scriveremo A (a uno scalare) e A +w
(w € X) per indicare

aA={reX|z=aa,a€ A} (4.63)
A+w={zeX|z=a+w,ac A} (4.64)
ed analogamente per i sottoinsiemi di Y.

Consideriamo la palla aperta B; = B(0;1/2) C X. Un qualunque z € X fisso ¢ in kB;
per k reale sufficientemente grande (k > 2||z||). Quindi

X =|JkB.
k=1
Poiché T ¢ lineare e surgettivo
o0 o0 o0
Y=T(X)=T (U kB1> = |J k1 (By) = | kT (By). (4.65)
k=1 k=1 k=1

Si noti che prendendo la chiusura non aggiungiamo alcun altro punto all’'unione perché
I’unione era gia 'intero spazio Y. Poiché Y ¢ completo € non magro in se stesso per il teorema
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4.23 di Baire. Quindi notando che (4.65) & simile a (4.54) del Teorema 4.23 concludiamo che
almeno un k7' (B;) deve contenere una palla aperta. Cid implica che anche T'(B;) contiene
una palla aperta, sia B* = B(yp;e) C T'(B1). Ne segue che

B* — Yo = B(O,E) C T(Bl) — Yo. (4:66)
(b) Proviamo che B* —yo C T'(By) dove By ¢ la palla unitaria aperta. Questo risultato
si ottiene mostrando che [cf. (4.66)]

T(B1) —yo C T'(Bo)- (4.67)

Sia y € T(B1) — yo. Allora y + yo € T'(B;) e ricordiamo che anche yo € T(By). Per il
teorema 1.12(a) vi sono due successioni u,, e v, in T'(By) tali che

Up = Y + Yo, Un —* Yo-

Queste due successioni sono immagine per 'operatore 71" di due successioni w, e z, in By,
ossia &

Uy = Twhy, vp = 1z,.

Poiché B; ha raggio 1/2 ne segue che

1 1
n - “n < n n Y _:]-7
lon = 2all < llwnll +112al] < 5 + 3

cosl che w,, — z,, € By. Da

T(w, — zn) =Tw, — Tz, =up —v, >y

vediamo che y € T'(By). Poiché y € T(B;) — yo era arbitrario cid prova la (4.67). Dalla
(4.66) abbiamo cosi

B* —yo = B(0;¢) C T'(By). (4.68)
(c) Infine proviamo che
Vi = B(0;¢/2) C T(By).

Introduciamo le seguenti palle aperte

B, = B(0;27") C X
V, = B(0;e/2") C X.

Poiché T ¢ lineare T'(B,) = 27T (By). Dalla (4.68) otteniamo cosl

V,, = B(0;¢/2") C T(B,). (4.69)

Sia ora y € V; e costruiamo una successione (z,) che converge ad un punto = € By tale che
y = Tz. Dalla (4.69) con n =1 abbiamo Vi C T'(B1). Quindi y € T(B,). Per il 1.12(a) vi
deve essere un v € T'(By) vicino a y, ossia ||y — v|| < ¢/4. Ora v € T'(B;) implica v = T'z;
per qualche z; € B;. Quindi

19
ly =Tl < <.



114 CAPITOLO 4. TEOREMI PER GLI SPAZI NORMATI E DI BANACH

Da cio e dalla (4.69) per n = 2 vediamo che y—T'z; € Vo C T'(Bs). Come prima concludiamo
che v’é un x> € B> tale che

€
(y = Tz1) — Tan| < 3
Quindi (y — Ta1) — Tas € V3 C T(Bs) e cosi via. All'n-mo passo possiamo scegliere un
r, € B, tale che

g

< Gur (n=1,2,"). (4.70)

-
k=1

Sia 2, = 21 + - - + @,,. Poiché xj, € By abbiamo ||zx|| < 1/2*. Cio fornisce per n > m
n oo

1
n=zmll < Y Nl < Y0 5 =0

k=m+1 k=m+1

per m — oo. Quindi (z,) € di Cauchy. (z,) converge, ossia z,, — x perché X & completo.
Anche z € By perché By ha raggio 1 e

o0 [e’e) 1
ol < DNl < Y5 =1 (4.71)
k=1 k=1

Poiché T & continuo Tz, — Tx e la (4.70) mostra che Tz = y. Quindi y € T(By). Si noti
infine, anche se cio & inessenziale per la dimostrazione, che la successione (z,) C Bp. =

4.39 Teorema (Applicazione Aperta e Inverso Limitato)
Un operatore lineare limitato T da uno spazio di Banach X su uno spazio di Banach Y é
un’applicazione aperta. Inoltre se T ¢ biiettivo T & continuo, ossia limitato. [

Dimostrazione. Proviamo che per ogui insieme aperto A C X l'immagine T'(A) ¢ aperta in
Y. Lo facciamo mostrando che per ogni y = Tx € T(A) Uinsieme T'(A) contiene una palla
aperta di centro y = T'x.

Sia y = Tz € T(A). Poiché A & aperto contiene una palla aperta di centro z. Quindi
A — z contiene una palla aperta di centro 0; sia r il raggio della palla e poniamo k = 1/r.
Allora k(A — x) contiene la palla unitaria aperta B(0;1). Il Lemma 4.38 ora implica che
T(k(A—z)) = k[T (A) — Tz] contiene una palla aperta di centro 0 e cosi pure T'(A4) — T'z.
Quindi T'(A) contiene una palla aperta di centro Tz = y. Poiché y € T(A) era arbitrario
T(A) ¢ aperto.

Infine se T-! : Y — X esiste & continuo per il Teorema 1.5 perché T' & aperto. Poiché
T—! & lineare per il Teorema 2.25 esso & limitato per il Teorema 2.31. [

4.12 Operatori Lineari Chiusi. Teorema del Grafico
Chiuso

Non tutti gli operatori lineari di importanza pratica sono limitati. In meccanica quanti-
stica ed in altre applicazioni si ha bisogno molto frequentemente di operatori non limitati.
Tuttavia praticamente tutti gli operatori lineari che ’analista deve usare sono quasi sempre
operatori lineari cosiddetti chiusi. In questa sezione definiamo gli operatori lineari chiusi
su spazi normati e consideriamo alcune delle loro proprieta, in particolare in connessione
coll’importante teorema del grafico chiuso che stabilisce le condizioni sufficienti per le quali
un operatore lineare chiuso su uno spazio di Banach ¢ limitato.
Incominciamo colla seguente definizione.
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4.40 DEFINIZIONE (OPERATORI LINEARI CHIUSI)
Siano X e Y spazi normati e T : D(T) — Y un operatore lineare con dominio D(T') C X.
Allora T & chiamato un operatore lineare chiuso se il suo grafico

G(T) ={(z,y) | x € D(T),y =T}

e chiuso nello spazio normato X x Y, dove le due operazioni algebriche di uno spazio vettoriale
sono definite in X X Y nel modo usuale, cioe

(w1, 92) + (z2,92) = (w1 + 22,91 + Y2)
a(z,y) = (az,ay)

(v uno scalare) e la norma su X x Y e definita da

(@, ) = [l + Iyl (4.72)

Dimostriamo il seguente utile criterio che esprime una proprieta che & spesso presa come
definizione di chiusura di un operatore lineare.

4.41 Teorema (Operatore Lineare Chiuso)
Sia T : D(T) — Y wun operatore lineare, dove D(T) C X ed X e Y sono spazi normati.
Allora T é chiuso se e solo se ha la sequente proprieta. Se x, — x, dove x, € D(T) e
Tz, =y allora x € D(T) e Tx =y. ]

Dimostrazione. Sia T chiuso. Se z,, — x con z,, € D(T') e Tz,, — y ne segue che la
successione z, = (z,,Tx,) € G(T) converge in X xY a z = (z,y) € G(T). Ma G(T) ¢
chiuso e quindi ¢ € D(T') e Tz = y.

Se per ogni successione convergente z, — z, tale che z,, € D(T) e Tz, — y, vale
z € D(T) e Tx = y, ne segue che ogni successione z, = (z,Tz,) € G(T) convergente in
X XY converge necessariamente a z = (x,Tx) € G(T) e quindi G(T') & chiuso e quindi T &
chiuso. .

Si noti bene che questa proprieta e differente dalla seguente proprieta di un operatore
lineare limitato. Se un operatore lineare 7' ¢ limitato e quindi continuo e (x,) € una suc-
cessione in D(T') che converge in D(T') allora anche (T'z,) converge; cf. 1.14. Cid non e
necessariamente valido per un operatore lineare chiuso, cioe T'x, potrebbe non convergere.
Tuttavia se T & chiuso e due successioni (z,) e (T,) nel dominio di 7' convergono al me-
desimo limite e se le corrispondenti successioni (I'z,,) e (I'Z,) convergono entrambe allora
queste ultime hanno il medesimo limite.

Osserviamo infine che se X e Y sono completi, anche X x Y con norma definita da (4.72)
& completo. Sia infatti (z,,) di Cauchy in X x Y, dove z,, = (z,,,y,). Allora per ogni e > 0
v’eun N tale che

Izn = zm| = ll2m — @nll + [lym —ynl| <€ (m,n > N). (4.73)

Quindi (z,,) e (y,) sono di Cauchy, rispettivamente, in X ed in Y e convergono, cio¢ z,, —
e y, — y perché X e Y sono completi. Cio implica che z, — z = (x,y) poiché dalla (4.73)
per m — oo abbiamo ||z, — z|| < € per n > N. Poiché la successione di Cauchy (z,) era
arbitraria X x Y & completo.

Sotto quali condizioni un operatore lineare chiuso € limitato? Una risposta ¢ data dal
seguente importante teorema.
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4.42 Teorema (Grafico Chiuso)
Siano X eY spazi di Banach e T : D(T) — Y un operatore lineare chiuso con domninio
D(T) C X. Allora se D(T') ¢é chiuso in X ['operatore T é limitato. ]

Dimostrazione. Per ipotesi G(T') & chiuso in X x Y e D(T) & chiuso in X. Quindi G(T') e
D(T') sono completi per il 1.13. Consideriamo ora ’applicazione

P : G(T)—D(T)
(z,Tx) — z.

P ¢ lineare ed e limitato perché
1P (, Ta)|| = [|o]] < [|=]| + || T2]| = ||(x, Tx)]|.
P & biiettivo; infatti I’applicazione inversa &

P~ . D(T) — G(T)
z — (z,Tx).

Poiché G(T') e D(T') sono completi possiamo applicare il teorema dell’inverso limitato 4.39
e vedere che P~! & limitato, ossia ||(x,Tz)|| < b||z|| per qualche b e tutti gli € D(T).
Quindi 7" & limitato perché

| Tz]| < [T + ||| = ||(z, Tz)[| < b]||]

per tutti gli « € D(T). m

Con degli opportuni esempi si puo verificare la seguente affermazione.

La chiusura non implica, se D(T) non é chiuso, la limitatezza di un operatore lineare.
Viceversa la limitatezza non implica la chiusura.

La nostra presente discussione sembra indicare che in connessione con gli operatori non
limitati la determinazione dei domini ed i problemi di estensione possono giocare un ruolo
basilare. L’affermazione che abbiamo appena enunciato ¢ piuttosto di natura negativa. Dal
lato positivo abbiamo invece il seguente lemma.

4.43 Lemma (Operatore Chiuso)
Sia T : D(T) = Y un operatore lineare limitato con dominio D(T) C X, dove X eY sono
spazi normati. Ne seque

(a) Se D(T') é un sottoinsieme chiuso di X allora T' é chiuso.

(b) SeT ¢ chiuso eY é completo allora D(T') é un sottoinsieme chiuso di X. ]

Dimostrazione. (a) Se (x,) ¢ in D(T') e converge, ossia x,, = z ed & tale che anche (T'z,,)
converge allora z € D(T") = D(T') perché D(T') & chiuso e T'z,, — T perché T & continuo.
Quindi 7" & chiuso per il Teorema 4.41.

(b) Per z € D(T') v’¢ una successione (x,,) in D(T) tale che z,, — z; cf. 1.12. Poiché
T & limitato la successione Tz, & di Cauchy ed ¢ T'z,, — y perché Y & completo. Poiché
T & chiuso x € D(T) per il 4.41 (e Tz = y). Quindi D(T") & chiuso perché z € D(T) era
arbitrario. (]
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4.13 Problemi
1. Siano T}, : £> — ¢? definiti da

Tn (617627"'7£n7£n+17"') = (0707"'70 7£n7£n+17"')'

n zeri

Mostrare che i T, sono lineari e limitati con norma ||T,,|| = 1.. Mostrare che la
successione T}, converge a 0 fortemente, ma non uniformemente.

2. Siano T}, : £2 — 2 definiti da

Tn(€1582,---) = (0,0,...,0  ,&,8,...).

n zeri

Mostrare che i T}, sono lineari e limitati. Mostrare che la successione 7}, converge a 0
debolmente, ma non fortemente.

Suggerimento: Si utilizzi per un qualunque funzionale lineare limitato f su £2 la
rappresentazione di Riesz

fl@)=<z,z>= ij@.

=1

Allora
f(Tnx) = Z ngn—i—k
k=1

e quindi ...Per mostrare che la successione T,, non puo convergere fortemente si
consideri ||Ty,x — Thz|| per ¢ = (1,0,0,...).
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Capitolo 5

Teoria Spettrale degli Operatori
Lineari in Spazi Normati

Breve orientamento sul principale contenuto del capitolo

Cominciamo con gli spazi finito dimensionali. La teoria spettrale in questo caso € essen-
zialmente la teoria degli autovalori delle matrici (Sez. 5.1) ed & molto piu semplice di quella
degli operatori negli spazi infinito dimensionali. I problemi degli autovalori delle matrici
suggeriscono anche parte dell’approccio generale ed alcuni dei concetti della teoria spettrale
negli spazi normati infinito dimensionali come definiti nella Sez. 5.2, sebbene il caso infinito
dimensionale sia molto piu complicato di quello finito dimensionale.

Importanti proprieta dello spettro degli operatori lineari limitati su spazi normati e spazi
di Banach sono discussi nelle Sez. 5.3 e 5.4.

Assunzioni generali

Escludiamo lo spazio vettoriale banale {0} ed assumiamo che tutti gli spazi siano com-
plessi a meno che non sia diversamente stabilito.

5.1 Teoria Spettrale in Spazi Normati Finito Dimensio-
nali

Sia X uno spazio normato finito dimensionale e 7' : X — X un operatore lineare. La teoria
spettrale di tali operatori ¢ piu semplice di quella degli operatori definiti su spazi infinito
dimensionali. Infatti dalla Sez. 2.10 sappiamo che possiamo rappresentare T' con delle
matrici (che dipendono dalla scelta delle basi per X) e mostreremo che la teoria spettrale di
T e essenzialmente la teoria degli autovalori delle matrici. Percid cominciamo colle matrici.

Osserviamo che la presente sezione € algebrica, ma faremo ben presto uso della norma a
partire dalla prossima sezione.

Per una matrice data (reale o complessa) quadrata a n-righe A = (aji) 1 concetti di
autovalori e di autovettori sono definiti in termini dell’equazione

Az = Az (5.1)
come segue.

5.1 DEFINIZIONE (SPETTRO, INSIEME RISOLVENTE DI UNA MATRICE)
Un autovalore di una matrice quadrata A = () € un numero A tale che la (5.1) ha una
soluzione z # 0. Questo x € chiamato un autovettore di A corrispondente all’autovalore . Gli
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autovettori corrispondenti a questo autovalore A ed il vettore nullo formano un sottospazio
vettoriale di X che ¢ chiamato l'autospazio di A corrispondente a questo autovalore .
L’insieme o(A4) di tutti gli autovalori di A & chiamato lo spettro di A. Il suo complemento
p(A) = C — o(A) nel piano complesso € chiamato 'insieme risolvente di A. ]

Cosa possiamo dire sull’esistenza degli autovalori di una matrice in generale?
Per rispondere a questa domanda osserviamo dapprima che la (5.1) puo essere riscritta

(A= XDz =0 (5.2)

dove I ¢ la matrice unita a n—righe. Questo & un sistema omogeneo di n equazioni lineari in n
incognite &, - -+ ,&,,, le componenti di «. Il determinante dei coefficienti & det(A — AI) e deve
essere zero affinché la (5.2) abbia una soluzione z # 0. Cid da ’equazione caratteristica
di 4

a1 — A app - 0587
a1 Qap— A Qan
det(A—AI)=| . o - =0. (5.3)
Qpl Qp2 o Qpp — )\

det(A — \I) & chiamato il determinante caratteristico di A. Sviluppandolo otteniamo un
polinomio in A di grado n, il polinomio caratteristico di A. L’equazione (5.3) & chiamata
Iequazione caratteristica di A.

Il nostro risultato ¢ il teorema basilare seguente.

5.2 Teorema (Autovalori di una Matrice)
Gli autovalori di una matrice quadrata a n—righe A = (o) sono dati dalle soluzioni dell’e-
quazione caratteristica (5.3) di A. Quindi A ha almeno un autovalore (e al pit n autovalori
numericamente differenti). [

La seconda affermazione vale perché, per il cosiddetto teorema fondamentale dell’algebra
ed il teorema della fattorizzazione, un polinomio di grado n e con coefficienti in C ha una
radice in C (ed al pit n radici numericamente differenti). Si noti che le radici possono essere
complesse anche se A e reale.

Come possiamo applicare il nostro risultato ad un operatore lineare T : X — X su
uno spazio normato X di dimensioni n? Sia e = {e1, -+, e,} una base qualunque per X
e T = (ajr) la matrice che rappresenta T' rispetto a questa base (i cui elementi sono
dati in un ordine fissato). Allora gli autovalori della matrice T sono chiamati autovalori
dell’operatore T ed analogamente per lo spettro e per 'insieme risolvente. Cio € giustificato
dal seguente teorema.

5.3 Teorema (Autovalori di un Operatore)
Tutte le matrici che rappresentano un dato operatore lineare T : X — X su uno spazio
normato finito dimensionale X rispetto alle varie basi per X hanno i medesimi autovalorsi.
[

Dimostrazione. Dobbiamo vedere che cosa capita nel passaggio da una base per X ad un’al-

tra. Siano e = (e1,--- ,ep) ed ' = (e}, - ,el,) due basi qualunque per T' scritte come vet-

v n

tori riga. Per definizione di base ciascun e; & una combinazione lineare degli e}, e viceversa.
Possiamo scrivere cioe

e=eC o €T=0CTe" (5.4)
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dove C' & una matrice quadrata a n-righe non singolare. Ogni « ha un’unica rappresentazione
rispetto a ciascuna delle due basi, ossia

r=e€ = 25]6] =e'¢ —Z{kek

dove £ = (¢;) e &' = (&) sono vettori colonna. Da questa e dalla (5.4) abbiamo e = e'¢’ =
eC¢'. Quindi

£=0¢. (5.5)
Analogamente da Tz = y = en = €'ny’, dove = (n;) e ' = (n);), abbiamo

n=Cn'. (5.6)
Di conseguenza, se A e A’ denotano le matrici che rappresentano 7' rispetto ad e ed €', allora

n=A¢ e g =A%
e da cio e dalle (5.5) e (5.6)
CA'¢ =Cn' =n=A¢ = ACE'.
Moltiplicando a sinistra per C~! otteniamo la legge di trasformazione
A =07tAC (5.7)

con C determinato dalle basi secondo la (5.4) (e indipendente da 7'). Usando la (5.7) e
det(C~1)det C = 1 possiamo mostrare ora che i determinanti caratteristici di A e A’ sono

uguali
det(A" — XI) = det(C~*AC — AC1IC) (5.8)
=det(C™H(A - \I)C)
=det(C~ 1) det(A — XI)det C
= det(4A — AI).
L’eguaglianza degli autovalori di A e di A’ segue ora dal Teorema 5.2. [

Menzioniamo di passaggio che possiamo anche esprimere i nostri risultati in termini del
seguente concetto, che ¢ di interesse generale. Una matrice n x n A’ & detta similare ad
una matrice n x n A se esiste una matrice C' non singolare tale che vale la (5.7). A e A’
sono allora chiamate matrici similari. In termini di questo concetto la nostra dimostrazione
mostra quanto segue.

(i) Due matrici rappresentanti il medesimo operatore lineare T' su uno spazio normato finito
dimensionale X relative a due basi qualunque per X sono similari.

(ii) Matrici similari hanno gli stessi autovalori.
Inoltre i Teoremi 5.2 e 5.3 implicano il seguente teorema.

5.4 Teorema (Esistenza degli Autovalori)
Un operatore lineare su uno spazio normato complesso finito dimensionale X # {0} ha
almeno un autovalore. [
In generale non possiamo dire di piu.
Inoltre la (5.8) con A = 0 da det A" = det A. Quindi il valore del determinante rappresenta
una proprieta intrinseca dell’operatore T, cosi che possiamo parlare senza ambiguita della
quantita det 7T
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5.2 Concetti Basilari

Nella sezione precedente gli spazi erano finito dimensionali. In questa sezione consideriamo
spazi normati di dimensione qualunque e vedremo che negli spazi infinito dimensionali la
teoria spettrale diventa molto pitt complicata.

Sia X # {0} uno spazio normato complesso, T : X — X un operatore lineare e R(T) C X
la sua immagine . A T associamo 'operatore

Tn=T - Al (5.9)

dove A & un numero complesso ed I & operatore identita su X. Indichiamo con R(Ty)
Pimmagine di Ty. Se loperatore lineare T : X — R(T)) ammette inverso lo indichiamo
con Ry (T), cioe

R\T) =T ' =T -t (5.10)

e lo chiamiamo 'operatore risolvente di T o, semplicemente, il risolvente di 7. Invece
di R)(T) scriviamo semplicemente Ry se ¢ chiaro a quale operatore T ci si riferisce nella
specifica discussione.

Il nome “risolvente” & appropriato perché Ry(T') aiuta a risolvere 'equazione Thz = y.
Infatti = T 'y = Ry (T)y purché Ry(T) esista.

Pit importante ancora ¢ il fatto che lo studio delle proprieta di Ry risulta basilare per una
comprensione dell’operatore 7' stesso. Naturalmente molte proprieta di T\ e R) dipendono
da \. La teoria spettrale ha a che fare con queste proprieta. Ad esempio saremo interessati
all’insieme di tutti i A nel piano complesso tali che R, esiste. La limitatezza di R, € un’altra
proprieta che risultera essenziale. Ci chiederemo anche per quali A il dominio di Ry e denso
in X e cio solo per indicare alcuni aspetti.

Notiamo inoltre che Ry (T") € un operatore lineare per il Teorema 2.25(b).

Per lo studio di T, T, e R, avremo bisogno dei seguenti concetti che sono basilari nella
teoria spettrale.

5.5 DEFINIZIONE (VALORI REGOLARI, INSIEME RISOLVENTE, SPETTRO)
Sia X # {0} uno spazio normato complesso e T' : X — X un operatore lineare. Un valore
regolare di T' € un numero complesso tale che

R1 R\(T) esiste,

R2 R, (T) ¢ limitato,

R3 R(T)) = X, ossia Ry(T') ¢ definito su un insieme che & denso in X.

L’insiemne risolvente p(T) di T & I'insieme di tutti i valori regolari A di 7'. Il suo comple-
mento (1) = C — p(T') nel piano complesso C & chiamato lo spettro di T ed un X € o(7T)
¢ chiamato un valore spettrale di T. Inoltre lo spettro o(T') ¢ partizionato in tre insiemi
disgiunti come segue.

Lo spettro puntuale o spettro discreto o,(T) & l'insieme tale che Ry (T") non esiste. Un
A € 0p(T') & chiamato un autovalore di T.

Lo spettro continuo o.(7) & l'insieme tale che Ry(T') esiste e soddisfa (R3) ma non
(R2), cioe R\ (T') ¢ definito in un insieme che & denso in X, ma non & limitato.

Lo spettro residuale o, (T) ¢ l'insieme tale che Rx(T") esiste (e puo essere limitato o
no) ma non soddisfa (R3), cioe il dominio di Rx(7') non & denso in X. ]
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Per evitare incomprensioni notiamo che alcuni degli insiemi in questa definizione possono
essere vuoti. Si tratta di un problema di esistenza che dovremo discutere. Per esempio
0.(T) = o.(T) = § nel caso finito dimensionale come sappiamo dalla Sez. 5.1.

Le condizioni stabilite nella Definizione precedente possono essere riassunte nella seguente
tabella

Soddisfatto Non soddisfatto A appartiene a
(R1) (R2) (R3) p(T)
®D) o, (1)
(R1) (R3) (R2) oe(T)
(R1) (R3) or(T)
Per aiutare la comprensione di questi concetti cominciamo con alcune osservazioni gene-

rali.
Notiamo dapprima che i quattro insiemi della tabella sono disgiunti e che la loro unione
¢ l'intero piano complesso

C = o) Jo(T)
= o) J o @) o) | o (D).

Inoltre se il risolvente Ry(T") esiste & lineare per il Teorema 2.25 come s’¢ detto prima.
Questo teorema mostra anche che Ry(T) : R(T») — X esiste se e solo se Tha = 0 implica
x = 0, cioe se lo spazio nullo di Ty ¢ {0} (R(T)) denota 'immagine di T}).

Quindi se The = (T — AI)xz = 0 per qualche & # 0 allora A € ¢,(T") per definizione, cioe
A & un autovalore di 7. Allora x & chiamato un autovettore di 7' (0 autofunzione di T se
X & uno spazio funzionale) corrispondente all’autovalore A. Il sottospazio di X consistente
dello 0 e di tutti gli autovettori di 7' corrispondenti ad un autovalore A di T' & chiamato
I’autospazio di T' corrispondente all’autovalore A.

Vediamo che la nostra presente definizione di autovalore & in armonia con quella data
alla Sez. 5.1. Vediamo anche che lo spettro di un operatore lineare in uno spazio finito
dimensionale € un puro spettro puntuale, cioe sia lo spettro continuo che quello residuale
sono vuoti, come s’e detto prima, cosi che ogni valore spettrale € un autovalore.

Una motivazione per la partizione di o(T") —op(T) in 0.(T') e 0,(T) & data dal fatto che
o.(T) = 0 per 'importante classe degli operatori autoaggiunti sugli spazi di Hilbert.

Nella presente discussione il teorema dell’inverso limitato 4.39 contribuisce come segue.
Se T : X — X ¢ limitato e lineare ed X ¢ completo e se per qualche ) il risolvente Ry(T")
esiste ed e definito su tutto lo spazio X allora per questo A il risolvente & limitato.

Inoltre i seguenti fatti (necessari pit in 1a) possono anche essere utili per una migliore
comprensione dei presenti concetti.

5.6 Lemma (Dominio del Risolvente)
Sia X wuno spazio di Banach complesso, T : X — X un operatore lineare e A € p(T). Si
assuma che (a) T sia chiuso o che (b) T sia limitato. Allora Rx(T') é definito su tutto lo
spazio X . [

Dimostrazione. (a) Poiché T' & chiuso lo ¢ anche T per il 4.41. Poiche il grafico di Ry si
ottiene da quello di 7T scambiando coordinate con ascisse in X x X, Ry & chiuso. Ry ¢
limitato per (R2). Quindi il suo dominio D(Ry) & chiuso per il 4.43(b) applicato a R, cosi
che (R3) implica D(Ry) = D(Ry) = X.

(b) Poiché X & chiuso T & chiuso per il 4.43(a) e enunciato segue dalla parte (a) di
questa dimostrazione. n

Riportiamo infine una proprieta basilare degli autovettori.
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5.7 Teorema (Indipendenza Lineare)
Gli autovettori xy,--- ,x,, corrispondenti ad autovalori differenti A1,--- , A, di un operatore
lineare T in uno spazio vettoriale X costituiscono un insieme linearmente indipendente. w

Dimostrazione. Assumiamo che {z1, - ,z,} sia linearmente dipendente e deriviamo una
contraddizione. Sia x,, il primo dei vettori che sia una combinazione lineare dei precedenti,
ossia

Ty =121+ + Q1 T—1- (5].].)

Allora {z1, -+ ,Z;m—1} € linearmente indipendente. Applicando T — \,,I ad entrambi i
membri della (5.11) otteniamo

3
L

(T - A\p Dy, = (T — A D)z

1M

3
L

Oéj()\j — )\m)iﬂj.
1

J

Poiché z,, e un autovettore corrispondente a A, il membro a sinistra e zero. Poiché i vettori
a destra formano un insieme linearmente indipendente dobbiamo avere

ozj(/\j—)\m):(), quindi oa; =0 (j=1,---,m—1)

giacché A\; — A, # 0. Ma allora x,, = 0 per la (5.11). Cio contraddice il fatto che z,, # 0
perché z,, € un autovettore e completa la dimostrazione. [

5.3 Proprieta Spettrali degli Operatori Lineari Limitati

Le proprieta dello spettro dipendono dal tipo di spazio su cui l'operatore e definito e dal
tipo di operatore che si considera. Questa situazione suggerisce di studiare separatamente
larghe classi di operatori con proprieta spettrali comuni ed in questa sezione incominciamo
con gli operatori lineari limitati 7" su uno spazio di Banach complesso X. Cosi T € B(X, X),
dove X & completo; cf. Sez. 2.11.

Il nostro primo teorema € un teorema chiave in varie parti della teoria, come vedremo.

5.8 Teorema (Inverso)
Sia T € B(X,X), dove X ¢é uno spazio di Banach. Se ||T|| < 1 allora (I —T)~! esiste ed ¢
un operatore lineare limitato su tutto lo spazio X e

o0
I-T)* =Y TN=I+T+T"+-- (5.12)
j=0
[dove la serie a destra é convergente secondo la norma su B(X,X)]. L]

Dimostrazione. Abbiamo ||T7|| < ||T|JY per la (2.20), Sez. 2.8. Ricordiamo che la serie
geometrica Y ||T||Y converge per ||T|| < 1. Quindi la serie nella (5.12) & assolutamente
convergente per ||T|| < 1. Poiché X & completo lo & pure B(X,X) per il Teorema 2.40.
L’assoluta convergenza percio implica la convergenza come sappiamo dalla Sez. 2.3.
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Indichiamo la somma della serie nella (5.12) con S. Rimane da mostrare che S = (I —
T)~L. A questo scopo calcoliamo

(I-T)YI+T+---+T™) (5.13)
=I+TH+---+T™{I -T)
=1 —-7m"

Lasciamo ora m — oo. Allora T™%1 — 0 perché ||T|| < 1. Otteniamo cosi
(I-T)S=8(I—-T)=1. (5.14)

Cio mostra che S = (I —T)~ L. "
Come prima applicazione di questo teorema proviamo l'importante fatto che lo spettro

di un operatore lineare limitato ¢ un insieme chiuso nel piano complesso. (mostreremo che
o #0in 5.18.).

5.9 Teorema (Spettro Chiuso)
L’insieme risolvente p(T') di un operatore lineare limitato T su uno spazio di Banach com-
plesso X ¢ aperto; quindi lo spettro o(T') é chiuso. [

Dimostrazione. Se p(T) = 0 & aperto. (In effetti p(T') # () come vedremo nel Teorema 5.11.)
Sia p(T) # 0. Per un X\ € p(T') fisso ed un A € C qualsiasi abbiamo

T— A =T Al — (A= Ao)]
= (T = XoD)[I = (A= X0)(T = XoI) 1.

Indicando loperatore in parentesi [-- -] con V' possiamo scriverlo nella forma
T\ =T,V dove V=I-(A—X)Rx,. (5.15)

Poiché Ay € p(T) e T' & limitato il Lemma 5.6(b) implica che Ry, = T)\_O1 € B(X, X). Inoltre
il Teorema 5.8 mostra che V ha un inverso

VEE=3 I = )Rl =D (A= M) R (5.16)
j=0 j=0

in B(X,X) per tuttii A tali che ||[(A — Xo)Rx, || < 1, ossia

A= Ao| < (5.17)

1
18,1

Poiché T/\_O1 = R), € B(X, X) vediamo da cio e dalla (5.15) che per ogni A che soddisfa la
(5.17) Voperatore T ha un inverso

Ry=T7'=(T),V) ' = V'Ry,. (5.18)

Quindi (5.17) rappresenta un intorno di Ay consistente di valori regolari A di 7. Poiché
Xo € p(T) era arbitrario p(T') & aperto cosi che il complemento o(T") = C — p(T") € chiuso. m

E di grande importanza osservare che in questa dimostrazione abbiamo anche ottenuto
un rappresentazione basilare del risolvente con una serie di potenze di A. Infatti dalle (5.16)-
(5.18) otteniamo immediatamente il seguente teorema.
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5.10 Teorema (Rappresentazione del Risolvente)
Per X eT come nel Teorema 5.9 ed ogni Ao € p(T) il risolvente Ry(T) ha la rappresentazione

o0

Ry=> (A=) Ry, (5.19)
j=0

la serie essendo assolutamente convergente per ogni A nel disco aperto dato da [cf. (5.17)]

1
A= Xo| < —— (5.20)
[[Rxol
nel piano complesso. Questo disco ¢ un sottoinsieme di p(T). [

Questo teorema ci permettera di applicare I’analisi complessa alla teoria spettrale, come
vedremo nella Sez. 5.5.

Come ulteriore conseguenza del Teorema 5.8 proviamo l'importante fatto che per un
operatore lineare limitato lo spettro € un insieme limitato nel piano complesso.

5.11 Teorema (Spettro)
Lo spettro o(T) di un operatore limitato T : X — X su uno spazio di Banach complesso X
e compatto e giace nel disco dato da

AL <1171l (5.21)
Quindi insieme risolvente p(T) di T ¢é non vuoto. [in 5.18 mostreremo che o(T) #0.] =

Dimostrazione. Sia A # 0. Dal Teorema 5.8 otteniamo la rappresentazione

Ry=(T-X)"'= —i (I— %T) - = —ii GT)j (5.22)

dove per il Teorema 5.8 la serie converge per tutti i A tali che

1 T

HXTH = % <1 cioe [A] > [|T]].

Il medesimo teorema mostra anche che un qualunque tale A & in p(7"). Quindi lo spettro

o(T) = C — p(T) deve giacere nel disco (5.21), cosi che o(7T') ¢ limitato. Inoltre o(T) &

chiuso per il Teorema 5.9. Quindi o(7T') & compatto. [
Poiché dal teorema appena dimostrato sappiamo che per un operatore lineare limitato 7’

su uno spazio di Banach lo spettro ¢ limitato sembra naturale chiedersi qual’e il disco minimo

attorno all’origine che contiene l’intero spettro. Questa domanda suggerisce il seguente

concetto.

5.12 DEFINIZIONE (RAGGIO SPETTRALE)
Il raggio spettrale r,(T") di un operatore T' € B(X, X) su uno spazio di Banach complesso
X e il raggio

re(T) = sup [A]
A€o (T)

del piu piccolo disco chiuso centrato nell’origine del piano complesso di A che contiene o (7).
n
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Dalla (5.21) & ovvio che per il raggio spettrale di un operatore lineare limitato su uno
spazio di Banach complesso abbiamo

re(T) < ||T| (5.23)
e nella Sez. 5.5 proveremo che
ro(T) = lim (|T"|])"/". (5.24)

5.4 Ulteriori Proprieta del Risolvente e dello Spettro

Alcune ulteriori proprieta del risolvente interessanti e basilari al medesimo tempo sono
espresse nel seguente Teorema.

5.13 Teorema (Equazione del Risolvente, Commutativita)
Siano X uno spazio di Banach complesso, T € B(X,X) e A\,u € p(T) [cf. 5.5].Allora

(a) Il risolvente Ry di T soddisfa alla identita di Hilbert o equazione del risolvente

Ry — Ry = (11— ARy Ry I\ 1€ p(T)]. (5.25)

(b) Ry commuta con un qualunque S € B(X,X) che commuta con T.
(c) Abbiamo

RAR, = R, Ry [A, € p(T)]. (5.26)

Dimostrazione. (a) Per il 5.6 l'immagine di T\ ¢ tutto X. Quindi I = T\R) dove I ¢&
loperatore identita su X. E anche I = R, T),. Di conseguenza

R, — R\ = (TARA) (R Ty)Rx
Ry (T )

Bu[l' = AL — (T — pI)] Ry
= (/l, - /\)RMR)\

(b) Per ipotesi ST = T'S. Quindi STy = T)\S. Usando I = T\ Ry = R)\T) otteniamo cosi
R)\S = R\ST\R) = R\T\SR) = SR,.

(c) R, commuta con T per (b). Quindi Ry commuta con R, per (b). m

Il nostro prossimo risultato sara I'importante teorema dell’applicazione spettrale e par-
tiamo con una motivazione suggerita dalla teoria degli autovalori delle matrici.

Se A & un autovalore di una matrice quadrata A allora Ax = Az per qualche x # 0.
Applicando A si ottiene

A%p = Az = Mz = Nz
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Continuando in questa maniera abbiamo per ogni intero positivo m
Ax = \"w;
ossia se A ¢ un autovalore di A allora A™ & un autovalore di A™. Pili generalmente allora
p(A) = a, A" + A A"+ g
€ un autovalore della matrice
p(A) = a, A"+ a, A"+l

Si pud mostrare che si ottengono cosi tutti gli autovalori della matrice p(A).

E assai notevole che questa proprieta si estenda agli spazi di Banach complessi di dimen-
sioni qualunque, come dimostreremo. Nella dimostrazione useremo il fatto che un operatore
lineare limitato ha uno spettro non vuoto. Questo lo mostreremo piu in la con i metodi
dell’analisi complessa.

Una notazione conveniente per formulare il teorema e

p(e(T) ={peClp=p),rea(T)}, (5.27)

cioe p(o(T')) & l'insieme di tutti i numeri complessi p tali che u = p(\) per qualche A € o(T).
Useremo anche p(p(T')) con un significato simile.

5.14 Teorema (Applicazione Spettrale per i Polinomi)
Sia X uno spazio di Banach complesso, T € B(X,X) e

PA) = A" + an A+ g (ay, # 0).
Allora
o(p(T)) = p(o(T)); (5.28)
ossia lo spettro o(p(T)) dell’operatore
P(T) = apT™ + T+ -+ apl

consiste precisamente di tutti quei valori che il polinomio p assume sullo spettro o(T) di T.
n

Dimostrazione. Assumiamo che o(T") # §; cio sard dimostrato in 5.18. Il caso n = 0 &
banale; allora p(o(T)) = {ao} = o(p(T)). Sia n > 0. Nella parte (a) proviamo che
o(p(T)) C p(o(T)) (5.29)

e nella parte (b) che

p(o(T)) Ca(p(T)), (5.30)

cosl che otteniamo la (5.28). I dettagli sono i seguenti.

(a) Sia p € o(p(T")) e supponiamo per assurdo che p ¢ p(o(T')). Allora non esiste alcun
A € o(T) per cui sia g = p(A).

Per semplicita scriviamo S = p(T') e

Su=p(T) —pl.
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Poiché X & complesso il polinomio dato da s, (X) = p(A) —p deve fattorizzare completamente
in termini lineari, ossia

su(A) =p(A) —p=anA =7)A=72) - (A= 72), (5.31)
dove vy, ,7,, sono gli zeri di s, (che dipendono naturalmente da p), ossia
su(7;) =p(v;) = =0

per ogni 7. Per I'ipotesi assurda fatta nessun A € o(T') puo essere radice di s, (A) e quindi
ciascun y; ¢ in p(T') e ciascun T' — ;I ha un inverso limitato che, per il 5.6, & definito su
tutto X. In corrispondenza alla (5.31) abbiamo

Sp=p(T) —pl = an(T =7 )T =7y1) - (T = 7,1).

e quindi per la (2.13) nella Sez. 2.6 S, ' esiste e vale
_ 1 _ _ _
it = (@ =y )T (T =, D7HT =)

Quindi in questo caso p € p(p(T')) in contraddizione con l'ipotesi assurda fatta. Da cid
concludiamo che

o(p(T)) C p(a(T)).
(b) Dimostriamo ora la (5.30)

p(o(T)) C o(p(T)).

Lo facciamo mostrando che
kep(le(T) = krealp). (5.32)
Sia & € p(o(T)). Per definizione cio significa che
k= p(B) per qualche B € a(T).

Ci sono ora due possibilita
(A) T — BI non ha inverso.
(B) T — BI ha inverso.

Consideriamo separatamente questi due casi.
(A) Da k = p(B) abbiamo p(f8) — k = 0. Quindi 8 & uno zero del polinomio

s(A) =p(\) — k.
Ne segue che possiamo scrivere
ss(A) = p(A) =k = (A = B)g(N),

dove g(A) denota il prodotto degli altri n — 1 fattori lineari e di «,,. In corrispondenza a
questa rappresentazione abbiamo

Sk(T) = p(T) = &l = (T = p1)g(T). (5.33)
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Siccome i fattori di g(T") commutano tutti con (T' — BI) abbiamo anche
S, = g(T)(T - BI). (5.34)

Supponiamo per assurdo che k € p(p(T')) e che quindi S, abbia un inverso. Allora la (5.33)
e la (5.34) ci danno

I=(T-pBDg(T)S;" =S g(T)(T - BI)

che mostra che (I" — $I) ha un inverso in contraddizione con la nostra ipotesi. Dalla con-
traddizione segue che k € o(p(T')). Poiché k € p(o(T)) era arbitrario cid prova la (5.32)
sotto l'ipotesi che (T' — 8I) non abbia un inverso.

(B) Supponiamo come prima che sia k = p(8) per qualche 8 € o(T'), ma ora assumiamo
che l'inverso (T — 3I)~! esista. Allora per 'immagine di (T' — 8I) dobbiamo avere

R(T — BI) # X (5.35)

perché altrimenti (7' — SI)~! sarebbe limitato per il teorema dell’inverso limitato 4.39 ap-
plicato a T'— 81, cosi che 8 € p(T), che contraddirebbe 5 € o(T"). Dalla (5.33) e dalla (5.35)
otteniamo

R(Sx) # X.

Cio mostra che k € o(p(T)), perché & € p(p(T)) implicherebbe che R(S,) = X per il Lemma
5.6(b) applicato a p(T"). Cio prova la (5.32) sotto l'ipotesi che T' — SI abbia un inverso. Il
teorema & dimostrato. (]

5.5 Uso dell’Analisi Complessa nella Teoria Spettrale

Uno strumento importante nella teoria spettrale e I’analisi complessa. Connessioni tra le due
aree possono essere ottenute mediante gli integrali complessi curvilinei e le serie di potenze.
Noi useremo solamente le serie di potenze. In questo modo saremo capaci di mantenere la
discussione ad un livello pili elementare ed avremo bisogno solamente dei pochi concetti e
fatti basilari che seguono.

Uno spazio metrico ¢ detto connesso se non ¢ I'unione di due insiemi aperti non vuoti
disgiunti. Un sottoinsieme di uno spazio metrico e detto connesso se € connesso quando e
riguardato come sottospazio.

Per un dominio G nel piano complesso C intendiamo un sottoinsieme aperto connesso
G diC.

Si pud mostrare che un sottoinsieme aperto G di C e connesso se e solo se ciascuna
coppia di punti di G puo essere congiunta da una linea spezzata consistente di un numero
finito di segmenti di retta con tutti i loro punti appartenenti a G. (In molti libri sull’analisi
complessa cio & usato come definizione di connessione.)

1l risolvente Ry € un operatore che dipende dal parametro complesso A. Cio ci suggerisce
di introdurre il nostro presente approccio nel modo seguente.

Per una funzione a valori vettoriali o funzione operatoriale di una variabile complessa
A intendiamo un’applicazione

S:A— B(X,X)

Ao S (5.36)

dove A & un sottoinsieme qualunque del piano complesso di A. (Scriviamo Sy invece di
S(A) per avere una notazione simile ad R), perché nel seguito considereremo Sy = Ry e

A=p(T).)
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5.15 DEFINIZIONE (OLOMORFISMO LOCALE, OLOMORFISMO)
Sia A un sottoinsieme aperto di C ed X uno spazio di Banach complesso. Allora Sy nella
(5.36) & detto essere localmente olomorfo su A se per ogni A\g € A ha una rappresentazione
in serie di potenze

Sx=Y_Si(A=A)

Jj=0

con S; € B(X,X) e raggio di convergenza non nullo. Sy & detto olomorfo su A se Sy &
localmente olomorfa su A e A & un dominio. S & detto olomorfo nel punto Ag € C se Sy &
olomorfo in un e—intorno di Ag. (]

Questa definizione tiene conto della seguente situazione. L’insieme risolvente p(7") di un
operatore lineare limitato 7" & aperto (per il 5.9) ma non sempre puo essere un dominio, cosi
che in generale € 'unione di domini disgiunti (insiemi aperti connessi disgiunti). Vedremo
che il risolvente & olomorfo in ogni punto di p(7). Quindi in qualsiasi caso e localmente
olomorfo su p(T") (definendo cosl una funzione operatoriale olomorfa su ciascuno di questi
domini) ed & olomorfo su p(T") se e solo se p(T) & connesso, cosi che p(T') & un singolo
dominio.

Come preannunciato lo strumento chiave per ’applicazione dell’analisi complessa alla
teoria spettrale sara il Teorema 5.10. In particolare da esso e dalla definizione 5.15 sopra
data possiamo derivare immediatamente il seguente teorema.

5.16 Teorema (Olomorfia del Risolvente)
Il risolvente Rx(T') di un operatore lineare limitato T : X — X su uno spazio di Banach
complesso & olomorfo in ogni punto Ao dell’insieme risolvente p(T') di T. Quindi é localmente
olomorfo su p(T). ]
Inoltre p(T') & 'insieme piu grande su cui il risolvente di T & localmente olomorfo. Infatti
il risolvente non puod essere continuato analiticamente in punti dello spettro. Cio si puo
vedere dalla (5.38) del seguente teorema.

5.17 Teorema (Risolvente)
SeT € B(X,X) dove X é uno spazio di Banach complesso e Aoy € p(T) allora

1
d(Ao)

||Ra, (T)]] > dove  §(\o) = inf |Ao — s (5.37)
s€a(T)

é la distanza di Ao dallo spettro o(T). Quindi

IRa (D)l 500 come  5(A) = 0. (5.38)

Dimostrazione. Dal Teorema 5.10 abbiamo che per ogni Ao € p(7T') il disco (5.20) & un
sottoinsieme di p(7). Quindi il raggio ro del massimo disco aperto centrato in A\ e contenuto
in p(T) deve essere

rog > ——.
1B, |
La distanza di Ay dalla spettro deve essere a sua volta
(5()\0) Z To

e quindi ne segue la (5.37) come enunciato. ]
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E di grande importanza teorica e pratica che lo spettro di un operatore lineare limitato
T su uno spazio di Banach complesso non possa mai essere un insieme vuoto.

5.18 Teorema (Spettro)
Se X #£ {0} & uno spazio di Banach complesso e T € B(X,X) allora o(T) # 0. ]

Dimostrazione. Per ipotesi X # {0}. Se T' = 0 allora o(T") = {0} # 0. Sia T # 0. Allora
[|T|] # 0. La serie (5.22), Sez. 5.3, ¢

oo j
Ry = —§§:; (%T) (A > 1T (5.39)

Poiché questa serie converge per 1/|A| < 1/||T|| essa converge assolutamente per 1/|\| <
1/2||T||, ossia per |A| > 2||T||. Per questi A per la formula della somma di una serie
geometrica

7 1 1

= o S 2T (5.40)

1
=T
A

1 o0
ENEESY
p=

Mostriamo che 1’assunzione ¢(T) = @ porta ad una contraddizione. o(T) = @ implica
p(T) = C. Quindi Ry & olomorfo per tutti i A, per il 5.16. Di conseguenza per un z € X
fisso ed un f € X' fisso la funzione h definita da

h(A) = f(Rax)

e sviluppabile in serie di potenze nell’intorno di ogni A ed & quindi olomorfa su C, ossia h ¢
una funzione intera. Poiché ’olomorfia implica la continuita h & continua e cosi limitata sul
disco compatto |A| < 2||T||. Ma h & anche limitata per [A| > 2||T'|| perché ||RA|| < 1/||T|
per la (5.40) e

(RN = [f(Bxx)| < IFITIBxz]| < | FIHIBAI ]|
< A1/

Quindi A e limitata su C e percio costante, per il teorema di Liouville, che stabilisce che una
funzione intera che e limitata su tutto il piano complesso & una costante. Poiché x € X ed
f € X' in h erano arbitrari h = cost implica che R, & indipendente da A e quindi anche
R;l =T — AI. Ma cio e impossibile ed il teorema e dimostrato. [

Possiamo infine provare il seguente teorema.

5.19 Teorema (Raggio Spettrale)
Se T' ¢ un operatore lineare limitato su uno spazio di Banach complesso allora per il raggio
spettrale v, (T) di T abbiamo

ro(T) = lim |7/ = inf {|IT*||"/*}. (5.41)

Dimostrazione. Sia r = infg>1{||T*||"/*}. E evidentemente per ogni n > 1

r< TP, (5.42)
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Dato un € > 0 qualunque per definizione di inf esiste un m tale che ||T7|['/™ < r + e.
Per un n arbitrario scriviamo n = pm + ¢ dove 0 < ¢ < m — 1. Allora, poiché ||AB|| <
[|A]| ||B||, otteniamo

™M™ < T PITNY™ < (4 ™ |4

Ad m fisso per n — o0 € ¢/n — 0 e quindi mp/n — 1. Percid abbiamo che la limitazione
superiore di ||T"||*/™ tende a r + € per n — oo e quindi esiste un N tale che per n > N sia

[T™|M™ < (r +€) +e.

Da questa diseguaglianza e dalla (5.42) segue che lim,, . [|T"[|"/" esiste ed & uguale ad r.
Mostriamo ora che

re(T) < lim ||T7|*/". (5.43)

n—o0

Abbiamo o(T™) = [o(T")]" per il teorema dell’applicazione spettrale 5.14, cosi che
ro(T") = [ro (T)]".
Dalla (5.23) nella Sez. 5.3 applicata a T™ invece che a T' vediamo che
ro (T) < [T,
Dal confronto
ro(T) = (o (T™)/" < (7)™

per ogni n. Quindi segue la (5.43).
Mostriamo infine che

7o (T) > lim ||T7||*/™. (5.44)
n—r00
Consideriamo la serie
1 /T\F
Ry =—— — '
A \ <)\) (5.45)
k=0

Si puo dimostrare in maniera del tutto analoga a quella utilizzata per le serie di poten-

ze di variabile reale che essa converge all’esterno del disco centrato nell’origine di raggio

max lim,, o ||77]|"/". Quindi poiché lim,, ., ||7™||'/™ esiste abbiamo che max lim,, .« ||T7||'/" =
lim,, 500 ||T7||*/™ = r e la serie converge per |A| > r. Sia ora S, 1’n-sima somma parziale

della serie (5.45) ed osserviamo che

n+1
s, =s=1- (L)

Poiché la serie (5.45) & convergente per |A| > r deve essere lim, o [|[A""T"|| = 0 per |A| > r
e quindi la somma della serie (5.45) ¢ proprio 'operatore risolvente. Cio prova la (5.44).
Allora la (5.43) e la (5.44) implicano la (5.41). L]
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5.6 Problemi
1. Sia X = C[0,1] esia T : X — X definito da
Tz (t) = v(t)x (t)
con v (t) € X. Mostrare che T ¢ lineare e limitato e studiarne lo spettro.

Suggerimento: E ||T]| = ||v]]. Tx = v(t)—X ammette inverso limitato Ry = (v(t) — A) "

per tuttii A, che non appartengono all’intervallo chiuso R (v) e quindi o (T') = 0, (T') =
R (v).

2. Sia {a};c un insieme numerabile di reali denso nell’intervallo [0,1]. Si consideri
Voperatore T : ¢> — (2 definito da y = Tz dove se z = (fj) risulta y = (ajfj).
Mostrare che T' ¢ lineare e limitato e studiarne lo spettro.

Suggerimento: Poiché )~ |aj§j|2 <> |§j|2 abbiamo ||T|| < 1. Essendo

(T =AMz = (a1 =N &, (2 =N &), )

I'inverso se esiste e
@-an"w= (=N (a2 = N7 &) ),

Se A ¢ [0, 1] inverso R), esiste ed & definito su tutto £2. Infatti, se § (A) = minepo,17 [A — 5|
e la distanza di A dall’intervallo, abbiamo

5 [

| —

| 2

1 2
)\|2 < 6(A)22|£j| '

Se A € [0,1] allora Rjsicuramente non esiste per A = a;. Quindi poiché o (T') & chiuso
segue che o (T') = [0,1]. Se A # «; allora Rycertamente esiste per tutti gli « € ¢2
della forma (&1,&,,...,&,,0,0....) che costituiscono un insieme denso in ¢?. Quindi

op (T) ={aj}jen e 0c (T) = 0 (T) = 0p (T).

3. Si consideri Poperatore T' : (¢ — (7 definito da y = T'z dove se x = (;) risulta
y = (&11)- Mostrare che T' & lineare e limitato e studiarne lo spettro.

Suggerimento: B ||T]| = 1 e quindi se |A| > 1 segue che X\ € p(T). Se |\ < 1 gli
autovalori di 7', ossia tali che Thxz = 0 sono

T = (oz,a)\,oz/\z,...)

con a € C. Per |A] < 1 essi appartengono a 2 e quindi o(T) = {A | |A| < 1}. Per
|A] = 1 invece x # P e quindi l'inverso Ry esiste. Poiché R (T') = X l'operatore Ry
per |A| = 1 non puo essere limitato e quindi o, (T') & il disco aperto centrato nell’orifine
e di raggio 1 e 0. (T) ¢ la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 1.



Capitolo 6

Operatori Lineari Compatti su
Spazi Normati e loro Spettro

Gli operatori lineari compatti sono molto importanti nelle applicazioni. Ad esempio essi
giocano un ruolo centrale nella teoria delle equazioni integrali ed in vari problemi di fisica
matematica.

La loro teoria € servita come un modello nei primi lavori di analisi funzionale. Le loro
proprieta assomigliano da vicino a quelle degli operatori negli spazi finito dimensionali. La
teoria spettrale per un operatore compatta pud essere trattata in maniera quasi esaustiva
nel senso che la famosa teoria di Fredholm sulle equazioni integrali lineari pud essere estesa
alle equazioni lineari funzionali Tt — Az = y con un parametro complesso A. Questa teoria
generalizzata € chiamata teoria di Riesz-Schauder.

6.1 Breve orientamento sul principale contenuto del ca-
pitolo

La nozione di compattezza di un operatore lineare (Def. 6.3) ¢ stata suggerita dalle equazioni
integrali. E stata la proprieta risultata essenziale nella teoria di Fredholm. Discuteremo le
importanti proprieta generali degli operatori lineari compatti nelle Sezioni 6.2 e 6.3 e le loro
proprieta spettrali nelle Sezioni 6.4 e 6.5. La teoria di Riesz-Schauder si basa sulle Sezioni
6.4 e 6.5 ed i risultati ottenuti per le equazioni operatoriali sono presentati nelle Sezioni

dalla 6.6 alla 6.8. Sono incluse le applicazioni alle equazioni integrali nella Sezione 6.8.

6.2 Operatori Lineari Compatti su Spazi Normati

Abbiamo gia definito cosa si intende per sottoinsieme compatto di uno spazio normato (Cf.
Def. 2.14). Conviene ora introdurre il concetto di sottoinsieme relativamente compatto.

6.1 DEFINIZIONE (RELATIVAMENTE COMPATTO)
Sia X uno spazio normato. Un sottoinsieme M di X si dice relativamente compatto se la
sua chiusura M e compatta. [

E utile nel seguito il seguente lemma.

6.2 Lemma (Criterio di relativamente compatto)

135
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Sia X uno spazio normato. Se per ogni successione di un sottoinsieme M di X esiste una
successione estratta che converge in X allora M ¢ relativamente compatto. [

Dimostrazione. Consideriamo una qualunque successione (x,,) contenuta in M e mostriamo
che ammette una successione estratta che converge in M. Per definizione di chiusura esiste
una successione (z,) di M tale che d(zy,,2,) < 1/n. Per lipotesi fatta la successione (zy,)
ammette una successione estratta (2, ) che converge ad un certo z in X e quindi in M. Ora

d(xnk , z) < d(l'nk > znk) + d(znk ’ z)

e per k — oo otteniamo d(z,, ,z) — 0 e quindi la successione estratta (z,, ) converge in M.
"

Possiamo ora introdurre gli operatori lineari compatti.

6.3 DEFINIZIONE (OPERATORE LINEARE COMPATTO)
Siano X ed Y spazi normati. Un operatore T : X — Y & chiamato un operatore lineare
compatto (o un operatore lineare completamente continuo) se T & lineare e se per ogni
sottoinsieme limitato M di X limmagine di T'(M) & relativamente compatta. ]
Molti operatori lineari in analisi sono compatti. Una teoria sistematica degli operatori
lineari compatti &€ emersa dallo studio delle equazioni integrali della forma

b
(T — AD)z(s) = y(s) dove Tz(s) = / k(s,t)z(t)dt (6.1)

dove X € C & un parametro,’ y ed il kernel k sono funzioni date (soggette a certe condizio-
ni), ed x & la funzione incognita. Queste equazioni giocano un ruolo anche nella teoria delle
equazioni differenziali ordinarie ed alle derivate parziali. D. Hilbert (1912) scoperse il fatto
sorprendente che i risultati essenziali relativi alla risolubilita di (6.1) (“teoria di Fredholm”)
non dipende dall’esistenza della rappresentazione integrale di 7" in (6.1) ma solamente dal-
Passunzione che T sia un operatore lineare compatto. F. Riesz (1918) nel suo famoso articolo
del 1918 pose la teoria di Fredholm in una forma astratta assiomatica.

Il termine “compatto” e suggerito dalla definizione. Il termine pit antico “completamente
continuo” puod essere motivato dal seguente lemma, che mostra che un operatore lineare

compatto € continuo, mentre 'inverso in generale non e vero.

6.4 Lemma (Continuita)
Siano X ed Y spazi normati. Allora

(a) Ogni operatore lineare compatto T : X — Y ¢ limitato e quindi continuo.
(b) Se dim X = oo loperatore identita I : X — X (che é continuo) non é compatto. ]

Dimostrazione. (a) La sfera unitaria U = {& € X | ||z|| = 1} & limitata. Poiché T & com-
patto, T'(U) & compatto ed & limitato per il 2.15, cosi che

sup ||Tz|| < oo.
lle]|=1
Quindi 7" & limitato e 2.31 mostra che & continuo.
(b) Naturalmente la palla unitaria chiusa M = {z € X | ||z|| < 1} ¢ limitata. Se dim X =
oo, allora 2.18 implica che M non pud essere compatto; quindi I(M) = M = M non &
relativamente compatto. ]

L Assumiamo che A # 0. Allora (6.1) & detta di secondo tipo. Con X\ = 0 & detta di primo tipo. Le due
corrispondenti teorie sono molto differenti, per ragioni che non possono essere spiegate in poche parole.
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Dalla definizione di compattezza di un insieme (cf. 2.14) otteniamo facilmente un utile
criterio per gli operatori.

6.5 Teorema (Criterio di compattezza)
Siano X ed Y spazi normati e T : X — Y un operatore lineare. Allora T ¢é compatto se
e solo se applica ogni successione limitata (x,) di X in una successione (I'z,) di Y che
ammette una successione estratta convergente. ]

Dimostrazione. Se T' & compatto e (x;,) ¢ limitata, allora la chiusura di (T'z,) in Y & com-
patta e la Definizione 2.14 mostra che (T'z,,) contiene una successione estratta convergente.

Viceversa, si assuma che ogni successione limitata (z,,) contenga una successione estratta
(@y, ) tale che (T'zy,, ) convergain Y. Siconsideri un qualunque sottoinsieme limitato B C X
e sia (y,) una qualunque successione in 7'(B). Allora y,, = Tz, per qualche z,, € B e
(z,,) & limitata poiché B ¢ limitato. Per ipotesi (T'x,) contiene una successione estratta
convergente. Quindi 7'(B) & compatto per il lemma 6.2 perché (y,) in T'(B) era arbitraria.
Per definizione cid mostra che T' & compatto. [

Da questo teorema segue in maniera pressoché ovvia che la somma 77 +75 di due operatori
lineari compatti 73 : X — Y & compatta. Analogamente a7}, con a un qualunque scalare,
& compatto. Quindi abbiamo il seguente risultato.

Gli operatori lineari compatti da X in Y formano uno spazio vettoriale.

Inoltre il Teorema 6.5 implica che nel caso finito dimensionale si verificano alcune sem-
plificazioni.

6.6 Teorema (Dominio o immagine finito dimensionale)
Siano X edY spazi normati e T : X — Y un operatore lineare. Allora

(a) SeT é limitato e dimT'(X) < oo, l'operatore T é compatto.

(b) Se dim X < oo, l'operatore T' é compatto. [

Dimostrazione. (a) Sia (z,) una qualunque successione limitata in X. Allora la disegua-
glianza ||Tz,|| < ||T|| ||zn]| mostra che l'insieme (T'z,,) € limitato. Quindi (T'z,,) & chiuso e
limitato. Essendo dim T (X) < oo ne deduciamo per il Teorema 2.16 che (T'z,,) € compatto e
quindi (T'zy,) € relativamente compatto. Poiché (z,,) era una successione limitata arbitraria
in X, l'operatore T' & compatto grazie a 6.5.

(b) segue dalla (a) per l'osservazione che dim X < oo implica la limitatezza di T' per il
230 e dimT(X) < dim X per il 2.24(b). ]

Menzioniamo che un operatore T' € B (X,Y) con dimT(X) < oo (cf. 6.6(a)) € spesso
chiamato un operatore di rango finito.

Il seguente teorema stabilisce le condizioni sotto le quali il limite di una successione di
operatori lineari compatti € compatto. Il teorema costituisce anche un importante strumento
che permette di dimostrare la compattezza di un dato operatore mostrando che esso ¢ il limite
uniforme di una successione di operatori lineari compatti.

6.7 Teorema (Successione di operatori lineari compatti)
Sia (T),) una successione di operatori lineari compatti da uno spazio normato X in uno
spazio di Banach Y. Se (T3,) converge uniformemente nel senso degli operatori, cioé, se
|1, — T|| = 0 (cf. Sez. 4.10), allora l’operatore limite T é compatto. ]

Dimostrazione. Usando il “metodo della diagonalizzazione” mostriamo che per ogni succes-
sione limitata (z,,) in X 'immagine (T'z,,) ammette una successione estratta convergente
e poi applichiamo il Teorema 6.5.



138 CAPITOLO 6. OPERATORI LINEARI COMPATTI

Poiché T; & compatto, (z,,) ammette una successione estratta (i ) tale che (Thz1,,) €
di Cauchy. Analogamente, (1 ) ammette una successione estratta (z2,,) tale che (b2 ;)
¢ di Cauchy. Continuando in questa maniera vediamo che la “successione diagonale” (y,,) =
(Tm,m) € una successione estratta di (x,,) tale che per ogni intero positivo fissato n la
successione (T,.ym) ey © di Cauchy. (z,,) € limitata, ossia ||z,,|| < ¢ per tutti gli m.
Quindi ||yn|| < ¢ per tutti gli m. Sia ¢ > 0. Poiché T,, = T c¢’®¢ un n = p tale che
[T = Tp|| < e/3c. Poiché (Tpym),,cy € di Cauchy v’é un N tale che

g

i,k > N).

I Tpy; — Tourll <
Di qui otteniamo per j, k > N

Ty; = Tyell <1 Ty; = Toysll + [1Tpy; — Toywll + [ Tpyr — Tyl
9
ST = Dol ysll + 5 + 11T = T Hlyell

ic+§+
3c 3 3

9

< c=¢.
c

Cio mostra che (Ty,,) ¢ di Cauchy e converge poiché Y & completo. Ricordando che (y,,) €
una successione estratta di una successione limitata arbitraria (z,,) vediamo che il Teorema
6.5 implica la compattezza dell’operatore 7T'. [

Si noti che il Teorema diviene falso se si sostituisce la convergenza uniforme di operatori
con la convergenza forte di operatori ||,z — T'z|| — 0. Cid puo esser visto considerando la
successione T}, : £> — (2 definita da Tp,x = (&4, ..,¢,,0,0,...), dove z = ({;) € £*. Poiché
T,, & lineare e limitato, T,, & compatto per il 6.6(a). Chiaramente T,z — = = Iz, ma I non
¢ compatto perché dim ¢ = oo; cf. 6.4(b).

Un’altra proprieta interessante e basilare degli operatori lineari compatti & che essi
trasformano successioni debolmente convergenti in successioni fortemente convergenti.

6.8 Teorema (Convergenza debole)
Siano X ed 'Y spazi normati e T : X — Y un operatore lineare compatto. Supponiamo che
(z,,) in X converga debolmente e precisamente sia x,, 2 . Allora Tx,, converge fortemente
in'Y ed ha limite y = Tx. [

Dimostrazione. Scriviamo y,, = T'z,, e y = Tx. Mostriamo dapprima che
Yn =y (6.2)
e poi che
Yn = Y- (6.3)
Sia g un qualsiasi funzionale lineare limitato su Y. Definiamo un funzionale f su X ponendo
f(2) = 9(T2) (= € X).
f e lineare. f e limitata perché T' & compatto e quindi limitato ed &

[F ) = lg(T2 < Mgl IT=]] < gl 1] []=]] -

Per definizione x,, = z implica f(z,) — f(z) e quindi per definizione g(T'z,,) — g(T'z), cioe
9(yn) — g(y). Poiché g era arbitraria cid prova (6.2).
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Proviamo (6.3). Assumiamo per assurdo che (6.3) non valga. Allora (y,) ammette una
successione estratta (y,, ) tale che

[[Yne —yll > (6.4)

per qualche n > 0. Poiché (z,,) converge debolmente, (z,) & limitata per il 4.27(c) ed a
maggior ragione (z,, ). La compattezza di T ora implica per il 6.5 che (T'z,, ) ammette una
successione estratta convergente, diciamo (¥;). Sia y; = y. A fortiori y; A 7. Quindig=y
per la (6.2) e 4.27(b). Di conseguenza

|55 —yll = 0.
Ma
lgj —yll=n>0
per la (6.4). Dall’assurdo segue la validita della (6.3). L]

6.3 Ulteriori Proprieta degli Operatori Lineari Compat-
ti

In questa sezione proviamo che un operatore lineare compatto su uno spazio normato ha
un’immagine separabile ed un operatore duale compatto. Queste proprieta saranno neces-
sarie nello studio dello spettro degli operatori lineari compatti, che inizia nella prossima
sezione.

Noi fondiamo le nostre considerazioni su due concetti collegati che sono di interesse
generale in connessione con la compattezza degli insiemi.

6.9 DEFINIZIONE (¢é—RETE, LIMITATEZZA TOTALE)
Sia B un sottoinsieme di uno spazio metrico X e sia dato ¢ > 0. Un insieme M. C X &
detto una e-rete per B se per ogni punto z € B v’¢ un punto di M, ad una distanza da
z minore di e. L’insieme B & detto totalmente limitato se per ogni € > 0 esiste una e-rete
finita M. C X per B, dove per “finita” si intende che M. & un insieme finito (ossia consiste
di un numero finito di punti). L]
Di conseguenza la totale limitatezza di B significa che per ogni dato € > 0 l'insieme B ¢
contenuto nell’unione di un numero finito di palle aperte di raggio e.
Possiamo comprendere il significato e 'importanza dei concetti appena definiti dal se-
guente lemma, che gioca inoltre un ruolo chiave nelle dimostrazioni di questa sezione.

6.10 Lemma (Limitatezza totale)
Sia B un sottoinsieme di uno spazio metrico X. Allora

(a) Se B ¢ relativamente compatto, B é totalmente limitato.
(b) Se B ¢ totalmente limitato e X é completo, B é relativamente compatto.
(c) Se B é totalmente limitato, per ogni € > 0 ammette un’s—rete finita M. C B.

(d) Se B é totalmente limitato, B é separabile. ]
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Dimostrazione. (a) Assumiamo che B sia relativamente compatto e mostriamo che, per ogni
assegnato g9 > 0. esiste una go-rete finita per B. Se B = {), allora () & una go-rete per B.
Se B # {) prendiamo un qualunque x; € B. Se d(z1,2) < &o per tutti gli z € B, allora {z }
¢ una eo—rete per B. Altrimenti sia o € B tale che d(zy,z2) > €9. Se per tutti gli z € B

d(iL’j,Z) < €p (] =1lo 2) (65)

allora {z1, 22} & una ep-rete per B. Altrimenti continuiamo selezionando un z3 € B e cosi
via. Asseriamo che esiste un intero positivo n tale che U'insieme {z;,%s,...,z,} ottenuto
dopo n passi di tal fatta € una eg—rete per B. Infatti, se non ci fosse un tale n, la nostra
costruzione fornirebbe una successione (z;) che soddisfa alla diseguaglianza

d(zj,a0) >0 perj#k.

Naturalmente (z;) non potrebbe avere una successione estratta che sia di Cauchy. Quindi
(x;) non potrebbe ammettere una successione estratta che convergein X. Ma cio contraddice
la relativa compattezza di B perché (z;) glace in B per costruzione. Quindi deve esistere
una gop-rete finita per B. Poiché g > 0 era arbitrario concludiamo che B & totalmente
limitato.

(b) Sia B totalmente limitato e X completo. Consideriamo una qualunque successione
(z,,) in B e mostriamo che essa ammette una successione estratta che converge in X, cosicché
B per il Lemma 6.2 risultera relativamente compatto. Per ipotesi B ammette una e-rete
finita per ¢ = 1. Quindi B & contenuta nell’'unione di un numero finito di palle di raggio
1. Fra queste palle possiamo sceglierne una B; che contiene un numero infinito di termini
di (z,,) (contando le ripetizioni). Sia (z1,,) la successione estratta di (x,) che giace in B.
Analogamente, per ipotesi, B & anche contenuta nell’unione di un numero finito di palle
di raggio ¢ = 1/2. Fra queste palle scegliamo una palla By che contiene una successione
estratta (z2,) della successione estratta (zi,). Continuiamo induttivamente scegliendo
e =1/3,1/4,... e ponendo y, = x,. Allora per ogni dato ¢ > 0 v’¢ un N (che dipende
da €) tale che tutti gli y, con n > N giacciono in una palla di raggio e. Quindi (y,) ¢ di
Cauchy e converge in X, ossia y,, = y € X, perché X & completo.

(c) Il caso B = ) & ovvio. Sia B # (. Per ipotesi, dato un & > 0, esiste una e;-rete
finita M., C X per B, dove €; = /2. Quindi B ¢ contenuto nell’unione di un numero
finito di palle di raggio €; con elementi di M., come centri. Siano By,..., B, le palle che
intersecano B e siano 1,...,T, i loro centri. Selezioniamo un punto z; € BN B;. Vedi
Figura 6.1. Allora M. = {z,...,2,} C B & una e—rete per B, perché per ogni z € B ¢’¢ un
B; contenente z e

d(z,2j) <d(z,x;) +d(zj,z;) <e1+e1 =e¢.

(d) Supponiamo che B sia totalmente limitato. Allora per (c) 'insieme B per ogni
en, =1/n, n =1,2,... contiene una ,-rete finita M. per se stesso. L’'unione M di tute
queste reti € numerabile. M ¢ denso in B. Infatti per ogni dato € > 0 c’¢ un n tale che
1/n < &; quindi per ogni z € B ¢’¢ un a € M;;, C M tale che d(z,a) < e. Cido mostra che
B é separabile. n

La limitatezza totale implica la limitatezza. L’inverso in generale non € vero.

La prima affermazione e pressoché ovvia. La seconda segue dall’osservazione che la palla
unitaria chiusa U = {z | ||z|| < 1} C ¢? ¢ limitata ma non totalmente limitata, perché ¢*
¢ infinito dimensionale e completo, cosi che U non & compatto (cf. 2.18) e quindi non
totalmente compatto per il 6.10(b).

Usando questo Lemma possiamo ora provare facilmente il seguente Teorema.
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Figura 6.1: Notazioni utilizzate in 6.10

6.11 Teorema (Separabilita dell’immagine)
Siano X e Y spazi normati. L’immagine R(T) di un operatore lineare compatto T : X — Y
e separabile. [

Dimostrazione. Cousideriamo la palla B, = B(0;n) C X. Poiché T' & compatto, 'immagine
C, = T(B,,) ¢ relativamente compatta. C,, ¢ separabile per il Lemma 6.10. La norma di un
qualunque x € X e finita, cosicché ||z|| < n e quindi « € B,, per n sufficientemente grande.
Conseguentemente

(a) X = U By, (b) T(X)= U T (Bn) = U Ch. (6.6)

Poiché C), e separabile, esso ammette un sottoinsieme D,, numerabile e denso e 'unione

D=J D,
n=1
¢ numerabile. (6.6(b)) mostra che D & denso nell’immagine R(T) = T'(X). ]

Nel prossimo teorema mostriamo che un operatore lineare compatto su uno spazio nor-
mato X puo essere esteso al completamento di X, rimanendo un operatore lineare compatto.

6.12 Teorema (Estensione compatta)
Un operatore lineare compatto T : X —'Y" da uno spazio normato X in uno spazio di Banach
Y ammette un’estensione lineare compatta T:X - Y, dove X ¢il completamento di X.

(Cf 2.8)

Dimostrazione. Possiamo considerare X come un sottospazio di X cf. Teorema 2.8. Poiché
T e limitato (cf. 6.4), esso ammette un’estensione lineare hmltata T:X - Y ; cf. 2.33.
Mostriamo che la compattezza di T implica che anche T ¢ compatto. A questo SCOpo
consideriamo una successione arbitraria limitata (Z,,) in X e mostriamo che (fﬁ:\n) ammette

una successione estratta convergente.

Poiché X ¢ denso in X v’¢ una successione (z,) in X tale che Z,, — ¢, — 0. Chiara-
mente anche (z,) ¢ limitata. Poiché T' & compatto, (T'z,) ammette una successione estratta
convergente (T'z,, ), sia

Ty, »yo €Y. (6.7)
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Ora Z,, — ¢, — 0 implica z,, — z,, — 0. Poiché T & lineare e limitato, esso € continuo.

Otteniamo percio (cf. 1.14)
Tzn, — Txp, =T (Zn, — xn,) = 10 =0.

Per la (6.7) cio implica che f@nk — yo. Abbiamo cosi provato che la successione limitata
arbitraria (Z,) ammette una successione estratta (Z,, ) tale che (ffnk) converge. Cio per
il 6.5. prova la compattezza di T. [

Mostreremo piu avanti in questo capitolo che gli operatori lineari compatti appaiono
in equazioni operatoriali di grande importanza pratica e teorica. Una teoria generale sulla
risolubilita di queste equazioni deve, infatti, fare un uso essenziale di questi operatori. In
questo contesto particolarmente cruciale e il fatto che ’operatore duale di un operatore

lineare compatto € esso stesso compatto. Proviamo quindi cid e nella prossima sezione
inizieremo la discussione sullo spettro di questi operatori.

6.13 Teorema (Operatore duale)
Sia T : X — Y wun operatore lineare. Se T & compatto, lo é anche il suo operatore duale
T:Y' - X' Qui X eY sono spazi normati e X' eY' sono gli spazi duali di X e¢Y (cf.
Def. 2.41 e Sez. 4.6) n

Dimostrazione. Consideriamo un qualunque sottoinsieme B di Y’ che sia limitato, ossia
llgll < ¢ per ogni g € B,

e mostriamo che 'immagine T'(B) C X' & totalmente limitata, cosi che T'(B) & relativa-
mente compatto per il 6.10(b), perché X' & completo (cf. 2.42).

Dobbiamo quindi provare che per ogni € > 0 l'immagine ammette una e-rete finita.
Poiché T' & compatto, 'immagine T'(S) della sfera unitaria

S={rec X |||l =1}
¢ relativamente compatta. Quindi 7'(S) e totalmente limitata per il 6.10(a). Dal 6.10(c)
segue che esiste una e;-rete finita M C T'(S) per T'(S) con €1 = ¢/4¢c. Cio significa che S
contiene dei punti zy,...,x, tali che per ogni z € S vale
|Tx — Taj|| < 4i per qualche j. (6.8)
c

Definiamo un operatore lineare A : Y' — C* (0 R") con

Ag = (9(Tx1),9(Tx2),...,9(Txy)). (6.9)

Abbiamo
1Aglls =D l9(Ta;)|*,
j=1

dove ||e||, € la norma in R™. Poiché g ¢ limitato per ipotesi e T & limitato per il 6.4(a)
possiamo scrivere

n
2 2 2 2 2 2
14gllg < gl ITIF D Mlws1* = llgll* 1T n,
j=1
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T
X Y
T'(B) C X' ' _ yi5B
A
C"” (o R™)

Figura 6.2: Notazioni utilizzate in 6.13

cioe A & limitato e di conseguenza, essendo R™ di dimensioni finite, per il 6.6 compatto.
Poiché B ¢ limitato, A(B) ¢ relativamente compatto. Quindi A(B) ¢ totalmente limitato
per il 6.10(a). Per il 6.10(c) esso contiene una ex-rete finita {Ag,..., Agm} per se stesso,
dove €5 = ¢/4. Cio significa che ogni g € B soddisfa a
€
4
Se mostriamo che {T"¢1,...,T"g.} ¢ la desiderata e—rete per T"(B) la dimostrazione del
teorema risulta completata.
Dalla (6.9) e (6.10) vediamo immediatamente che per ogni j e per ogni g € B v’é un k
tale che

[|Ag — Agrlly < per qualche k. (6.10)

g (Tz;) — gi, (Tx;)|”

-

Il
-

|9 (Tzj) = gi (Tz5)|” <
J

= 1At - el < (5) . (6.11)

Sia x € S arbitrario. Allora v’¢ un j per cui (6.8) vale. Sia g € B arbitrario. Allora v’¢ un
k per cui (6.10) vale e (6.11) vale per questo k ed ogni j. Otteniamo cosi

lg(Tx) — g (Ta)| < |g(Tx) — g(Tax;)| + g (Tx;) — g (Txy)|
+lgr (Tz;) — gi (T'z)]
13
<llgll [|Tw = Tzjl[ + 7 +[lgrll [[T2; — Tz]]
£ £
4c 4c

Poiché cio vale per ogni ||z|| = 1 e poiché per definizione g (Tx) = (T"g) (x) abbiamo infine

€
<c—+-+c—<e.
c

|T"g — T'grl| = Sup (T"g = T"gk) ()] = sup lg (Tx) — g (Tx)] <e.
z||l=1 x|l=1
Cio mostra che {T"g1,...,T'gm} € una e-rete per T'(B). Poiché € era arbitrario, T'(B)
¢ totalmente limitato e quindi relativamente compatto per il 6.10(b). Poiché B era un

sottoinsieme limitato qualunque di Y, cio prova la compattezza di T' secondo la definizione
6.3. [
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6.4 Proprieta Spettrali degli Operatori Lineari Compat-
ti su Spazi Normati

In questa sezione e nella prossima considereremo le proprieta spettrali di un operatore lineare
compatto 7' : X — X su uno spazio normato X. A questo scopo useremo nuovamente
I’operatore

Ty=T - (A€ Q) (6.12)

ed i concetti basilari della teoria spettrale introdotti nella sezione 5.2.

La teoria spettrale degli operatori lineari compatti € una generalizzazione relativamente
semplice della teoria degli autovalori della matrici finite (Sez. 5.1) ed assomiglia sotto molti
aspetti a questo caso finito dimensionale. Cio si puo vedere dal seguente sommario delle
sezioni 6.4 e 6.5 che includiamo al fine di aiutare il lettore ad orientarsi nella trattazione
seguente. Nel sommario sono anche indicati i numeri dei corrispondenti teoremi.

6.14 Sommario

Un operatore lineare compatto T : X — X su uno spazio normato X ammette le sequenti
proprieta.

L’insieme degli autovalori di T' é numerabile (eventualmente finito od anche vuoto). (Cf.
6.15)

A =0 ¢ il solo possibile punto di accumulazione di questo insieme. (Cf. 6.15)

Ogni valore spettrale X # 0 ¢ un autovalore. (Cf. 6.24) Se X ¢ infinito dimensionale
allora 0 € o (T).

Per A # 0 la dimensione di ogni autospazio di T ¢ finito. (Cf. 6.17)

Per X # 0 gli spazi nulli di Ty, T3, T3,... sono finito dimensionali (cf. 6.17, 6.18) e le
immagini di questi operatori sono chiusi (¢f. 6.19, 6.20)

C’¢ un numero r (che dipende da A, dove A # 0) tale che

X = N (T}) & T} (X)
(cf. 6.25); inoltre lo spazio nullo soddisfa a
N(T{) =N (T =N (T5F) = ...
e Uimmagine soddisfa a
T (X) = T (X) = TP (X) = ...
(c¢f. 6.23); ser >0 sono soddisfatte le inclusioni proprie

N(TR) GN(Tx) G - G N (T3)

T9(X) 270 (X) 2+ 2T (X). .

Il nostro primo teorema riguarda gli autovalori. Ci dice che lo spettro puntuale di un
operatore lineare compatto non e complicato. Il teorema risulta anche piu potente di quanto
non risulti a prima vista. Infatti nella prossima sezione mostreremo che ogni valore spettrale
A # 0 che ammette un operatore lineare compatto € necessariamente un autovalore. Cio
mostra che in larga misura lo spettro di un operatore lineare compatto assomiglia allo spettro
di un operatore in uno spazio finito dimensionale.
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6.15 Teorema (Autovalori)
L’insieme degli autovalori di un operatore lineare compatto T : X — X su uno spazio
normato X é numerabile (eventualmente finito od anche vuoto) ed il solo possibile punto di
accumulazione é A = 0. n

Dimostrazione. Ovviamente ¢ sufficiente mostrare che per ogni reale k£ > 0 l'insieme di tutti
i A €op(T) tali che |A| > k & finito

Supponiamo il contrario per qualche kg > 0. Allora v’¢ una successione (\,,) di infiniti
autovalori distinti tali che |A,| > ko e per cui esiste un x,, # 0 tale che Tz, = A, x,,. L'insie-
me di tutti gli «,,¢ linearmente indipendente per il Teorema 5.7. Sia M, = span {x1,...,z,}.
Allora ogni x € M,, ammette un’unica rappresentazione

r=Q&1 + "+ QApTp-
Applichiamo T' — A, a = ed usiamo T'z; = A\jz;
(T — /\nI) r = Qq (/\1 — )\n) Ty + -+ p— (An—l — )\n) Tp-

Vediamo che z,, non compare nel membro a destra. Quindi

(T -MNDze M, per tutti gli x € M,. (6.13)

Gli M,,, poiché sono finito dimensionali, sono chiusi (cf. 2.11) e, grazie all’indipendenza
lineare degli z;, M,_; ¢ incluso propriamente in M,,. Per il lemma di Riesz 2.17 v’¢ una
successione (yy) tale che

1 -
Yn € My, llynll =1, [lyn — || > 3 per tutti gli © € M, _;.
Mostriamo che
1
Tyn — Tym|| > EkO (6.14)
cosicché (T'y,) non ammette una successione estratta convergente perché ky > 0. Cio

contraddice la compattezza di T' perché (y,,) ¢ limitata.
Sia ad esempio m < n. Introduciamo

T=AYn — TYn+Tynm. (6.15)

Mostriamo che & € M,,_;. Poiché m <n—-1¢ yy, € M,, C Mp_1 = span{z1,...,Zp_1}.
Quindi T'y,, € My perché Tx; = A\jx;. Per la (6.13)

Atn —Tyn = — (T — M)y € M1
e quindi ¥ € M,,_;. Cosl anche x = )\;15 € M,,_; e di conseguenza
~ 1 1
IAnyn = || = [Anl [lyn =zl 2 5 |Anl = Shko
2 2
perché |A,| > ko. Da cio e dalla (6.15) abbiamo la (6.14). Quindi l'ipotesi che esiste un

numero infinito di autovalori che soddisfano a |A,,| > ko per qualche kg > 0 conduce ad una
contraddizione ed il teorema & provato. [



146 CAPITOLO 6. OPERATORI LINEARI COMPATTI

Questo teorema mostra che, se un operatore lineare compatto su uno spazio normato ha
infiniti autovalori, essi possono essere ordinati in una successione che converge a zero.

La composizione di un operatore lineare compatto con un operatore lineare limitato
fornisce un operatore lineare compatto. Questo fatto & provato nel seguente lemma, che ha
numerose interessanti applicazioni ed in particolare verra utilizzato per provare una proprieta
basilare degli operatori compatti (6.18 qui di seguito).

6.16 Lemma (Compattezza del prodotto)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto ed S : X — X un operatore lineare limitato
su uno spazio normato X. Allora TS e ST sono compatti. [

Dimostrazione. Sia B C X un qualunque insieme limitato. Poiché S & un operatore limitato,
S (B) & un insieme limitato e I'insieme 7' (S (B)) = T'S (B) ¢ relativamente compatto perché
T e compatto. Quindi 7'S & un operatore lineare compatto.

Proviamo che anche ST ¢ compatto. Sia (x;,) una qualunque successione limitata in X.
Allora (Tz,) ammette una successione estratta convergente (T'zy,) per il 6.5 ¢ (STzp,)
converge per il 1.14. Quindi ST & compatto per il 6.5. [

In accordo con l'affermazione fatta all’inizio di questo capitolo, che la teoria spettrale
degli operatori lineari compatti non si discosta di molto da quella degli operatori lineari sugli
spazi finito dimensionali, mostriamo che ’autospazio di un qualunque autovalore non nullo
di un operatore lineare compatto & finito dimensionale.

6.17 Teorema (Spazio nullo)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X. Allora per ogni
A # 0 lo spazio nullo N (Ty) di Ty =T — M ¢ finito dimensionale. ]

Dimostrazione. Mostriamo che la palla chiusa unitaria M in N (T)) & compatta e quindi
applichiamo il Teorema 2.18.

Sia (x,) in M. Allora (z,) & limitata (||z,|| < 1) e (T'z,,) ammette un successione estratta
(Txy,) convergente per il 6.5. Ora z, € M C N (T)) implica Thx,, = Tz, — Az, = 0,
cosicché @, = A~ 'T'w,, perché X # 0. Di conseguenza anche (z,,) = (A" "T'z,,) converge.
Il limite & in M perché M e chiuso. Quindi M e compatto per la Definizione 2.14 giacché la
successione (z,,) in M era arbitraria. Cio prova per il 2.18 che dim NV (7)) < oo. (]

6.18 Corollario (Spazi nulli)
Nell’ipotesi del Teorema 6.17

dim NV (TY) < o0 n=12,... (6.16)
{0} =N (TY) CN(T\) CN(TF) C.... (6.17)

Dimostrazione. Poiché T} ¢ lineare, esso applica 0 in 0. Quindi 7'z = 0 implica T;\H'la: =0

e segue la 6.17.
Proviamo la 6.16. Per il teorema binomiale

n - n n—=k

T8 = (T —A)" = T* (—A

== (1)1t

k=0

k

= (—A)nI-I-T; (Z)T

3

T
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Cio puo essere scritto
IV =W —pul p=—(=N",

dove W =TS = ST e S indica la somma del membro a destra. T e compatto ed S &
limitato perché T & limitato per il 6.4(a). Quindi W & compatto per il Lemma 6.16, cosicché
otteniamo la (6.16) applicando il Teorema 6.17 a W — ul. ]

Considereremo ora le immagini di TA,Tf ... per un operatore lineare compatto T e
A # 0 qualunque. A questo riguardo dovremmo prima ricordare che per un operatore
lineare limitato lo spazio nullo & sempre chiuso ma 'immagine non necessariamente & chiusa
(cf. 2.32(b)). Tuttavia, se T' & compatto, allora T per ogni A # 0 ha un’immagine chiusa e
lo stesso vale per T}, Tf .... Proviamolo dapprima per T’. L’estensione del risultato a 1y
per ogni n € N sara immediata.

6.19 Teorema (Immagine)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X. Allora per ogni
A # 0 Vimmagine di Ty =T — Al é chiusa. n

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ indiretta. Assumiamo che 'immagine T (X) non sia
chiusa e deduciamone una contraddizione procedendo come segue.

a) Consideriamo un y appartenente alla chiusura di T (X) ma non a T (X) e costruiamo
una successione (T\xy) con z, ¢ N(T)) che converge ad y. Costruiamo una succes-
sione (z,) contenuta in A" (T) tale che ||z, — 2,|| < 24, ove §,, > 0 & la distanza di
z, da N (T)).

b) Mostriamo che a,, — oo, dove a,, = ||z, — zn]|.

c¢) Otteniamo una contraddizione considerando la successione (wy,), dove w,, = a,* (z,, — zy,).

I dettagli sono i seguenti
a) Per lipotesi assurda che T\ (X) non sia chiuso, v’é un y € T (X), y ¢ T (X) ed una
successione (z,,) in X tale che

Yn = Thzy = y. (6.18)

Poiché T (X) & uno spazio vettoriale, 0 € T (X). Ma y ¢ T (X)e quindi y # 0. Cio
implica che per n sufficientemente grande y,, # 0, ossia y, ¢ N (I)). Senza perdita
di generalitd possiamo supporre che cid valga per ogni n. Poiché A (T)) ¢ chiuso la
distanza ¢, di x,, da N (Ty) ¢ positiva, cio¢

0, = inf —z|| > 0.
n Ze}\I[l(TA)Hxn 2|

Per definizione di estremo inferiore ¢’ una successione (z,,) in A/ (T)) tale che
an, = ||Tn — 2n]| < 20,. (6.19)
b) Mostriamo che
an = ||Tn — 2p|| = o0 (n — 00). (6.20)

Supponiamo che la (6.20) non sia vera. Allora (z, — z,) ammette una successione
estratta limitata. Poiché T' & compatto, segue dal 6.5 che (T (z,, — z5,)) ammette
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una successione estratta convergente. Ora da T\ = T — Al abbiamo, per A # 0,
I=X1(T'-Ty). Usando Tz, = 0 (si ricordi che z, € N (T3)) si ottiene che

Ty — Zp = %(T—T,\)(:Un—zn)
= % [T (xy, — 20) — Tz, -

(T (x,, — z,,)) ammette una successione estratta convergente e (I\z,,) converge per la
(6.18); quindi z,, —z, ammette una successione estratta convergente, sia ,, —zn, — v.
Poiché T & compatto, T' & continuo e cosi T. Quindi per il Teorema 1.14

Ty (zp, — 2zn,) = Tho.
Ora Tz, = 0 perché z,, € N (T)), cosicché per la (6.18) abbiamo anche
Ty (zn, — 2ny) = ToTn, — Y-
In conclusione Thv = y, ossia y € Ty (X) in contraddizione con l'ipotesi y ¢ T (X)
fatta all’inizio del punto a) della dimostrazione. Poiché questa contraddizione se-

gue dall’ipotesi fatta all’inizio di questo punto b) che la (6.20) non valesse, abbiamo
dimostrato la (6.20).

c) Usando ancora a,, cosi come definito nella (6.19) e ponendo

1
Wn = — (X — 2n) (6.21)
abbiamo ||wy|| = 1. Poiché a, — oo mentre Thz, = 0 e (T\z,) converge, ne segue che
1
T\w, = —T\z, — 0. (622)
a

n
Usando nuovamente I = A™" (T' — T}) otteniamo

1
wn = (Twy, — Thwy,) - (6.23)

Poiché T & compatto e (w;,) & limitata, (T'w,) ammette una successione estratta con-
vergente. Inoltre (Thw,) converge per la (6.22) e quindi la (6.23) mostra che (w,)
ammette una successione estratta convergente, ossia

Wy, — W. (6.24)

Confrontando con la (6.22) ne deduciamo che Thw = 0 e quindi w € N (T). Poiché
zn € N (T») anche

Up = 2n + anw € N (T)) .
Quindi per la distanza fra z, e u, deve valere la diseguaglianza

[|zn — unl| > 0n.
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Esplicitando u,, ed utilizzando (6.21) e (6.19) otteniamo cosl

0n < |n — 20 — apwl|
= |lapwy, — apw||
= ay ||wn, — w||

< 20, ||w, — wl].

Dividendo per 28,, > 0 abbiamo } < ||w, — wl||. Cid contraddice la (6.24) e quindi il
teorema e dimostrato. (]

6.20 Corollario (Immagini)
Nelle ipotesi del Teorema 6.19 limmagine di T}' & chiusa per ognin =0,1,2,.... Inoltre

X=TY(X)DT\(X)DTF(X)D.... .

Dimostrazione. La prima affermazione segue dal Teorema 6.19 notando che W nella di-
mostrazione del 6.18 ¢ compatto. La seconda affermazione segue per induzione. Infatti
abbiamo TV (X) = I (X) = X D T\ (X) ed applicando T a T}* * (X) D T3 (X) otteniamo
T8 (X) D T (X). .

6.5 Ulteriori Proprieta Spettrali degli Operatori Lineari
Compatti

Dalla sezione precedente sappiamo che, dato un operatore lineare compatto 7' su uno spazio
normato X, per ogni A # 0 gli spazi nulli V' (T}"), n = 1,2,..., sono finito dimensionali e
soddisfano alla relazione di inclusione N (T3) C NV (T{) e le immagini T3 (X) sono chiuse
e soddisfano a T¢ (X) D T (X).

Possiamo dire di piu. Precisamente a partire da un medesimo n = r questi spazi nulli e
queste immagini sono uguali.

6.21 Lemma (Spazi nulli)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X . Allora, per ogni
fissato X # 0, esiste un intero minimo r tale che per n > r gli spazi nulli N (T}') sono tutti
uguali. Inoltre se r > 0 valgono le relazioni di inclusione proprie

N(TR) GN (1) G- GN (T SN (TX) - .

Dimostrazione. Scriviamo per semplicitd N;, = N (T}'). La dimostrazione si svolge in due
passi successivi.

a) Assumiamo che non esista m per cui N, = Np,41 e deduciamone una contraddizione.
Come strumento essenziale useremo il Lemma di Riesz 2.17.

b) Mostriamo che N, = Np,+1 implica NV;,, = N,,11 per ogni n > m.
I dettagli sono i seguenti.

a) Sappiamo che N;, C N,4+1 per il Corollario 6.18. Assumiamo per ipotesi assurda che
non esista m per cui N,;, = Npp1. Allora A,_1 & un sottospazio proprio di N,, per
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ogni n. Poiché questi spazi nulli sono chiusi il Lemma di Riesz 2.17 ci garantisce
Pesistenza di una successione (y,,) tale che

per ogni ¢ € N, 1. (6.25)

N | =

yn €Ny lnll =1, lyn — 2| 2
E sufficiente mostrare che dato un m per ogni n > m
1
||Tyn - TymH > b) |>‘| (6.26)

per arrivare ad una contraddizione. Infatti, in questo caso (T'y,) non pud ammettere
una successione estratta convergente perché || > 0 e cio, giacché (y,,) € limitata, & in
contraddizione con la compattezza di 7T'.

Possiamo scrivere, utilizzando l'identita banale T = T + A1,
Typ —TYm = Ay — T con T =T\Ym + Aym — T\Yn- (6.27)

Sia m < n. Mostriamo che o € A,,_1. Poiché m < n — 1 abbiamo manifestamente che
MY € Ny C Np—1. Inoltre y,,, € N, implica

0 =T\"ym = 13" (Txym) ,

cio® T\Ym € Ny—1 C Ny _1. Analogamente y,, € N,, implica T\y, € N,_i. Utilizzan-
do entrambi i risultati ne deduciamo che ¥ € N,,_;. Anche z = A™'% € N,,_; cosicché
per la (6.25)

~ 1
Ayn = 2ll = Al [lyn — 2|l 2 5 Al
Da questa e dalla (6.27) abbiamo la (6.26). Quindi la nostra assunzione che non esista
m per cui Ny, = Nppq1 @ falsa e deve esistere un m per cui Ny, = Nppgq-

b) Proviamo che N, = N+ implica A,, = Aj,41 per tutti gli n > m. Supponiamo che
¢io non sia vero. Allora N, & un sottospazio proprio di N,41 per un qualche n > m.
Consideriamo un « € N, 1 — N,. Per definizione

9"z =0 ma Tyz#0.
Poiché n > m abbiamo n —m > 0. Poniamo z = T} ™x. Allora
Tty =10 e =0 ma  IYV'z =Tz #0.

Quindi z € N1 € 2z ¢ Ny, in contraddizione con N, = Ny,41 e quindi il teorema &
dimostrato ed r risulta essere il minimo fra gli m per cui Ny, = N1 =

6.22 Lemma (Immagini)
Nelle ipotesi del Lemma 6.21, per ogni fissato A # 0, esiste un intero minimo q tale che
per n > q le immagini T3 (X) sono tutte uguali. Inoltre se ¢ > 0 wvalgono le relazioni di
inclusione proprie

I} (X) 2 Th (X) 2

-1
2 2 2T (X) 2 TH(X). .
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Dimostrazione. La dimostrazione e nuovamente indiretta e procede lungo linee analoghe alla
precedente. Scriviamo per semplicita R,, = 7§ (X). Assumiamo per ipotesi assurda che non
esista s per cui Ry = Rsy1. Allora R, & un sottospazio proprio di R,41 per ogni n. Poiché
queste immagini sono chiuse per il Corollario 6.20, il Lemma di Riesz 2.17 ci garantisce
Pesistenza di una successione (y,,) tale che

per ogni z € R,,41. (6.28)

N =

Yn €Rus  Nlynll =1, |lyn — 2l =
Sia n > m. Possiamo scrivere, utilizzando l’identita banale T' = T + A,
Tym —Tyn = /\ym + Th\Yym — T'yn. (629)

A destra Ay, € Ron, Ym € R, cosi che Thy,,, € Ry1 € poiché n > m anche Ty, € R,, C
Rim+1- Quindi (6.29) e della forma

Tym - Tyn =A (ym - CU) S Rm+1.

Di conseguenza per la (6.28), dato m, per ogni n > m
1
1Ty = Tynll = (A [ym — ][ 2 5 1A > 0. (6.30)

Poiché (y,,) & limitata e T' & compatto, (I'y,) ammette una successione estratta convergente.
Cio contraddice la (6.30) e prova che Ry = Rs41 per qualche s. Inoltre, poiché Ry = Rsy1
significa che T\ applica R; in se stesso, ripetute applicazioni di T danno R, = Rp+1 per
ogni n > s. Quindi la prima parte del lemma risulta dimostrata e ¢ € il minimo fra gli s per
cul Ry = Rsy1. Se g > 0 la relazione di inclusione propria segue dal Corollario 6.20. ]

Inoltre si dimostra i due numeri interi ¢ ed r introdotti nei due Lemmi precedenti
coincidono ottenendo l'importante Teorema che segue.

6.23 Teorema (Spazi nulli ed immagini)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X . Allora, per ogni
fissato X # 0, esiste un intero minimo r tale che

N(T{) =N (T = N (T5F2) = ... (6.31)

X)) =" X)) =P X)=.... (6.32)

Inoltre, se r > 0, valgono le relazioni di inclusione proprie

NI GNTN GG N(T77H) G N(TY) (6.33)
TQ(X)QTA(X)2---2TI‘1(X)2T£(X)- (6.34)

Dimostrazione. Il Lemma 6.21 da (6.31) e (6.33). Il Lemma 6.22 da (6.32) e (6.34) con ¢
invece di r. Dobbiamo mostrare solamente che ¢ = r. Proviamo nella parte a) che ¢ > r e
nella parte b) che ¢ < r. Come sopra scriviamo per semplicitda N, = N (T) e R,, = T} (X).
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a) Abbiamo Rgy1 = Ry per il Lemma 6.26. Cio significa che Th(R,) = R4. Quindi
y="Ry = y = T\« per qualche x € R,. (6.35)
Mostriamo che
The =0, z€R, = x=0. (6.36)

Supponiamo che la (6.36) non valga. Allora Thx; = 0 per qualche elemento non nullo
z1 € Ry. Orala (6.35) con y =z da x; = Thay per qualche 23 € Ry. Analogamente
xzy = Thz3 per qualche 3 € R, e cosi via. Otteniamo percio per ogni n attraverso
successive successioni

0fax =T\ay =+ = Tf_lxn mentre 0= Th\z; =T\ xy,.

Quindi z,, ¢ N,,_1 mentre z, € N,,. Per il 6.21 abbiamo che NV,,_; C N, ed il presente
risultato mostra che questa inclusione & propria per ogni n, data 'arbitrarieta di n.
Cid contraddice 6.21 e prova (6.36).

Ricordiamo che Ry = Ry41 per il 6.22 e proviamo che N, = N,11, dimostrando cosi
per il 6.21 che ¢ > r, giacché r ¢ il piu piccolo intero per cui vale 'uguale.

Abbiamo per il 6.18 che N, C Ny41. Proviamo che N, D Ny41, cioé proviamo che
T/‘\”lx = 0 implica 7Yz = 0. Supponiamo che cio sia falso. Allora per qualche zg

y=Tl#0 mentre Thy =TI "ae=0.

Quindi y € Ry, y # 0 e Thy = 0. Ma cio contraddice (6.36) con z = y e prova
Nyt1 CNy. Quindi Ny =N, eq>r.

b) Proviamo ora che ¢ < r. Se ¢ = 0 cid & vero. Sia ¢ > 1. Proviamo che ¢ < r mostrando
che N, & un sottospazio proprio di N,. Cio implica ¢ < r perché r, grazie a 6.21, &
il piu piccolo intero n tale che NV,, = Nj11.
Per definizione di ¢ in 6.22 I'inclusione R, C Ry—1 ¢ propria. Sia y € Ry—1 — Ry.
Poiché y € Ry—1 v’e¢ un z tale che y = T/‘\I_lx. Inoltre Thy € Ry = Ry41 implica che
Thy = T;\le per qualche z. Poiché T{z € R, mentre y ¢ R, abbiamo

TY (@ —The) =y —Tiz #0.
Quindi & — Thz ¢ Ny—1. Ma z — Tz € N, perché
Ty (x —Taz) = Thy — Thy = 0.

Cio prova che NV, 1 # N, cosicché N, _; & un sottospazio proprio di NV,. Quindi ¢ <r
e ¢ = r, giacché nella parte a) della dimostrazione avevamo mostrato che ¢ > r. [

L’importante proprieta di caratterizzazione dello spettro di un operatore lineare compat-
to esposta nel teorema seguente si deduce con facilita da questo teorema, quando ci si limiti
a considerare ’operatore su uno spazio di Banach. Il caso generale e considerato in 6.31.

6.24 Teorema (Autovalori)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio di Banach X. Allora ogni
valore spettrale X # 0 di T (se esiste?) ¢ un autovalore di T'. (]

2Si pud mostrare che T' pud non avere autovalori. Se T' & un operatore lineare compatto auto-aggiunto
su uno spazio di Hilbert complesso H # {0} allora ammette sempre almeno un autovalore.
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Dimostrazione. Se N (T) # {0} allora A & un autovalore di T'. Supponiamo che N (7)) =
{0} con A # 0. Allora Tho = 0 implica z = 0 e T, ' : T (X) — X esiste per il 2.25. Poiché

{0} =N () =N (IX) =N (Tn),

abbiamo r = 0 per il 6.23. Quindi X = 79 (X) = T (X) sempre per il 6.23. Ne segue che
T & biiettiva, Ty !¢ limitata per il teorema 4.39 dell’inverso limitato giacché X & completo
e A € p(T) per definizione. ]

La validita di questo Teorema puo essere estesa al caso in cui lo spazio normato X non
sia necessariamente di Banach, come vedremo al Teorema 6.31.

Il valore A = 0 & stato escluso in molti teoremi di questo capitolo ed e quindi naturale
ora chiedersi che cosa si possa dire di A = 0 nel caso di un operatore lineare compatto
T : X — X su uno spazio normato complesso X. Se X e finito dimensionale allora T’
ammette una rappresentazione mediante matrici ed & chiaro che 0 pud appartenere o no a
o (T) =0, (T). Cioe se dim X < oo possiamo avere 0 ¢ o(T") e quindi 0 € p (T'). Tuttavia
se dim X = oo possiamo avere 0 € o (T) e tutti e tre i casi

0€o,(T), 0€o.(T), 0€o,(T)

sono possibili, come si puo far vedere portando degli esempi espliciti.

Un’altra interessante ed importante applicazione del Teorema 6.23 ci permette di rap-
presentare X come la somma diretta di due sottospazi chiusi, precisamente lo spazio nullo
e I'immagine di T7.

6.25 Teorema (Somma diretta)
Siano X, T, X ed r come nel Teorema 6.23. Allora® X puo essere rappresentato nella forma

X=N(T]) oIl (X). (6.37)

Dimostrazione. Consideriamo un qualunque x € X. Dobbiamo mostrare che z ha una
rappresentazione unica della forma

x = (z — o) + xo (x —mo € Nypyzo €ER,). (6.38)
dove N,, = N, (T}) e Ry, = T} (X), come prima. Si noti che T{z € R,. Ora R, = Ra,
per il Teorema 6.23 e quindi per qualche z; € X deve essere T{z = T3 "z . Sia zg = T" ;.
Allora zg € R, e

Tizo =TF = = Ty x.
Cio mostra che T} (z — zo) = 0. Quindi  — x9 € N, e ne segue la decomposizione (6.38).
Cio prova la (6.37) purché la (6.38) sia unica.

Mostriamo 'unicita. In aggiunta alla (6.38) sia

:L‘:(:L‘—io)-i-fo (:L‘—%oE/\/.T,f()ERT).

38e X & uno spazio vettoriale, allora per ogni sottospazio ¥ C X esiste un sottospazio Z C X tale che
X =Y & Z; cf. la sezione 3.6. Se X & uno spazio normato (in particolare uno spazio di Banach) e Y C X
€ uno sottospazio chiuso, allora pud non esistere un sottospazio chiuso Z C X tale che X =Y @ Z. Se X
& uno spazio di Hilbert, allora per ogni sottospazio chiuso Y si ha X =Y @ Z, dove Z = Y & chiuso (cf.
3.13 e 3.14). Si noti che gli sottospazi in (6.37) sono chiusi.



154 CAPITOLO 6. OPERATORI LINEARI COMPATTI

Sia v9 = xo — Zo. Allora vy € R, giacché R, ¢ uno spazio vettoriale. Quindi vg = T{v per
qualche v € X. Inoltre

vg = xo — To = (¢ — To) — (z — o)
e quindi vg € N, e T{vo = 0. Dunque
T v = Tivg =0
ev € Ny = N, (cf. 6.23). Cio implica che
vo =Tiv =0,

ciod vg = xo — Tp = 0 e la rappresentazione (6.38) & unica e la somma N, + R, & diretta. m

6.6 Equazioni Operatoriali che coinvolgono Operatori
Lineari Compatti

I. Fredholm (1903) ha studiato le equazioni integrali lineari ed in un suo famoso lavoro
suggerl una teoria sulla risolubilita di un tipo di equazioni che coinvolgono un operatore
lineare compatto. Noi introdurremo lo studente a questa teoria che fu successivamente
sviluppata principalmente da F. Riesz (1918) con un contributo importante da parte di J.
Schauder (1930).

Considereremo un operatore lineare compatto 7' : X — X su uno spazio normato X, il
suo operatore duale 7" : X' — X' cosi come definito in 4.13, I’equazione operatoriale

Te— e =y (y € X dato, A #0), (6.39)
I’equazione operatoriale omogenea associata
Te—Az=0 (A #£0), (6.40)

e due equazioni simili che coinvolgono l'operatore duale, precisamente ’equazione operato-
riale duale

T'f-Af=yg (g € X' dato, A £ 0), (6.41)
e 'equazione operatoriale duale omogenea associata
Tf—Af=0 (A #£0). (6.42)

Il parametro A € C ¢ arbitrario, non zero, ed ¢ considerato fisso. Studieremo 1’esistenza,
rispettivamente, delle soluzioni x e f.

1l seguente riassunto dei risultati, che otterremo nel seguito, mostra come queste quattro
equazioni siano strettamente interconnesse fra di loro quando se ne studi la risolubilita.

6.26 Sommario
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e T' : X' — X'
Doperatore duale di T'. Sia A # 0. Allora:

e L’equazione operatoriale non omogenea (6.39) é normalmente risolubile, cioé ha una
soluzione x se e solo se f(y) = 0 per tutte le soluzioni f dell’equazione operatoriale
duale omogenea associata (6.42). Quindi se f =0 é la sola soluzione di (6.42), allora
Pequazione (6.39) ¢ risolubile per ogniy. (Cf. 6.27)
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o L’equazione operatoriale duale non omogenea (6.41) ha una soluzione f se e solo se
g(x) = 0 per tutte le soluzioni x dell’equazione operatoriale omogenea associata (6.40).
Quindi se x = 0 ¢ la sola soluzione di (6.40), allora equazione (6.41) é risolubile per
ogni g (Cf. 6.29)

o L’equazione operatoriale non omogenea (6.39) ha una soluzione x per ogniy € X se e
solo se x = 0 ¢ la sola soluzione dell’equazione operatoriale omogenea associata (6.40)
(Cf. 6.30a)

o L’equazione operatoriale duale non omogenea (6.41) ha una soluzione f per ogni g € X'
se e solo se f = 0 € la sola soluzione dell’equazione operatoriale duale omogenea
associata (6.42) (Cf. 6.300)

e L’equazione operatoriale omogenea (6.40) e la sua duale (6.42) hanno il medesimo
numero di soluzioni linearmente indipendenti (Cf. 6.33)

e T\ soddisfa all’alternativa di Fredholm (Cf. 6.35) ]

Il nostro primo teorema fornisce una condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita
dell’equazione operatoriale non omogenea (6.39).

6.27 Teorema (Soluzione dell’equazione operatoriale non omogenea)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia A # 0. Allora
lequazione operatoriale non omogenea (6.39) ha una soluzione x se e solo se y é tale che

fly) =0 (6.43)

per ogni f € X' che soddisfa all’equazione operatoriale duale omogenea associata (6.42).
Quindi se (6.42) ammette la sola soluzione banale f = 0, allora 'equazione (6.39) ¢
risolubile per ogni dato y € X. [

Dimostrazione. (a) Supponiamo che 'equazione operatoriale (6.39) ammetta una soluzione
x = xo, cioe sia

y=Txo — Axg = Thxo.

Sia f una qualunque soluzione dell’equazione duale omogenea associata (6.42). Allora
abbiamo

f(y) = f (Two — Awo) = f(Two) — Af (o).
Ora f(Txzo) = (T'f) (x0) per definizione di operatore duale (cf. 4.13). Quindi per (6.42)

fly) = (T'f) (xo) — Af (o) = 0.

(b) Viceversa, assumiamo che y in (6.39) soddisfi a (6.43) per ogni soluzione dell’equa-
zione duale omogenea associata (6.42) e mostriamo che allora ’equazione operatoriale (6.39)
ha una soluzione.

Supponiamo per assurdo che (6.39) non abbia soluzioni. Allora non esiste z per cui
y =Txz. Quindi y ¢ T (X). Poiché T (X) e chiuso per 6.19, la distanza § da y a T (X) ¢
positiva. Per il Lemma 4.21 esiste un f tale che f(y) =& e f(z) = 0 per ogni z € Ty (X).
Abbiamo per z qualunque

0=F (D) = [ (Ta) = Af (2) = (T'] (2)) = \f (x).
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Quindi f ¢ una soluzione dell’equazione duale omogenea associata (6.42). Per assunzione
essa soddisfa a (6.43), cioe f (y) = 0. Ma cid contraddice f (y) = & > 0. Conseguentemente
(6.39) deve avere una soluzione. Cid prova la prima asserzione del teorema, che implica
immediatamente la seconda. [

Questo teorema suggerisce di introdurre il seguente concetto. Sia
Az =y (y dato), (6.44)

dove A : X — X & un operatore lineare limitato su uno spazio normato X. Supponiamo
che (6.44) abbia una soluzione x € X se e solo se y soddisfa a f(y) = 0 per ogni soluzione
f € X' dell’equazione

A'f =0, (6.45)

dove A’ & 'operatore duale di A. Alloral’equazione (6.44) ¢ detta normalmente risolubile.

Il Teorema 6.27 mostra che 'equazione (6.39) con un operatore lineare compatto T e
A # 0 é normalmente risolubile.

Per I'equazione (6.41) v’¢ un analogo del Teorema 6.27, che otterremo come conseguenza
del Lemma che segue. Il numero reale positivo ¢ introdotto nel Lemma puo dipendere
da A, che ¢ considerato dato. Si noti che la (6.46) del Lemma vale per qualche soluzione
— chiamata soluzione di norma minima — ma non necessariamente per tutte le soluzioni.
Quindi il Lemma non implica l'esistenza di Ry = T/\_l.

6.28 Lemma (Soluzione a norma minima)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia dato A # 0.
Allora se per un dato y l’equazione operatoriale non omogenea (6.39) é risolubile, fra tutte
le soluzioni ve n’é una T che ha norma minima. Inoltre esiste un numero reale ¢ > 0,
indipendente da y, tale che per ogni y per cui Uequazione (6.39) é risolubile é

1zl < ellyll, (6.46)

dove abbiamo scritto Z(y) per indicare esplicitamente che la soluzione a norma minima T
dipende dal particolare y considerato. [

Dimostrazione. Suddividiamo la dimostrazione in due parti.

(a) Mostriamo che se (6.39) ammette delle soluzioni, allora l'insieme di queste soluzioni
contiene una soluzione di norma minima, che chiamiamo z.

(b) Mostriamo che esiste un ¢ > 0 che soddisfa alla (6.46) per una soluzione Z di norma
minima corrispondente ad un qualunque y = T)\Z per cui (6.39) ammette soluzione.

I dettagli sono i seguenti.

(a) Sia zo una soluzione di (6.39). Se z € una qualunque altra soluzione di (6.39), la
differenza z = = — o soddisfa a (6.40). Quindi ogni soluzione di (6.39) puo esser scritta
come

x=x9+ 2 dove ze N (Ty)

e viceversa per ogni z € N (1) la somma g + z & soluzione della (6.39). Per un ¢ fissato
la norma di z dipende da z. Scriviamo

PO =lleo+zl e k=it (o)
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Per definizione di estremo inferiore A" (T) contiene una successione tale che
p(zn) = ||xo + 2n|| = k (n — 00). (6.47)

Poiché T & compatto, (T'z,) ammette una successione estratta convergente. Ma z,, € N (T})
significa che Tz, = 0, ossia che Tz, = Az,, dove A # 0. Quindi (z,) ammette una
successione estratta convergente, diciamo

Zn; = 20
dove zg € N (T)), giacché N (Ty) & chiuso per il 2.32. Ed & anche
p (Zna) — p(20)
giacché p & continuo. Otteniamo cosi dalla (6.47)
p(z0) = [lzo + 20| = k.

Cio mostra che se ’equazione (6.39) ammette soluzioni, 'insieme di queste soluzioni contiene
una soluzione & = xg + zg di norma minima.

(b) Proviamo che esiste un ¢ > 0 (indipendente da y) tale che la (6.46) vale per una
soluzione Z di norma minima corrispondente ad una qualsiasi y = T»Z per cui l’equazione
(6.39) & risolubile.

Supponiamo che cio non valga, ossia che

s 121 _
p =
venna |yl
Allora esiste una successione (y,) tale che
|||
— 0 (n — 00), (6.48)
[lynl|

dove Z, ¢ di norma minima e soddisfa a T)\Z, = y,. Moltiplicando per « si vede che ad
ayy, corrisponde ax, come soluzione di norma minima. Possiamo quindi sempre ridurci a
considerare una successione (Z,) per cui sia ||Z,|| = 1. Allora (6.48) implica y,, — 0. Poiché
T & compatto e (Z,,) & limitata, (T'Z,,) ammette una successione estratta convergente, diciamo
T'%,; — vo, Ovvero, se scriviamo per convenienza vp = ATy,

TTn; — AT (j = ). (6.49)

Ora, ricordando che A # 0, possiamo scrivere

:I:nj = X( 571,]- - T)\in]—)
e poiché y, = ThTp,

Tn; = 7 (TTn; = yn,)-

A

Quindi utilizzando la (6.49) e y, — 0 otteniamo

1

5 (T%0, = ;) = Fo. (6.50)

Tp; =
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Da qui poiché T' e continuo abbiamo
Tin]‘ — Tio

e quindi T%¢ = ATy per la (6.49). Giacché T\T,; = y,; vediamo che z,,; = Z,,;, — T soddisfa
a I\zp; = yn;. Poiché z,, ¢ di norma minima

[l || = [[n; = Fol| = |, || = 1.

Ma cio contraddice la convergenza in (6.50). Quindi (6.48) non pud esser valida e la
successione di quozienti in (6.48) deve essere limitata, ossia dobbiamo avere

o
= p < 0.

etz |yl
dove T & la soluzione di norma minima per I’y considerato. Cio implica la (6.46). ]

Usando questo Lemma possiamo ora fornire un criterio per la risolubilita dell’equazione
(6.41) cosl come s’¢ fatto per 'equazione (6.39) nel Teorema 6.27.

6.29 Teorema (Soluzione della equazione operatoriale duale non omogenea)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia A # 0. Allora
lequazione operatoriale duale non omogenea (6.41) ha una soluzione f se e solo se g é tale
che

g(x) =0 (6.51)

per tutti gli € X che soddisfano alla equazione operatoriale omogenea (6.40).
Quindi se (6.40) ammette solamente la soluzione banale x = 0 allora la (6.41) con una
qualunque g € X' considerata assegnata & risolubile. [

Dimostrazione. (a) Se (6.41) ammette una soluzione f ed z soddisfa a (6.40), allorala (6.51)
vale perché

g9(x) = (1'f) (z) = Af(z) = f (T — Ax) = f(0) = 0.

(b) Viceversa assumiamo che g soddisfi alla (6.51) per ogni soluzione z della (6.40).
Mostriamo che allora la (6.41) ammette una soluzione f. Consideriamo un qualunque y €
T\ (X) e sia x € X tale che y = Thx. Possiamo definire un funzionale fy su T (X) come
segue

fo(y) = fo(Ihx) = g(z).

Questa definizione non & ambigua perché se Thx1 = Thxo, allora T\ (x1 — x2) = 0, cosicché
x1 — X2 € una soluzione della (6.40). Quindi g (1 — x2) = 0 per assunzione, ossia g(z1) =
g (z2).

fo ¢ lineare perché T e g sono lineari. Mostriamo che fy € limitata. Il Lemma 6.28
implica che per ogni y € T (X) almeno uno dei corrispondenti z, precisamente quello di
norma minima, soddisfa a

[lz]] < cllyll (y = Trx)

dove ¢ non dipende da y. La limitatezza di fy puo ora esser vista da

[fo (W)l = lg (@)] < lgll l|=]] < cllgll Iyl = €llyll
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dove ¢ = ¢||g||. Per il teorema di Hahn-Banach 4.10 il funzionale fy ammette una estensione
f su X, che & un funzionale lineare limitato definito su tutto X. Per definizione di fj

[Tz —Az) = f (Taz) = fo (Thz) = g ().

A sinistra per definizione di operatore duale abbiamo per tutti gli € X

[Tz = Az) = f(Tz) = Af (z) = (Tf) (z) = Af (2).

Unitamente alla formula precedente cid mostra che f & una soluzione dell’equazione (6.41)
e prova la prima asserzione del teorema. La seconda affermazione discende facilmente dalla
prima. ]

6.7 Ulteriori Teoremi di Tipo Fredholm

I principali risultati della sezione precedente riguardano i criteri di risolubilita dell’equazione
operatoriale non omogenea (6.39) in termini dell’equazione operatoriale duale omogenea
associata (6.42) (Teorema 6.27) e dell’equazione operatoriale duale non omogenea (6.41) in
termini dell’equazione operatoriale omogenea associata (6.40) (Teorema 6.29). E naturale
ricercare relazioni simili fra I’equazione operatoriale (6.39) e la sua omogenea associata (6.40)
e fra I’equazione operatoriale duale (6.41) e la sua associata (6.42).

6.30 Teorema (Soluzioni dell’equazione operatoriale non omogenea)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia A # 0. Allora:

(a) L’equazione operatoriale non omogenea (6.39) ha una soluzione x per ogniy € X se e
solo se lequazione omogenea associata (6.40) ammette la sola soluzione banale © = 0.
In questo caso la soluzione di (6.39) é unica e T\ ha un inverso limitato.

(b) L’equazione operatoriale duale non omogenea (6.41) ha una soluzione f per ogni g € X'
se e solo se l’equazione duale omogenea associata (6.42) ammette la sola soluzione
banale f = 0. In questo caso la soluzione di (6.41) é unica. ]

Dimostrazione. (a) Proviamo che se per ogni y € X l’equazione (6.39) & risolubile allora
z = 0 ¢ la sola soluzione di (6.40).

Se ¢io non fosse (6.40) avrebbe una soluzione z; # 0. Poiché (6.39) con un y qualunque
e risolubile, Thx = x; ha una soluzione x = x5, cioe Thx> = x1. Per la medesima ragione
v’e un x3 tale che Thxs = 2 e cosi via. Abbiamo quindi per ogni k = 2,3, ...

0# 1z =Thay = T)%ZI}':; == Tfflxk

0 =Tz, = T{zy.

Quindi z, € N (Tf) ma z, ¢ N (T;f*l). Cio significa che il sottospazio nullo N (Tffl) e
un sottospazio proprio di A/ (Tf) per tuttii k. Ma cio contraddice il Teorema 6.23. Quindi
x = 0 deve essere la sola soluzione di (6.40).

Viceversa supponiamo che z = 0 sia la sola soluzione di (6.40). Allora per il Teorema
6.29 & risolubile con una g arbitraria. Ora T’ & compatto (cf. 6.13), cosicché possiamo
applicare la prima parte di questa dimostrazione a 7" e concludere che f = 0 deve essere



160 CAPITOLO 6. OPERATORI LINEARI COMPATTI

la sola soluzione di (6.42). La risolubilita di (6.39) con y qualunque segue ora dal Teorema
6.27.

L’unicita segue dal fatto che la differenza di due soluzioni della (6.39) & una soluzione
della (6.40). Chiaramente tale soluzione unica z = T} 'y @ la soluzione di norma minima e
la limitatezza di TA_1 segue dal Lemma 6.28, giacché

llzll = (|75 yl] < cllyll.-

Si noti che in questo caso per dimostrare la limitatezza di T 'non & necessario che X sia di
Banach, come invece si richiedeva nel Teorema 4.39.
(b) & una conseguenza di (a) e del fatto che T' & compatto (cf. 6.13). L]
Il Teorema 6.30(a) pud anche essere usato per mostrare che la validitd del Teorema
precedentemente dimostrato 6.24 puo essere esteso dagli spazi di Banach ad un generico
spazio normato.

6.31 Teorema (Autovalori)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X. Allora se T ha
valori spettrali diversi da zero, essi debbono essere tutti autovalor: di T'. [

Dimostrazione. Se il risolvente Ry = T} ' non esiste, A € o, (T') per definizione. Sia A # 0
ed assumiamo che Ry = T;l esista. Allora Thx = 0 implica = 0 per il 2.25. Cio0 significa
che ’equazione (6.40) ammette solamente la soluzione banale. Ora il Teorema 6.30(a) mostra
che la (6.39) ¢ risolubile per ogni y, cioe Ry ¢ definito su tutto X ed & limitato. Quindi
Aep(T). ]

Le equazioni omogenee (6.40) e (6.42) sono anche collegate fra loro. Mostreremo che esse
hanno lo stesso numero di soluzioni linearmente indipendenti. Per la dimostrazione di questo
fatto & necessario utilizzare I’esistenza di certi insiemi correlati di X e X', che costituiscono
un sistema chiamato sistema biortogonale.

6.32 Lemma (Sistema biortogonale)

Dato un insieme {f1,..., fm} linearmente indipendente nello spazio duale X'di uno spazio
normato X, vi sono in X elementi z1,...,zy tali che
oy — g =0 (U #k) e
fi(zr) =65k = {1 G =k) (4, k,=1,...,m). (6.52)
n

Dimostrazione. Poiché I'ordine delle f; non e importante, & sufficiente provare che esiste un
zm tale che

fm (2m) =1, fj (zm) =0 G=1...,m—-1). (6.53)

Per m = 1 cio & vero perché f; # 0 per l'indipendenza lineare, cosicché fi (zg) # 0 per
qualche zg e 21 = azg con @ =1/ f1 (o) da f1 (21) = 1.

Sia ora m > 1 e facciamo lipotesi induttiva che il lemma valga per m — 1, ossia
supponiamo che X contenga degli elementi z1, ..., z,,—1 tali che

Consideriamo ’'insieme

M={zeX|fi(z)=0,..., fm—1 (x) =0}
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e mostriamo che M contiene un z,, tale che f,,(Z,) = 8 # 0, di modo che la (6.53) ¢
soddisfatta per zm, = 8 1 Zn.

Se cosi non fosse sarebbe f,, (x) = 0 per tutti gli # € M. Prendiamo ora un qualunque
x € X e poniamo

T=ux— 2 fi (@) z;. (6.55)

Allora per la (6.54), per k <m — 1,

m—1

fe @) = fr(2) = > 5 (@) fr (2)) = fu (z) = fu (x) = 0.

=1

Cio mostra che & € M e che per 'ipotesi assurda fatta f,, () = 0. Abbiamo quindi

—

fo @) = fu (F4 Y £ (@) 2

=1
1

:iwﬁ@ (5 = fin (25))-

Data Darbitrarieta di & questa € una rappresentazione di f,,, come combinazione linea-

re di fi,..., fin—1 in contraddizione con 'indipendenza lineare di {fi,..., frn—1}. Quindi
fm () = 0 per tutti gli « € M @ impossibile ed M deve contenere un z,, tale che la (6.53)
valga ed il lemma & dimostrato. [

Usando questo lemma possiamo ora mostrare che dim N (7)) = dim N (T}), dove T} =
(T — M) = T" — M. Cio nei termini delle equazioni operatoriali che stiamo considerando
puo esser formulato sotto forma del seguente teorema.

6.33 Teorema (Spazi nulli di T e TY)
Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia A # 0. Allora
lequazione operatoriale omogenea (6.40) e la sua duale (6.42) hanno il medesimo numero
di soluzioni linearmente indipendenti. [

Dimostrazione. T e T' sono compatti (cf. 6.13), cosi che N (T)) e N (T}) sono finito
dimensionali per il 6.17 e possiamo scrivere

dim N (Ty) = n, dim NV (Ty) = m.
Suddividiamo la dimostrazione in tre parti (a), (b) e (¢) dedicate
(a) al caso m =n =0 ed alla preparazione del caso m > 0, n > 0,

(b) alla dimostrazione che n < m & impossibile,

(c) alla dimostrazione che m > n & impossibile.

I dettagli sono i seguenti.
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(a) Se n = 0 la sola soluzione di (6.40) ¢ z = 0. Allora (6.41) ¢ risolubile per ogni g
assegnato (cf. 6.29). Per la parte (b) del Teorema 6.30 cid implica che f = 0 ¢ la sola
soluzione di (6.42). Quindi m = 0. Analogamente da m = 0 segue che n = 0.

Supponiamo oram > 0 en > 0. Sia {z1,...,2,} una base di N (T). Chiaramente
z1 ¢ Y1 = span{zs,...,z,}. Peril Lemma 4.21 v’é un §; € X' che & zero ovunque
suY; e per cui g1 (z1) = 0, dove 6 > 0 & la distanza di z; da Y;. Quindi g, = o'
soddisfa a g1 (x1) =1egi (x2) =0, ..., g1 (x,) = 0. Analogamente, v’ un g, tale che
g2 (x2) =1 e g2 (z;) =0 per j # 2 e cosi via. Quindi X' contiene g1, ..., gy, tali che

Vs 1O (4 #F) o
aep=0{  UZN Gh=ten. (6.56)
Analogamente, se {fi,..., fm} € una base di N (TY), allora per il Lemma 6.32 vi sono
elementi z1,...,2, di X tali che

fj (zk) :5jk (j,k,:l,...,m). (657)

(b) Mostriamo che n < m & impossibile. Sia n < m e definiamo S : X — X come segue
n
Sw :Tx-l-Zgj (x) zj. (6.58)
j=1

S & compatto perché l'operatore limitato g;(x)z;, avendo immagine unidimensionale,
& compatto per il Teorema 6.6(a) ed una somma di operatori compatti &€ un operatore
compatto. Proviamo che

S\xo=Sxg—Arg =0 — x9=0. (659)

Se Shzo = 0 abbiamo fi (Sxxo) = fr (0) = 0. Quindi per la (6.58) e (6.57) otteniamo
perk=1,...,n

0= fr (Sxzo) = fr | Thwo + Zgj (o) 2

j=1

= fi (Tawo) + Y 95 (z0) fi (%)) (6.60)

j=1
= (T fx) (o) + gi (wo) -
Poiché fj, € N (TY), abbiamo T fr = 0. Quindi la (6.60) fornisce
gk (xo) =0, kE=1,...,n. (6.61)
Cio implica Szg = T'xo per la (6.58) e quindi Syzg = Thwo. Giacché abbiamo supposto

Sxzo = 0 & Thzo = 0, ossia z9g € N (T)). Poiché {z1,...,z,} & una base per N (1)
deve essere

n
o = E a;Tj,
j=1
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dove gli a; sono degli opportuni scalari. Applicando gy ed utilizzando (6.61) e (6.56)
abbiamo

Ozgk($0)=2ajgk(mj)=ak (k=1,...,n).
j=1

Quindi zop = 0. Cio prova l'implicazione (6.59). Il Teorema 6.30(a) ora implica che
Syx = y e risolubile per y qualunque. Scegliamo y = z,4+1. Sia ¢ = v la soluzione
corrispondente, cioe sia Sxv = z,4+1. Come in (6.60) facciamo il seguente calcolo
utilizzando (6.57) e (6.58)

1= fo11 (Zn—i-l) = fay1 (SAU)

= for1 | Thv + Zgj (v) 2;
j=1

= (T3 fa+1) (v) + Zgj () frt1 (25)

= (T fa+1) (v) .

Poiché abbiamo assunto n < m, abbiamo n +1 < m e fo4y1 € N (T%). Quindi
T frn+1 = 0. Cio ¢ in contraddizione con 1’equazione precedente e mostra che n < m
¢ impossibile.

(c) Mostriamo che anche n > m & impossibile. Il ragionamento & simile a quello fatto nella
parte (b). Sia n > m e definiamo S : X’ — X' come segue

m
SF=TF+> F(z) g (6.62)
j=1
T' & compatto per il 6.13 ed S & compatto perché l'operatore limitato f(z) g5, aven-

do immagine unidimensionale, ¢ compatto per il Teorema 6.6(a). Proviamo ora (in
analogia con la (6.59)) che

Sxfo=Sfo—Ao=0 = fo=0. (6.63)

Se §,\f0 = 0, ponendo nella (6.62) f = fo ed utilizzando la definizione di operatore
duale e finalmente la (6.56) otteniamo per ciascun k =1,...,m

0= (Sufo) (@r) = (T3 o) (@) + 3 fo (2) g (1)

j=1

= fo (T,\:Uk) + fo(zk) (664)
La nostra assunzione m < n implica che zj, € N (T\) per k = 1,...,m (si ricordi che
{z1,...,%y} & una base per N (T%)). Quindi fo (Thxr) = fo (0) = 0, cosl che la (6.64)

fornisce

folze) =0 (k=1,...,m). (6.65)
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Conseguentemente §f0 =T'fo per la (6.62). Da cio e da §>\f0 = 0 segue che Ty fo =
Sxfo =0. Quindi fo € N (T}). Poiché {fi,..., fn} & una base per N (TY)

.fO = Zﬂjfj:
j=1

dove le 3; sono degli opportuni scalari. Utilizzando (6.65) e (6.57) otteniamo per
ciascun k=1,...,m

0=folz) = B8;f;(zk) = By
j=1

Quindi fo = 0 e 'implicazione (6.63) ¢ provata. Il Teorema 6.30(b) implica ora che
Sy f = g e risolubile per g qualunque. Scegliamo g = g,,+1. Sia f = h la soluzione
corrispondente, cioe sia Sxh = gm41. Utilizzando (6.56), (6.62) e nuovamente (6.56)
otteniamo

1= gntt @) = (Sah) (@)

= (T3h) (@m+1) + ) 1 (25) 95 (Zme1)

j=1

= (Th) (ws)

=h (T)\l‘m+1) -
La nostra assunzione m < n implica m + 1 < n e quindi Z,,41 € N (Ty). Quindi
h (Tx@m+1) = h (0) = 0. Cio contraddice 'equazione precedente e mostra che m < n ¢

impossibile. In conclusione, giacché per la parte (b) anche n < m & impossibile, deve
essere n = m. n

6.8 Alternativa di Fredholm

I risultati ottenuti nelle due precedenti sezioni suggeriscono di introdurre la seguente defini-
zione.

6.34 DEFINIZIONE (ALTERNATIVA DI FREDHOLM)
Un operatore lineare limitato A : X — X su uno spazio normato X e detto soddisfare
Valternativa di Fredholm se A ¢ tale che o (I) o (II) & soddisfatto.

(I) Le equazioni non omogenee
Az =y, Af=yg

(A" : X' = X' & loperatore duale di A) ammettono soluzioni z e f, rispettivamente,
per ogni dato y € X e g € X' e tali soluzioni sono uniche. Le corrispondenti equazioni
omogenee

Az =0, Af=0

ammettono solamente le soluzioni banali x = 0 e f = 0, rispettivamente.
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(IT) Le equazioni omogenee
Az =0, Af=0
hanno il medesimo numero di soluzioni linearmente indipendenti
R R o e fir-oos fn (n>1),
rispettivamente. Le equazioni non omogenee
Az =y, Af=g

non sono risolubili per tutti gli y e g. Esse ammettono una soluzione se e solo se y e
g sono, rispettivamente, tali che

fr(y) =0, g(xp)=0 (k=1,...,n). -

Questa definizione puo essere usata per esprimere in maniera compatta i risultati delle
due ultime sezioni.

6.35 Teorema (Alternativa di Fredholm)

Sia T : X — X un operatore lineare compatto su uno spazio normato X e sia A # 0. Allora

T\ =T — M soddisfa all’alternativa di Fredholm. [
Questa formulazione in termini di alternative esclusive e particolarmente importante per

le applicazioni, perché spesso, invece di mostrare direttamente 1’esistenza di una soluzione,

¢ piu facile dimostrare che ’equazione omogenea ammette solamente la soluzione banale.
Abbiamo gia menzionato (nella sezione 6.6) che la teoria di Riesz degli operatori lineari

compatti e nata come naturale sviluppo della teoria di Fredholm delle equazioni integrali di

secondo tipo

b
o(s) — u/ k(s,8) (8) dt = (s). (6.66)

Daremo una breve introduzione dell’applicazione della teoria degli operatori lineari compatti
alle equazioni della forma (6.66).
Ponendo p=1/A ey (s) = —y(s) /A, con A # 0, abbiamo

Te—Az=y (M#£0), (6.67)

dove T' ¢ definito da

b
(Tz) (s) = / k(s,8) (1) dt. (6.68)

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema.

6.36 Teorema (Alternativa di Fredholm per le equazioni integrali)
Se k in (6.66) ¢ tale che T : X — X in (6.68) ¢ un operatore lineare compatto su uno
spazio normato X, allora l'alternativa di Fredholm vale per T, ossia o l’equazione integrale
non omogenea (6.66) ammette una soluzione unica per tutti gli ¥ € X o la corrispondente
equazione omogenea ammette un numero finito di soluzioni indipendenti non banali (cioé
soluzioni © #0). n
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Supponiamo che T in (6.67) sia compatto (daremo nel seguito alcune condizione che
ne garantiscono la compattezza). Allora se A appartiene all’insieme risolvente p (T') di T,
il risolvente Ry (T') = (T'— AI)~ " esiste, & definito su tutto X, & limitato (cf. 6.30(a)) e
fornisce la soluzione unica

x=Rx(T)y

di (6.67) per ogniy € X. Poiché Ry (T') ¢ lineare Ry (T') 0 = 0, cio che implica che 'equazione
omogenea T'v— Az = 0 ammette la sola soluzione banale x = 0. Quindi A € p (T) corrisponde
al caso (I) dell’alternativa di Fredholm.

Sia |A] > ||T||. Assumendo che X sia uno spazio di Banach complesso, ne deduciamo che
A € p(T) per il Teorema 5.11. Inoltre (5.40) nella sezione 5.3 fornisce

R\(T)=-X""(IT+X'"T+X?T?+...). (6.69)
Conseguentemente per la soluzione z = Ry (1) y abbiamo la rappresentazione
z=-A""(y+ A Ty + ATy +...), (6.70)

che e chiamata la serie di Neumann.

Il caso (II) dell’alternativa di Fredholm si ottiene se si considera (semprecché esista) un
A € ¢ (T) non nullo , dove o (T) ¢ lo spettro di T'. 11 Teorema 6.36 implica che A sia un
autovalore. La dimensione del corrispondente autospazio per il Teorema 6.17 € finita ed
uguale alla dimensione del corrispondente autospazio di 7%, per il Teorema 6.33.

In connessione col Teorema 6.36 due spazi di particolare interesse sono

X = L?[a,b] e X =Cla,b].

Per applicare il teorema & necessario fornire delle condizioni per il kernel & nella (6.66), che
siano sufficienti per garantire che 7" sia compatto.

Se X = L?[a,b] una tale condizione & che k sia in L?[J x J], dove J = [a,b]. La
dimostrazione richiede 1’uso della teoria della misura ed esula dallo scopo di queste note.

Nel caso X = C'[a, ] la continuita di & implica la compattezza di T

Otteremo questo risultato utilizzando il classico Teorema 6.37 che segue.

Una successione (z,) in C'[a,b] ¢ detta equicontinua se per ogni € > 0 esiste un é > 0,
che dipende solo da e, tale che per ogni x, ed ogni coppia si, s € [a,b] che soddisfa a
|s1 — s2| < d vale

|75 (51) — 2 (52)] < €.

Vediamo da questa definizione che ciascun z,, & uniformemente continuo su [a, b] e che § non
dipende da n.

6.37 Teorema (di Ascoli. Successione equicontinua)
Una successione equicontinua limitata (x,) in C [a,b] ammette una successione estratta che
converge (nella norma di Cla,b]). L]
Utilizzando questo teorema che non dimostreremo, possiamo dimostrare il seguente
teorema che ci fornisce il risultato desiderato nel caso X = C'[a, b].

6.38 Teorema (Operatori integrali compatti)
Sia J = [a,b] e supponiamo che k sia continuo su J x J. Allora loperatore T : X — X
definito dalla ((6.68), dove X = [a,b] é un operatore lineare compatto. ]



6.8. ALTERNATIVA DI FREDHOLM 167
Dimostrazione. T e lineare. La limitatezza di T segue da
[|ITz|| = max
se

b b
. < .
; /ak(st)a:(t)dt _||$||I§16a}(/a |k (s.t)] dt,

che & della forma ||Tz|| < ¢||z||. Sia (z,) una qualunque successione limitata in X, diciamo
sia [|zn|| < ¢ per ogni n. Sia Twp, = y,. Allora ||yn|| < ||T| [|zn]|- Quindi (y,) & anche
limitata. Mostriamo che (y,) & equicontinua. Poiché il kernel k ¢ continuo su J x J per
ipotesi e J x J & compatto, k ¢ uniformemente continuo su .J x J. Quindi, dato un £ > 0,
esiste un 0 > 0 tale che per tuttiit € J e tutti gli s1, s2 € J che soddisfano a |s; — s3] < 0
abbiamo

9

[ (s,0) = K (52, )] < G0

Conseguentemente, per s, s3 come sopra e per n arbitrario otteniamo

b
Yn (51) = yn (s2)] = / [k (s1,8) = K (s2,8)] @ (£) dt

<(b—a)(b_67a)cc:6.

Cio prova l'equicontinuita della successione (y,,). Il Teorema di Ascoli implica che (y,,)
ammette una successione estratta. Poiché (z,,) era un’arbitraria successione limitata e y,, =
Txy, la compattezza di T segue dal Teorema 6.5. [



