Parte 3

Dinamica del corpo rigido



Lezione 1

Moto rotatorio di una particella



Derivata di un vettore (richiamo)

Derivata di un versore o vettore a modulo fisso @ = w.i + wyj + w.k e |w(t)| costante
nel tempo. Quindi w?(t) = w(t) - w(t) costante.

dw?(t d D dw dw dw
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con I'ovvia definizione di w. Poiché n L u. (\Verso convenzionale).

Per un vettore generico
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Consideriamo un punto materiale P che si muova per un tratto s su un
arco di circonferenza il cui raggio € r. Definiamo una quantita vettoriale,
- s/r (unita di misura radianti), il cui modulo & chiamato angolo di
rotazione. Velocita angolare media
<&>:52—$1 EAcg |
to — tq At
da cui la velocita angolare e definita come




La direzione di w €& ortogonale al piano di rotazione e il verso segue la
regola della mano destra: uscente dal piano per rotazioni antiorarie, ed
entrante per rotazioni orarie.

Si definisce |'accelerazione angolare come

dw

dt
Dato che w cambia solo il modulo, ma non la direzione anche a ha la
stessa direzione, e verso, di w.

a =



LLa velocita del punto materiale P & definita come

L dar  dr_ . -
V=—=—T—+WXT
dt dt
Poiché il moto si svolge su una circonferenza, r = |7] € costante, quindi il
primo termine dell’equazione precedente & nullo.

Dato che la direzione di W € ortogonale al piano del moto, |la direzione di
v € tangente alla curva che disegna la traettoria (il cerchio).
In questo caso

—

U = Up = wrur

dove up € un versore tangente alla circonferenza.



Si definisce l'accelerazione per il moto circolare come

dt di
= arip+ & x (wrip) = artp + wrig

a

arur + aRpupR

Le quantita @ e @ sono nella direzione ortogonale al piano del moto e
formano un angolo di 7 /2, rispettivamente, con ug € ur.



ar = apur = arup ha direzione tangente alla circonferenza, la traettoria
descritta dal punto materiale, ed e legata al cambiamento del modulo
della velocita. In caso di moto circolare uniforme € nulla.

dp = aplp = w2rdp ha direzione verso il centro della circonferenza, e
dipende dal cambiamento della direzione della velocita. E nulla nel moto
rettilineo.

—Rsin @ —Rsin @

(a) (b)

Tutto quanto puo essere ripetuto usando un sistema di riferimento |la cui
origine non coincide con il centro della circonferenza.



Momento angolare

0 y

Il momento angolare o momento della quantita di moto & sempre
definito rispetto ad un punto che chiamiamo polo. Nella figura di sopra il
polo & indicato con O ed e |'origine del sistema di coordinate. Fissato un
sistema di coordinate il polo pud essere un generico punto dello spazio.
Il momento angolare é definito rispetto a questo punto come

I=7Fxpg=m(7xT) =1=morsing



Orrore M. S. 111




Momento torcente

0 .

Si definisce il momento torcente, o meccanico (in inglese torque) di
una forza F rispetto ad un polo la quantita

P=Fx F=71=rFsing



Dinamica e momento angolare

dl’
dt

d dar dp dr - -
= —(rXp)=—Xp4+7rX —=—Xp+7"XF=0Xmuv4+r x F
dt( p) pn P+ = P+ y '+

dove ho usato la seconda legge di Newton

dﬁ — —

- >,

e ho indicato con F' la risultante di tutte le forze che agiscono sul punto
materiale P.

Quindi



Lezione 2

Sistema di particelle

Considero un insieme di A punti materiali (particelle). Nel caso della figura
le particelle che considero sono contenute dalla linea azzurra, sistema
che identifico come S. All’'esterno di S cCi possono essere altre entita
(particelle). Il sistema esterno sara identificato come E.



Definizioni

** Per ogni particella

m; massa dell’':-esima particella

r; posizione dell's-esima particella

v; = dr;/dt velocita dell’i-esima particella

p; = m;v; quantita di moto (impulso, momento) dell’i-esima particella

**%% Per il sistema

= 2?21

Massa totale M =), m;
Posizione del Centro di Massa

R’ _ > i m;T5
M
Velocita del Centro di Massa
. dR 1
UVCM — E — Mzmzvz

Momento totale del sistema ]35 =>.:0; = Mvcwm



Un sistema di riferimento € detto inerziale quando ]35 — costante.

Nel caso in cui si scelga il Centro di Massa come origine delle coordinate
del sistema inerziale, si ha 155 = 0.

Si distingue quindi il sistema del Laboratorio in cui P = costante e quello
del CM in cui Pg = 0.

E da notare che anche nel sistema del CM le particelle non sono, neces-
sariamente, ferme. In altre parole, p; = 0 in generale. La somma di tutti

I p; € nulla.



Se 135 — costante il sistema e isolato. In realta S e in contatto con
I'esterno (F). Possiamo sempre considerare un E abbastanza ampio in
modo tale che S + E sia un sistema isolato. In questo caso

Pg + Py = const

Questo implica che qualsiasi variazione di Pg debba essere compensata
da un’analoga variazione di P in modo tale che

APs+ APp=0= Y Ap;=- Y Ap,
1eS keE
dove gli indici indicano I'appartenenza al sistema interno S o0 esterno FE.
Ad ogni modifica dell'impulso del sistema S corrisponde uno scambio di
impulso del sistema E.
Dalle equazioni precedenti possiamo ottenere I'espressione della forza che
agisce sul sistema



LLa somma sulle forze interne € nulla.
Indico con due indici le forze interne che agiscono sugli elementize jdi S e

con un solo indice |la somma delle forze esterne che agiscono sull’elemento
7.
Feyt = Z Ji + Zfzy
i€S jeSs
ma

> > fij=0

i€S jeS

perche nella somma appare sia f;; che f;; = —f;;.



Esempio con due particelle.




Momento angolare di un sistema di particelle
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Caso di due particelle

T1 X fio+71 X > fik
kel

T o X fo1 +72 X > for
keE

1+ To=7m1 X Y fig+72x Y fop+(F1—7) X f1o

~

kelk kelk 0

N
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Questo perché fi» = —f>1 € f1o € parallelo a r51.
In generale: le forze interne non contribuiscono al momento torcente.

Z?Z':ZTZ Zfzk_l_ZZ(Tz_Tk)xfzk

eS8 1eS ke ZES keS
0
dL  d -
at a2 T AT
€S €S

Se il sistema ¢é isolato non c’'é momento torcente perché, per definizione,
tutte le interazioni con |'esterno sono nulle, quindi il momento angolare
totale € conservato.



Energia di un sistema di particelle

Esempio con un sistema di due particelle.
Forze esterne

F1= ) fik: Fo= ) fo
keE keE
mid1 = F1+ f12
mody = Fo+ fo1 = F>— f1o
Il lavoro fatto su 1 e 2 nel tempo dt che implica variazioni dry drs.
Fy - diy + f1o - diy
mody - diy, = Fb-dis — f1o - dis

Sommando

d?;gz

(1)



dr = 7(t) — 7(to) ; dF¥ = vdt

dri—drz> = 71(t)—71(to) —(72(t) —r2(t0)) = r1(t)—72(t)—(r1(to) —72(t0)) = T12(t)—712(t0) = di12

Integrando da tp a t la parte sinistra della (1) ottengo
¢ - - v(t)
d d
/ mlﬂ - v1dt + ng - vodt | = / (mli_fl - dvU1 + movs - d’t_fg)
dt dt v(to)
2w(t) __ T(t)
oy + m 23100y = (T4 T2) |y
L’'energia cinetica totale & Ia somma delle energie cinetiche di ogni particella.

Chiamo A = {r1(to),m(to)} € B = {r1(t),m=(t)} e integro la parte destra della (1)

B
/ (Fl -dr1 + F> - dro + f12 - d7712) = (1)eXt + W (Q)eXt + wint (2)

A
Quindi

T@) _ ext |nt
La variazione di energia cinetica € uguale alla somma dei lavori fatti dalle forze esterne

sul sistema e dal lavoro delle forze interne.



Energia cinetica e sistema del CM

Le quantita senza apice sono definite nel sistema del laboratorio (L) e
quelle con apice nel sistema del centro di massa (CM).

— —/ _)_ — —/ —
v, =1, +R ; U; =U; +Ucm

In L I'energia cinetica pu0O essere scritta come

1
T = Ezmi(’UCM + 7)) - (Tcm + 7))

1 - —
) 20cm - Y mt) + > mivgay + Y mi(v))?
| 0 J
1

= 2 ’UCM —I- Zmz(’v )2

perché >, mz’@;’ e M per I'impulso totale del sistema nel CM, quindi zero
per definizione di CM.



Forze conservative
Riscrivo I'Eq. (2) per un sistema con un numero generico di particelle

P F . ar + L Bz = i 1 Y
1€

€S keS 1€S €S kES
dove il fattore 1/2 € inserito per evitare il doppio conteggio ed e implicito
fkk = 0. Ho indicato con A l'insieme delle posizioni di tutte le particelle
nell'istante tg € con B quello delle posizione nell'istante t.

Se la somma delle forze esterne ﬁi che agiscono sulla particella : € descritta
da un potenziale, il lavoro fatto dall’esterno su S & dato da

B _, . B _, . B
> [ Roam==3 [ VVi-dii=-Y Vil§ (4)
ies”’4 ics”’4 ieS



Molto pit generale il caso in cui le forze interne sono conservative. Questo
significa che f;k e, ovviamente, sz sono descrivibili in termini di una funzio-
ne potenziale, scalare, V;;. che dipende esclusivamente dalla posizione delle
due particelle. Per invarianza traslazionale e rotazionale dello spazio, V.
dipende solo dalla distanza tra le due particelle V;, = V(|7;,—7%]) = V(|75%])-
Questo mette in evidenza che le due forze sono uguali e opposte

fir = —ViVie = +ViVip = — fis

e dirette lungo la retta che congiunge le due particelle.

Ricordo ad una dimensione x1> = x1 — x>
drio d d

d

d—mf(|w12|) = i dmmf(lffflzl)—dmlzf(lfﬁlzl)
d _ dwip d d
dxzf(\ivlz\) = i dxlzf(\ivm\)— dxlzf(lwlzD

Il lavoro fatto dalle forze interne € quindi

1 B . 1 B ) 1 5
EZ Z/A fik'dmk=—52 Z/A Vz‘kVik'de‘kz—EZ > Vikla (5)

1€S keSs 1€S keS 1€S keS



Considerando le equazioni (4) e (5) posso definire I'energia potenziale
totale del sistema ad un certo istante come

V=Y Vit Y Vi (6)

€S €S kES
La conservazione dell’energia cinetica (3) pud essere scritta come

T@)—=T@o) =-V(B)+V(A) ; T +V(B)=T(o)+V(A) (7)

che indica come I|'energia totale del sistema, intesa come somma di
energia cinetica piu energia potenziale, sia conservata ad ogni istante.

Il secondo termine dell’equazione (6) & detto energia potenziale interna
del sistema. In generale, questa energia non € uguale a zero e puo variare
nel tempo modificando la struttura interna del sistema.

Se |I'energia potenziale interna & costante nel tempo, ci si trova in una
situazione idealizzata e il sistema & detto corpo rigido. In questo caso, i
vettori r;;., che indicano le posizioni reciproche delle particelle che compon-
gono il sistema, sono costanti nel tempo. Ne consegue che dr;./dt 1L 75
e quindi a ka In un corpo rigido le forze interne non fanno lavoro e
I'energia potenziale rimane costante. Dato che un potenziale € definito a
meno di una costante, in un corpo rigido si pud sempre definire I'energia
potenziale interna uguale a zero.



Lezione 3

Il corpo rigido



La definizione di corpo rigido € data precedentemente.

Distribuzioni discrete di massa

Si tratta di sistemi in cui le distanze tra le parti che lo compongono sono
molto maggiori delle dimensioni delle parti stesse che possono essere con-
siderate come punti materiali massivi (particelle). Il numero di particelle
& enormemente inferiore al numero di Avogadro (~ 6.022 x 1023) quindi
e conveniente considerare una distribuzione discreta delle masse.

Distribuzioni continue di massa

Le distanze con cui si descrive il corpo rigido sono molto maggiori delle
distanze tra le particelle che lo compongono. Inoltre, il loro numero &
paragonabile a quello di Avogadro. Diventa conveniente una descrizione di
questi sistemi come composti da una distribuzione continua della materia.



Per sistemi con distribuzioni continue di massa le sommatorie sulle parti-

celle si trasformano in integrali.
Indico con dm(7) la quantita di massa contenuta nell’elemento infinitesimo

di volume dV (7). La densita di materia & definita come

_ __ dm(7)
p(7) = () (8)

con le normalizzazioni
/dm(fF’ = /p(F)dV(fF’) = /p(w,y,z)dwdydz =M

dove M é |la massa del sistema. Gli integrali si estendono su tutto lo

spazio.
La posizione del centro di massa & definita come

f/a:p(f’)dV(f’) /yp(fF’)dV(f’) /ZP(F)CZV(F)\
M 7 M ’ M

\ /

R={X,Y,Z} =«

e analogamente

[osp@av@® [ vyp@av(@ [ vap@dv(e)
M ’ M ’ M

oy ={X,Y,Z} = <

\ J



Rotazione

(a)

Moti del corpo rigido

A. Traslazione.

Tutte le particelle descrivono traiettorie parallele. Le rette che uniscono
due punti qualsiasi del corpo rimangono sempre parallele alla loro direzione
iniziale. Caso (a)

B. Rotazione.

Tutte le particelle descrivono traiettorie circolari attorno ad una retta
chiamata asse di rotazione. Caso (b).

C. Rototraslazione.

Combinazione dei due moti.



Rotazione del corpo rigido attorno ad un asse passante per il centro
di massa (C nella figura). L’'osservatore & in un sistema di riferimento
inerziale il cui centro di coordinate € O. La velocita del punto A; rispetto
all'osservatore pud essere espressa come ¥; = U+ ¥, dove ¥ € la velocita
del CM rispetto al sistema di riferimento dell’osservatore e 175 la velocita
del punto A; nel sistema di riferimento del CM. Poiché nel sistema del

CM non c'é traslazione si ha che

Uy = U0+ & X T =00+ & x (7 — 7e)



Considero la velocita relativa ad O di un altro punto del sistema A;.

— —

=700+ & X7, =700+& X (7, — 7c)
LLa velocita relativa &

— — —

U — U = & X (15 — 7%)

Questo perché @ € lo stesso per tutti i punti le cui distanze relative
rimangono costanti nel tempo.



Considero il sistema del CM come inerziale e pongo l'origine degli assi in
O. Tolgo gli apici per semplificare la scrittura. Rotazione attorno ad un
asse Z che passa per il CM. Il momento angolare del punto materiale 7 &

dato da

—

l'i =T7; X MmM;v; = myr; X (w X Ti)



Geometria della situazione
[; L (TZ' X Ui) = 1, = ; COS(g — 07/) = [;Sing;
LU, =7r; L ((:5 X 7_‘;) = l; = myr;v; = l;, = myr;v; Sin 0; = m;v; R;
v; = wr; Sin0; = w; R;
Quindi
L. = m.(r:sin 0:)2w = m.: R2
iz = m;(r;sin6;)“w = m; R w

Momento angolare assiale (lungo I'asse Z) del sistema

Ly, = (Zmﬂ%?) w=lw
i
dove si é definito il momento d'inerzia
I = Zmszz
i

Per una distribuzione continua di materia

dm(z,y,z) dm
dedydz — dV

olx,y,z) = I = /RQdm = /RzpdV



In generale, il momento angolare totale L NON & parallelo all’asse di
rotazione. Questo pud avvenire per certi assi e questi assumono il nome
di assi principali d’inerzia. E possibile dimostrare che per ogni corpo
esistono 3 assi principali d'inerzia mutuamente ortogonali.

Quando il corpo possiede qualche simmetria, I'asse di simmetria € un asse
principale d’'inerzia.

Per una rotazione attorno all’asse principale d’'inerzia L €& parallelo a @
quindi si ha la relazione vettoriale.

L =1I3



Abbiamo definito R; = sin6;r;. Questo significa che il piano su cui giace R
e sempre ortogonale alla direzione di L. Per quanto riguarda il momento
di inerzia si ha che

Iz = [R2pdv = [@®+yD)p(e,y,2) dodydz

Iy = [@2+2pav; Ix= [P +2)pav

Per una lamina sottile la componente z della densita pud considerarsi nulla p(z) = 0.
Quindi Iy = [z?pdV e Ix = [y?pdV. Quindi

IZ:/(x2+y2)pdV=/prdV—I—/ydeV:Iy—I—IX



Teorema di Steiner

Il momento d’inerzia tra due assi di rotazione paralleli, uno passante per
il CM, puO essere espresso come

I =1I.+ Ma?

dove a € la distanza tra i due assi e I € il momento d'inerzia rispetto
all’asse passante per il CM.



Dimostrazione

Considero il sistema di coordinate della figura. Le variabili con C sono misurate nel
sistema del CM. Per un singolo punto materiale ho

RZ = + ¢
R?>=2a2°+ (y+a)? = 2° + y° + a® + 2ya = RZ + 2ya + a°
I momento d’'inerzia totale si ottiene sommando su tutti i punti
I = ZmiR% = Zmi(R% + 2yia + a?) = ZmiR% + QZmiyia—I—aQZmi = Io 4+ Ma?

0

Il secondo termine € nullo perché corrisponde alla componente y della coordinata del
CM che e l'origine del sistema di coordinate.



Guscio cilindrico, rispetto all'asse

| = mR?

Asta sottile, rispetto a una retta
perpendicolare passante per
il suo centro

Cilindro pieno, rispetto all’asse

mR2

I

N —

Asta sottile, rispetto a una retta
perpendicolare passante per
una estremita

mL2

=

Cilindro cavo, rispetto all'asse

1 2 2

Guscio sferico sottile, rispetto a un
diametro

oo
I-émR

Guscio cilindrico, rispetto a un
diametro passante per il centro

e e 2
l—é'mR +ﬁm[..

Sfera piena, rispetto a un diametro

| =2mR?
5

Cilindro pieno, rispetto a un diametro
passante per il centro

= 2o 2
I_4mF{ +12mL

Parallelepipedo rettangolo pieno,
rispetto a un asse passante per il
centro, perpendicolare a una faccia

R | 22
I..ﬁm(a + b%)




Per una distribuzione continua di materia € conveniente definire il raggio

giratore K
2 2 _ > | 1
I—/Rdm—/deV:MK - K = —

Per sistemi omogenei, quelli in cui la densita e costante, K dipende solo
dalla geometria. Infatti per questi sistemi

1=/R2pdv=p/32dv:pf

dove F é una fattore geometrico uguale per tutti i corpi con la stessa
forma e le stesse dimensioni, ed e indipendente dal materiale di cui €
composto il corpo. Quindi

M
I=MK2=,0.7-"=—]-":>K2:]—:
% %



Dinamica del moto del corpo rigido

Moto del CM
M = F,
dt ext
Il moto del centro di massa del corpo rigido € quello di un punto materiale
di massa M a cui si pud immaginare di applicare la risultante delle forze

esterne agenti sul corpo rigido.

Rotazione
Consideriamo come polo il CM,

dL B
—, — Text
dt
Questa equazione e valida se il polo € un generico punto che rimane

fisso rispetto ad un sistema inerziale. Se Toxt = 0 il momento angolare e
conservato.

Nella letteratura italiana queste due equazioni sono dette equazioni car-
dinali.



Grandezze lineari

Grandezze angolari

velocita v = dr/dt | velocita angolare & = d/dt
accelerazione a = dv/dt | accelerazione angolare | a@ = dw/dt
massa M momento d'inerzia I
quantita di moto (impulso) | p= M7 | momento angolare L =13
forza f = dp/dt | momento torcente 7 =dL/dt




dL  dL pdip _ dL _ de _

7 = — U = —U L—un ; — arctan(dL/L
dt  dt © o - oger g e (dL/L)
L +dL
I ' !
> D
T @ L d'[‘
(a)
o L+dL

(b)

(a) Se il momento torcente & parallelo al momento angolare, esso modifica
il modulo ma non la direzione di quest’ultimo.

(b) Se il momento torcente & perpendicolare al momento angolare, esso
modifica la direzione ma non il modulo di quest’ultimo.



Momento della
forza

Momento
angolare

Gravita

Gravita = Fy = Mg ; Velocita angolare & ; Momento angolare L = I& ;
Momento torcente della forza 7 = 7 x F. Dato che le direzioni di 7, &,
F sono ortogonali, dL/dt = 0, e la relazione tra i moduli &

d d M M
Terg:L—¢=>—¢=T =779
dt dt L Tw
Per w — oo si ha che d¢/dt — 0 e quindi L = costante. In questa situazione
la direzione del momento angolare € costante, quindi la direzione dell’asse

di rotazione non cambia, I'apparato non cade per effetto della gravita.




at W -F_'._
Circonferenza

di precessione

Trottola

(a) (b)
z z
- i
- o P -
! 1
A N
e = b =
Momento ]
angolare Precessione
{d] T3 R I

(c) T S

Momento
torcente

In generale d¢/dt < w ma non nullo. Questo produce un moto di preces-

sione attorno all’azze Z. Meglio identificata nel caso della trottola.



A questo punto dobbiamo considerare il moto di precessione del CM rispetto all’asse Z.
La velocita angolare del CM & data da &+ d¢/dtuyz, quindi il momento angolare totale &

- o d
L+ L;=1Is+ M(Rsin H)Qd—(f Uy
dove M e la massa della trottola R € la posizione del CM e 6 I'angolo con |'asse Z.

I Precession

Zy >

X

Il risultato di questa componente € un moto oscillatorio dell’asse di rotazione della
trottola tra due piani ortogonali all’asse Z. Questo moto & detto nutazione.



Precessione degli equinozi

Ecliptic
Pole

N
Xl E,
: /;\" | - :
Ecliptic 23.5°\ _~7) .
Plane : - - I ———
- ) - Moon
B e i, F or
= S Sun

Il piano dell’equatore terrestre forma un angolo di 23°27’ con il piano
dell’orbita terrestre o eclittica. L'intersezione tra i due piani € detta
linea degli equinozi. L'asse di rotazione terrestre € essenzialmente la
retta passante per i poli. Questa retta precede attorno alla normale al
piano dell'eclittica in direzione est-ovest con un periodo di 27725 anni
che corrisponde ad una velocita angolare di circa 50.27" di arco per anno.
Questo fenomeno fu scoperto nel 135 a.c. da Ipparco di Nicea.



La precessione & dovuta all'interazione della terra con Luna e Sole. La
terra non e sferica ma ha la forma di un elissoide. Calcoli dettagliati han-
no mostrato che questa forma geometrica, combinata con l'inclinazione
dell’asse terrestre rispetto all’eclittica, fa si che l'interazione con Luna e
Sole produca un momento sul CM della Terra. La direzione del momento
e perpendicolare all’asse terrestre. L'asse di rotazione deve precedere.
L'asse di rotazione subisce anche una nutazione con ampiezza di 9.2”7 e
periodo di oscillazione di 19 anni.

Scoperta nel 1728 da James Bradley (astronomo inglese successore di
Edmund Halley come astronomo reale).



Energetica del corpo rigido
LL'energia cinetica di un sistema di particelle € data da

1
1

Per un corpo rigido che ruota attorno ad un asse con velocita angolare @
Si ha v; = wR; dove R; € |la distanza della particella ¢« dall’asse di rotazione.
Quindi

T = Z Smiv? Z L (m;R2)u? = ; 2

questa espressione e vallda per qualsnasu asse. Nel caso la rotazione av-
venga attorno ad un’asse principale, poicheé in questo caso L = Iw, Si ha
che

L2

T:E

Un’espressione piu generale pud essere ottenuta considerando le compo-
nenti di w sui tre assi principali X,Y,Z. In questo caso abbiamo

1
TZE(IXW%‘I'IYW}Q/"'IZW%)



Consideriamo il caso generale in cui il corpo rigido ruota attorno ad un
asse passante per il suo CM e trasla rispetto ad un osservatore inerziale.
L'energia cinetica totale é data dalla somma dell’energia cinetica del CM
e dell’energia cinetica interna rispetto al sistema del CM. Nel caso di un
COorpo rigido la sola energia cinetica interna € data dall’energia rotazionale,
quindi

1

1
T = ZMuv? ~Jw?
> UCM"'Q W

dove I € il momento d'inerzia definito rispetto all’'asse di rotazione che
passa per il CM.

Per la definizione di corpo rigido l'energia potenziale rimane costante,
quindi per la conservazione dell’energia (3) la variazione di energia &
dovuta esclusivamente al lavoro svolto dalle forze esterne
7—|t _ ext_I_Wint (9)
to — AB AB
0



Se le forze esterne sono conservative allora il lavoro € dato dalla variazione
del potenziale esterno Wt = —[V(B) — V(A)].
Possiamo esprimere |la conservazione dell’energia come
E="7T()+V(B)="T(t) + V(A)

e quindi

1. 1. 5

E = 5MUCM + Elw + V = costante (10)

Nel caso ci sia da considerare forze non conservative (attrito) si ha che

WS = —[V(B) - V(A + W

dove W & il lavoro fatto dalle forze non conservative.



Cilindro che rotola su un piano inclinato

Un corpo rotondo (cilindro, sfera, anello) rotola su un piano inclinato
partendo da un punto che si trova ad un’'altezza yg. Qual & la velocita
quando arriva alla base del piano?



Si sfrutta la conservazione dell’energia. Al tempo tg cé solo I'energia
potenziale

E = Mgyo

Considerando che wR = vcp (vedi pagina successiva), in ogni posizione
intermedia I'energia & data dalla (10)

1 1 1 1 ]

Usando I'espressione del momento giratore si ha I = MKQ.

L K2
E = 2 1—|— ’UCM—|—ng

Risolvendo per vZ,, si ha

2 29(yo—y)
M™ 1+ K2/R2




Il corpo in puro rotolamento ruota istante per istante intorno ad un asse
passante per B (punto istantaneo di contatto) e perpendicolare al diame-
tro BT'. Tale asse € chiamato asse istantaneo di rotazione. La velocita
angolare della rotazione del CM intorno a B & uguale alla velocita w della
rotazione intorno al centro di massa.



