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Premessa

Queste note sono concepite per presentare il problema della descrizione di sistemi composti da molti-
corpi in Meccanica Quantistica. II pubblico a cui sono indirizzate & quello degli studenti della Laurea
Magistrale del corso di Fisica. Mi rivolgo, quindi, a lettori che conoscono i principi e le tecniche di base
della Meccanica Quantistica non-relativistica, con lo scopo di mostrare loro come applicare queste cono-
scenze ad un problema ben preciso, quello della descrizione di sistemi composti da particelle identiche,
principalmente fermioni. Daro per scontate conoscenze come la soluzione dell’equazione di Schrodinger
per una singola particella in un potenziale, la quantizzazione dei momenti angolari e le conseguenti regole
per sommarli, la trattazione delle particelle identiche, la loro classificazione in bosoni e fermioni, e le
statistiche quantistiche che ne conseguono.

In queste note, i calcoli sono sviluppati con un certo dettaglio per permettere di verificare i risultati e
per mostrare al lettore applicazioni delle tecniche acquisite nei corsi di matematica e fisica di base della
Laurea Triennale in Fisica.

L’attenzione & focalizzata alla descrizione della teoria, mentre ho limitato la presentazione dei risul-
tati acquisiti in applicazioni a casi realistici. Questo perché questi ultimi sono in continuo progresso,
ed una informazione aggiornata puod essere acquisita consultando articoli di rassegna. Al contrario, la
formulazione delle teorie €, ormai, ben consolidata e puo essere oggetto di una presentazione manualistica.

Giampaolo Co’

Lecce Sett. 2016

In questa versione aggiornata ho corretto vari errori di scrittura trovati sopratutto nelle formule, ho
unificato la notazione dei vari capitoli, eliminato parti ripetute, e ho aggiunto una Introduzione.
Giampaolo Co’
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Capitolo 1

Introduzione

L’attuale visione dell'universo da parte dei fisici riduce ogni fenomeno naturale all’interazione di sei
leptoni con sei quark mediata da quattro forze fondamentali: gravitazionale, elettromagnetica, nucleare
forte e nucleare debole. Questo quadro cosi sintetico e potente e il risultato di una ricerca ispirata al
riduzionismo piu estremo: la comprensione di un sistema complicato passa attraverso 'individuazione
delle sue componenti e delle loro interazioni. La decomposizione di un sistema complesso in parti piu
piccole € un compito piu semplice di quello di ricostruire, o costruire ex-novo, un sistema complesso
partendo dalle sue componenti. La descrizione di un sistema complesso in termini delle sue componenti
fondamentali & lo scopo delle teorie a molticorpi. Per svolgere questo compito € prioritario definire
I’ambito teorico che si intende utilizzare, i gradi di liberta fondamentali, cioe le componenti del sistema,
e la loro interazione.

L’ambito teorico puo essere quello della Fisica Classica, della Meccanica Quantistica non Relativistica
o della Teoria Quantistica dei Campi. E evidente che la scelta & strettamente legata al tipo di sistema che
si vuole descrivere. La descrizione di un sistema planetario in termini di Teoria Quantistica dei Campi
non sarebbe per nulla conveniente, cosi come sarebbe difficile usare la Fisica Classica per la descrizione
di un barione in termini di contenuto di quark e antiquark. Nella tradizione attuale, quando si parla
di teorie a molticorpi ci si riferisce alle teorie sviluppate nell’ambito della Meccanica Quantisitica non
Relativistica. Dal punto di vista pragmatico, questo significa che il Problema a Molticorpi consiste
nel risolvere I'’equazione di Schrodinger che descrive il sistema. L’uso della Meccanica Quantistica non
Relativistica e limitato a quei fenomeni microscopici nei quali le energie in gioco sono molto piu piccole
delle masse a riposo dei sistemi considerati. Quindi si parla di atomi, molecole, liquidi quantistici, cristalli,
e anche di nuclei atomici, che d’ora poi chiamero semplicemente nuclei.

Il secondo punto da definire & quello dei gradi di liberta fondamentali, dove ho indicato con questo
nome le particelle che compongono il sistema. Anche in questo caso la scelta € legata ad un principio di
economia nella descrizione del sistema. Come ho gia detto oggi si considerano particelle fondamentali, cioe
prive di una struttura interna, solo leptoni, quark, le particelle mediatrici delle quattro forze fondamentali,
ed il bosone di Higgs. Anche se corretto dal punto di vista fondamentale, risulta essere poco accorto,
dal punto di vista di una descrizione sintetica del problema, usare questi gradi di liberta per qualsiasi
sistema microscopico a molti corpi. Per ogni sistema € quindi necessario individuare quali sono quelle
strutture delle quali si puo trascurare la struttura interna e comunque ottenere una descrizione che non
trascuri la fenomenologia essenziale. Ad esempio, la struttura di un nucleo viene studiata considerando
come particelle fondamentali i nucleoni, cioé protoni e neutroni, che a loro volta sono composti da quark,
antiquark e gluoni. In maniera analoga, la fenomenologia dell’elio liquido viene studiata considerando
fondamentali gli atomi di elio, trascurandone quindi la loro struttura interna.

Il terzo punto da definire, I'interazione tra i gradi di liberta microscopici € strettamente legato al
secondo, la scelta delle particelle fondamentali da usare per la descrizione del sistema. La discussione del
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4 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

legame tra gradi di liberta, particelle, fondamentali e la loro interazione e discussa ampiamente nel Cap.
3, dove faccio riferimento a specifici sistemi a molticorpi.

Una volta scelti ambito teorico, gradi di liberta fondamentali e la loro mutua interazione, il problema
a molticorpi € ben definito dal punto di vista fisico, e non rimane che da risolvere le equazioni differenziali,
o integro-differenziali, che lo contraddistinguono. Nel caso di nostro interesse si tratta di risolvere ’equa-
zione di Schrodinger a molticorpi. Formalmente, si tratta di una questione puramente tecnica. In realta
il problema é risolvibile senza approssimazioni solo per un limitato numero di casi. E quindi necessario
formulare delle approssimazioni che semplifichino il problema. Lo sviluppo di queste approssimazioni, la
loro validita, la possibilita di controllarle, e di migliorarle a piacere secondo la necessita, sono gli argo-
menti delle teorie a molticorpi. Per fare questo € necessario investigare il problema in dettaglio, capire
le relazioni tra le entita fisiche che vengono utilizzate in modo da identificare cio che e rilevante e, se
possibile, separarlo da cio che e trascurabile. Un problema, che formalmente ¢ puramente tecnico, spinge
allo studio delle caratteristiche fisiche del sistema a molticorpi in termini delle sue componenti.

L’evidenza empirica essenziale dei sistemi a molticorpi € che le interazioni presentano alcune caratteri-
stiche comuni sia che si parli di forze tra nucleoni, tra atomi o tra molecole. Per questo motivo, le tecniche
approssimate per la soluzione dell’equazione di Schrodinger a molticorpi, sono, di fatto, indipendenti dal
tipo di sistema considerato. Si tratta di tecniche universali che producono risultati applicabili senza ulte-
riori ipotesi allo specifico sistema sotto indagine, dal nucleo all’atomo, alla molecola, al fluido quantistico
al gas di elettroni al cristallo, in generale, ad ogni sistema microscopico composto da molte particelle.
L’unico fatto discriminante nella struttura delle particelle identiche riguarda la loro natura fermionica o
bosonica. Al di la questa caratteristica, comunque estremamente importante, le teorie sviluppate hanno
regimi di validita che si estendono su 6 ordini di grandezza per il raggio di interazione, dal nano al femto
metro, e circa 12 in energia, dal meV al GeV.

Come si vedra, il modo di affrontare il problema a molticorpi non & univoco ma utilizza diversi aprocci.
La visione piu diffusa & quella ispirata alla Teoria Quantistica dei Campi, per quanto riguarda le tecniche
ma sopratutto per quanto riguarda il linguaggio. Esiste una visione alternativa, meno diffusa, ispirata
alla meccanica statistica. Come al solito, affrontare un problema da prospettive differenti permette
di comprenderne meglio i vari aspetti, enfatizzati in maniera diversa da ogni specifica visione. C’e
anche un approccio fenomenologico al problema in cui le proprieta fisiche delle particelle che formano il
sistema, e, conseguentemente, la loro interazione, vengono modificate in modo da formulare un problema
tecnicamente piu semplice da risolvere.
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Capitolo 2

Modelli a campo medio

2.1 Proprieta generali

Il modello a campo medio ¢ il punto di partenza dal quale evolvono tutte le teorie a molticorpi, ¢ anche
I’approccio del problema piu semplice da risolvere poiché attua un’approssimazione che trasforma il
problema a molticorpi in molti problemi ad un corpo.

Un’espressione molto generale che descrive il sistema a molticorpi e

2m

A 2 A
H=§(—hivf+%(i)>+;ZV(i,j)+~-~ : (2.1)

i,j=1

dove A indica il numero di particelle ognuna di massa m;. Il primo termine indica ’energia cinetica, Vo ()
un generico potenziale che agisce su ogni singola particella, e V (4, j) I'interazione tra due particelle. Ho
indicato con i puntini la possibilita che esistano termini piu complessi dell’interazione tra le particelle,
possibilita che sara discussa nel Capitolo 3, ma che al momento trascureremo.

Consideriamo, ad esempio, il caso di un sistema atomico, o molecolare, e che le particelle descritte
dall’hamiltoniana (2.1) siano gli elettroni del sistema. In questo caso, il potenziale Vy(i) ¢ quello generato
dal nucleo, quindi

2
Voli) = — 2 z (2.2)

dmeg r;

dove ¢y ¢ la permeattivita nel vuoto, r; ¢ la distanza tra la posizione dell’elettrone e quella del nucleo, e
Z rappresenta il numero di protoni che compongono il nucleo, quindi il numero atomico, che corrisponde
al numero di elettroni. Il potenziale di interazione tra due elettroni e

< 1 (2.3)

471'60 Tij ’

V<Zv.7) =

dove r;; = |r; —rj| € la distanza tra i due elettroni. Ovviamente nel caso atomico si ha nell’espressione
(2.1) Z = A.
Nel caso di un nucleo si ha

e V (i, ) rappresenta genericamente 'interazione nucleare forte tra due nucleoni.

7



8 CAPITOLO 2. MODELLI A CAMPO MEDIO

Aggiungiamo e sottraiamo all’espressione (2.1) un termine di potenziale medio U (i) che agisce su una
particella, 1’i-esima, alla volta:

A 9 A A
H= Z (_ "9 V(i) —i—U(i)) + %ZV(@;’) SDUCE (2.5)

Qmi -
%

HO H1

Il termine tra parentesi tonde, Hy € somma di operatori che agiscono su una particella alla volta. Possiamo
quindi definire la somma di questi operatori come hamiltoniane di singola particella h(7),

A 2
Hy = Z h(i) = Z (—;;i V2 4+ Vo(i) + U(i)) . (2.6)

1l modello a campo medio consiste nel trascurare nell’espressione (2.5) il termine H;. In questa
approssimazione il problema a molti-corpi viene trasformato in una somma di problemi ad un corpo. Il
modello ¢ anche detto a particelle indipendenti poiché le particelle descritte da Hy non interagiscono tra
di loro. Il fatto che Hy sia somma di termini indipendenti implica che i suoi autostati possono essere
costruiti come prodotti degli autostati di h(z)

h(i)|¢i) = €ldi) (2.7)

e quindi
Hy|®) = (Z h(i)> @) =£|®) , (2.8)

dove
|®) = |$1)|¢2) -+ [a) - (2.9)

Per fermioni I'antisimmetria della funzione d’onda per lo scambio di due particelle implica che |®) sia
una combinazione lineare di prodotti antisimmetrizzati, che possono essere descritti come determinante
di funzioni d’onda di singola particella. Questa soluzione & detta determinante di Slater

1
VAl

Il potenziale medio inserito in Hy € normalmente definito fenomenologicamente. Ad esempio nel caso
atomico U (%) € un potenziale che considera lo schermo degli altri elettroni rispetto all'interazione con il
nucleo. Per nuclei atomici le espressioni di U(7) pil utilizzate sono 1'oscillatore armonico e il potenziale
di Woods-Saxon

) det{e;} . (2.10)

I+ exp(=E)

a

U(r)

dove Uy, R e a sono costanti reali e positive, i cui valori sono fissati dal confronto con dati empirici.

(2.11)

2.2 Simmetria sferica

Come visto precedentemente, nel modello a campo medio la soluzione del problema a molticorpi consiste
nel risolvere per ogni particella 'equazione di Schrédinger di singola particella, 'equazione (2.7).

Atomi e nuclei sono sistemi che vengono ben descritti considerando un sistema di coordinate posi-
zionato al centro del nucleo atomico, e la simmetria sferica del potenziale implica U(r) = U(r), dove ho
indicato 7 = |r|. E conveniente cercare delle soluzioni del tipo

¢(r)= Y Ru(mYi(Qxo (2.12)

n,lu,o



2.2. SIMMETRIA SFERICA 9

dove n,l, u,0 sono i numeri quantici che identificano i vari termini della funzione d’onda: n numero
quantico principale, I numero quantico del momento angolare orbitale, x la sua proiezione sull’asse di
quantizzazione e o la proiezione dello spin. Ho indicato con Y, I'armonica sferica e con Q = (0, ¢) la
parte angolare delle coordinate polari sferiche. Lo spinore di Pauli che descrive lo spin del fermione,
elettrone o nucleone che sia, ¢ indicato da

Xi/2 = ( é ) P X—1/2 = ( (1) ) : (2.13)

Utilizziamo le ben note tecniche per risolvere I’Equazione di Schrédinger con un potenziale con sim-
metria sferica. Esprimendo 'operatore laplaciano in coordinate polari sferiche, si osserva che la parte
differenziale relativa al modulo della distanza, 7, & separata da quella che riguarda le coordinate angolari
Q. Autostati della parte angolare sono le armoniche sferiche Y; ,(Q), e gli autovalori sono I(1+1)h%. Ope-
rando in questo modo, e sostituendo alla parte operatoriale che agisce su 2 il termine con gli autovalori,
si ottiene un’espressione che, dal punto di vista operatoriale, dipende solo da 7,

2 2

p:  l(l+1)h
|:2m 22 + U(T) — €nl [Rnl (T)EM(Q)XU} =0 ) (214)

dove l'espressione dell’'operatore p? &
1d d d? 2 d
2 2 2 2
=R (= == 2 . 2.1

iR () h o (T dTRng(r)> h (dr2R"l(T) + rdarl(r)> (2.15)

Supponendo che il potenziale U dipenda solo da r, e non dallo spin della particella, si ottiene
I’espressione
d? 2d

2m I(l+1
ﬁRnl(T)+;E ( )

Rnl<r>+[h2<emv<r>) . }Rmm—o. (2.16)

Questa tecnica di sviluppo in armoniche sferiche della funzione d’onda,
¢ valida per ogni potenziale che dipenda solo da r. Il risultato della
sua applicazione ¢ la riduzione del problema del risolvere un’equazione
differenziale in tre dimensioni a quello della soluzione di un’equazione

vir) differenziale ad una dimensione. Solo dopo aver ottenuto I’espressione
(2.16) & necessario specificare la dipendenza da r del potenziale. Qui
0 sotto considerero alcuni potenziali molto utilizzati in letteratura.

A. Potenziale costante

Il potenziale costante e tipico di problemi a simmetria traslazionale,

0 R come il gas infinito di fermioni o la particella libera, in questo caso la
costante e uguale a zero. La trattazione di questo problema e molto

Figura 2.1: Potenziale a buca utile perche gli autostati del potenziale costante possono essere utiliz-

infinita. zati come base sulla quale sviluppare funzioni d’onda piu complesse.

Consideriamo un sistema di dimensioni R. Il potenziale ¢

-Vy

U(fr)=—-Voperr<ReU(r)=ocoperr>R (2.17)

come mostrato nella Figura 2.3. L’equazione (2.16) & definita solo nell’intervallo 0 < r < R.

Definiamo

2
k2 = %(enl +Vp) (2.18)
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1.0
Jo
05 - Ji |
J3

& ww&
0.5 i
_]0 | | |

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

x[m]

Figura 2.2: Prime quattro funzioni di Bessel sferiche.

e dividiamo la (2.16) per k2. Possiamo riscrivere questa equazione come dipendente dalla variabile p = kr

d? 2d I(1+1) B
o)+ 2 Rt + 1= D ) =0 (219)

Questa equazione differenziale & ben nota in letteratura. Due categorie di soluzioni indipendenti sono
le funzioni di Bessel sferiche j;(p), e le funzioni di Neumann n;(p), le prime sono regolari all’origine, e
le seconde irregolari. Dato il significato fisico della funzione d’onda, solo soluzioni legate alle funzioni di
Bessel sferiche sono fisicamente accettabili.

Le espressioni analitiche delle prime due funzioni di Bessel sferiche sono

. sin p . sinp cosp
_ : — _ , 2.20
Jo(p) P Ji(p) = P (2.20)
ed ¢ valida la relazione di ricorrenza
214 1)ji(p) = pljr1(p) + 5i-1(p)] (2.21)

per ! > 0.

Dal punto di vista fisico, poiché il potenziale tende all’infinito per r > R, ¢ necessario che j; sia nulla
nel punto r = R e, ovviamente, per r > R. Questo impone la condizione j;(kR) = j;(X,;) = 0, che, vista
la definizione di k, implica

2m h? X2
?(ﬁnl + %)R2 = X72Ll ; €Epl = %Fy — Vb . (222)
Gli zeri della funzione d’onda dipendono dal numero quantico principale n e da quello orbitale . Ad
esempio, per jo gli zeri corrispondono a multipli interi di 7. E evidente dalla (2.22) che, in questo caso,
tutti gli autovalori dell’energia sono discreti.
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B. Oscillatore armonico a tre dimensioni
In questo caso il potenziale

U(r) = %mw2r2 . (2.23)

Poiché r?2 = 22 4 3% + 22 & possibile risolvere il problema riformulando I’equazione di Schrédinger in
coordinate cartesiane. In questo modo l’equazione differenziale diventa separabile nelle tre coordinate
e le autofunzioni possono essere costruite come prodotto delle autofunzioni dell’oscillatore armonico ad
una dimensione ottenute per ognuna delle tre coordinate. L’autovalore ¢ dato dalla somma dei singoli
autovalori nelle tre direzioni.

Ovviamente, il potenziale di oscillatore armonico € di tipo centrale, quindi puo essere trattato utiliz-
zando lo sviluppo in armoniche sferiche. La funzione d’onda che si ottiene & proporzionale ai polinomi
di Laguerre. Gli autovalori possono essere espressi in termini dei numeri quantici della funzione d’onda
espressa in termini di armoniche sferiche. Questi autovalori possono essere riscritti come

€1 = hw (N—i—;) = fw (Nw—i—Ny—i—NZ—i-g) = hw (2(n—1)+l+g) . (2.24)
I primi due termini esprimono gli autovalori in termini dei numeri quantici della soluzione in coordinate
cartesiane, mentre I'ultima espressione si riferisce ai numeri quantici della soluzione in coordinate polari
sferiche. In quest’ultimo caso n — 1 indica il numero di nodi della funzione d’onda (il valore minimo di
n e 1), ed ! ¢ il numero quantico legato al momento angolare orbitale. Il valore dell’energia dipende da
N numero che puo essere ottenuto modificando sia n che [. Stati che hanno la stessa energia, sebbene
abbiano numeri quantici n e [ differenti, sono detti degeneri. Si tratta di una degenerazione casuale,
o accidentale, perché generata dalla scelta specifica di una forma funzionale del potenziale, e non dalla
caratteristiche di simmetria del sistema. Una degenerazione di quest’ultimo tipo € quella legata al numero
quantico p, presente in tutti i problemi a simmetria sferica.

N n 1 n 1 II
0 1 0 1s +1
1 1 1 1p -1
2 2 0 28 1 2 1d +1
3 2 1 2 1 3 1f -1

Tabella 2.1: Esempio di combinazione di numeri quantici che producono lo stesso valore dell’energia (2.24). 1
vari livelli energetici sono identificati con la tradizionale simbologia spettroscopica. L’ultima colonna indica la
parita degli stati ottenuta come (—1).

Nella tabella 2.1 presento una lista di valori dei numeri quantici che producono lo stesso valore
dell’energia (2.24). Come si vede loscillatore armonico produce sequenze di autostati accidentalmente
degeneri. E interessante notare come tutti gli stati con la stessa energia abbiano la stessa parita, il cui
valore cambia quando si incrementa ’autovalore dell’energia di hw.

C. Potenziale di Coulomb

Nella descrizione di un sistema atomico a molti elettroni, il modello a campo medio interviene quando si
trascura l'interazione reciproca tra gli elettroni e si considera solo 'interazione tra ogni singolo elettrone
e il nucleo atomico. Eventualmente, il potenziale generato dal nucleo puo essere corretto dalla presenza
di un potenziale medio che descrive 'effetto di schermo prodotto dalla presenza degli altri elettroni. Per
distanze vicine all’origine il potenziale a cui € sensibile ’elettrone & quello prodotto dal nucleo

e Z
dmeg 15

lim V(i) + U () = (2.25)



12 CAPITOLO 2. MODELLI A CAMPO MEDIO

mentre a distanze lontane dal nucleo ’elettrone ¢ sensibile ad un potenziale schermato dalla presenza
degli altri N elettroni

. : . e? Z—(N-1)
Tlgrcl)o Vo(i) + U (i) = e - . (2.26)
Il puro potenziale Coulombiano
e? Z
Vir) = — z 2.27
() =1 . (227)

genera autovalori dell’energia che sono indipendenti da I, degenerazione casuale o accidentale, e da pu,
degenerazione prodotta dalla simmetria sferica del potenziale

1 ,(Za)?
€n = —5MC —5— (2.28)
dove « ¢ la costante di struttura fine )
1 1
< .~ (2.29)

“= Ameg he ~ 137

e n e il numero quantico principale. Fissato il valore di n il momento angolare [ puo assumere i valori
0,1,---,mn—1.

n n n
e1 |1 0 1s
e 12 0 2512 1 2p
es |3 0 3s|3 1 3p|3 2 3d

Tabella 2.2: Schema dei livelli del potenziale Coulombiano. Le energie sono identificate dal numero quantico n,
quindi si ha una degenerazione accidentale per diversi valori di [.

Nella tabella 2.2 sono mostrati i livelli che hanno degenerazione accidentale. Ogni livello ha una
degenerazione legata ai valori della terza componente del momento angolare caratterizzata dal numero
quantico i che puo assumere 2! + 1 valori. Considerando anche il fatto che il potenziale non dipende
dalla direzione dello spin dell’elettrone la degenerazione globale ¢ 2(2] +1). Su questa base, considerando
il principio di esclusione di Pauli, si costruisce la tavola periodica degli elementi.

2.2.1 Termine di spin-orbita

Al termine di questa sezione dedicata ai potenziali centrali, presento la trattazione del termine di spin-
orbita nell’ambito delle teorie di campo medio non-relativistiche. E ormai accettato che gli effetti generati
dalla presenza dell’interazione tra momento angolare orbitale e spin semi-intero del fermione abbiano ori-
gine relativistica. Questo fatto e sempre stato evidente nell’ambito della fisica atomica, ma nell’ambito
della fisica nucleare ¢ stato compreso solo a partire dai primi anni '80 del secolo scorso. L’effetto dell’ac-
coppiamento spin-orbita nei nuclei e grande, dell’ordine del MeV rispetto ad energie di singola particella
di qualche decina di MeV, ed era difficile da descrivere utilizzando i modelli nucleari relativistici sviluppati
fino a quel momento.

Per quanto ci riguarda, 1'idea & quella di descrivere gli effetti di spin-orbita nell’ambito della tradizio-
nale trattazione della Meccanica Quantistica non relativistica. Nel modello di campo medio che stiamo
discutendo, si tratta di aggiungere al termine scalare del potenziale con simmetria sferica un termine
proporzionale all’accoppiamento spin-orbita,

Vir)=Vu(r)— =510, (2.30)
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dove « & una costante reale. Il prodotto scalare tra 1 e lo spin s = /2 & dovuto al fatto che globalmente
I’hamiltoniana deve essere un operatore scalare, e questo ¢ il pitt semplice tipo di accoppiamento tra
momento angolare orbitale e spin.

La presenza di una dipendenza dallo spin nell’hamiltoniana ci costringe a modificare la procedura
della soluzione dell’equazione di Schrodinger che era basata sullo sviluppo in onde parziali (2.12), dove le
armoniche sferiche, autostati dell’operatore 12 presente nell’hamiltoniana, e gli spinori di Pauli , autostati
di s2, erano fattorizzati. L’assenza di termini dipendenti dallo spin nell’hamiltoniana permetteva di non
considerare questi ultimi termini.

La situazione attuale & pitu complicata per la dipendenza dell’hamiltoniana dallo spin. Risulta conve-
niente trattare il problema considerando il momento angolare totale del fermione ottenuto come somma
del momento angolare orbitale e dello spin j = 1+ s. Questa definizione implica

P=0+s)?=17+s*+2l s, (2.31)

da cui si ottiene un’espressione di 1 - s dipendente dai quadrati dei tre momenti angolari che stiamo
considerando

1
1-s:§(j2—12—s2) : (2.32)
A questo punto conviene considerare espressioni dell’autofunzione dell’hamiltoniana della forma
1 .
¢nlj7n(r) - an(’l") Z<l H 5 0|J m)%u(Q)XU - an (T)yljm(Q) ’ (233)
pno

dove abbiamo unito armoniche sferiche e spinori di Pauli considerando i coefficienti di Clebsch-Gordan,
e abbiamo definito ’armonica sferica di spin che ¢ autostato dei seguenti operatori

PVm( ) =56+ D Vijm(Q) 5 5Vim(Q) = mhYim(Q) (2.34)
3
PYm(Q) = 11+ DR Yijm(Q) 3 s*Viym(Q) = thyljm(ﬂ) ; (2.35)
e quindi, per quanto riguarda il termine inserito nell’hamiltoniana abbiamo che
1, 7. 3
1591y () = 5 [ 1= 7] V@) = 5 [ 16+ 1) = 104 1) = | 123050 (2:36)
Dato che j =1+ 1/2, il termine di spin-orbita produce
. 1 1 3 9 3]
per ]—l+2 {(l+2)(l+2) “—1 4] =1 (2.37)
1 1 1 3
j=1—— l—= =P -l-Z=— 1
perj=t-3  [a-paep-r-t-§| ==+,
quindi €,, lenergia ottenuta con il solo termine V. mnella (2.30), viene modificata come segue
g ) 1
. ) 1
=141 €nij = € —al perj=1+ - (2.38)

2

La definizione delle costanti della (2.30) & stata fatta in modo che
per @ > 0 lenergia con ! — 1/2 sia inferiore a €%, e viceversa per
I+ 1/2. Questo & quanto avviene in fisica nucleare. L’effetto del

termine di spin-orbita in fisica atomica e invertito.

Figura 2.3: Separazione del livello
di singola particella per ’azione del
termine di spin-orbita.
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2.3 Simmetria traslazionale

Barioni, nuclei, atomi e molecole sono sistemi ben descritti usando una simmetria rotazionale. In questi
sistemi, anche se deformati, & possibile delineare la posizione di un punto attorno al quale il sistema si
sviluppa e che puo essere considerato il centro dal quale emerge il potenziale medio. Negli agglomerati
di materia condensata domina la simmetria traslazionale, nella quale la struttura base del sistema si
riproduce periodicamente in ogni direzione e non e possibile identificare un punto centrale.

Il modello di campo medio che sta alla base di questo tipo di sistemi e quello in cui il potenziale
medio U & costante. Questo sistema fermionico viene comunemente chiamato gas di Fermi. Si tratta di
un sistema omogeneo, di volume infinito e con un numero infinito di fermioni non interagenti. Dato che
la scelta della scala dell’origine dell’energia e arbitraria, € sempre possibile definire U = 0. In questo caso
I’equazione di Schrodinger di singola particella

2
o V(1) = €idi(r) | (239
con 1
¢l(r) = = ei(ki‘r)XUXT 5 (240)

vV
dove V ¢ il volume, e x sono spinori di Pauli relativi allo spin ed, eventualmente, all’isospin della particella,
le cui terze componenti sono indicate come o e 7, rispettivamente. Le variabili fisiche interessanti sono
quelle indipendenti da V che, quindi, alla fine del calcolo puo essere considerato infinito.
La simmetria del problema induce a considerare il sistema racchiuso in una scatola cubica di lato
L = V/3 con condizioni al contorno periodiche

¢z($+L7y72’) = ¢z('rvy+va) = (bi(I,y,Z +L) = ¢i(xay7'z) . (241)

Dato che 1
(ﬁi r=0)=—xoXr , 2.42
( ) ﬁVX X ( )

per rispettare le condizioni periodiche dobbiamo imporre

eibel — giky L — gikal (2.43)
che implica
27 27 27
ky = fnx 5 ky = fny ) k. = fnz y (244)
dove ng, ny, n, sono numeri interi. Definendo n = (g, Ny, n.) POSSO scrivere
L3 L3
d®n = ~dk = cp . 2.45
(27)? (27h)3 (245)

Il calcolo della densita degli stati inizia considerando ’espressione dell’energia in un intervallo infini-
tesimo, ovvero compresa tra € e € + de. Dato che I'impulso e legato al numero d’onda dalla relazione p =
mv = hk, e consideriamo energie cinetiche non relativistiche, abbiamo ¢ = mv?/2 = p?/2m = h*k?/2m.
Il differenziale in energia ¢

1 1
de =d <2mv2) = ivadv =vmdv=vdp , (2.46)

dove v = |v| e p = |p|. La densita degli stati ¢ data da

d*n L3 1 1% 1 Vv op?
e = ——— = d3 _— = QdQ d —_— = 7dQ 2.47
P de  (2mh)3 Py dp  (2mh)3 praiary, dp  (27h)33 v P (247)
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dove €2, sono le coordinate angolari polari sferiche che identificano la direzione di p. Questa ¢ I’espressione
della densita degli stati comunemente adottata nel calcolo di probabilita di transizione e sezioni d’urto.

Calcolo adesso densita ed energia cinetica per particella nel gas di Fermi. La normalizzazione ad 1
delle funzioni d’onda di singola particella implica che ogni prodotto scalare sia moltiplicato per il fattore
V/(2m)3. Infatti

_ v IR T e S e W (2m)36(ky — ky)
<¢a‘¢b> (27T)3/d r\/ve \/]76 (27‘(‘)3 V .

Calcoliamo la densita definita come

(2.48)

A

p(r) = |da(r) (2.49)

a

dove A ¢ il numero di fermioni che compongono il sistema. Ogni stato di singola particella caratterizzato
da energia e terze componenti di spin e isospin, € occupato esclusivamente da un solo fermione. A
temperatura zero, quando il sistema ha la minima energia possibile, sono completamente occupati tutti
gli stati con un’energia inferiore ad una certa energia massima ep detta energia di Fermi, mentre gli stati
con energia maggiore sono totalmente vuoti. Nel nostro caso, ogni stato & caratterizzato dal numero
d’onda, direttamente legato all’energia, quindi le stesse affermazioni possono essere fatte definendo un
impulso massimo detto di Fermi pp, e il relativo numero d’onda kg. La relazione tra energia e numero
d’onda di Fermi e

52
€p = %k% . (2.50)
Il calcolo della densita ¢ quindi
o) = 3 10 = 5 ® [ T B h L it L igen _ D / TEE. @
oy 2m)2  Jo VvV N 2m)3 Jo

In questa equazione D indica il fattore di degenerazione dovuto alle caratteristiche dei fermioni che
formano il sistema. Nel caso di gas di elettroni i fermioni si differenziano solo per le diverse orientazioni
dello spin, mentre nel caso di materia nucleare c¢’¢ anche una differenziazione legata alla terza componente
dell’isospin che distingue i protoni dai neutroni. Abbiamo quindi, per elettroni

D= > xixo=2, (2.52)
o=+1/2

e per nucleoni

D= > xixe > xix-=4, (2.53)

o==+1/2 T=11/2

Quindi calcolando 'integrale della (2.51) otteniamo

D ke D ke D 4 D k3
= Bhk=— dek/dQ = —rkd = — 2E 2.54
pLr) (277)3/0 (277)3/0 P emp3 3T T o2 3 (2:54)

La densita e indipendente da r, come ci si aspettava, poiché abbiamo considerato il sistema omogeneo.
In altre parole, avendo scelto le funzioni d’onda (2.39) come base, era implicita 'omogeneita del sistema.
Piu interessante e la dipendenza della densita, in numero di particelle, dalla terza potenza dell’impulso
di Fermi.
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E possibile calcolare I’energia cinetica media di una particella.

14 s 1 —h? 1 h2k2
2 3 —i(kgr 2 i(kgr) _ a
<¢a\ V|¢a>—(2ﬂ)3/dT\Fv€ ( )(2mv>\/176( ) = ol (2.55)

che conferma la relazione €, = p2/2m.
L’energia cinetica del sistema ¢ quindi

1% h2k? VY  hPax [hr
K = o 2 o) = >k =D k% k? dk
k;; (¢ | V [$a) = (27r)3 / 2m 1) 2m J,
Vo hPdm k. vV RMrkd (2723p\ 3. K*kE 3
— - F -F == = ZAep . 2.
21 2m 5 2r) 2m 5 ( D ) 5V  om = 5 (2:56)
Quindi ’energia cinetica per particella e
K 3

p [10°2 cm™3]  kp [10° cm™'] ep [eV] B [dyne / cm?®] Bexp [dyne/ cm?]

Li 4.70 1.11 4.75 23.84 11.5
Na 2.65 9.22 3.24 9.17 6.42
K 1.40 0.75 2.12 3.17 2.81
Rb 1.15 0.70 1.86 2.28 1.92
Cs 0.91 0.65 1.59 1.54 1.43
Cu 8.45 1.36 7.02 63.37 134.3
Ag 5.85 1.20 5.50 34.34 99.9
Al 18.06 1.75 11.65 224.74 76.0

Tabella 2.3: Le densita elettroniche sono dati empirici dai quali si ricavano i valori di kr, Eq. (2.54), er, Eq.
(2.50), e B, Eq. (2.60). I dati empirici sono stati estratti dalle Ref. [Ash76, Kit86].

Possiamo calcolare la pressione del sistema utilizzando 1’espressione

3 3 RE 3 R (27?3 A\
E=K=-A A =-A—E = =Sy 2.58
5°F T 5% 2m 57 2m ( D v) v (2.58)
La pressione & quindi
OF 2 2 F 213 2
P=—(—) =S (-3 )V¥V I =" ="""Ap=12 2.59
(av)A ( 3) 3V 3v5 " T 5T (2:59)
La compressibilita K e I'inverso del modulo di compressione B
1 oP 10FE 2
B — - _ypy= — _ 0/3 1 _ — 2.
i7e V@V V- SV < 3 )V 9y = SEFP (2.60)

Nella tabella 2.3 mostro i valori di kp,epr e B calcolati per gas di elettroni di diversi cristalli. Questi
valori sono ottenuti usando, rispettivamente, le equazioni (2.54) (2.50) e (2.60) ed utilizzando i valori
empirici della densita di elettroni. Il confronto con i valori empirici del modulo di compressione mostra
chiaramente i limiti del modello a campo medio.
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In modelli a campo medio per sistemi ad invarianza traslazionale, il solo ingrediente fisico nuovo
rispetto ad una trattazione classica € il principio di esclusione di Pauli. Il calore specifico dei metalli &
un caso in cui l'esistenza di questo vincolo per i fermioni ha conseguenze macroscopiche.

La teoria classica di un gas di A particelle non interagenti, e prive di struttura interna, prevede un
valore del calore specifico di %AkB, dove kg ¢ la costante di Boltzmann. I valori osservati del contributo
elettronico a temperature ambiente sono inferiori ad un centesimo di quel valore. La spiegazione di questa
osservazione ¢ legata al principio di esclusione di Pauli. Nel caso classico, tutti gli elettroni contribuiscono
al calore specifico del sistema, anche a basse temperature, ovvero quando le energie di eccitazione del
sistema sono molto piccole rispetto all’energia totale del sistema nel suo stato fondamentale. Nel caso
quantistico, per basse temperature, solo quegli elettroni vicino alla superficie di Fermi possono cambiare
stato lasciando un vuoto, buco, sotto ’energia di Fermi per occupare uno dei livelli vuoti al di sopra tale
energia. Per piccole energie di eccitazione, gli elettroni con energie molto inferiori all’energia di Fermi
non possono cambiare il proprio stato perché andrebbero ad occupare stati energetici gia occupati da
altri elettroni.

Derivo qui sotto l'espressione del calore specifico di un gas di elettroni liberi. Usando ’espressione
(2.54) della densita, in numero, delle particelle ottengo

272

k= 530 (2.61)
h2 27'('2 2/3
_ _ _ 2.62
o = K= (930 , (2.62)
VD [2m 3/2

e quindi per la densita degli stati ottengo 1’espressione
dA VD [(2m\** 1)
peler) = —- = 1 <h2> €F (2.64)
L’aumento dell’energia interna F di un gas di elettroni quando il valore della temperatura passa da 0
a T e dato da -
AFE = E(T) / deepe(e)f(e,T) — / dee pe(€)f(e,0) . (2.65)
0
Nei testi di termodinamica l’energia del sistema FE viene indicata con il simbolo U. Nell’equazione
precedente f(e,T) ¢ la distribuzione di Fermi-Dirac
1

I = ol T 1 (299

dove ho indicato con p il potenziale chimico
_OFE
,U - 8A ’
che & uguale a ep per T = 0. La distribuzione di Fermi-Dirac, nel limite 7' = 0 si trasforma in O(ep — €),
dove ©(z) ¢ la funzione gradino uguale a 1 per > 0 e a 0 per < 0. L’equazione (2.65) diventa

(2.67)

AE = E(T) / de € pe(e )—/OeFdeepE(e). (2.68)

Usando questo formalismo, il numero di particelle puo essere espresso come

A= / dez/ooodepe(e)f(e,T). (2.69)
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Moltiplico questa espressione per eg

A = ( / "l / °°) deerp(f(eT) = [ " decepele) . (2.70)

dove I'ultima uguaglianza indica che il numero di particelle non cambia quando la temperatura passa dal
valore 0 a T.
Aggiungendo e sottraendo all’espressione (2.68) di AFE il termine ep A ottengo

AE Ooodeepe( (/0 /)deem )f(e,T)

_ /Oepdeepe()+/() de eppe(e)

/°° de (e — er) pe(€) f (e, T) + /SF de (ep — €)pe(e) [1 — f(e,T)] . (2.71)

(33 0

11 termine pc(€)f(e,T)de rappresenta il numero di elettroni che passano da livelli di energia € a livelli di
energia € + de. Nel secondo integrale il termine 1 — f(e,T) & la probabilita che un elettrone sia rimosso
da un livello con energia e.

Il calore specifico per un gas di elettroni e dato da

/ de (e — er)pc(e )deiTT) , (2.72)

dove ho ipotizzato che solo f dipenda da T'. Per temperature molto inferiori alla temperatura di Fermi,
cioe kT < ey, si puo considerare la densita degli stati quasi costante, quindi

Cel ™ pe €F/ de deT : (2.73)

Questa approssimazione € ben verificata se consideriamo che i valori delle temperature di Fermi sono
~ 5 x 10°K.
11 calcolo nel riquadro indica che

2
us
Co =~ kQBTpE(eF)? (2.74)
In seguito userd 7 = kg7 e x = (e — u)/(ksT).
1 df(e,T) df eXp(liB )(kBT)Z 1 T
T d —-— [w+1]2e —. (2.75)
B T [exp (kBT) 4 1] e T
Per la definizione di = si ha che dz = de/7, quindi
Ca = lopler) [ (dar)ira) e ®
el = BpPe(€F o TT)TT [ez—|—1]2€ -
~ kp7pe(er) Ood;r:;chL—kT (e )7r—2 (2.76)
~ BT pPe\EF . [6I+1]2*BPGF3~ .

Nell’ultima equazione ho esteso il limite inferiore a —oo perche il termine e” ¢ gia molto piccolo per
x = —er /T quando consideriamo temperature ambiente. Rimane da effettuare un integrale noto in
letteratura.
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Dall’equazione (2.64) ricavo che

1 VD <2m>3/2 1/2 13 v

1
peler) = W) ¥ =33

1VD VD (2m \*?*1 34
- 22n2

dove ho usato l'espressione (2.63) per il numero di elettroni. Considerando che ep = kgTF, I'espressione
del calore specifico diventa

2 2
™3 A T T
— S AT = —Akp— .
3 2kpTw 2 Tr
Questo risultato indica come, contrariamente alle previsioni della statistica classica, solo una frazione di
elettroni proporzionale a T'/Tr viene eccitata teoricamente alla temperatura 7. Questi sono gli elettroni
che si trovano vicino alla superficie di Fermi. Il calore specifico & direttamente proporzionale a T, e,
a temperature ambiente, molto inferiori a T il suo valore risulta essere centinaia di volte inferiore a
3/2 Akp, come osservato sperimentalmente.

Ca = (2.78)
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Capitolo 3

Interazioni

3.1 Introduzione

Nei modelli di campo medio I'interazione tra le particelle che compongono il sistema a molticorpi non viene
considerata. In altre parole, in questi modelli il termine di interazione nell’equazione (2.1) & posto uguale
a zero. Nel capitolo precedente ho mostrato come facendo questa approssimazione, 'hamiltoniana totale
del sistema risulti essere somma di hamiltoniane di singola particella. Le teorie a molticorpi superano i
modelli di campo medio e considerano anche 'interazione tra le particelle.

L’ambito nel quale affrontiamo la descrizione di questi sistemi a molticorpi & quello non relativistico.
La validita di questa descrizione ¢ limitata a situazioni in cui i valori delle energie dei fenomeni studiati
siano molto piu piccoli di quelli delle masse a riposo delle particelle che formano il sistema. Nell’ambito non
relativistico 'interazione tra le particelle € ben descritta in termini di potenziale. Il concetto di potenziale
implica l'ipotesi che l'interazione si trasmetta istantaneamente tra particelle, indipendentemente dalla
loro distanza. Questa affermazione ¢ ovviamente falsificata dall’esistenza della velocita limite, quella
della luce nel vuoto, oltre la quale non e possibile trasferire segnali. Rimane comunque il fatto che,
nelle condizioni energetiche indicate sopra, gli effetti relativistici sono trascurabili, o sono trattabili come
piccole perturbazioni.

In questo capitolo considerero tre diverse tipologie di sistemi a molticorpi, gas di elettroni, nuclei
atomici e, infine, fluidi quantistici, ovvero liquidi e gas fortemente interagenti, costituiti da molecole. In
questi sistemi l’energia di interazione tra le particelle & confrontabile con la loro energia cinetica. Per
ognuno di questi sistemi indichero il potenziale di interazione tra le particelle che lo compongono e come
questo potenziale venga definito. La definizione dell’hamiltoniana, cioé dell’interazione, insieme alla base
di campo medio, completa le informazioni necessarie per poter affrontare il problema della descrizione
del sistema a molticorpi.

3.2 Gas di elettroni

Una buona descrizione dei metalli ¢ data dal modello nel quale gli elettroni di valenza degli atomi che
costituiscono il metallo diventano elettroni di conduzione e si muovono quasi liberamente attraverso il
volume del metallo. II modello di elettroni liberi & quello del gas di Fermi descritto nel paragrafo 2.3.
Per descrivere un vero metallo bisogna considerare sia l'interazione reciproca tra gli elettroni sia
quella tra gli elettroni e gli atomi che compogono il reticolo cristallino. La situazione & estremamente
complicata, ma, se si considerano temperature molto vicine allo zero assoluto, il modello chiamato Jellium,
o gas uniforme di elettroni, descrive abbastanza bene alcune proprieta del sistema. In questo modello, le
cariche positive che legano gli elettroni e che rendono elettricamente neutro il sistema globale, formano
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uno sfondo uniformemente distribuito nello spazio. Questo modello permette di evidenziare quegli effetti
che nei solidi sono generati dalla natura quantistica degli elettroni, il principio di esclusione di Pauli, e
dalla loro mutua interazione, indipendentemente dai dettagli della struttura cristallina.

In questo modello 'hamiltoniana del sistema e data da

A 2 A 2
h 1 e 1
H=Y -vii Y S 3.1
2m; ° T3 5= dmeg |r; — 1) (3:1)

=1

dove e ¢ la carica elementare, ed €y la permeattivita nel vuoto.

3.3 Nuclei

La descrizione dei sistemi nucleari & basata sulla interazione tra nucleoni. I nucleoni non sono elementi
fondamentali della natura, come invece lo sono gli elettroni, ma sono sistemi compositi, formati da quark,
antiquark e gluoni. La teoria che oggi ¢ deputata a descrivere l'interazione nucleare forte, quella a cui
sono sensibili quark e gluoni, ma che non coinvolge i leptoni, & la Cromodinamica Quantistica (QCD).
Questa teoria & non perturbativa nel regime energetico di interesse della fisica di nuclei, ovvero da qualche
centinaia di keV a poche centinaia di MeV. Per questo motivo non ¢ possibile adottare le ben consolidate
tecniche di calcolo utilizzate per risolvere le equazioni dell’Elettrodinamica Quantistica (QED), che &
invece pertubativa.

Le equazioni di campo di QCD vengono risolte in maniera prevalentemente numerica suddividendo lo
spazio-tempo in un insieme di punti discreti, con I'ambizione di rendere questo reticolo sempre piu fitto
in modo da descrivere il continuo spazio-temporale. Questo, dal punto di vista numerico, equivale ad
ottenere soluzioni indipendenti dalla densita della griglia. Nonostante ’enorme sviluppo delle tecnologie
dei computer, siamo ancora lontani dal raggiungere risultati in questo limite di convergenza. Di fatto
la QCD ¢ inutilizzabile per descrivere mesoni, barioni e la loro interazione. A maggior ragione non si
utilizzano quark e gluoni per descrivere i nuclei.

Per i motivi esposti, le particelle fondamentali, i gradi di liberta, utilizzati per la descrizione dei
nuclei, e piu in generale dei sistemi nucleari, sono quindi barioni e mesoni, sopratutto protoni e neutroni,
comunemente chiamati nucleoni. Ovviamente la QCD rimane sullo sfondo, come limite asintotico, ma,
di fatto, non viene utilizzata per descrivere I'interazione tra due nucleoni.

L’interazione nucleone-nucleone viene modellizzata per descrivere i dati sperimentali dei sistemi di due
nucleoni, ovvero il solo stato legato esistente, il deutone, e diverse migliaia di dati di diffusione elastica
tra due nucleoni.

Le caratteristiche del deutone sono le seguenti.
1. E il solo sistema legato di due nucleoni.

E formato da un protone e un neutrone.

Ha un’energia di legame di 2.22 MeV circa.
Non ha stati eccitati.

Ha spin totale S = 1.

A S

Ha un momento di dipolo magnetico in magnetoni nucleari
pwp = 0.8574 = py, + py, — 0.0222

dove p, e p, sono i momenti di dipolo magnetico del protone e del neutrone, rispettivamente.
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7. Ha un momento di quadrupolo elettrico Q=2.82 mb.

Argonne v, 1
— - Argoane ¥, pp
Arganne v, 10

= Hugg-Bryan ap 92
* Nijmegen op $3
@ Nijmegen pp 93
 Henneck mp &3
+ VPLESU np 94
* VPLESU pp 84

Biteg)

« Nimepen o5 |
© Nijmegen pp 93 |
o Henacck np 93
* VPL&SU np 84
 VPIESL pp 54

I

Figura 3.1: Sfasamenti per onde parziali S, P e D, momenti
angolari relativi L = 0, 1, 2, rispettivamente, per processi di
diffusione protone-neutrone.

I limiti piu stringenti per quanto riguarda
la definizione dell’interazione tra due nucleoni
vengono dai dati di diffusione elastica tra due
nucleoni. Dato che si trascura la struttura in-
terna dei nucleoni, ¢ necessario avere informa-
zioni da processi di collisione che possano essere
descritti trascurando i gradi di liberta interni al
nucleone. Per questo motivo si considerano so-
lo processi di diffusione elastica nei quali non
c’e trasferimento di energia per ’eccitazione dei
gradi di liberta interna del nucleone. Fino al-
la soglia di produzione di pioni, 145 MeV, i
processi sono esclusivamente elastici.

I dati sperimentali sono stati raccolti in vari
esprimenti effettuati in diversi laboratori. Ren-
dere coerente ed omogeneo l'insieme di questi
dati non e stato banale. I piu aggiornati insie-
mi di dati sono composti da circa 3000 dati di
diffusione protone-protone e circa 4700 dati di
diffusione neutrone-protone.

Le sezioni d’urto elastiche vengono decom-
poste in onde parziali, dipendenti dal valore del
momento angolare relativo della coppia intera-
gente. Da queste sezioni d’urto decomposte in
onde parziali & possibile estrarre lo sfasamen-
to. La relazione tra sezione d’urto totale o e
gli sfasamenti ¢ data da

oo
o= % (2L +1)sin® 6, ,
L=0
dove L & il momento angolare relativo dei due
nucleoni che collidono, e ¢y, il relativo sfasamen-
to. I dati sperimentali sono normalmente pre-
sentati in termini di sfasamenti come mostrato

nella figura 3.1. La simbologia normalmente usata per identificare gli sfasamenti indica nella lettera al
centro 'onda parziale identificata con la solita nomenclatura spettroscopica S, P, D per L = 0,1,2. L’in-
dice superiore indica con 1 il singoletto di spin, S = 0, e con 3, il tripletto, S = 1. L’indice inferiore indica
il momento angolare totale J = L + S . Oggi vengono definiti realistici quei potenziali nucleone-nucleone
che riescono a descrivere questi dati sperimentali con un x? per dato dell’ordine di 1.

Le proprieta generati del potenziale tra due nucleoni che emergono dall’analisi dei dati relativi al
deutone e a quelli dei processi di diffusione sono le seguenti.

o Attrazione. - L’esistenza dei nuclei indica che 'interazione tra due nucleoni ha certamente una

parte attrattiva.

e Corto Raggio. - Ci sono varie osservazioni che indicano che l'interazione tra due nucleoni sia attiva
sino a distanze dell’ordine di 2 fm. A distanze maggiori ¢ nulla. Questa ¢ una differenza essenziale
dell’interazione nucleone-nucleone rispetto alla interazione elettromagnetica e a quella gravitazionale

che hanno raggi di interazione infiniti.
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e Dipendenza dallo spin e dall’isospin. - L’unico stato legato di un sistema di due nucleoni ¢ il deutone

formato da un protone ed un neutrone e con spin totale 1. Il secondo fatto indica una dipendenza
dall’orientamento degli spin dei nucleoni interagenti. In caso contrario esisterebbero anche deutoni
con spin nullo con abbondanza di 1/3 rispetto a quelli con spin 1. Se I'interazione non dipendesse
dall’isospin dovrebbero esistere stati legati di due neutroni, ed eventualmente anche di due protoni,
anche se in questo caso l'interazione di repulsione elettromagnetica potrebbe essere sufficiente per
impedire la formazione del sistema legato.

Non centrale. - Il deutone presenta un momento di quadrupolo elettrico diverso da zero. Questo e
possibile solo se la distribuzione di carica non ¢ sferica. Per potenziali centrali lo stato fondamentale
del sistema di due particelle ¢ descritto dal moto relativo in onda s, ovvero da una funzione d’onda
con momento angolare nullo, quindi con simmetria sferica. Per avere una deformazione in questo
sistema e necessario inserire nell’interazione un termine che, a parita di distanza tra i due nucleoni,
si comporti in modo differente se gli spin sono paralleli od ortogonali alla direzione della retta che
congiunge i due nucleoni. Il termine in questione ha una dipendenza del tipo (o1 - r)(os - r), dove
o indica lo spin del nucleone e r il vettore posizione che unisce i due nucleoni, e viene chiamato
tensoriale.

Core repulsivo. - Dall’analisi degli sfasamenti legati alla diffusione elastica tra due nucleoni, risulta
un cambio di segno con 'aumentare dell’energia della collisione nel centro di massa del sistema.
Questo significa che, aumentando il potere risolutivo della sonda, I'interazione da attrattiva diventa
repulsiva.

I modelli di interazione utilizzati possono essere catalogati in tre diverse tipologie: potenziali fenome-
nologici, a scambio mesonico, e quelli basati su teorie di campo effettive.

3.3.1 Potenziali fenomenologici

Questi potenziali sono costruiti allo scopo di descrivere l'interazione nucleone-nucleone per poterla uti-
lizzare in calcoli di struttura nucleare. Non c’¢ alcuna ambizione di legare i termini dell’interazione a
fenomeni fisici che possano spiegarne le caratteristiche. Si tratta di puro fit di dati sperimentali. L’u-
nica guida teorica per la costruzione di questi potenziali ¢ quella delle simmetrie che 'interazione deve
rispettare. Queste sono riassunte qui sotto.

1.

Hermitianita.
Globalmente I’hamiltoniana ¢ hermitiana, e dato che il termine di energia cinetica & hermitiano lo
deve essere anche il termine di energia potenziale.

. Invarianza per scambio delle coordinate = V(1,2) = V(2,1).

L’interazione avviene tra particelle identiche.

. Invarianza traslazionale = V(ri,r2) = V(r; — ra) = V(r12).

L’interazione dipende solo dalla distanza relativa ris tra le due particelle.

. Invarianza galileiana

L’interazione dipende solo dall’impulso relativo, non dipende dal movimento dell’osservatore rispetto
al sistema osservato.

. Invarianza per inversioni spaziali = V (r,p) = V(—r, —p).

L’interazione nucleare forte conserva la parita, contrariamente a quelle deboli che la violano.

. Invarianza per inversioni temporali = V (p,S) = V(—p, —S),

dove S = 1 + o2 ¢ lo spin totale della coppia.
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7. Invarianza per rotazioni spaziali
Il momento angolare del sistema € conservato in presenza di interazione tra le particelle.

8. Invarianza per rotazioni di isospin
Questa proprieta indica che l'interazione nucleone - nucleone e la stessa per protone - protone,
neutrone - neutrone e protone - neutrone, ogni volta che le sezioni d’urto sono confrontabili. Que-
st’ultima precisazione ¢ legata al fatto che i nucleoni, essendo fermioni, sono soggetti al principio
di esclusione di Pauli, che viene espresso imponendo che la funzione d’onda che descrive un sistema
composto da piu particelle identiche debba essere antisimmetrica per lo scambio di due di esse. Dato
che protone e neutrone sono particelle differenti, o, nel formalismo di isospin, hanno valori diversi
della terza componente dell’isospin, nelle collisioni possono accedere a tutti gli stati finali poiché
non soggetti al principio di esclusione di Pauli. Questo non & possibile per nucleoni dello stesso tipo,
per i quali solo specifiche combinazioni di onde parziali e accoppiamenti degli spin sono permesse.
In realta i moderni esperimenti indicano una piccola violazione di questa invarianza. Nelle versioni
piu aggiornate dei potenziali fenomenologici sono inseriti dei termini che violano questa inviarianza.
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Figura 3.2: 1 primi 8 termini definiti in (3.2) per i potenziali
Urbana V14 (UV14), Argonne V8 (AV8), e Argonne V18
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La costruzione del potenziale fenomenolo-
gici avviene adottando per il potenziale un’e-
spressione che ¢ somma di termini dipenden-
ti da vari operatori che rispettano le pro-
prieta menzionate sopra. Escludendo termini
che dipendono dalle derivate della posizione,
I’espressione tipica di questi operatori ¢

V(i,j) = Z up(rif)OF; (3:2)
p=1,18
dove v, (7;;) sono funzioni scalari della distanza
tra i due nucleoni. I parametri di queste funzio-
ni sono quelli che vengono variati per riprodur-
re al meglio i dati sperimentali. Gli operatori
definiti centrali sono:

o=t =1, 71,7j, 00, 0;-0,;7;-T; , (3.3)
quelli definiti tensoriali sono:
Op:5,6 — SZ]? SijZ . Tj s (34)

dove il termine tensoriale ¢ definito come
O Yij0; T
Sij=3—"2%2— —0o;-0;,. (35)
re.
ij
Ovviamente il termine tensoriale & il primo,
il secondo termine viene aggiunto in modo
che I'integrale angolare di S;; sia nullo. Nel

potenziale vengono considerati anche termini con accoppiamento di spin-orbita

Op:7,8 =L- S7 L- S'Ti T, (36)

dove L & il momento angolare relativo della coppia di nucleoni. Si considerano anche termini quadratici
nel momento angolare

Op:9714 = L27 L2Ti . Tj, LQO'Z' ‘O'j, s LQO'Z' 'O'jTi . Tj . (37)
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I termini che violano l'invarianza per rotazione di isospin sono
OP=1318 = 11 ;- 0 5] @ [T2,i + T2 j] (3.8)

Questa ¢ la tipica struttura delle interazioni di tipo Urbana e Argonne. Le funzioni v, sono parame-
trizzate utilizzando tre diversi raggi d’azione, corto, intermedio, lungo. Ognuna di queste parti ha una
particolare espressione funzionale, ad esempio somma di Yukawiane (vedi sotto), e contiene i parametri
da modificare per il fit ai dati sperimentali.

La figura 3.2 mostra i primi 8 termini dei potenziali Urbana V14, Argonne V8 e Argonne V18 in
funzione della distanza tra i due nucleoni. Sono doverose due osservazioni. La prima e che, nonostante il
numero di dati da riprodurre sia molto elevato, e tutti i potenziali producono descrizioni di questi dati
con eguale accuratezza, infatti il x2 & per tutti circa 1 per dato sperimentale, le funzioni sono piuttosto
diverse. Questo indica che i dati non impongono limitazioni sufficientemente stringenti da definire in
maniera univoca, o comunque molto precisa, i potenziali. Significa che i dati sono correlati tra loro e
possono essere riprodotti da opportune combinazioni delle varie funzioni operatoriali.

La seconda osservazione e che tutte le parametrizzazioni, nel canale scalare V7, presentano un nocciolo,
core, fortemente repulsivo a piccole distanze, poi una piccola sacca attrattiva, e, infine si azzerano a
distanze di 2 fm. La presenza del core repulsivo, comune a tutti i sistemi che possono essere considerati
liquidi quantistici, rende inapplicabili le tradizionali tecniche perturbative.

3.3.2 DPotenziali a scambio mesonico

Un approccio piu ambizioso alla costruizione del potenziale nucleone-
nucleone ¢ quello che parte dall’idea di Yukawa e modella il potenziale
in termini di scambio di mesoni. L’idea e che il raggio d’azione sia de-
terminato dalla massa del mesone scambiato. La funzione che descrive
il moto del mesone scambiato si chiama Yukawiana e ha 1’espressione

dove m & la massa del mesone scambiato e r ¢ la distanza tra i due nu-
cleoni che interagiscono. Evidentemente V(r) tende pitt velocemente
a zero piu pesante ¢ il mesone scambiato.

All’inizio degli anni ’80 del secolo scorso si iniziarono a costruire
potenziali nucleone-nucleone che sommavano i contributi di vari me-
soni scambiati. La tabella 3.1 presenta le caratteristiche dei mesoni
considerati nella costruzione di questi potenziali. Ogni mesone e caratterizzato da momento angolare e
parita. Questo identifica il modo di accoppiarsi con nucleone. Le diverse masse del nucleone simulano i
diversi raggi d’azione, mentre i diversi modi di accoppiarsi costruiscono le varie dipendenze operatoriali
che nei potenziali fenomenologici sono prodotte dagli operatori OP.

Lo scopo di questo programma di ricerca consiste nell’idea di conoscere quale mesone sia responsabile
delle varie parti del potenziale nucleone-nucleone sia in termini di raggio d’azione, sia in termini opera-
toriali. Ad esempio, il pione, mesone 7, essendo il piu leggero & responsabile della parte a lungo raggio
d’azione del potenziale. Inoltre, il suo accoppiamento pseudo-scalare € legato al canale tensore-isospin
O?j = 8 T - T; dell'interazione. In effetti, osservando con attenzione la figura 3.2, si nota che il termine
con maggior raggio d’azione e Vg, proprio quello tensore-isospin.

L’ambizioso progetto di ricerca si scontra pero con la limitatezza delle nostre conoscenze di fisica
mesonica. Nel caso del pione, conosciamo massa, modalita di accoppiamento con i nucleoni, e anche il
valore della costante di questo accoppiamento, 'intensita dell’interazione pione-nucleone. Quest’ultima
informazione emerge dai numerosi dati di diffusione elastica pione-nucleone. Per gli altri mesoni, vista

Figura 3.3: Schema dello scambio
di un mesone tra due nucleoni.
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Tipologia J™ accoppiamento mesone massa [MeV]
Pseudoscalare 0~ s T 139.578
n 548
7 958
Vettore 1~ o P 765
w 783
P 1019
Scalare 0t 1 o 500

Tabella 3.1: Mesoni usati per costruire il potenziale nucleone - nucleone.

la loro breve vita media, non € stato possibile effettuare questo tipo di esperimenti, quindi i valori delle
costanti di accoppiamento con i nucleoni sono sconosciute. Nella composizione del potenziale, queste
costanti sono considerate dei parametri liberi i cui valori sono fissati per riprodurre i dati empirici dei
sistemi nucleari a due corpi. Nonostante I’ambizione iniziale, anche in questo caso si ricorre ad un processo
di fit degli stessi dati sperimentali utilizzati per costruire i potenziali fenomenologici, e il numero di
parametri utilizzato & confrontabile con quello usato dai potenziali fenomenologici.

A questo punto ¢ importante far notare che per poter riprodurre i dati sperimentali dei sistemi a due
corpi, e stato necessario introdurre un mesone fittizio, inesistente nel Particle Data Book, il mesone o
con accoppiamento scalare, che con la massa di 500 MeV (cifra tonda) descrive la sacca attrattiva della
parte scalare del potenziale attorno ad 1, 1.5, fm. L’introduzione di questo mesone fittizio ¢ un chiaro
fallimento dell’ambizioso progetto teorico. In realta questa costruzione e limitata allo scambio di singoli
bosoni tra nucleoni. Calcoli che considerano anche lo scambio di due pioni indicano che il fittizio mesone
o simula, almeno in parte, lo scambio di due pioni accoppiati in onda s.

Questo non significa che i potenziali a scambio mesonico non presentino differenze, e vantaggi, ri-
spetto ai potenziali fenomenologici. Innanzi tutto la formulazione dell’interazione nucleone-nucleone &
relativistica, quindi invariate per trasformazioni di Lorentz. Questo significa che applicando operazioni
di coniugazione di carica si ottiene automaticamente il potenziale tra anti-nucleoni e tra protone e anti-
protone. Il confronto con i pochi dati sperimentali di questi sistemi di antiparticelle conferma il successo
di questa costruzione del potenziale.

L’applicazione di questi potenziali in calcoli standard di struttura nucleare non ¢ immediata. Questo
tipo di calcoli richiede, di norma, potenziali non-relativistici e locali, cioé che non contengano termini
legati alle derivate della posizione delle particelle. Questi potenziali sono relativistici, e sono normal-
mente formulati nello spazio degli impulsi, e dipendono separatamente dagli impulsi delle particelle che
collidono, ovvero sono non-locali nello spazio delle coordinate. Per poter essere utilizzati in calcoli di strut-
tura nucleare questi potenziali richiedono una riduzione non-relativistica e, spesso, anche un processo di
eliminazione di termini non-locali.

3.3.3 Potenziali da teorie effettive chirali

Il pitt moderno, e forse ambizioso, metodo di modellizazione dell’interazione tra due nucleoni viene da
quelle che vengono definite teorie effettive chirali. L’idea € quella di costruire una teoria effettiva della
QCD ad energie dell’ordine del MeV. Questo significa che le proprieta di simmetria della QCD sono
rispettate, sopratutto quella che viene definita simmetria chirale. Su questa base si costruisce una lagran-
giana basata sullo scambio di pioni a diversi ordini, ogni ordine contenente termini di contatto necessari
per ripristinare la simmetria chirale. Al momento ¢ necessario considerare termini fino al terzo ordine
perturbativo per riuscire a riprodurre i dati nucleone-nucleone con x? ~ 1. Anche questo modello contiene
circa una ventina di parametri i cui valori vengono scelti facendo un fit dei dati sperimentali.
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3.3.4 Forze a tre corpi

L’ipotesi fondamentale su cui si basa la costruzione dei potenziali nucleone-nucleone ¢ quella che siano
particelle puntiformi. Considerare il nucleone come entita puntiforme ¢ un’approssimazione, che si spera
valida nell’intervallo di energie di interesse per la fisica nucleare. Questa & I'ipotesi di base sulla quale
vengono costruiti i potenziali a due corpi che ho descritto in precedenza.

Potenziale 2N 2n+3N
CD Bonn  7.953  8.483
Nijm II 7.709  8.477
Nijm I 7.731  8.480
Nijm 93 7.664  8.480
Reid 93 7.648  8.480
AV14 7.683  8.480
AV18 7.567  8.479

Tabella 3.2: Energia di legame del H, in MeV, calcolata con diversi potenziali nucleone-nucleone a due corpi e
poi ottenuta inserendo una interazione a tre corpi appropriata. Il valore sperimentale dell’energia di legame del
°H & 8.481 MeV.

Poiché i sistemi a due corpi sono utilizzati per costruire l'interazio-
ne, il primo sistema su cui verificare le proprieta predittive di questa
______ costruzione, & il trizio, il nucleo di *H, costituito da due neutroni e da

n un protone. Questo sistema ¢ ideale per verificare la bonta dei poten-
ziali nucleone-nucleone perché l'interazione elettromagnetica & assente

e quindi solo 'interazione forte ¢ attiva.

T Le procedure per risolvere I’equazione di Schrodinger per un siste-
ma a tre corpi non sono standardizzate come quelle per i due corpi. E
comunque possibile risolvere il problema senza fare alcuna approssima-
Figura 3.4: Termine dell’intera- zione. Recentemente sono stati confrontati i risultati riguardanti il cal-
zione a tre corpi detto di Fujita- colo dell’energia di legame del ®H ottenuta con sette diverse tecniche.
Miyazawa. All'interno delle incertezze numeriche, i risultati combaciavano.

Il risultato fondamentale di questo calcolo consiste nell’osservare
che I'uso dei potenziali nucleari costruiti riproducendo i sistemi a due corpi, non riesce a descrivere
correttamente ’energia di legame del H. Questo & un risultato che dipende solo dall’interazione poiché
I'equazione di Schrodinger viene risolta senza alcuna approssimazione. La tabella 3.2 mostra i risultati
ottenuti utilizzando vari potenziali. Il primo punto di interesse € che questi potenziali sono equivalenti
nel riprodurre i dati dei sistemi a due corpi, ma generano diversi risultati per il sistema a tre corpi.
Questo ribadisce quanto affermato precedentemente, ovvero il fit ai dati dei sistemi a due corpi non &
sufficientemente restrittivo sull’interazione. Il secondo punto di interesse riguarda il fatto che tutti i
valori delle energie ottenute con un potenziale a due corpi sono inferiori al valore empirico dell’energia di
legame.

Dato che varie tecniche di calcolo producono lo stesso risultato, e che usando potenziali a due corpi
differenti si ottengono sempre risultati che generano energie di legame inferiori a quelle sperimentali,
non rimane che attribuire il fallimento della descrizione del sistema a tre corpi all’hamiltoniana, e piu
precisamente all’ipotesi che i nucleoni siano particelle puntiformi.

L’esempio piu semplice della modifica necessaria per correggere 'hamiltoniana e presentato nella figura
3.4. GIli stati iniziale e finale di questo sistema sono formati da nucleoni. Il nucleone intermedio dopo
I'interazione con il nucleone alla sua sinistra, interazione qui mediata dallo scambio di un 7, si trasforma
in una nuova particella, una risonanza A. Mentre si trova in questo stato interagisce con il nucleone che
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sta alla sua sinistra, e si ritrasforma in un nucleone. Questo tipo di processo € possibile perché il nucleone
ha una struttura interna e, interagendo, puo trasformarsi in un’altra particella. Nel caso di un gas di
elettroni questi fenomeni non avvengono perché gli elettroni non hanno struttura interna. Questo tipo di
processo puo avvenire solo se sono coinvolti tre nucleoni, non € possibile descrive questi processi iterando
interazioni a due corpi.

L’inserimento di interazioni a tre corpi trasforma I’hamiltoniana in

A 52 A A
o - 2 .o ..
H‘Zrmivi +ZV(z,j)+ Z w(i,j k) , (3.9)
i=1 1<J i<j<k

dove il primo termine rappresenta ’energia cinetica, il secondo quello indotto dall’interazione a due corpi,
definita per riprodurre sistemi a due corpi, e il terzo termine ¢ il potenziale a tre corpi. Nel potenziale
a tre corpi al termine descritto dalla figura 3.4, detto di Fujita-Miyazawa, si aggiunge un altro termine
puramente fenomenologico i cui parametri sono fissati per riprodurre ’energia di legame del 3H.

Visto che 'hamiltoniana con soli termini a due corpi non riesce a riprodurre anche il piti semplice
sistema a tre corpi, e legittima la preoccupazione che dopo aver inserito un termine a tre corpi sia
necessario inserirne a quattro, cinque, ecc. Fortunatamente 'hamiltoniana (3.9) riesce a descrivere molto
bene anche nuclei contenente piu di tre nucleoni, come verra mostrato nel Capitolo 4.

Le forze a molticorpi diventano piu importanti quanto maggiore diventa la probabilita per un certo
numero di particelle di essere sufficientemente vicine da poter interagire. Ricordo che l'interazione forte
¢ a corto-raggio. A densita fissata, la probabilita di interazione a molticorpi diminuisce con ’aumentare
del numero di particelle coinvolte. Questo ¢ il motivo per il quale, alle densita nucleari, forze a quattro
0 pil corpi sono trascurabili rispetto a quelle a tre e a due.

3.4 Liquidi e gas fortemente interagenti

La differenza essenziale tra la situazione descritta per il caso nucleare e quella riguardante l'interazione
inter-molecolare necessaria per descrivere liquidi e gas fortemente interagenti e che, in questo secondo
caso, 'interazione fondamentale ¢ I'interazione elettromagnetica. Contrariamente al caso dell’interazione
forte, le equazioni che descrivono l'interazione elettromagnetica per il tramite della teoria elettrodinamica
quantistica (QED) sono risolte con i massimi livelli di precisione raggiunti dalla fisica teorica. Quindi,
in principio, € possibile descrivere l'interazione tra atomi o tra molecole usando la QED e partendo
dall’interazione elettromagnetica tra i componenti di questi sistemi, ovvero nuclei ed elettroni.

Questa descrizione microscopica dell’interazione inter-atomica o inter-molecolare viene effettuata usan-
do 'hamiltoniana (3.1) della sezione 3.2 in cui si esplicita I’espressione del potenziale di Coulomb. Gli
elettroni dei vari atomi che compongono la molecola sono privi di struttura interna, e si ipotizza che lo
siano anche i nuclei. Quest’ultima approssimazione ¢ abbastanza ben giustificata dato che le energie in
gioco sono dell’ordine dell’eV, mentre quelle necessarie per sondare la struttura nucleare sono dell’ordine
del MeV.

I calcoli della struttura molecolare vengono normalmente fatti fissando la distanza tra i nuclei degli
atomi che compongono la molecola e risolvendo l'equazione di Schrodinger che descrive il moto degli
elettroni. Questa &, in sostanza, I’approssimazione di Born-Oppenheimer. 1 calcoli vengono ripetuti
per diversi valori delle distanze tra i nuclei fino a quando si trova la situazione di minima energia che
corrisponde allo stato fondamentale della molecola. Da questi calcoli & possibile estrarre il potenziale di
interazione tra le due molecole.

La descrizione di un sistema a molticorpi partendo dall’interazione elettromagnetica tra i suoi compo-
nenti € un programma fattibile in linea di principio ma difficilmente attuabile dal punto di vista pratico,
e probabilmente esageratamente ambizioso rispetto agli scopi che ci si propone.
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Cosi come per i nuclei i nucleoni sono stati considerati puntiformi, la descrizione dei liquidi e dei
gas fortemente interagenti viene fatta trascurando la struttura interna delle molecole che li compongo-
no. Quello che interessa ¢ 'interazione effettiva tra questi gradi di liberta, ben diversa dall’interazione
Coulombiana che la genera.

In fisica molecolare, le forze che operano tra gli atomi vengono classificate come (a) legame di valenza,
(b) legame ionico, (c) legame metallico e (d) forze di van der Waals. Le forze di tipo (a), attive, ad
esempio, nel diamante, e (b), queste attive, ad esempio, nel NaCl, sono cosi intense che, alle temperature
ordinarie, i composti formano strutture solide. Non le consideriamo dato che non ci occuperemo di
strutture cristalline. Il legame metallico forma quel gas di elettroni che e stato discusso nel paragrafo
(3.1). Ci concentriamo quindi sulle forze di van der Waals che sono responsabili di quelle sostanze
che a temperature ordinarie sono allo stato liquido. Queste sono anche le forze attive nei liquidi di elio
superfluido, sia nel caso bosonico, composto da atomi con nuclei di *He, sia nel caso fermionico, composto
da nuclei di 3He.

Il sistema che consideriamo ¢ composto da molecole ben strutturate che non condividono elettroni
tra loro. Nel caso le molecole siano composte da atomi differenti, o da atomi con una forte asimmetria
della nuvola elettronica, esiste una polarizzazione delle cariche positive e negative in due diverse posizioni
dello spazio. Queste molecole presentano momenti di multipolo elettrici permanenti, ad esempio dipoli,
quadrupoli, ecc. Le interazioni tra molecole possono essere pensate come interazioni tra multipoli elettrici.

Anche nel caso in cui i baricentri delle cariche positive e negative coincidono, e questo avviene normal-
mente quando le molecole sono composte dagli stessi atomi che hanno una simmetria sferica della distri-
buzione di elettroni, 'interazione tra molecole puo essere descritta in termini di forza elettromagnetica tra
multipoli elettrici. Questo perché ’avvicinarsi di due molecole implica una distorsione delle nuvole elettro-
niche.

A grandi distanze, I'interazione tra le due molecole & nul-

250 la dato che, globalmente, le molecole sono neutre, e i
baricentri delle loro distribuzioni di carica positiva e ne-
gativa sono visti come fossero nello stesso punto. Questa
150 | i caratteristica inserisce 'interazione inter-molecolare nel
gruppo delle interazioni a rango finito, come discusso per
Iinterazione tra due nucleoni. A distanze intermedie,
Iinterazione e, in prima approssimazione, quella tra due
dipoli elettrici, quindi essenzialmente attrattiva. Infine,

200 b

100 4

50 B

0 \/ a piccole distanze, le nubi elettroniche cominciano a so-
vrapporsi e quindi si ha repulsione. Nella figura 3.5 ¢

-50 L : . . . . .. . . .
0.0 20 40 6.0 80 10.0 presentato il potenziale di interazione tra due atomi di

' neon. Come si vede la struttura e analoga a quella del

Figura 3.5: Potenziale di Lennard-Jones per il potenziale nucleone-nucleone. Invece di ottenere questa
Ne, espresso in K. Le distanze sono in A. interazione partendo dall’interazione Coulombiana tra i

vari componenti delle due molecole interagenti, si prefe-
risce utilizzare una strategia analoga a quella adottata per l'interazione tra due nucleoni. L’interazione
tra le molecole ¢ descritta da un’espressione analitica di tipo parametrico, ed i valori dei parametri sono
fissati per riprodurre dati empirici che descrivono i sistemi di due molecole, principalmente, i dati di
diffusione elastica.

Particolarmente utilizzato in letteratura ¢ il potenziale di Lennard-Jones la cui espressione analitica ¢

vin=1{(2)"- (2)"} (3.10)

dove r & la distanza tra le molecole, che consideriamo puntiformi, e € e o sono i due parametri.
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L’interazione tra due molecole ¢ molto pitt semplice di quella tra due nucleoni: ¢ puramente scalare,
cioe non dipende dallo spin delle due molecole e dal valore del momento angolare relativo. L’espressione
(3.10) & estremamente semplice ma racchiude tutta la fisica importante che deve essere considerata.

Ne Ar Kr Xe Ny CH
o (A) 2.75 3.405 3.60 4.10 3.70 3.82
e(K) 35.6 119.8 171 221 95.1 148.2

Tabella 3.3: Parametri del potenziale di Lennard-Jones per alcuni atomi e molecole.

Mentre nel caso nucleare, l'interazione fissata come indicato nel paragrafo 3.3, viene usata per de-
scrivere qualsiasi nucleo, nel caso molecolare ¢ necessario definire i valori dei parametri dell’interazione
per ogni tipo di molecola. Nella tabella 3.3 mostro, ad esempio, i valori dei parametri scelti per alcune
molecole.

Tutta questa descrizione & valida fino a quando rimane valida l'ipotesi che le molecole non abbiano
struttura interna. Abbiamo visto come nel caso dei nucleoni questa approssimazione perda validita e sia
necessario inserire interazioni a tre corpi. L’ipotesi che le hamiltoniane in fisica molecolare siano composte
solo da termini di interazione a due corpi viene definita normalmente come additivita di coppia (pairwise
additivity). La validita di questa ipotesi ¢ uno dei problemi ampiamente discussi nell’ambito della fisica
statistica e molecolare (si veda ad esempio la discussione nel paragrafo 4.3.b di [Goo85]).

Dal punto di vista dell’intuizione fisica, ci sono due quantita da considerare per valutare I'importanza
di forze a molticorpi: l'energia di eccitazione del grado di liberta ipotizzato puntiforme, e la densita
relativa del sistema. La prima quantita deve essere confrontata con le energie del sistema. Ad esempio,
il valore empirico dell’energia di legame di materia nucleare e circa 16 MeV per nucleone. La prima
risonanza del nucleone & la A, la cui massa ¢ circa 300 MeV piu grande di quella del nucleone. Questo
significa che la struttura interna del nucleone comincia ad essere significativa a circa 18 volte le energie
del sistema. Le energie tipiche del sistema di elio superfluido sono di circa 2 peV, mentre il primo
stato eccitato dell’atomo di He si trova a circa 20 eV. Si tratta di 7 ordini di grandezza di differenza.
Considerando queste differenze e evidente che l'ipotesi di trascurare la struttura interna dei gradi di
liberta ¢ molto pit appropriata nell’elio liquido che in materia nucleare.

Come accennato nel paragrafo 3.3.4, 'importanza delle forze a molticorpi dipende anche dalla pro-
babilita che le particelle si trovino a distanze sufficientemente piccole per poter interagire, ovvero nel
raggio di interazione delle forze che, come abbiamo visto, sono a corto raggio. Per poter stimare questa
probabilita ¢ utile considerare quante particelle si trovano nel volume definito dal core fortemente repul-
sivo dell’interazione. Nel riquadro, calcolo queste densita relative per materia nucleare, che indica 0.084
nucleoni nel volume di interesse, a fronte di 2.317 atomi di elio nel caso dell’elio liquido. Dal punto di
vista delle densita relative, ’elio liquido € molto pili denso della materia nucleare, quindi la probabilita
che tre atomi di elio si trovino ad interagire tra loro contemporaneamente e sicuramente maggiore nell’elio
liquido che in materia nucleare.

Densita relative

Nell’ambito delle teorie a molticorpi sono rilevanti le densita relative, ovvero il numero di particelle,
considerate prive di struttura interna, che si trovano in un volume caratterizzato dalle dimensioni del
core fortemente repulsivo del potenziale.

1. Materia nucleare.
In questo caso il raggio del core fortemente repulsivo dell’interazione ¢ o ~ 0.5 fm. Il volume di
riferimento e

V= §7m3 = 0.524 fm®
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Empiricamente si trova che la densita d’equilibrio della materia nucleare ¢ di 0.6 nucleoni per
fm3. Tl numero di nucleoni che si trovano nel volume di interesse &

nucleoni
fm3

N = pV = (0.16) (0.524) fm® = 0.084 nucleoni

. Elio liquido.

La densitd di massa dell’elio liquido & 1.47 - 10° g m 3. Il peso molecolare & 4 g mole™!, ovvero
il peso di un numero di Avogadro di atomi di elio. La densita in numero dell’elio liquido ¢

1.47-10%g 6.2-10*®  2.263 - 10*®atomi
p= 3 = 3
m 4g m

Nell’elio le dimensioni del core fortemente repulsivo sono 0=2.9 A= 2.9 107*° m. Il volume
della sfera avente raggio o & V = 1.024 - 10~ ?®*m?. Il numero di atomi nel volume interessato &
(Vp) = 2.317.
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Soluzioni senza approssimazioni
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Capitolo 4

Tecniche Monte Carlo

Lo sviluppo della tecnologia elettronica di questi ultimi decenni ha enormemente aumentato le capacita di
eseguire calcoli numerici. Questi sviluppi tecnologici hanno permesso il diffondersi di tecniche di calcolo
Monte Carlo. Il nome Monte Carlo indica un uso del computer che si basa sulla sua capacita di produrre
sequenze di numeri casuali. Queste sequenze vengono utilizzate in vari modi, ad esempio, per simulare il
comportamento di sistemi complessi, come ’evoluzione temporale di una popolazione o il funzionamento
di rivelatori ed acceleratori di particelle.

In queste note discutero come le tecniche Monte Carlo sono utilizzate nell’ambito della fisica dei
sistemi a molticorpi. Queste tecniche permettono di risolvere ’equazione di Schrédinger che descrive il
sistema senza fare approssimazioni. Le uniche limitazioni di questi calcoli sono di tipo numerico, cioe
legate agli algoritmi numerici utilizzati.

L’uso del Monte Carlo in questo ambito € legato alla possibilita di effettuare integrali multidimensionali
in breve tempo. Prima presentero 'idea di base dell’integrazione numerica con tecniche Monte Carlo, e
poi varie implementazioni nell’ambito della soluzione del problema a molticorpi.

4.1 Integrazioni Numeriche

Se consideriamo soltanto le coordinate spaziali, la funzione d’onda |¥) di un sistema di A particelle, &

caratterizzata da 3A variabili, tre per identificare la posizione di ogni particella. Questo significa che il

calcolo dell’energia

(V[H|VY)
(wlw) -

implica integrali a 3A dimensioni. Consideriamo una griglia uniforme di coordinate cartesiane, ed indi-
chiamo con N il numero dei punti di questa griglia, il numero degli integrali da calcolare & N34~1 4 1.
Il numero di punti adottato nell’'uso delle comuni tecniche di integrazione a una dimensione, regola dei
trapezi, Simpson, ecc., ¢ dell’ordine del centinaio. Anche ipotizzando tempi estremamente ridotti per ogni
integrale, ad esempio 1079 s, si vede come sia difficile utilizzare queste tecniche per descrivere sistemi
a molte particelle. II calcolo di un sistema con A=4 richiederebbe 10° s, circa quattro mesi di calcolo
ininterrotto, con A=5 circa 400 anni.

Il calcolo degli integrali con tecniche Monte Carlo non € molto conveniente per integrali ad una
dimensione, perche richiede molto pit1 tempo macchina per ottenere accuratezze confrontabili con quelle
ottenute con tecniche tradizionali. D’altra parte, &€ 'unica tecnica che permetta di effettuare stime degli
integrali a molte dimensioni in tempi ragionevoli.

Presento qui la tecnica per il caso ad una dimensione, che verra banalmente generalizzata, nel caso di
integrali a piu dimensioni.

E= (4.1)

35
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Supponiamo di voler calcolare il seguente integrale definito

b 1
/ f(u)du:(bfa)/o flx)dz (4.2)

dove ho ridefinito la variabile di integrazione come

u—a
b—a

(4.3)

Tr =

Dal punto di vista numerico si stima il valore
dell’integrale sommando valori di f calcolatiin N 59 : , , ,
punti casuali della variabile di integrazione z,

! 1 N L5
I= /0 fla)do ~ > flwi) (4.4)

i=1

La stima di I sara tanto piu vicina al valore cor- 1.0

retto dell’integrale quanto piu grande sara il valore
di N.

Il numero sufficiente di punti per ottenere sti-
me sempre piu accurate del valore dell’integrale
dipende dal comportamento di f nel dominio di
integrazione. Se questo andamento & molto liscio, 0'00.0 0.12 0'14 0}6 0.18 10
pochi punti saranno sufficienti per avere una buo-
na stima dell’integrale. Nel caso in cui f fosse una

0.5

Figura 4.1: Funzioni da integrare con il metodo Monte
costante, basterebbe un solo punto. C . . . . . .
] . . e arlo. I punti rossi e le croci nere indicano i punti delle
Una strategia ut.lle pe.r rendere piti 1150.10 lan- due funzioni selezionati con una scelta casuale dei valori
damento della funzione integranda, consiste nel gj x.

moltiplicarla, e dividerla, per una funzione peso
P, definita sempre maggiore di zero nell’intervallo
di integrazione, che si comporta come una densita
di probabilita

/1 P(z)dx =1, (4.5)

quindi

1
) p(2)dz = / F(z)P(z)dz . (4.6)

1 1
B B /
= 0 fa) do = /0 P(UC) 0

Definisco una nuova variabile

[T dy(@) _ _
o) = [ P s U = Pa) 0 =0 5 1) =1, (4.7
quindi
i = [ @@ de = [ P dy~ LS LEw)
1= [ swar= [ Fwpear= [ Few)iv= 530 500 (1.8)

La scelte opportune di P sono quelle che rendono il rapporto f/P quasi costante. Il problema consiste
nell'inversione della (4.7), che potrebbe non essere banale.
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A questo punto interviene un teorema, detto Teorema del limite centrale, che descrive la di-
stribuzione dei valori approssimati di I. Il teorema afferma che, data la distribuzione dei valori di
SN

N
1
Sn =+ z_; F(z), (4.9)
per valori molto grandi di IV si ha

lim P(Sy) = W) : (4.10)

1
———ex
NS00 \2mo%; P < 20%

dove ho definito

(F) = 1F(x)P(a:)da: ; (F?) = 1F2(x)P(x)dx ; a?vzi(<F2>—<F>2). (4.11)
0 0 N

Il teorema € basato sul fatto che la variabili  sono equiprobabili. Il risultato del teorema indica che il
valore di I ha, per N abbastanza grande, una distribuzione gaussiana attorno al valore atteso. L’ampiezza
della distribuzione & oy e scala come N~/2. Quindi

[ _ /[ [ _ 1o fawm)
If/o f(x)dxf/o F(x)P(x)dxf/O F(x(y))dyfﬁgmimv (4.12)

Yi

Questa tecnica puo essere estesa ad integra-
2.0 . . . . li multidimensionali. L’incertezza gaussiana &
indipendente dal numero di dimensioni.

L’idea di base € quella di applicare questa tec-
15+ Gy 4 nica per il calcolo dell’energia (4.1), o, pit1 in ge-
nerale, per quello del valore di aspettazione di un
operatore qualsiasi O tra due stati a molticorpi.

1.0 A

4.2 Monte Carlo Variazionale
05 1 (VMO)

Una prima applicazione delle tecniche Monte Carlo
0.0 * * per calcoli di integrali a molte dimensioni e basata
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 o Lo
sul principio variazionale.
La ricerca del minimo del funzionale dell’e-
Figura 4.2: Distribuzione gaussiana attorno al valore nergia (4.1) equivale a risolvere I'equazione di
centrale. Schrodinger (vedi ’Appendice A). Nelle applica-
zioni pratiche, la ricerca del minimo viene effettua-
ta considerando solo funzioni d’onda che abbiano
precise espressioni funzionali. Questa limitazione
restringe la ricerca del minimo in un sottospazio
di Hilbert ristretto, e per questo motivo la soluzione dell’equazione di Schrédinger e approssimata ed
il valore dell’energia ottenuto in questo modo & sempre maggiore, solo in casi ideali uguale, al valore
dell’energia che si otterrebbe senza alcuna approssimazione.
Nel caso dei calcoli VMC la funzione d’onda di prova viene costruita in analogia a quanto fatto nella
teoria della Funzione di Base Correlata , (si veda il capitolo 12),

Wr) = F|a) (4.13)
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dove |®) ¢ un determinante di Slater e F' ¢ una funzione di correlazione. La funzione di correlazione ¢
definita secondo l'ipotesi detta di Jastrow, cioé come prodotto di funzioni di correlazione a due corpi

A
F=]] ) - (4.14)

1<J

Abbiamo visto che una caratteristica tipica delle interazioni dei sistemi a molticorpi € la presenza di un
core fortemente repulsivo a piccole distanze tra le due particelle interagenti. Lo scopo della correlazione
f € quello di impedire che queste due particelle si avvicinino nella zona del core repulsivo. Per questo
motivo la funzione di correlazione f di due particelle € circa zero per piccole distanze relative, e tende ad
uno per distanze maggiori del raggio d’azione delle forze, che ricordo sono a corto raggio.

La complessita dell’interazione nucleone-nucleone, richiede, in fisica nucleare, di usare espressioni
della correlazione che dipendono dai vari termini operatoriali, in analogia all’espressione dell’interazione

presentata nel Paragrafo 3.3.1
A
F=8]] <Z fp(rij)oipj> : (4.15)
P

i<j
dove S & un operatore che rende simmetrico F' per lo scambio di due indici 4, j. Questo € necessario poiché
il determinante di Slater ® & gia antisimmetrizzato per lo scambio di due fermioni, e gli operatori OP,
in generale, non commutano tra loro. Le espressioni degli operatori sono quelle presentare nel Paragrafo
3.3.1.
Le funzioni d’onda che sono utilizzate nei calcoli VMC sono espresse come

W), 5T = S Y Ro(RA(HAT) (4.16)

s=1,24 t=1,24

dove R indica la parte radiale della funzione d’onda, R rappresenta l'insieme di tutte le coordinate
spaziali che descrivono i fermioni del sistema, e con X5 e A; ho indicato la parte della funzione d’onda che
descrive i termini di spin, S e isospin, T. Questa parte della funzione d’onda descrive tutte le possibili
combinazioni di spin e isospin possibili nel sistema formato da A nucleoni. Per un nucleo con Z protoni
e A — Z neutroni, il numero di queste combinazioni ¢ dato da

Al

Neon =o4_ =
cont Z(A=27)!

(4.17)

I valori di N¢ons ottenuti per alcuni nuclei di interesse sono stati presentati nella tabella 4.1.
Come abbiamo visto, nel Paragrafo 3.3.1, in fisica nucleare si puo esprimere 'interazione tra due
nucleoni utilizzando un’espressione del tipo

V(i,j) =Y vP(ry)0L (4.18)

dove le vP sono funzioni scalari della coordinata relativa tra le due particelle interagenti. Gli elementi di
matrice dell’interazione (4.18) sono direttamente calcolabili per stati nella rappresentazione (4.16).
Consideriamo, ad esempio, il termine dipendente dallo spin, p=3 in (4.15). Usando le tradizionali

matrici di Pauli
(0 1 (0 i _(1 0
O’x:<1 0>’Jy:(i O)’UZ_(O _1>, (4.19)

posso definire gli operatori ascedenti e discendenti come

1 . 0 1
0+:2(ox+wy)(0 0) , O_

%(ax —ioy) < (1) 8 ) (4.20)
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Nucleo | Z N=A-Z Neons
SH 1 2 24
3He 2 1 24
1He 2 2 96
6He 2 4 960
611 3 3 1280
8He 2 6 7168
2c 6 6 3784704
160 8 8 8.4-108
40Ca, 20 20 1.5-10%3
18Ca 20 28 4.7-10%7

Tabella 4.1: Numero di configurazioni di spin e isospin per alcuni nuclei.

la cui azione sugli autostati di spin e

ol =11 s sl D=0 o D=0 o[ D=[D: ol D=ID; ol =4 . @21)

Per semplificare la scrittura ho indicato con | 1) la funzione d’onda di spin con componente 1/2 sull’asse
z, e con | ]) quella con componente -1/2.
Posso esprimere il prodotto scalare dei due operatori di spin come somma di operatori ascendenti e
discendenti
o(l)-0(2)=2[0:(1)o-(2) + o4 (2)o_(1)]+ 0.(1)o.(2) . (4.22)

Considerando, ad esempio, il caso di tre particelle fermioniche, ottengo

( ) (d1dada)

( ) 2(J1T2ds) — (T1la2da)

( ) 2(T1d2ds) — (dat2ds)
CRCT il Bt (29

( ) 2(41T213) — (T1d2ts)

( ) 2(T1dat3) — (JaT2ts)

( ) (t1T2713)

dove ho utilizzato i pedici per identificare la particella, e ho messo parentesi tonde per indicare il prodotto
di tre autostati di spin.

Il calcolo dell’energia non ha problemi formali, e consiste nel calcolare il valore di aspettazione
dell’hamiltoniana

(U |H|¥T)
(Ur[¥r)

Il principio variazionale si applica cercando il minimo di questo funzionale di energia. I termini che
possono variare sono le funzioni d’onda ¢; di singola particella che formano il determinante di Slater, e
le funzioni scalari f della correlazione.

Nel calcolo dell’energia (4.24), e piu in generale del valore di aspettazione di un qualsiasi operatore
O, il modulo della funzione d’onda |¥|? gioca il ruolo della funzione peso P(z) presentata nella sezione
precedente. La funzione d’onda ¥ di un sistema fermionico e antisimmetrica per lo scambio di due
particelle. Questo significa che scambiando due particelle la funzione d’onda cambia di segno. Dato
che ¥ ¢ una funzione continua, esistono dei valori di R per i quali la funzione d’onda & nulla, quindi
¢ nullo anche il modulo quadro. Evidentemente questi punti nei quali la funzione P(x) ¢ nulla creano

E = (H) = (4.24)
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problemi nel calcolo dell’integrale (4.12). Questo problema, noto in letteratura come problema del segno,
viene affrontato con tecniche approssimate. Questo inserisce nel calcolo di sistemi fermionici alcune
approssimazioni di principio, assenti nel caso di sistemi bosonici.

4.3 Green Function Monte Carlo (GFMCQC)

I limiti del calcolo VMC sono legati al fatto di dover scegliere un’espressione specifica della funzione
d’onda di prova. Nel caso presentato sopra, si tratta dell’espressione (4.13) che propone una funzione
d’onda di prova composta dal prodotto di un solo determinante di Slater moltiplicato per una funzio-
ne di correlazione, che a sua volta ha un’espressione particolare. La tecnica GFMC risolve I'equazione
di Schrodinger senza fare alcuna restrizione dell’espressione della funzione d’onda a molticorpi. Que-
sta tecnica e indipendente da parametri o ipotesi di partenza, ma dipende solo dall’hamiltoniana, cioe
dall’interazione.
Riscrivo la funzione d’onda di prova come combinazione lineare di autostati dell’hamiltoniana H

dove i coefficienti D,, sono numeri. Utilizzo un operatore di evoluzione temporale nel quale considero
un tempo immaginario 7. Faccio evolvere la funzione d’onda di prova per un valore infinito del tempo
immaginario

. _H-FEg . _H-Eg . _En—FEq
Jim ™ W) = lim em Y D, = TILH;OZe "D, |W,,) = Do|W) (4.26)
n n
questo perché per n # 0 si ha F, > Ej, dove quest’ultima ¢ 'energia dello stato fondamentale del
sistema. Considero 1’evoluzione in piccoli incrementi temporali dr di uno stato in rappresentazione delle

coordinate |R)

U(R, 7 +dr) = (R|U(r + dr)) = (R|e” T T | @ (7)) = / dR' (Rle~ =BT |RV(R/|U(7)) , (4.27)
propagatore
dove ho considerato la completezza
/dR’|R’><R’| 1

Considero '’hamiltoniana H = T + V, e faccio Iipotesi che il potenziale V' sia diagonale in R, ovvero
che sia locale. Questo significa che i termini operatoriali del potenziale non contengono derivate rispetto
ad R. Questa ¢ una delle richieste fondamentali dei calcoli Monte Carlo. Per semplificare i calcoli ¢
conveniente utilizzare un’espressione approssimata dell’esponenziale detta Formula di Trotter-Suzuki

e~ (THV=B)F — o=3(V=Eo) % o~ T4 o5 (V=Fo) 5 | o(dr?) (4.28)

valida per
|dr3(TV —VT)| < 1. (4.29)

Considerando questa espressione, e trascurando i termini in d73, ottengo
U(R, 7 +dr) ~ /<R|e’%(V’EO)% |R)(R|e” "% |R')(R|e” 3V —F) % |RYU (R, 7)dR'

= / e [FVRTVER)) Bl Bl o~TF | RVY(R, 7)dR’ . (4.30)
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Definisco i propagatori

Gy(R+ R) = e [3(VERIWVER))-Eo]s5 (4.31)
Go(R+ R) = (RleT%|R). (4.32)

Calcolo il propagatore libero Gy usando 1’equazione di Schrédinger dipendente da 7, il tempo imma-
ginario

) R
—® - —V?® =0. 4.
haT (R, T) QmV (R,7)=0 (4.33)
Per risolvere questa equazione uso la trasformata di Fourier in n = 3A dimensioni
O(K,7) = / dRe " ®Ry(R,7) , (4.34)
che soddisfa I’equazione
d - WK? -
h—o(K O(K,T)= 4.
SR(K ) + (K T) =0, (435)
con
~ ~ hWAK? 1 ~ .
(I)(K7T) = (I)(K,O) exXp { — om ﬁ = (I)(K7O)Q(K7T) ) (436)
dove ho definito )
hK
g(K,T) = e . 4.
J(K,T) = exp ( o T> (4.37)

Per il teorema del prodotto di convoluzione, I'equazione (4.36) puo essere considerata come il risultato
del prodotto di convoluzione di ® e g nello spazio delle coordinate, quindi, in questo spazio, posso scrivere

O(R,7) = / o(R',0)g(R — R, 7)dR’ (4.38)

e ottenere g nello spazio delle coordinate come antitrasformata

_ KR _nrge  exp(—2mR?/4hT)
g(R,T) = (2m)" /dKe e 2 = (2%)n/2 , (4.39)
quindi
BR7) = — /dR/ exp [7£(R7 R/)z} B(R.0) .40)
’ (Rt fm)n/2 2hT 15 .
e il propagatore libero puo essere espresso come
’ "\ P 2hT ’ :

L’evoluzione della funzione d’onda totale data dell’equazione (4.30) come prodotto dei propagatori
libero e correlato, assume l’espressione

AT

YR+ AT) ~ /dR’ exp { {—; (V(R) +V(R)) - EO] n}

X <Zm> " exp [—%(R - R’)?} V(R 7). (4.42)
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Figura 4.3: Convergenza dei risultati GFMC in funzione del crescere del valore del tempo immaginario 7.

Per il calcolo del valore di aspettazione di un operatore qualsiasi si usa una rappresentazione mista
nella quale sono presenti sia lo stato di prova che quello ottenuto facendo evolvere il tempo fino al valore
7. Definendo R,, I'insieme di coordinate spaziali al tempo 7, e

Pn = Ran—an—Q T RO ) (443)
posso esprimere il valore di aspettazione in rappresentazione mista come

(Ur|O|¥(r)) _ [dP ¥ (R,) O G(Ry, Rya) -+ G(Ry, Ro)Ur(Ro)
(Wp|W(r)) [ dP, Wk (R,)G(Ry, R, 1) - - G(Ry, Ro)¥r(Ry)

(O)mix = , (4.44)

dove il propagatore GG € dato dal prodotto di G,, e Gy. Con buona approssimazione il valore di aspettazione
dell’operatore O ¢ dato da
(0) ~ (O)mix + [(O)mix — (O)1] - (4.45)

Nella Figura 4.3 si mostra I’andamento delle energie di vari stati del 8B, calcolati con GFMC, in
funzione del tempo immaginario 7. Si vede che il valore delle energie diminuisce con aumentare del
tempo fino a raggiungere un valore costante, come indicato dall’equazione di evoluzione (4.3). Questo
metodo puo essere applicato per identificare le energie minime di ogni stato caratterizzato da un momento
angolare e parita. Nel caso del 8B, nucleo con numero pari di protoni e neutroni, lo stato fondamentale
& caratterizzato da 0T,

Le differenze tra calcoli VMC e GFMC sono mostrate nelle tabelle 4.2 e 4.3 e nella Figura 4.4. 1
risultati delle due tabelle mostrano per i liquidi di elio bosonico, tabella 4.2, e fermionico, tabella 4.2, la
sensibilita dei risultati VMC alla scelta della funzione d’onda di prova ¥r. D’altra parte i calcoli GFMC
sono indipendenti da questa scelta e producono energie inferiori a quelle del VMC, confermando la
limitazione formale del principio variazionale, e piu vicini ai valori sperimentali. Considerazioni analoghe
possono essere fatte anche per quanto riguarda i risultati mostrati in Figura 4.4 per le energie di legame
di nuclei leggeri.

L’effetto dell’inserimento della forza a tre corpi nell’hamiltoniana nucleare ¢ mostrato nella Figura
4.5.
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Metodo Funzione di prova Energie (K)
VMC  McMillan 5.72(2)
VMC PPA -5.93(1)
VMC Shadow -6.24(4)
VMC  McMillan + 3B -6.65(2)
VMC OPT + 3B -6.79(1)
GFMC  McMillan 7.12(3)
Exp. - -7.14

Tabella 4.2: Energie, espresse in K, dell’He?* liquido calcolate con VMC and GFMC utilizzando diverse
funzioni d’onda di prova. Exp. & l'energia sperimentale. Dati presi dalla referenza [Sch92].

Metodo Funzione di prova Energie (K)
VMC  McMillan “1.08(2)
VMC 2B + 3B -1.61(3)
VMC 2B + BF -1.55(4)
VMC 2B + 3B + BF -2.15(3)
GFMC 2B + 3B + BF -2.44(4)
Exp. - -2.47

Tabella 4.3: Energie, espresse in K, dell’He? liquido calcolate con VMC and GFMC utilizzando diverse
funzioni d’onda di prova. Exp. & l'energia sperimentale. Dati presi dalla referenza [Sch92].
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Figura 4.4: Confronto tra i risultati VMC e GFMC per nuclei leggeri [Car05].
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Figura 4.5: Effetto dell'inserimento dell’interazione a 3 corpi nell’hamiltoniana. [Car05].
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Capitolo 5

Rappresentazione dei numeri di
occupazione

5.1 Determinanti di Slater

La Rappresentazione dei Numeri di Occupazione (RNO) basata sugli operatori di creazione e di di-
struzione ¢ stata introdotta nella teoria dei campi. In questa teoria 'uso di questi operatori & necessario
dato che il numero di particelle non & fisso, poiché & energeticamente possibile creare coppie particella—
antiparticella. In Meccanica Quantistica non relativistica, la creazione di coppie non & possibile. Il
formalismo della RNO, anche se non necessario, risulta essere comunque comodo anche in ambito non
relativistico per lo studio di sistemi composti da molte particelle.

Come ¢ stato accennato nell’introduzione, considerero solo il caso fermionico.

Un sistema di A particelle & descritto dalla funzione d’onda che soddisfa I’equazione di Schrédinger

indipendente dal tempo:
HY(z1,29...24) = EV(x1,29...24) (5.1)

dove x indica tutti i numeri quantici che caratterizzano la particella: posizione (r), spin (o), isospin ()
ed eventualmente, sapore e colore.
Dato che stiamo trattando un sistema fermionico ¥ deve essere antisimmetrica per lo scambio di due

particelle:
\I!(x“,xj) = —\I!(xj,,xz) (52)

Ognuna di queste autofunzioni puo essere scritta come combinazione lineare di un sistema completo di
autofunzioni ortonormali. Lo stesso concetto puo essere formulato dicendo che ogni autofunzione puo
essere sviluppata su una base ortonormale:

U= Zci‘bu (5.3)

dove ho indicato con ®; dei determinanti di Slater e con C; delle costanti. Il determinante di Slater & co-
struito con prodotti di funzioni d’onda di particella singola che formano una base di funzioni ortonormali.
Questa base viene costruita partendo da un’equazione di Schrédinger di singola particella:

hu¢v(z) = Eu(bu(x)v (54)

dove v e I'insieme dei numeri quantici caratterizzanti lo stato di ogni singola particella; ad esempio le tre
componenti dell’impulso p nel caso di onde piane, o i numeri quantici principale, n , orbitale [, momento

47
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angolare j e la sua proiezione sull’asse di quantizzazione m, nel caso di stati generati da un potenziale a
simmetria sferica.

Date le funzioni d’onda di singola particella ¢, il determinante di Slater per A particelle viene costruito
come:

W1, 0) = 2 3 PO (060 a2) G (), (5.5)
P

in cui ho indicato con P le permutazioni tra gli indici delle coordinate. Il fattore /A! garantisce la
normalizzazione:

(@|®)=1 . (5.6)

L’eq. (5.5) pud essere scritta come

) ¢V1.(x1) ¢uA.(331)

D(xy...24) = T

: : (5.7)
Guy(Ta) oo Pua(Ta)

Il determinante di Slater ¢ autostato di un’hamiltoniana a molticorpi che &€ somma delle hamiltoniane
di singola particella:
> h®=Hy® =& . (5.8)

5.2 Operatori di creazione e di distruzione

Il determinante di Slater contiene informazioni ridondanti. Cio che interessa, dal punto di vista fisico,
e sapere se lo stato di singola particella ¢, sia occupato oppure no. L’informazione su quali siano i
fermioni che occupano quello stato e irrilevante dato che tutti i fermioni che compongono il sistema sono
identici. L’informazione contenuta nel determinante di Slater puo essere condensata in un insieme di
numeri ordinati che indicano quali stati di singola particella sono occupati. Si pud quindi costruire una
corrispondenza tra determinante di Slater e questo insieme di numeri ordinati:

|®Y — |va,va_1...11). (5.9)

L’ordine normalmente utilizzato ¢ quello dell’energia crescente dello stato di singola particella. A w4
corrisponde lo stato ad energia piu alta ecc.

Questo modo di rappresentare un determinante di Slater stato ¢ chiamato Rappresentazione dei
Numeri di Occupazione (RNO).

E utile legare tra loro stati con diverso numero di particelle. Ad esempio, lo stato di singola particella

lpn) = [v), (5.10)

puo essere pensato come ottenuto dallo stato vuoto |0) aggiungendo una particella. Simbolicamente:
lv) = a}|0), (5.11)

dove a rappresenta l'operatore che crea una particella nello stato caratterizzato dai numeri quantici v.
In generale si ha che:
aflva...v1) = lvva...1n). (5.12)

Lo stato di A + 1 particelle non & necessariamente ordinato. Per sistemare nella posizione corretta la
particella v & necessario considerare che ogni cambio di posizione produce una fase negativa che moltiplica
lo stato (questo sempre perché consideriamo fermioni). Le possibili ambiguita del segno si possono fissare
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scegliendo la convenzione che il segno del determinante rimanga lo stesso se si crea una particella nella
prima posizione, come & stato ipotizzato nello scrivere 'eq. (5.12).
Ad esempio:
af |vsve) = [vsre) = —|vsive) = |vsvary) . (5.13)

Dalle equazioni (5.11) e (5.12) segue che:

lva...v) =af af .a;}]0) . (5.14)

vaZva—1 -

Per le proprieta del determinante di Slater si ha che:
aflva...v...v) =0. (5.15)

Questa operazione inserisce in un determinante una riga, o colonna, uguale a una riga, o colonna, gia
presente. Dal punto di vista fisico l’eq. (5.15) esprime il principio di esclusione di Pauli.

Da quanto detto si puo dedurre che gli operatori di creazione godono della seguente proprieta di
anticommutazione:

afaf =—at al (5.16)
Per dimostrare ’eq. (5.16) supponiamo v > v/
afal,®MA... ...1) = 0LafeAt AV .. 1) = 0L0L,eA2 A vV 1)
(5.17)
alLaf®A(A... ...1) = oMl (A..v... 1) = olelleAY2(A. v V. 0)

In queste equazioni ho indicato con 6% = (—)P = (—1)P la fase acquisita facendo le permutazioni necessarie
per sistemare la particella v, e analogamente 6, = (f)p,, mentre con 817 e 017 ho indicato le fasi ottenute
nel secondo caso. Dato che ho ipotizzato che v/ sia minore di v, ho che 67 = 617 perché il numero di
permutazioni necessario per sistemare v & lo stesso nei due casi. D’altra parte 8, = —6ZF perché nel
secondo caso ¢’¢ una permutazione in pit da effettuare per sistemare v’. Quindi:

afal,® =—alal® (5.18)
da cui 'equazione operatoriale (5.16). Ovviamente I’equazione (5.16) implica che:
(af)* =0 (5.19)

che & un altro modo di esprimere l'eq. (5.15).

Si pud definire 1'aggiunto dell’operatore a™ la cui azione pud essere compresa facendo I’aggiunto
dell’eq. (5.11).

(¢t = a, (5.20)
v)=as0) (] = (Olay (5.21)
(nve...vnl = 0lay, .. Guy_ Gy (5.22)
dato che (v|v) =1 si ha che:
(0]a,a;f]0) =1 (5.23)
————

10)
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quindi,
0) = aya;]0)
a,|v) =10) (5.24)

L’azione di a, sullo stato ket & quindi quella di distruggere una particella che si trova nello stato |v),
da cui il nome di operatore di distruzione. Analizziamo il comportamento di a,,..

Ay, VA VeV lp 1)) = VA Ve Vg ) (=) se v=u, (5.25)
Dato che, per definizione, nello stato vuoto non ci sono particelle, si ha che:
a,|0) = 0. (5.26)

Quindi se il vettore |vy ...v1) non contiene lo stato v allora
aylva...v1) =0. (5.27)

Anche nel caso degli operatori di distruzione, utilizzando le metodologie descritte per gli operatori di
creazione, si puo dimostrare che:

Uy, Qpy = —Cpyyy quindi (a,)* = 0. (5.28)
Allo stesso modo si pud anche dimostrare che, per v; # vo, si ha:
aaf = —a ay,,. (5.29)

Utilizzando le proprieta precedentemente mostrate si ottiene:

0 se veS S={va...1n}
+ —
ayay|va...vy) = { a. . v1) se v S (5.30)
T B lva...v1) se vels
ayaylva...vy) = { 0 o v s (5.31)
Dalle equazioni (5.30) e (5.31) si ha che:
(auaj—&—ai‘ay) lva...v1) =|va...11). (5.32)

Questa equazione ¢ valida per qualsiasi vettore |v4 ...v1) dato che uno dei due addendi dara risultato
nullo, mentre ’altro produrra il vettore di partenza.
L’eq. (5.31) definisce 'operatore numero di occupazione:

n, = ata, (5.33)

i cui autovalori sono 1 o 0 se lo stato a molticorpi a cui & applicato contiene o no lo stato di singola
particella v.
La relazione operatoriale data dalle (5.30) e (5.31) é:

ayal +afa, =1 (5.34)
Le relazioni (5.16), (5.28), (5.29) che definiscono le proprieta degli operatori di creazione e di distru-
zione, possono essere sintetizzate come:

{av,af,} = 6,0 {av,a,} =0 {a},a}} =0, (5.35)

v

dove il simbolo {, } indica l'operatore di anticommutazione.

Nel caso di sistemi a molticorpi descrivibili con simmetria sferica ¢ utile lavorare con tensori sferici
irriducibili. A questo scopo si utilizzano operatori di creazione e distruzione leggermente modificati come
indicato in Appendice B.
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5.3 Operatori ad uno o a due corpi

La corrispondenza tra vettori nella RNO e vettori nello spazio delle configurazioni puo essere spinta piu
avanti per trovare una corrispondenza tra operatori.

Chiamiamo |S) e |S’) due vettori nella RNO e |®g) e |Pg/) i due corrispondenti determinanti di Slater.
Considero nello spazio delle configurazioni un qualsiasi operatore a molti corpi Og(x1...24). Si ottiene
I’espressione corrispondente O di questo operatore nella RNO imponendo 'uguaglianza degli elementi di
matrice:

(®s|Os|®s) = (S'|0]S) (5.36)

Nello studio dei problemi a molticorpi gli operatori che si incontrano pit frequentemente sono quelli
a uno e due corpi.

Nello spazio delle coordinate, un operatore a un corpo ¢ dato dalla somma di operatori che dipendono
solo da una coordinata;

Ol(xy...xy) = Z ol (x;) (5.37)

L’energia cinetica ¢ un tipico operatore a un corpo.
Utilizzo per semplicita una base di funzioni d’onda di singola particella in cui O! ¢ diagonale

Ol(x)¢v(x) = Wu(bv(x)' (538)
Utilizzando il determinante di Slater formato dalle ¢, si ha che:

O'xy...x4)0s(x1...24) =

BS

SN ol (@) Py, (1) .- by (wa) =

P i=1

= Z P POI zz)¢”1(x1)"'¢VA(IA)
P 1

K2

==
ES

ﬁ\

hS

= Z P WV¢P¢)V1("L‘1)"'¢VA($A)
P 1

1=

8

wy®s= Y w,Ps= Zwyn,,CDS (5.39)

1 v occupati

.
Il

Dove ho indicato con P l'operatore che effettua tutte le possibili permutazioni. Nel risultato precedente
n, = 1 per i livelli occupati e n,, = 0 per quelli non occupati. Il calcolo dell’elemento di matrice diventa:

(@s|ODs) = > wyn, (Bs|Ds) = (5.40)
= D w (5 mls) = (5107)5) (5.41)

dove & stato usato l'operatore numero di occupazione definito in eq. (5.31). Sostituendo si ha che:

(8"10718) = (S Zw,,a ay|S) (5.42)

da cui:

o = waajal, (5.43)
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dove
Wyy = /d?’mﬁ,ﬁ(r)ol(r)qﬁy(r). (5.44)
Riferendosi ad una base qualsiasi 'operatore ad un corpo puo essere scritto come:
o' = Y ol,afay (5.45)
o, = /d?’;vd);ﬁ(x)ol(x)(b,,/(x) = (v|o"|V) (5.46)

Questa equazione mostra che I'operatore ad un corpo distrugge una particella in v/ e ne crea una nel
livello v. E ovvio che v/ deve essere occupato e v vuoto. Quindi 'operatore puod creare una coppia
particella-buca. Nel caso in cui |\S) = |S’) i soli contributi non nulli sono quelli in cui v/ = v.

La stessa procedura puo essere utilizzata per ottenere 1’espressione in RNO degli operatori a due corpi,
definiti come somma di operatori che dipendono da due coordinate:

O (z, .. Zo (@i, ) Zo” Ty, ;) (5.47)
1<J z;é]

Un tipico esempio di operatore a due corpi ¢ il potenziale d’interazione V = % Do £ V(z;,x;). Operatori
di questo tipo nella RNO si esprimono come:

Z Ouuu p’a’ af O Qs (548)
v’ !
in cui abbiamo definito:
Ol = (vulOM W'y = / dadz’ ¢}, (x) ¢ (") o (z, &) pur () Bpur (2) (5.49)

Da notare I'ordine degli operatori e degli indici.
In questo caso, 'operatore distrugge due particelle al di sotto della superficie di Fermi e ne crea due
al di sopra.

5.4 Operatori di campo
Gli operatori di creazione a;l e distruzione a, si riferiscono a una base specifica i cui stati di particella
singola sono caratterizzati dai numeri quantici v. Si puo passare ad una rappresentazione indipendente

dalla base utilizzando gli operatori di campo.

r) = Z a, ¢, (1) distrugge una particellanel puntor (5.50)

(r) = Z al¢k(r) crea una particellanel puntor. (5.51)

Nota che ¢ & una funzione d’onda di singola particella, mentre )+ e 1) sono operatori che creano e
distruggono una particella nel punto r.

Le equazioni precedenti possono essere invertite per esprimere gli operatori di creazione e di distruzione
in funzione degli operatori di campo.

_ / Eroyru) e af = / @Br o, ()9 (x) (5.52)
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Utilizzando le proprieta di anticommutazione (5.35) degli operatori di creazione e distruzione, si ottengono
analoghe relazioni per gli operatori di campo:

{7 @)} =0 {o().p)}=0  {¢(r)e@)}=0(r—1) (5.53)

Gli operatori a uno o due corpi possono essere espressi in termini di operatori di campo come:

o' = /d?’m/ﬁ' (r)o! (r)e(r) (5.54)
1
ol = 3 / d3rd®r'y T (e)T () O (v, v ) () (r) (5.55)
L’operatore hamiltoniano puo essere espresso come:
1
H = T+V= Z<V|T|V/>ajay, +5 Z /(Vu|V|V/u'>aja:au’au’ (5.56)
vv vv'pp

- / d>ry(r) (—zhmv2> Y(r) +% / drd®r' T ()T (¢)V (r, ) () (r). (5.57)
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Capitolo 6

Teoria perturbativa dei sistemi a
molti corpi

6.1 Rappresentazioni

I valori degli osservabili in meccanica quantistica sono ottenuti calcolando elementi di matrice di operatori.
Queste quantita sono invarianti se si applica la stessa trasformazione unitaria agli stati e agli operatori.
Queste trasformazioni unitarie possono contenere il tempo e, per esempio, possono trasformare gli stati
|¥s(t)) in stati indipendenti dal tempo. In questo caso la dipendenza temporale sard inserita nella
definizione degli operatori. Queste trasformazioni unitarie dipendenti dal tempo definiscono quelle che
sono chiamate rappresentazioni della Meccanica Quantistica.

Rappresentazione di Schrédinger

La rappresentazione pitt comune € quella di Schrédinger in cui i vettori che descrivono lo stato del sistema
sono dipendenti dal tempo, mentre gli operatori sono indipendenti dal tempo. In questa rappresentazione,
I’evoluzione temporale del sistema e descritta dall’equazione:

(1)) = HIs(0), (6.1)

detta appunto equazione di Schrédinger.
Per sistemi in cui ’energia & conservata, ’operatore hamiltoniano H non dipende esplicitamente dal
tempo. In questo caso la soluzione formale della (6.1) ¢:

_jH—tg)

(Ws(t)) = e [Us(to))- (6.2)

In questa equazione e presente la funzione esponenziale di un operatore. L’azione di questa funzione sullo
stato |¥g(tg)) ¢ definita in termini dello sviluppo in serie dell’esponenziale. Inoltre, dato che H & un
operatore hermitiano, ex & unitario.
L’equazione (6.2) permette di costruire la soluzione dell’eq. di Schrodinger ad un qualsiasi tempo ¢

una volta noto lo stato del sistema ad un tempo ty.

Rappresentazione di Heisenberg

In questa rappresentazione gli stati sono indipendenti dal tempo mentre gli operatori hanno una esplicita
dipendenza temporale. Gli stati del sistema in rappresentazione di Heisenberg sono legati a quelli della

95
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rappresentazione di Schrodinger dalla relazione:

JHt
h

(W (t) = e 7 |Ws(t)). (6.3)

L’evoluzione temporale degli stati in rappresentazione di Heisenberg e data da:

() = —He R Us(0) + e Fin T Ws(0) = perla(6.1)

= —He'F|Wg(t)) + He' 7 [Ug(t)) =0 (6.4)

da cui risulta che |¥ ) & indipendente dal tempo.

Per ottenere la relazione che descrive gli operatori nella rappresentazione di Heisenberg in termini degli
operatori in rappresentazione di Schrodinger & conveniente uguagliare gli elementi di matrice espressi nelle
due rappresentazioni:

(Ts(t)|0s|Ws(t)) = (Tgle'F Ose™ 5 W), (6.5)

da cul si ottiene la definizione:

On = e''" Oge ' (6.6)
L’evoluzione temporale dell’operatore da 1’equazione del moto:
0 e H i e
ihEOH(t) = —He’%Ose_ZHT + eZHTOSHe_ZHT =
= —HOH—l-OHH:[OH,H] (6.7)

dove si ¢ sfruttato il fatto che H e e’ commutano. In generale, Oy e H non commutano. Nel caso
commutino, allora 'equazione (6.7) indica che Op & una costante del moto.

Rappresentazione di interazione

Questa rappresentazione intermedia tra quella di Heisenberg e quella di Schrédinger e quella di maggior
interesse nella descrizione di sistemi a molticorpi.
Supponiamo che ’hamiltoniana sia indipendente dal tempo e possa essere suddivisa in due termini:

H=Hy+ H,. (6.8)
Definiamo un vettore di stato in rappresentazione di interazione come:
;Hot
(Wi (t)) = e 7 [Us(t)). (6.9)
Lo sviluppo temporale dello stato |¥;(¢)) ¢ dato da:
0 CHgt CHot . O
i Wi (8) = —Hoe # |Ws(t) + ¢ F iho (W (1))
ot ot
= e [—Ho+ Hy+ HiJe ' e |Ug(t)) =

. Hot - Hot
= ¢ Hie '™

Ui(t)) = Hi ()| 9r(t)) (6.10)

Bisogna considerare che in generale H; e Hy non commutano.

Anche in questo caso, I'espressione degli operatori in rappresentazione di interazione in termini di ope-
ratori in rappresentazione Schrodinger puo essere ottenuta eguagliando due elementi di matrice arbitrari
nelle due rappresentazioni:

(Ws()|Os|Ws(1)) = (Uyle™ F Oge™ " W) (6.11)
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da culi si ottiene la definizione:

Or(t) =e"™n Oge "7 (6.12)

Dalle equazioni precedenti appare chiaro che nella rappresentazione di interazione, sia gli operatori
che gli stati dipendono dal tempo. L’equazione del moto in rappresentazione di interazione e:

0 . Hgt . Hgt . Hgt  Hyt
ihaof(t) = *HoelH??OseﬂHT? + e’HT?OsHoe*’H??
= eiyOSe_i%Ho - Hoei%OSe_i%
= OrHy — HyO; =[0((t), Ho| (6.13)

Ricaviamo le espressioni degli operatori di creazione e di distruzione in rappresentazione di interazione.
Per semplificare il calcolo considero una situazione in cui Hy sia un operatore ad un corpo e la base &
diagonale.

Ho = Z hwkagak (614)
k

L’equazione del moto per un operatore di distruzione in rappresentazione di interazione e:

L d i Hot _;Hot ; Haot + _;Hot
ih—arp(t) = €7 [ask, Hole '™ =¢'™ ag,k,g hwgal asp | e
dt . ;
 Hot _; Hot
= e E [as,k,aJsrkfaS,k'} e hwy
k:/

dove I e S indicano rappresentazioni di interazione e Schrodinger rispettivamente. Il termine tra parentesi
diventa (tralasciando il pedice S):

[aka;,ak/ — a;c",(—akakf)} = [aka;:,ak/ — (= Opprap + aka;ak/)] =ay

Si ha quindi:

d
ihaak,I(t) = hwgag,1(t) (6.15)
da cui, ipotizzando a;(t = 0) = ag ottengo
ark(t) = agpe” . (6.16)

Per I'aggiunto si ottiene:
af,k(t) =ak, e (6.17)

3

Siccome la dipendenza temporale ¢ presente solo nella fase complessa, le proprieta di (anti)commuta-
zione degli operatori di creazione e distruzione risultano identiche nelle rappresentazioni di interazione e
di Schrodinger. Abbiamo visto che, in rappresentazione di Schrédinger ogni operatore puo essere rappre-
sentato in termini di ay, e a;c". Per ottenere I’espressione dell’operatore in rappresentazione d’interazione
basta sostituire ay, con ay (t) e analogamente con gli operatori di creazione. Anche gli operatori di campo
sono esprimibili in termini di ay e a:, e quindi la loro espressione in rappresentazione di interazione puo
essere ottenuta applicando la stessa regola empirica.
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6.2 Operatore di evoluzione temporale

Definiamo un operatore U(t, ), detto di evoluzione temporale, che determina il vettore di stato al tempo
t una volta noto il vettore di stato al tempo tg.

W (t) = Ult, to)[¥1(to)) (6.18)

Dalla definizione di stato in rappresentazione di interazione e dall’equazione (6.2) si ha:

Wi(1)) = € Wg(t)) = e h e ) W )
= ei%e”%(t%‘))e*ﬁgo|\I’1(to)>

da cui: g G g
Ult,tg) =e"n e '~ 7 e '"h (6.19)
Le proprieta di U(t,tp) vengono dedotte dalle equazioni precedenti. Ad esempio:
Ulto, to) =1, (6.20)
e anche:
Ut (t,to)U(t, to) = Ult, to)UT (t,t0) =1 (6.21)
che implica:
UT(t,to) = U (t,to) (6.22)
Ul(t1,t2)U(ta,t3) = U(ty,t3) (6.23)
Ul(t,to)U(tg,t) =1  cheimplica Ulto,t) = U (¢,t0). (6.24)

L’equazione (6.19) non & molto utile per il calcolo di osservabili. Dal punto di vista della complessita di
calcolo, risolvere I’eq. (6.18) utilizzando I’espressione (6.19) equivale a risolvere I’equazione di Schrédinger.
Per superare questo problema & conveniente utilizzare un’espressione integrale di U (t, o).

Riscrivo 'equazione (6.10)

0
zhaﬂ/l(t» = Hy(t)|¥(¢)) (6.25)
dove Hi(t) € il termine dell’hamiltoniana in rappresentazione di interazione a cui, per semplicita di

scrittura, ho tolto il sottoindice I. Usando la (6.18) ottengo:

U8, 1) (1)) = H(DU (1 10) W (10)) (6.26)

Dato che |U(tp)) & costante nel tempo si ha 'equazione operatoriale:

0
ih&U(t,to) = H1(t)U(t, o) (6.27)
e integrando da tp a t si ottiene:
t a t
/ ih—U(t' to)dt' = H ("YU, to)dt’
to 8t to
t
iR Ut to) — Ulteto)] = / A HL (YU (1 1),
to
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Considerando I’equazione (6.20) si ha:

.ot
Ut,tg) =1— %/ dt' Hy (U (t', to) (6.28)
to

La soluzione formale dell’equazione (6.28) si ottiene sostituendo al posto di U(#, tg) 'equazione stessa:

1-— ;L/t(, dt"Hy(t")[1—.. .]1

Ult,ty) = 1—7/ dt' Hy(t )/dt/ dt"Hy () Hy (1) + . .. (6.29)

7

Ult,ty) = 1—h/tdt’H1</)

t>t
Consideriamo il terzo termine dell’equazione:

/dt/ dt"Hy(t')H, (1) = /dt/ dt" Hy (t')Hy (") /dt”/ dt' Hi(t")Hy(t')  (6.30)
t() t() to to t(J tO
/ "

>t t" >t
Nella parte destra dell’equazione (6.30) ho cambiato solo 'ordine degli indici muti. Dato che in

generale si ha che:
b b
/ dy/ dxf(x / d:z:/ dyf(x (6.31)
a y

leq. (6.30) pud essere scritta come segue:

t t’
/ dt’/ dt"Hy(tYH,(t") =
/dt/ dt" Hy (t')Hy (") /dt / dt"H,(t"YH, (t') =
to to to t’
: / a / At TH (¢ HL ()0 — &) + H () Hy (£)0(¢ — )] =
to to
1 t t
1 / a / 4" [Hy (¢) Hy ()] (6.32)
2 to to

dove abbiamo introdotto 'operatore di ordinamento temporale T'[H;(¢')H; (t")] la cui azione consiste nel
sistemare in ordine di tempo decrescente da sinistra a destra gli operatori su cui agisce.
Generalizzando il risultato (6.32) per un termine qualsiasi, si ottiene per 'eq. (6.29) ’espressione

Ult,to) = 2 (;j)n % /tt dty ... /tt At T [Hy (1) ... Hi(t)] . (6.33)
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Dimostrazione della (6.31). Definisco

LD — jw)
Considero il primo termine della (6.31).
/ dy/ e / dyf (5) [F(b) - F(y)) = F) [F(b) — F(a) —/abdyf WF)
— P [F() - F(a)) - / Cayt LI = F0) - FOF(@) - 5 [F0) - F*(0)]
= P01 P @ - FeF@ = L Pe) - P
11 secondo termine della (6.31) &
/ o / dyf (e / (o) (F(a) — )] = [ " el () F (@) — F@) [FO) — P(a)]
/a d%% [F(x)]? = F(a)F(b) + F*(a) = % [F?(b) — F*(a)] — F(a)F(b) + F*(a)
= LF0)+ 5F(a) —~ FO)F(a) = 5 [F(b) ~ F(a)

6.3 Teorema di Wick

Prima di considerare 1'uso dell’operatore di evoluzione temporale nell’ambito dello sviluppo perturbativo
presenterd un teorema estremamente utile per calcolare valori di aspettazione di operatori espressi in
seconda quantizzazione.

Operatore di ordinamento temporale T

Ho gia introdotto nell’equazione (6.32) I operatore di ordinamento temporale
T[ABC..], (6.34)

che ordina gli operatori di creazione e distruzione in modo da avere i tempi piu grandi a sinistra.
Nell’effettuare questo ordinamento bisogna considerare una fase negativa per ogni scambio tra due
operatori.

Ad esempio, supponendo ¢, 41 < t, si ha che:

T [a(t3)a+(t1)a+(t2)] = a+(t1)a+(t2)a(t3). (635)

Un altro esempio:

T [a(tg)a+(t1)a+(t3)] = —a+(t1)a(t2)a+(t3) . (636)

Prodotto normale ordinato NV

L’azione di questo operatore su un insieme di operatori di creazione e distruzione e quella di ordinarli in
modo tale che il loro valore medio rispetto allo stato fondamentale sia zero.
L’ordinamento Normale dipende quindi dalla definizione di stato fondamentale del sistema.
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Considero come stato fondamentale il vuoto fisico |0), cioé uno stato privo di particelle. In questo
caso 'azione dell’operatore Prodotto Normale Ordinato ¢ quella di sistemare a destra gli operatori di
distruzione e a sinistra quelli di creazione, questo perche a|0) = 0, e (0la™ = 0.

Ad esempio:

Nlaiadazaf] = —ajafaias . (6.37)

Questo ¢ il modo in cui il Prodotto Normale Ordinato viene utilizzato in teoria dei campi.

Nel caso della descrizione di sistemi a molti corpi, ¢ molto piu conveniente considerare come stato
fondamentale del sistema, non tanto lo stato di vuoto |0) ma piuttosto lo stato fondamentale di campo
medio |®g) in cui tutti i livelli al di sotto della superficie di Fermi (stati buca) sono occupati e quelli sopra
(stati particella) sono vuoti. L’azione di N sugli operatori di creazione e distruzione ¢ pit complessa che
nel caso precedente. Indicando, come & tradizione, con le lettere (ijkl) gli stati buca e con (mnpq) gli
stati particella si ha:

CL]'|(I)0> 7& 0 ma am\QD(]) =0
af|®o) =0 ma af|®)#0 . (6.38)

In questo caso ’azione del Prodotto Normale Ordinato consiste nello spostare a destra gli a,, e gli

a;r, e nello spostare a sinistra a; e a;},. Ovviamente questo viene fatto considerando tutti i segni negativi

generati dalle verie permutazioni dell’ordine degli operatori. Ad esempio:

N[amajaja;] = aja;amaj . (6.39)

Contrazione

L’operazione di contrazione tra due operatori viene definita come la differenza tra Operatore Temporale
T e Prodotto Normale Ordinato V.

™
AB=T[AB] — N[AB] . (6.40)
Indentifichero i due operatori a cui intendo applicare 'operazione di contrazione con una linea che li
collega.
Se gli operatori sono indipendenti dal tempo, o se sono definiti allo stesso tempo si ha:

T[AB] = AB . (6.41)

Consideriamo come esempio la contrazione di un operatore di creazione di particella con 'operatore
distruzione di uno stato buca:

—
a%ai = T[afna,;] — N[a%ai] = afna,; - afna,; =0. (6.42)

Il risultato dell’operazione di contrazione non ¢ un operatore, ma un numero. Questo fatto discende
dalle regole di anticommutazione degli operatori di creazione e di distruzione. In realta la contrazione ¢
strettamente legata al commutatore di due di questi operatori.

Si puo dimostrare che la contrazione ¢ il valore di aspettazione dei due operatori sullo stato fonda-
mentale:

— (o
(o] AB|®0) = (Do| AB|®o) + (Do N[AB]|@0) = AB(®o|%0) . (6.43)

dove abbiamo sfruttato il fatto che (®o|N[AB]|®) ¢ nullo.
In un gruppo di pitt operatori con piu di una contrazione, la coppia di operatori che verra contratta
deve essere sistemata con gli operatori uno accanto all’altro e il segno deve tenere conto delle varie

permutazioni.
Esempio:

] M
ABCDEF = —ACBFDE . (6.44)
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Formulazione del teorema di Wick

Il teorema Wick afferma che un prodotto di operatori puo essere scritto come somma di Prodotti Normali
Ordinati in cui tutte le possibili contrazioni sono effettuate:

T[ABC...Z] = N[ABC...Z] + NI[AB...Z]+N[ABC...Z]

— — ]
+ N[ABCD...Z]+ N|ABCD...Z

[
+ NIABCD...Z]+... .

Dato che il risultato dell’operazione di contrazione € un numero, tutti gli operatori contratti non sono
soggetti all’azione di N.
Ad esempio, il teorema di Wick applicato al prodotto di quattro operatori da:

(| [ 1
N[ABCD)] + N[ABCD] + N[ABCD)]

ABCD = N[ABCD] +
[ 1 [
+ N[ABCD] + N[ABCD] + N[ABCD]
1 i [ 1
+ N[ABCD] + N[ABCD)] + N[ABCD)]
| I L

— — (m
= N[ABCD] + ABN|CD]— ACN[BD]+ AD N[BC]
) ™ .
+ BCN[AD]—- BD N[AC]|+ CD N[AB]
— — ™
+ ABCD - ACBD + ADBC . (6.45)
L [ [
Dall’espressione ricavata sopra appare chiaro che il calcolo del valore di aspettazione di questi operatori

rispetto allo stato fondamentale ¢ ridotto al solo calcolo delle contrazioni. Questo perché per definizione
i valori di aspettazione dei termini contenenti N sono nulli.

6.4 Accensione adiabatica dell’interazione

L’accensione adiabatica dell’interazione ¢ un espediente matematico che permette di descrivere gli au-
tostati di un sistema di particelle interagenti in termini di autostati di un sistema di particelle non
interagenti. Questo & ovviamente molto utile dato che si presume si sappia descrivere perfettamente il
sistema di particelle non interagenti.

Si introduce una hamiltoniana del tipo:

H=Hy+e MH, | (6.46)

in cui € ¢ un numero reale positivo. Ovviamente:

lim H = H, , (6.47)

t—+oo

e al tempo ¢ = 0 'hamiltoniana corrisponde all’intera hamiltoniana:
lim H=Hy+ Hy . (6.48)
t—0

Il parametro € puo essere scelto in modo da accendere e spegnere lentamente a piacere la perturbazione.
I risultati devono essere indipendenti da e.
Gli autostati dell’hamiltoniana (6.46) in rappresentazione d’interazione sono espressi come:
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(W1(t)) = Ue(t, to)[ W1 (to)) (6.49)

Il pedice € e stato aggiunto all’operatore di evoluzione temporale U dato che ora, nella sua definizione,
eq. (6.19), al posto di H(t) bisogna sostituire e~¢I*| H; (t).
L’equazione (6.33) che esprime l'operatore di evoluzione temporale in termini perturbativi diventa:

o0 _Z n 1 t t
Uc(t,to) = Z(h) E/ﬁ dtl.../t dt,,

n=0

efel[t1|+\tz|+m]T[H1 (t1)... Hi(tn)] , (6.50)

dove i termini esponenziali sono stati estratti da T" dato che commutano con H;.
Riscriviamo l’eq. (6.10) del moto per un sistema descritto dall’hamiltoniana (6.46).

ih%\‘lff(t)) = e MH ()W () 21400 0 (6.51)

quindi nel limite ¢ — +o0o si ha che |¥;(+00)) ¢ indipendente dal tempo. Dato che per ¢ — oo
I’hamiltoniana si riduce a Hy si ha che:

|1 (1)) = Ue(t, —00)|®o) , (6.52)

dove |®g) ¢ Pautostato di Hp.

Se non ci fosse l'interazione, |¥Ur) sarebbe sempre uguale a |®¢). Al crescere del tempo I'interazione
viene accesa pian piano, fino a t = 0 quando & completamente accesa.

Le definizioni degli stati nelle rappresentazioni di Heisenberg, Schrodinger e interazione determinano
gli stati a ¢t = 0.

Wi (1)) 0 = lim % [Us(1)) = |Us(0)) (6.53)
W1 ()0 = lim s (1) = [Ws(0)) (6.54)
[ (0) = [¥,(0) = |¥s(0) (6.55)
da cui:
|95(0)) = [91(0)) = Ue(0, —00)|o) . (6.56)

L’equazione (6.56) esprime l'autostato di un sistema interagente in termini di un autostato di un
sistema non interagente Hy. Il risultato ottenuto sara significativo dal punto di vista della fisica se il
lim e — 0 sara finito.

A questo quesito risponde il teorema di Gell-Mann and Low che afferma che se, ad ogni ordine
perturbativo, la seguente entita matematica,

Uc(0, —00)|®o) |¥o)

Y ([0 (0, —o0)|@0)  (Bo|Tg) (6.57)

esiste, ¢ finita, allora questa ¢ autostato dell’hamiltoniana H:

[Wo)
(o[ To)

|o)
(®o|Wo)

— E, (6.58)
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Moltiplicando a sinistra per (®g| ho che:

(Po|H|Wo) _ B, (@o|Ho|Vo) | (Po|H1|Wo)
(®o|Wo) (®o|Wo) (®o|Wo)
(Po|H1|Wo)
= g+ R0
0 (Po|Wo)
da cui:
By & = (Qo|H1|Vo) _ {Po|H1U(0, —00)|®o) (6.59)

(®o|Wo) (@o]U(0, —00)|®P0)

Il punto essenziale del teorema ¢ che il numeratore e denominatore di (6.57) non esistono separata-
mente, ma esiste solo il loro rapporto. Il numeratore ha divergenze dell’ordine e ' che vengono cancellate
da analoghe divergenze presenti nel denominatore.

Tl risultato (6.59) & importante perché da la differenza di energia tra un sistema interagente e un sistema
non interagente. Tutti gli ingredienti per poter calcolare questa quantita sono noti. Per definizione |®q)
¢ noto e |¥y) puo essere calcolato utilizzando I’equazione (6.56). In questa equazione U, viene calcolato
utilizzando lo sviluppo dato dalla (6.33) in cui, il teorema di Wick, permette di valutare il valore di
aspettazione dell’operatore T applicato all’interazione che agisce in tempi diversi.



Capitolo 7

Teorema di Goldstone

7.1 Diagrammi di Goldstone

L’analisi dei vari termini dello sviluppo perturbativo ¢ semplificata da tecniche grafiche. Queste tecniche
consistono nell’attribuire un simbolo grafico ad ogni elemento dell’equazione che deve essere sviluppata
perturbativamente. Ne risulta quindi che ogni termine dello sviluppo & identificato da un diagramma.

Nella teoria relativistica dei campi questi diagrammi sono denominati diagrammi di Feynmann. Esiste
una serie di regole che permette, partendo da un diagramma di Feynmann, di ricostruire esattamente
(fasi comprese) 'espressione del termine perturbativo descritto.

Non & mio interesse, nell’ambito di queste note, arrivare a questa utilizzazione delle tecniche diagram-
matiche. Sono piuttosto interessato ad utilizzare le tecniche grafiche come ausilio per identificare termini
dello sviluppo perturbativo che hanno caratteristiche simili.

Dato che i diagrammi di Feynmann sono utilizzati nell’ambito relativistico, preferisco denominare i
diagrammi utilizzati in meccanica quantistica non relativistica come diagrammi di Goldstone.

A | a , am, a; a ;

Figura 7.1:

Nella Figura 7.1 sono presentati i vari elementi che compongono il diagramma.

Il diagramma immagina una ideale freccia del tempo orientata dal basso verso I’alto. Nella Figura 7.1
questa linea e stata disegnata, ma nelle altre figure sara sempre sottintesa.

Una freccia che esce da un punto e si muove nella direzione dei tempi positivi (A nella figura) rappre-
senta la creazione di una particella. Questo diagramma nella rappresentazione dei momenti, o dei numeri
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quantici di funzioni d’onda a simmetria sferica, ¢ collegato all’operatore di creazione a;,. Anche qui uti-
lizzo la convenzione di identificare gli stati al di sopra della superficie di Fermi con le lettere m,n,p,q,r,
e quelle al di sotto la superficie di Fermi con le lettere 4, j,k,l. Nel caso della rappresentazione delle
coordinate questo simbolo ¢ legato all’operatore di campo 1™ (r), che indica la creazione di una particella
nel punto r.

Una freccia che si muove nella direzione dei tempi positivi e scompare in un punto (B nella Figura)
rappresenta la distruzione di una particella. A questo diagramma sono associati gli operatori a,, o ¥(r)
nella rappresentazione delle coordinate.

Le frecce che si muovono nella direzione contraria a quella della freccia dei tempi (tempi negativi)
rappresentano gli stati buco. In meccanica quantistica relativistica, nei diagrammi di Feynmann, queste
linee rappresentano le antiparticelle. Nel nostro caso, diagrammi di Goldstone, rappresentano invece stati
buca, al di sotto della superficie di Fermi.

In questo caso, la freccia che scompare (D nella Figura) rappresenta la creazione di uno stato buco
e gli operatori associati sono a;” o 1(r). Ovviamente la freccia che esce da un punto e si propaga nella
direzione dei tempi negativi rappresenta la distruzione di uno stato di buco a; o ¥*(r).

L’ultimo elemento grafico necessario a comporre i diagrammi ¢ quello legato all’interazione V (ry,rs):
una linea tratteggiata che unisce due punti, dato che si tratta di un operatore a due corpi.

Dato che operiamo nell’ambito di una teoria non relativistica e utilizziamo il concetto di potenziale,
I'interazione e istantanea, quindi nei diagrammi di Goldstone le linee tratteggiate sono sempre orizzontali.
Questo non ¢ il caso dei diagrammi di Feynmann in cui l'interazione si propaga con velocita finita.

Figura 7.2:

Nella Figura 7.2 presento come esempio due diagrammi di cui scrivero l’espressione.
I diagrammi rappresentano valori di aspettazione del tipo:

(@q|V(r1,12)|Pp) (7.1)

in cui |®,) rappresenta lo stato iniziale e |®;) quello finale.
Considero il diagramma A della Figura 7.2. Lo stato iniziale & composto da uno stato particella n e
uno stato buca %:
(®al = (Rola; an , |Pa) = a; as|Po) (7.2)

In questo caso anche lo stato finale ¢ composto da stati buca e particella che, perod sono differenti
rispetto a quelli dello stato iniziale:
|®5) = ay,a;]Po). (7.3)
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L’espressione del diagramma rappresentato dal grafico A della Figura 7.2 &:
(®olaj a,Vala;|®o). (7.4)
Ovviamente a questo punto bisogna inserire I’espressione dell’interazione V nella RNO:
1
V= 3 Z VVW/H/a,fa:[aMfa,,r, (7.5)
vv' pp!

e quindi utilizzare il teorema di Wick per calcolare il valore di aspettazione.

La valutazione del termine B della figura 7.2 procede in maniera analoga. La differenza qui consiste
nel fatto che gli stati buco dello stato iniziale e finale coincidono. L’espressione del diagramma e:

<<I>0|a;rajVaia$|<I>o>. (76)

7.2 Teorema di Goldstone

Il teorema di Goldstone afferma che la differenza tra l’energia di un sistema di particelle interagenti e
quella di un sistema di particelle non interagenti, puo essere espressa come:

oo n
1
Ey— & = (Po|H —H P 7.7
o= o= (0ol Y- (gt ) [ &
n=0
dove Hy e H; sono operatori indipendenti dal tempo nella rappresentazione di Schrédinger. 11 significato
del pedice ¢ sara chiarito pit avanti.
Esplicitiamo l'eq. (7.7) per i primi termini di n

Eg—& = (®o|H1|Po)
1
Oo|H) ——H1|Po)c
+ (o] Y — Hy 1|®o)
1 1
Oy |H H Hi|®o).
+ (P 1507H0 1507H0 1|®0)
+ ... (7.8)

Alcuni dei diagrammi prodotti dallo sviluppo sono presentati nella figura 7.3. Il diagramma A &
contenuto nel primo termine dell’eq. (7.8). Una sola linea tratteggiata indica la presenza di una sola
interazione H;. Non ci sono linee di particella o buca aperte perché il valore di aspettazione viene valutato
sullo stato fondamentale di campo medio. L’altro diagramma presente nel primo termine e il cosidetto
termine di scambio, in cui le linee particella e buca sono scambiate tra i vari punti (& il diagramma B
della figura 7.4).

Ovviamente il diagramma B della figura 7.3 & uno dei diagrammi del secondo termine dell’eq. (7.8)
dato che contiene due linee di interazione Hi. Anche qui bisogna aggiungere il termine di scambio.

Questi diagrammi mostrano che H; crea uno stato intermedio caratterizzato da 2 stati particella e 2
stati buca (2p — 2h), questo perché ¢ un operatore a due corpi. Questo stato intermedio si propaga nel
tempo ( (o — Ho)~! indica il propagatore) e poi viene de -eccitato dall’azione di un altro termine Hj.

L’espressione tradizionale dello sviluppo perturbativo, puo essere ottenuta inserendo una completezza
di autostati di Ho, I =3, o |®n)(®Pxsl, (ho indicato con I I'operatore identita):



68

CAPITOLO 7. TEOREMA DI GOLDSTONE

Figura 7.3:
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Qo |Hy| Py, ) (P, | Hy [ Do) .

S (7.9)

Ey — & = (Qo|Hy|®0) + ) <
n#0
Nel seguito dard I'indicazione di come si procede nella prova dell’eq. (7.7) partendo dall’espressione
data dal teorema di Gell-Mann e Low. L’eq. (6.59) pud essere riscritta come:

_ (Po|H1|Wo)  (Po|H1U(0, —00)|®0)
P08 = gy~ (®lU(0,—)[@0) (7.10)

Utilizzando espressione (6.33) dell’operatore di evoluzione temporale, si ottiene per il numeratore:

(@[ H1U(0, —0)|B0) = Z(;f)yyl!/_ooodtl.../o dt,

v=0 >

(Bo|T[Hy, Hy(t) ..., Hi(t,)]|®o) (7.11)

dove abbiamo usato il lime — 0 di eq. (6.50). Il primo H; a sinistra & stato inserito al primo posto
all’interno delle parentesi di T'. Questa operazione non modifica il risultato, poiché questo H; e definito
a t = 0 che ¢ il tempo maggiore.

I vari termini dello sviluppo perturbativo possono essere calcolati utilizzando il teorema di Wick.
L’analisi dei diagrammi che vengono generati in questo modo indica la possibilita di suddividerli in due
categorie: i diagrammi connessi e quelli non connessi. 1 diagrammi connessi sono quelli in cui esistono
contrazioni tra gli operatori che definiscono H;(0) e gli altri operatori definiti a tempi precedenti.

Considero ad esempio il termine con v = 1:

(@o|H1(0)Hy(t1)|Po) ~
(D0 Viwprra)f (0)arf (0)ay (0)au (0)Vaeyerah (t)ad (t1)ag (t)ay (t1)|®o) (7.12)
dove i termini di interazione sono stati esplicitati utilizzando gli operatori di campo.

Se non si effettuano contrazioni tra operatori definiti al tempo ¢; e operatori definiti al tempo ¢t = 0,
i due termini possono essere separati inserendo l'operatore identita |®g)(Pg| = I:

(Q0| Vi af a3 ayran | @) i=o (Po| Vyeneraf af agran | o) =, - (7.13)

Le contrazioni non nulle in questi due termini sono:

| — |

o (Dad (D (Day (1) | (7.14)
aif (Dad (D (Hap (1) - (7.15)

Il primo di questi termini ¢ raffigurato dal diagramma A della figura 7.4 e il secondo dal diagramma
B della stessa figura.

I termine di eq. (7.13) produce quattro diagrammi, ognuno di questi ottenuto accoppiando due dei
diagrammi di figura 7.4: uno al tempo ¢t = 0 e 'altro al tempo ¢ = t;. Chiaramente questi sono diagrammi
non connessi.

Se invece, applicando il teorema di Wick, si opera con delle contrazioni che collegano gli operatori
definiti a ¢ = 0 con quelli definiti a ¢t = ¢1, si hanno diagrammi connessi. Ad esempio:

| T 1 |
(@0l Viwnr i (0)af (0)ans (0)a, (0)Voeyreras () (g (£)ay (1)| o) (7.16)
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Figura 7.4:

t=0

t=t1

Figura 7.5:

Il diagramma che rappresenta questo termine ¢ mostrato in figura 7.5.

Il termine con v = 1, eq. (7.12), produce quindi diagrammi non connessi, come il diagramma A in
Figura 7.6, e diagrammi connessi, come il diagramma di B della stessa Figura.

Dopo questa discussione sulla struttura dei vari termini dello sviluppo presentero la prova dell’eq.
(7.7).

Considero un termine dell’eq. (7.11) e ipotizzo che sia composto da due parti non connesse, come ad
esempio il diagramma mostrato nella figura 7.7:

Il contributo di un diagramma di questo tipo e:

(D] H1 U (0, —00)|®g), =
N o o
(;) l/ dty ... / dtn (Bo|T[H1(0) ... Hy(t,)]|Po)e

V!

0 0
/ dtpsr ... / Aty (Do | T Hi (tps1) - - . Hy (tnim)]|®o)e - (7.17)

Ho separato le due parti connesse, la prima contenente n interazioni H; e la seconda con m interazioni.
Valuto il contributo totale dei diagrammi di ordine v che possono essere suddivisi in due parti, di
ordine n e m (v =m+ n).
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Figura 7.6:

Diagrammi di questo tipo possono essere ottenuti scambiando tra loro gli operatori H;. E da notare
che scambiando tra loro due operatori H; definiti a tempi differenti si scambiano 4 operatori di creazione
e distruzione, quindi la fase totale generata dallo scambio & sempre positiva. Il numero delle possibili
permutazioni & v!. D’altra parte lo scambio di due operatori H, appartenenti alla stessa partizione non
produce un nuovo diagramma, poiché I'operatore di ordinamento temporale riordina i vari termini. Il
numero delle permutazioni che non generano nessun nuovo diagramma & n! m!.

Il contributo totale dei diagrammi del tipo di quello di Figura 7.7 all’eq. (7.11) & dato da :

—i\"" w1 [ 0
Zz(h) WJ/ dt, ... / dt (Do|T[Hy, Hy(t1) ... Hy(t)]| o)
0

0
/_ dtpsr ... /_ Aty (Do | T Hi (tnsr) - . . Hi (tnsm)]|®0)e  (7.18)

11 secondo termine ¢ presente nel denominatore di eq. (7.10). In questo secondo termine, sotto il simbolo
dell’operatore di ordinamento temporale 7" non c’¢ H1(0) che & 'unico elemento estraneo al denominatore
di eq. (7.10). L’equazione (7.10) pud essere riscritta come

[ oo S\ V 0 0
Eo—€& = Z(_hz) %/_mdtl.../_Oodty<<I>O|T[H1(O),H1(t1)...,Hl(t,,)]|<1>0>

Lr=0

[e's) i v 0 0
S () o) | dtu<‘1’o|T[H1(t1)---7H1(tu)]|¢0>]/<‘I’0|U(0’—00)|‘1>0>

Lr=0

c

oo

= Z(;Li)yj!/Omdtl.../Ooodt,,<<I>O|T[H1,H1(t1)...,H1(ty)]|‘1’o>

Lr=0

c

dove ho utilizzato il fatto che v ed i tempi ¢ sono indici muti perché vengono sommati ed integrati. Tutti
i diagrammi non collegati con H;(0) da una contrazione sono eliminati dal denominatore.

Dopo aver chiarito perché nell’espressione del teorema di Goldstone appaiono soltanto diagrammi
connessi, non resta che calcolare gli integrali sul tempo.
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Figura 7.7:

Considero l'ordine n e uso ’espressione esplicita dell’operatore H; in rappresentazione di interazione:
1 Hat _;Hot
Hl(t) =e'"n Hye [N (719)
Il termine di ordine n puo essere scritto come:

_Z " 0 tl tn—l
[Eo —&ln = () / dt, / dts .. / dt,, ec(t1ttn)
n) o) M) -

Hoty _;Hot1 , Hoto _;Ho i Ho _;Ho
(Bo|Hye' 7 Hie ' n e n Hy...e " in-telmtn e "R tn

(I)O>c

dove ho eliminato T scrivendo esplicitamente i limiti di integrazione e ho inserito il fattore e€*. Faccio un
cambio delle variabili di integrazione:

r1=t , ®=to—t1 , w3=tz—ta , ... , Tp=t,—th

ty=x1 , to=wz2+x1 , tz3=x3+22+21 , ... , tnzzxn
n

e usando Hy|®g) = &|Po) ottengo:

—q n 0 0 0
[Eo — Eoln = (h) <(I>0|/ dxy / dxo .. / dx,

65(11+(x2+11)+(x3+12+x1)+~~(xn+mnfl~~+m2+m1)

Hg . Hg

 Howq zo T .
R 1{1...6Z h H16 ¢

i i Hy'n
H,e' " Hje

o ‘(I)O>c

Considero il termine a destra dell’equazione precedente,

. Hot
;=0tn

TR Do) = €T R D) = o R (@1t | ) (7.20)
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che inserito nell’integrale permette di scrivere:

—1 " 0 - (Hop—€g)
[Eo — &oln = <h) <<I>0|H1/ drie™ e r "' Hy

— 00

0 0
_ - (Hp—&p) - (Ho—&p)
/ dxg e New2 i =052 / drye“re’ " " Hy|®q),

—00 — 00

Abbiamo espresso il termine n—esimo come prodotto di n integrali del tipo:

/0 d 6%'(H0*507in6h)x1 h 1 (7.21)
.- _ v .
- 1 —i [Eg — Ho + ineh)

n
Dato che ci sono n termini uguali, ¢’¢ un fattore (%) , che puo essere fattorizzato, quindi:

1 1 1
& — Ho +ienh ' & — Hy +ie(n — 1)h Y& — Hy + ieh

[E = Eoln = (Po|H1 Hy|®g)e  (7.22)

Facendo il lime — 0 si prova il teorema. E da notare che il fatto che ’equazione sia valida per i soli
diagrammi connessi impedisce di inserire |®() questo motivo non sono presenti divergenze dato che il
denominatore & — Hy € sempre diverso da zero.
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Capitolo 8

Teoria di Brueckner

8.1 Introduzione

1l calcolo dell’energia dello stato fondamentale del sistema interagente & basato sull’equazione di Goldstone
che riscrivo per comodita

1 n
Ey — 50 = <(I>O|H1 Z (M)Hl> |q)0>c 3 (8~1)

dove Ej e l'energia del sistema interagente, & € il minimo autovalore di Hy, ed il sub-indice ¢ indica che
solo i diagrammi connessi sono da considerare nello sviluppo. Quest’ultimo criterio evita le divergenze
prodotte da eventuali zeri del denominatore.

Lo schema di calcolo &, in principio, ben definito. Si ottiene l'interazione V', contenuta in H;, dallo
studio dei sistemi a due corpi, nucleone-nucleone, atomo-atomo, molecola-molecola, poi si inserisce nello
sviluppo di Goldstone (8.1) per ottenere il valore dell’energia dello stato fondamentale del sistema. Il
problema e che I'interazione microscopica tra due fermioni diverge per piccoli valori della distanza relativa.
Questa e un’evidenza empirica osservata per i sistemi a molticorpi piu diversi, dalla materia nucleare
all’elio liquido. Lo stesso problema e presente anche nel gas di elettroni dove l'interazione coulombiana
presenta una divergenza per distanze relative nulle. Il problema legato alla divergenza, o forte repulsione,
per piccole distanze, & schematicamente illustrato nella figura 8.1 dove ho indicato con v la funzione
d’onda che descrive il moto relativo dei due fermioni che interagiscono con il potenziale V'(r). Il prodotto
V(r) 1(r) & sempre finito per ogni valore di r. A piccole distanze, dove il potenziale diventa molto grande,
la funzione d’onda % (r) risulta essere molto piccola. Nel limite di un potenziale che tende all’infinito, la
funzione d’onda tende a zero piu velocemente di quanto il potenziale diverga, in modo tale che il prodotto
V(r) v(r) risulti sempre finito. Questo non avviene se si moltiplica il potenziale per la funzione d’onda
relativa ¢ di due particelle libere, ovvero descritte dall’hamiltoniana Hy.

Nell’equazione si calcolano elementi di matrice dell’interazione tra stati imperturbati |®¢). Il proble-
ma che sorge diventa evidente se si suppone che V(r) tenda all’infinito per piccole distanze di interazione.
Ogni termine dello sviluppo sarebbe infinito, e si cercherebbe di otterenere un valore finito, sommando
e sottraendo termini infiniti. Anche ipotizzando 'uso di potenziali con un core fortemente repulsivo ma
non infinito, il problema rimane. Ogni termine dello sviluppo sarebbe molto piu grande del valore dell’e-
nergia che si vuole ottenere. Questo & proprio I'opposto del concetto di perturbazione. Evidentemente,
i potenziali microscopici non sono perturbativi, e quindi da non usare direttamente nello sviluppo di
Goldstone.

L’ idea della teoria di Brueckner ¢ quella di utilizzare nello sviluppo di Goldstone (8.1) una interazione
effettiva che si comporti bene a piccole distanze, in modo da essere perturbativa. Questo implica la

(0]
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i V(r)

o(r)
W(r)

Figura 8.1: Potenziale microscopico tra due fermioni e funzioni d’onda relative. Con 1 indichiamo quella dei due

fermioni interagenti e con ¢ quella dei due fermioni non interagenti.

definizione di una nuova interazione G tale che
Gl@o) = V|¥o) ,

dove
Ho|®g) = &|Po) ,

H|\I/0> = (Hy +H1)‘\I/0> = (Ho+V)|[¥g) = Ep|¥g) .

8.2 L’equazione di Bethe-Goldstone

Otteniamo l’equazione di Bethe-Goldstone partendo dalla definizione (8.2).
definizioni

H|v,) = (Ho+ H)|¥,)=FE,|V,) .

Utilizziamo le seguenti

(8.5)
(8.6)

Dato che gli autostati della (8.5) formano una base completa, si pud, a meno di una costante di

normalizzazione globale, sviluppare la |¥() su questa base

|Wo) =~ |Po) + Zan|q>n> ‘
n#0

(8.7)
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La (8.6) per lo stato fondamentale puo essere riscritta come

(Ho+ Hy) [ [®0) + Y anl®n) | = Eo[|®0)+ > an|®n) | , (8.8)
n#0 n#0

(HO - EO) ‘(I)O> + Z an|q>n> + H1|\I/0> =0 . (89)
n#0

Moltiplicando a sinistra per (®g| e considerando l'ortogonalita delle |®,,), abbiamo

(@o|(Ho — E(])(‘(I)O> + Zan‘@n>) + (®o|H1|¥o) =0,
n#0
& — Eog + <(I)0|H1|\I/0> =0. (810)

Moltiplicando per (®,,| la (8.9), con n > 0, si ha
(@0 |(Ho — Eo) (1B0) + 3 al®u)) + (@alHa[Wo) =0, (8.11)
n’#0

e, dato che (@, |®,/) = 6y p
(En — Eo)an + (Pn|H1| Vo) =0 . (8.12)

Utilizzando I'espressione degli a,, estratta dall’equazione precedente, ed inserendola nella (8.7) otteniamo

[Wo) = [®o) +ZE s | ) (P | H1[Wo)

n#0
1
= |P Hq |V 8.13
|0>+QE iR 1%o) (8.13)
dove ho definito 'operatore ) come
Q=" |®,)(®y] . (8.14)
n#0
Moltiplicando a sinistra per H;
_ Q
H1|‘I’0>—H1|‘I’0>+H1EO_HOH1|‘I’0> , (8.15)
e considerando la definizione (8.2) dell’operatore G, H;|¥o) = G| o)
G|®o) = H1|®o) + H1m——— @ G|®o) = ( Hy + Hy—— ¢ g |®) . (8.16)
Ey— Hy Ey — Hy

Nel prossimo paragrafo mostrero come si puo ottenere I’equazione di Bethe-Goldstone in maniera dia-
grammatica, inserendo infiniti termini a scala dell’interazione nelle linee di particella.

8.3 La somma dei diagrammi a scala (ladder diagrams)

In questa sezione presentero l'idea di base di come viene costruita I'interazione G. Consideriamo un’ha-
miltoniana contenente soltanto interazioni a due corpi.

H= Zt —|—Zv” Zt + u;) +va ZUZ , (8.17)

i<j 1<j
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dove il termine di potenziale a campo medio u; € stato aggiunto e tolto. Definiamo

Ho|®o) = (T + U)[®0) = Y _(t; +us)| o) Zh@o : (8.18)

7

dove P ¢ il determinante di Slater
1
Po(r1, T2, -, Ta) = I det @1 (r1)p2(r) -+ da(ra)l (8.19)

e le funzioni di singola particella sono definite come

hilgi) = €| ds) (8.20)

Eo=) ¢ . (8.21)

Nella rappresentazione dei numeri di occupazione si ha che

Ho =) ((Wlth) + (vluly))afa, (8.22)
1
= + 4
=3 Z (plol'v)ataf apan = (wulv)ala, | (8.23)
v ! v
Per definizione abbiamo che
Eo = (Po|Ho|Po) = (Po|T|Po) + (Po|U|Po) , (8.24)

Figura 8.2: Diagrammi corrispondenti al termine (8.25).

11 primo termine dello sviluppo (8.1) & n =0

<‘1>0\H1|<1’0> = (Qo|V — Ul®y)

= 5 Z (wilol' W) (@olaf ayf aan |Po) = (vluly ) (Pola; a| Do)

vv'pp! v

= 72 (ijlvlig) = (ijlolji)) = D _(iluli) . (8.25)

i

(Eo — &0) (n=0)

I diagrammi corrispondenti sono presentati nella figura 8.2. Come é stato fatto nei capitoli precedenti ho
usato le lettere ¢, j, k,[ per stati di singola particella tipo buca, sotto la superficie di Fermi, e le lettere
m,n,p,q,r, per stati particella, sopra la superficie di Fermi.
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Consideriamo ora il termine n = 1.

(Eo — &) n=1) = (PolH1(& — Ho) ™ Hy|®o).
= (Qo|V(& — Ho) 'V[®o)e — (P0|U (& — Ho) 'V |®g)e
— (D|V(Ey — Ho) T U|®0) e + (D0|U(Eg — Ho) " U| D), - (8.26)

Consideriamo il primo termine
(®o|V (& — Ho) ™'V |®0)c

1 _
= Z(CDO\ Z (wplol'iw)at ataran, (g — Ho) ™! Z (aBv|a' Batafagan|®o)e . (8:27)

v ! afa’p’

Possiamo inserire a destra e a sinistra del denominatore (Eo — Hg) ™! un proiettore |®,,)(®,,| = I purché
n # 0, altrimenti si produrrebbero diagrammi non connessi, contraddicendo la limitazione imposta dal
sub-indice ¢, e provocando divergenze. Questi determinanti di Slater |®,,) rappresentano stati eccitati
del sistema imperturbato formati dall’eccitazione 2 particelle - 2 buche (2p-2h), la cui energia ¢ data da

@) = afafajail®o) ; Eo+emten—ei—¢j (8.28)

Figura 8.3: Diagrammi corrispondenti al termine (8.29).

Dato che |®,,) & autostato di Hp, il denominatore della (8.29) ¢ diagonale rispetto a questi stati, quindi
bisogna inserire lo stesso proiettore a destra e a sinistra del denominatore, per questo motivo le linee delle
particelle e buche create dall’interazione a sinistra, si collegano con quelle distrutte dall’interazione di
destra. Il diagramma diretto corrispondente a questo termine & presentato nella figura 8.3. Il contributo
di questo diagramma, &

(®0|V(Eo — Ho)~'V|®0)e = % Z ((ijlv[mn) (€0 — (Eo + €m + €n — € — €5)) " (mnvlig))
= Z ((ijlvlmn)(e; + €5 — €m — en)_1<mn|v|ij)) . (8.29)

In maniera analoga, si possono calcolare gli altri termini, ad esempio

(@o|V (€0 = Ho)"'URo)e = ) ({ijlvlmj)(ei — em) " (mluld)) . (8.30)

igm
Consideriamo adesso un diagramma particolare ed una interazione che operi tra linee di particella,
e aggiungiamo altre interazioni. La scelta di operare solo su linee di particella & dovuta al fatto che
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Figura 8.4: Inserimento di interazioni nella linea di particella.

I'interazione cambia ¢, ed operando su linee particella non c¢’¢ alcun impedimento legato al principio di
esclusione di Pauli.

Consideriamo il grafico della figura 8.4, ed inseriamo linee di interazione nella parte della linea p e n.
Il diagramma con una sola linea di interazione tra p e n € dato da

(Bo|V (& — Ho) "V (Ey — Hy) 'V |®g).
= Z (ij|v|mp)(e; + € — €m — €) Z(pk\v|nk>(q + €5 — €m — €) Hmn|vlif) . (8.31)
1jmp k
Il diagramma con due linee di interazione tra p e n ¢ dato da
(@0|V (€9 — Ho) ™'V (&g — Ho) ™'V (o — Ho) ™' V|®0).
= ) (ijlolmp)(ei+ €5 — em — )

ijmp

DD wklvlpian) (e + ¢+ er = em — ey — €q,) " prar|vlnk)
k P1q1

(€i + € — €m — €,) " H{mnlvij) . (8.32)

Si vede che c¢’¢ una parte costante del contributo generata dai termini del diagramma che non vengono
modificati. Questi sono il primo e 1'ultimo termine della (8.32) che rappresentano i tempi iniziali e quelli
finali. La parte che viene continuamente modificata si trova tra parentesi quadre. Anche in questo
fattore, nel denominatore c’¢ una parte, costante, che rappresenta le differenze tra le energie delle parti
del diagramma non modificate. Definiamo

W=c¢€+¢+ex—e€m . (8.33)
In sintesi i termini che vengono modificati inserendo linee di interazione sono
1linea (pk|v|nk) (8.34)
2linee D (pklolprg) (W — &, — eq,) " (praa|v[nk) (8.35)
p'q’
3linee > Wklolpian)(W — e, — )~ (P11 vlp2a2) (W — €5, — eq,) ™ (p2a|vlnk) (8.36)
P191pP292
nlinee

Possiamo costruire un operatore G che opera inserendo tutte le linee di interazione tra gli stati (pk| e
[nk). A questo scopo definiamo un operatore tale che

QlaB) = |ap) (se €a,e5 > €r) (8.37)

Qlaf) = 0 (seea €5 <ep), (8.38)



8.3. LA SOMMA DEI DIAGRAMMI A SCALA (LADDER DIAGRAMS) 81

n
n N
””” Ok - P q1 k +
p

P

Figura 8.5: Inserimento di interazioni nella linea di particella.

€ un operatore
Wipg) = (W — €, — €¢)Ipa) (8.39)
Quindi
(Pk|GInk) = (pklv|nk)
+ Z<Pk|U|P1Q1>(W —fp1 — eql)_1<p1q1|v\nk>

pP1q1

+ Y (Pkfulpaa) (W = €, — €g) " p2golvlpian) (W — e, — €)™ (praa[v]nk)

P191pP292
+
= (pklv+ v%v + v%v%v + - |nk)
Q
= k ——G|nk) . 8.40
(pkfo -+ 035 GInk) (3.40)
Dal punto di vista operatoriale abbiamo un’equazione integrale, 'equazione di Bethe-Goldstone
Q
= —G . 8.41
Gg=v+ UWQ ( )

L’idea & quella di utilizzare nello sviluppo di Goldstone (8.1) I'interazione G al posto di V. A questo scopo
bisogna evitare la possibilita di doppio conteggio. Ad esempio nel diagramma di figura 8.6 le due linee
superiori rappresentano un un doppio conteggio.
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Figura 8.6: Diagramma che presenta un doppio conteggio.

8.4 Il confronto con I’equazione di Lipmann-Schwinger

Consideriamo due particelle che diffondono nel vuoto. Il comportamento asintotico della funzione d’onda
del moto relativo puo essere espresso come

) ikgr
Tim gy, (x) = T 4+ fi ()5 (8.42)
La sezione d’urto ¢ legata all’ampiezza di transizione dalla relazione
do 2
— = Q 8.43
=@ (5.43)
per un’hamiltoniana H =T + V si ha che [Mes61]
2rh?
(@] VItha) = ==—fa(€) (8.44)

dove ho semplificato la scrittura indicando a = k, e analogamente per b. L’equazione (8.44) non de-
scrive un elemento di matrice perché gli stati del valore di aspettazione non sono autostati della stes-
sa hamiltoniana. Con ¢ abbiamo indicato la funzione d’onda dell’hamiltoniana libera e con 1 quella
dell’hamiltoniana totale.
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Definiamo le funzioni di Green come risolventi dell’hamiltoniana libera e interagente. Per la funzione

di Green libera abbiamo che )
h
o (V2+ k] GO(r,r) =6(r—1') , (8.45)

che implica
m etk [r—r'|

ok r—1/|

Go(r,r') = (8.46)

dove I’energia della particella libera e
hk?

E= . 4
5 (8.47)

La validita dell’espressione (8.46) pud essere verificata per sostituzione ricordando che

= —4n(r — 1’)

v — /|

La soluzione dell’equazione di Schrodinger con potenziale e

vl = 4 [ @ V) | (3.48)
infatti inserendola nell’equazione
52
[V R () = V() | (3.9
abbiamo
R on 20 ik 3.0 B2 o2 L a1 0
R ik-r 3.0 7 ! / /
Qm[v + ke +/dr2m[v + k] GO (x, ")V (2" ) (r))

- QETH [~k 4+ k2] e 4 /d3r’5(r =)V (' )y(r)
= 0+ V(r)y(r) .

Definiamo un operatore 7 tale che

(00[T1da) = (¢|Vtha) - (8.50)
In termini operatoriali abbiamo che la (8.45) puo essere riscritta come
(E—-Hy)G’=1; G'=(E—Hy ', (8.51)
e la (8.48)
) = Ia) + GOVIa) = o)+ 5= VIV (3.52)

dove é stato inserito il termine in per evitare divergenze. Moltiplicando a sinistra per V' e considerando
la definizione di 7 (8.50)

1
Viva) = Vl]¢a) +va\¢a>
1
Tlba) = <V+VE—HO+Z'77T) $a) (8.53)
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che & 'equazione di Lipmann-Schwinger.

L’analogia con I’equazione di Bethe-Goldstone (8.16) & evidente. Anche I'equazione di Bethe-Goldstone
descrive 'interazione tra due particelle che diffondono, ma nel mezzo. La differenza piu notevole ¢ legata
alla presenza dell’'operatore ) che considera il principio di esclusione di Pauli. Nel mezzo sono permesse
solo le interazioni che popolano stati al di sopra il livello di Fermi, mentre nel vuoto tutti gli stati finali
sono disponibili.

La seconda differenza e legata al denominatore di energia. Nell’equazione di Lipmann-Schwinger il
denominatore & composto dalle energia cinetiche delle particelle che collidono, e la presenza del termine
immaginario & necessaria perché esiste la possibilita che il denominatore si annulli. Nella Bethe-Goldstone
il denominatore non si annulla mai, perché non ci sono diagrammi non connessi. Inoltre, le energie di
singola particella, non sono le energie cinetiche, ma contengono anche il termine di energia potenziale
che le tiene legate al sistema. In aggiunta, esiste anche il termine W, definito dall’equazione (8.33) che
inserisce una dipendenza del denominatore di energia anche dalle energie di singola particella dei termini
del diagramma che non sono coinvolti direttamente dall’interazione delle due particelle considerate.

8.5 Applicazione alla materia nucleare

Le difficolta di calcolo legate alle peculiarita di ogni nucleo hanno spinto ad applicare 'equazione di
Bethe-Goldstone ad un sistema fittizio detto materia nucleare. Si tratta di un sistema infinito di nucleoni,
quindi con invarianza traslazionale, nel quale I'interazione di Coulomb viene spenta. Nel caso specifico ci
limiteremo a considerare materia nucleare simmetrica che ha un egual numero di protoni e di neutroni.
Per l'invarianza traslazionale, la base di funzione d’onda di singola particella & quella delle onde piane
ognuna di queste caratterizzata dal numero d’onda k = p/he, dove p & I'impulso della particella.

Le evidenze empiriche provenienti dalla diffusione elastica di elettroni da nuclei indicano che le distri-
buzioni di carica nel centro dei nuclei hanno valori simili per i diversi nuclei su tutta la tavola periodica
[Kra88]. Semplificando la situazione, consideriamo il nucleo come una sfera a densita costante di raggio
R. Quindi la densita costante si ottiene dividendo il numero di nucleoni per il volume della sfera:

A A 3 _3
= = = =0.17£0.02 fm . 8.54
P %TFR?’ %7‘('7“814 47 ( )

Nell’equazione precedente abbiamo utilizzato la relazione empirica R = roA% con r9=1.12 fm.

Per quanto riguarda il valore dell’energia di legame, consideriamo la formula semi-empica della massa
[Kra88] e analizziamone il comportamento facendo tendere all’infinito sia il volume sia il numero di
nucleoni. Ovviamente la quantita per nucleone deve rimanere finita perché possa avere significato fisico.

L’energia di legame di un nucleo espressa dalla formula semi-empirica della massa é:

2 Z? N—-2)?
B(A, Z) = CLUA -+ (1514g + CLC? —+ ai% —+ 5<A) . (855)

Come accennato, nel sistema considerato abbiamo lo stesso numero di protoni e neutroni. Questa
ipotesi che cancella il termine di asimmetria € introdotta per semplificare la trattazione, ma non & neces-
saria per assicurare la stabilita del sistema. Infatti ci sono studi su materia nucleare assimmetrica, con
differente numero di protoni e neutroni, e addirittura studi su materia neutronica. Le stelle di neutroni,
che si suppone siano le pulsar, sono al momento i sistemi fisici esistenti in natura piu simili alla materia
nucleare.

Ben piu rilevante I’altra approssimazione menzionata: l'interazione Coulombiana viene spenta. Questa
ipotesi € necessaria per la stabilita del sistema infinito dato che I'interazione coulombiana ¢ a lungo raggio
e porterebbe quindi ad una repulsione infinita nel limite per numero di particelle infinito. Utilizzando
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queste ipotesi, ’epressione dell’energia di legame per nucleone eé:

w =y +a, A5 + %4) : (8.56)
e, trascurando 'ultimo termine, quello di appaiamento, nel limite per A tendente all’infinito sopravvive
solo il termine a, = 16.0 MeV.
Una corretta descrizione della materia nucleare deve prevedere un’equazione di stato che leghi ’energia
di legame per nucleone con la densita del sistema. 11 minimo di questa funzione deve cadere nella regione
emipirica in cui per p = 0.17 £0.02 , fm =3 si ha B(A, Z)/A = 16.0 = 1.0 MeV.
La trattazione di un sistema ad invarianza traslazionale in approssimazione di campo medio ¢ stata
fatta nel paragrafo 2.3. L’equazione (2.54) esprime la densita del sistema in funzione dell’impulso di

Fermi.
2 3

Utilizzando il valore empirico della densita si trova che il valore del momento di Fermi ¢ kp = 1.36 fm~!
= 250 MeV/c. L’equazione (2.57) fornisce I’energia cinetica per particella del sistema

T 3
dove l'energia di Fermi ¢ data da
52
ep = %kFQ : (8.59)

Mostro come si applica la teoria di Brueckner a questo sistema. Definiamo le coordinate relative per
due particelle p e g che interagiscono

1
R= i(rp +r,) ; r=r,—r, (8.60)
Ky =k, +k, : ky=k —k,. (8.61)

La funzione d’onda imperturbata delle due particelle ¢ data da
L iy, ik, L K, R ik, L iK,.R
Ppy(rp, 1) = gel rirettate = vez patettrat = gel P Ppg(r) (8.62)

dove ho trascurato i termini di spin e isospin.
Gli operatori @ e W definiti precedentemente agiscono su questa funzione d’onda. L’azione di @ sulla
funzione d’onda

Q‘(I)pq> = |‘I>pq> (8-63)

¢ diversa da zero solo se sia |k, | che |k,| sono maggiori di kp, e
W) = [W — e(kp) — €(kq)] [Ppqg) = e(kp, Kg)[Ppg) - (8.64)
Consideriamo la funzione d’onda delle due particelle che interagiscono
1 x .
Wpg(rp, 1) = e Kra By (r) (8.65)
Data la definizione di (8.2) posso scrivere

(@pg|G|Prs) = /d37"p dBTq @y (rp, vg)V(r)¥ps(rp, 1g)

_ ﬁa(mq _K.) / Bre® TV () (r) = (dpg|Gldrs) - (8.66)
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La parte relativa alla coordinata del centro di massa del sistema puo essere fattorizzata, quindi,
considerando la (8.13), otteniamo

con

UpalE) = palr) + / B Kopg (1 XYV () (r) (3.67)
r.r) = 1 3 Q(qu,k) eik-(rfr’)
Kne.r') = o / L . (8.68)

La procedura per risolvere queste equazioni ¢ composta dai seguenti passi.

1

2
3
4

. Scelta di U per fissare le energie di singola particella del denominatore.
. Soluzione numerica della (8.68).
. Inserimento del kernel (8.68) nella (8.67).

. Inserimento della (8.67) nell’elemento di matrice (8.66).

8.6 Considerazioni finali

1

. Nella diffusione nel vuoto il denominatore dell’equazione di Lipmann-Schwinger (8.53) ha una parte
immaginaria. Questo implica che asintoticamente esista uno sfasamento tra funzione d’onda diffusa
e libera. Nella Bethe-Goldstone (8.16) non c’¢ questo termine immaginario, quindi non c’¢ sfasa-
mento asintotico tra le funzioni d’onda relative di due particelle che interagiscono v, e quelle di
particelle non interagenti ¢,,. La differenza tra queste due funzioni d’onda & presente a distanze
relative piccole, dove il potenziale ha un ruolo molto importante, essenzialmente nella regione del
core fortemente repulsivo.

. Il parametro essenziale dello sviluppo di Goldstone non ¢ il numero di linee di interazione, ma il
numero di linee buco. Diagrammi che differiscono per una linea di interazione generano contributi
dello stesso ordine di grandezza. Al contrario diagrammi con una linea di buco addizionale generano
contributi un ordine di grandezza inferiore rispetto a quelli dei diagrammi con una linea di buco in
meno. Lo sviluppo in linee di buco ¢ essenzialmente uno sviluppo in potenze della densita. Nella
fisica dei molticorpi si parla di densita relativa, ovvero numero di particelle, puntiformi, presenti
nel volume definito dal raggio del core fortemente repulsivo.

. In linea di principio 'interazione G dovrebbe essere indipendente dalla scelta del potenziale U. In
realtd questo avviene solo parzialmente se tronchiamo lo sviluppo di Goldstone (8.1). La conver-
genza dello sviluppo anche utilizzando l'interazione G, calcolata usando H; = V & molto lenta.
L’implementazione della parte perturbativa con un termine ad un corpo H; =V — U contribuisce
a velocizzare la convergenza. La scelta autoconsistente di U &

U= Z<¢a|g(W)|¢a> (8‘69)

La scelta normale ¢ quella di limitare la somma a stati sotto la superficie di Fermi. In questa scelta
c¢’@ quindi una discontinuita nelle energie di singola particella. Quelle sotto la superficie di Fermi
sono energie che contengono anche il temine potenziale, mentre quelle sopra sono soltanto energie
cinetiche. Questa scelta, relativamente semplice, non garantisce consistenza dei risultati, nel senso
che risultano essere estremamente dipendenti dalla scelta di U. Quando si utilizza la scelta continua,
che consiste nel considerare la somma in (8.69) su tutto lo spazio, si ha una maggiore consistenza
del calcolo, ovvero il risultato ¢ praticamente indipendente dalla scelta di U.



Capitolo 9

Applicazioni del principio
variazionale

9.1 Introduzione

Il principio variazionale ¢ uno dei metodi piu usati per risolvere ’equazione di Schrodinger in maniera
approssimata. Si basa sul fatto che la funzione d’onda che minimizza ’energia del sistema ¢ autostato
dell’hamiltoniana che descrive il sistema. Questo & vero se la ricerca del minimo viene effettuata in
tutto lo spazio di Hilbert. In realta il problema viene semplificato cercando la funzione che minimizza
I’energia in un sottospazio dello spazio di Hilbert. In questo modo si ottiene un limite superiore al valore
dell’energia che si otterrebbe risolvendo il problema senza approssimazioni, ovvero considerando l'intero
spazio di Hilbert.

Le proprieta del principio variazionale sono descritte nel manuali di Meccanica Quantistica, ad esem-
pio [Mes61]. Un riassunto dei punti di nostro interesse riguardanti il principio variazionale si trova
nell’Appendice A.

In questo capitolo, presento due applicazioni del principio variazionale che nel linguaggio della fisica
dei molti corpi sono classificate come teorie di campo medio: Hartree-Fock e teoria del funzionale della
densita.

9.2 Hartree-Fock

9.2.1 Hamiltoniana Hartee-Fock

In questo paragrafo presentero un’espressione dell’operatore hamiltoniano utile per il suo uso nella teoria
Hartree-Fock. Consideriamo ’espressione dell’operatore hamiltoniano nella rappresentazione dei numeri
di occupazione Eq. (5.56).

1
H E Tyy/a’;‘ral// + 5 E Vm,/##/aja:a#/ay/
vy’

vuv' w!

1 —
ZTUV/Q;FG,V/—’—Z Z VVHU/H/aja:auzal,/ . (91)

17 v pp!

Nell’espressione precedente T' indica 'operatore dell’energia cinetica e V' l'interazione tra due particelle.
Sono assenti interazioni a tre o a molticorpi. L’interazione antisimmetrica & definita come

Vi = (wplVIV'e') = wp| V') (9:2)

87
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Dalla definizione di contrazione (vedi sezione 6.3), per v e v’ < €p si ha che

[ [
+

— —
ay ay =0, ; aya), =0 ; aya, =0 ; aja:ﬁ: . (9.3)

Considerando la definizione di prodotto normale ordinato N otteniamo

—
at a, = Nla} a,/ )+ a} ay (9.4)
e, per il teorema di Wick,
afaf apa, = Nlafal aa,)]
— —
+ Nlafayla) ay + Nlafay]at au
— —
— Nla}ala) ap — Nlajaa) ay
o o
+ afapa) ay —afapala, . (9.5)
Inseriamo l'ultima espressione nell’equazione (9.1)
1 _
H = Z Tw//ajay/ —+ Z Z VV/AV/,LL’ {N[aia: au/ CLVI]
12%4 pp'vv!
+ N[a:au/]éwldm + N[aia,/]éwldm - N[a:awwwlém - N[aiaulwwlém
Gt id s — Do Buidyar Oy | (9.6)

dove ho gia considerato il fatto che il valore di aspettazione della contrazione su un determinante di Slater
¢ diverso da zero solo se lo stato di singola particella & sotto la superficie di Fermi, cioé uno stato di tipo
buco. Ho usato la convenzione di indicare con i sottoindici ¢, j, k,l stati buco, e con m,n,p,q,r stati
particella, cioe al di sopra della superficie di Fermi.

Considerando le restrizioni imposte dagli indici di Kronecker otteniamo:

1 —
H = ZTyulai_ay/ + Z Z VV,LLV/,LL’N[G/Z_G‘Z aul G,V/]

vv'! pp' v’

1 — 1 —
+ Z Z Vyiu’iN[a:ap,’] + Z Z ViViV'N[ai_aV/]

Q' vv's

1 — 1 —
— Z Z VW,/iN[a;al,r] — Z Z V,,iw/N[ajaw]

pnr's vi't
1 — 1 —
+ 3 %: Vijis = 3 %: Vijji - (9.7)

La definizione (9.2) dell’interazione antisimmetrica implica le seguenti simmetrie

Vuul/’u’ = *Vp,yu’/ﬂ = V,uu;ﬂu’ = 7VV/L/L/V/ ’ (98)

quindi

1 _
H = ZTyulajay/ —+ Z Z VV#U,#/N[aja:[ a#/ al,/]

vv'! pp' v’

— 1 —
+ Z VyiviNa) a] + 3 Z Vijij - (9.9)
ij

vv'i
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Consideriamo il prodotto normale ordinato di due operatori, e riscriviamolo secondo la definizione di

contrazione

Nla} ay] = af ayr —a}f ayr (9.10)

quindi il penultimo termine della (9.9) diventa

Z Vuw 7 a al// Z Vuw 1a ayr — Z VZ]’LJ 3 (911)

vv'i vv'i

e 'operatore hamiltoniano puo essere scritto come

Z (Tuu’ + Zvuiu z) a,, Gy’
+
“w

H

yu’

+ 4 Z I u/N[GJ;fG, A Ay ] — 5 ZVUU . (912)

pp' v’ j

L’operatore hamiltoniano ¢ composto da un termine ad un corpo, quello proporzionale a a}a,  piu altri
termini. E interessante notare che anche parte dell'interazione V contribuisce al termine ad un corpo.
Dato che non abbiamo fatto alcuna ipotesi sulla struttura della base di funzioni d’onda di singola particella
che compongono il determinante di Slater sul quale operano gli operatori di creazione e di distruzione,
possiamo usare la base di funzioni d’onda di singola particella che diagonalizza il termine ad un corpo
della (9.12), ovvero

hw/' = Tw/’ + Zvl/iu’i P (913)
quindi
(v|hlv) =€, . (9.14)
In questa base, 'operatore hamiltoniano puo essere scritto come
1 — 1 —
H=) eafa,— 5% Vigit+ 5 Y VewwNofe) away] = Ho+ Vies | (9.15)
v iJ pp' v’

dove ho definito con Hj il termine ad un corpo, e con V., detta interazione residua, il termine rimanente.
Il valore di aspettazione dell’operatore (9.15) sullo stato fondamentale del determinante di Slater
costruito con gli autostati di h &

(@o|H|Do) = <‘I)0\Ho|‘1)0> (@o|Vies|Po)
= Zeu (I)0|G, al/|q>0 vau (I)0|(I)O>

ij

+ Z Z V,,W/H/<'~I>0|N[aia: ap ay]|Po)

pp'vv!
1 —
Zi: €; — 5 %: Vijij = 50 . (916)

I risultati importanti di questo paragrafo possono essere cosi riassunti.

e L’espressione (9.15) dell’hamiltoniano ¢ solo una riscrittura dell’espressione (9.1) dove viene uti-
lizzato il prodotto normale ordinato. Non c’¢ alcuna differenza nel contenuto fisico delle due
espressioni.
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e 11 calcolo del valore di aspettazione dell’operatore hamiltoniano calcolato per lo stato fondamentale
descritto in termini di determinante di Slater trascura una parte dell’hamiltoniana. Quando si
descrive un sistema a molticorpi in termini di determinante di Slater, ovvero quando si usa un
modello a particelle indipendenti, il contributo del termine dell’hamiltoniano legato al prodotto
normale ordinato &, per definizione, nullo. Questa e la grande semplificazione intrinseca ai modelli
a particelle indipendenti. Il termine che si trascura ¢ quello che viene definito come interazione
residua. La parte dell’operatore ad un corpo Hy € responsabile del modello a particelle indipendenti.
Fenomeni che vanno oltre questa descrizione sono dovuti alla presenza dell’interazione residua Vies,
e sono genericamente definiti come correlazioni a Iungo raggio per distinguerli dagli effetti legati al
core fortemente repulsivo dell’interazione, indicati come correlazioni a corto raggio.

e L’energia totale del sistema a molti corpi nell’ambito di un modello a campo medio puo essere
calcolata solo conoscendo linterazione a due corpi V. L’espressione (9.16) indica che lenergia
totale non e semplicemente la somma delle energie degli stati di singola particella.

9.2.2 Equazioni di Hartree-Fock

11 calcolo dell’energia del sistema & effettuato utilizzando Pespressione (9.16). Nella teoria Hartree-Fock
si cerca il determinate di Slater che minimizza questo valore. Si tratta quindi di ricercare il minimo di
FEy nel sottospazio di Hilbert formato da tutti i possibili determinami di Slater. Il principio variazionale
viene applicato scegliendo I'insieme di funzioni d’onda di singola particella che formano il determinante
di Slater. Per poter formare il determinante & necessario che le funzioni d’onda di singola particella siano
ortonormalizzate. Questa € una condizione esterna che deve essere imposta. Il problema consiste quindi
nella ricerca di minimo vincolato che trattiamo con la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange. Il principio
variazionale con la condizione di ortonormalizzazione ¢ espresso come

=3 Al | =0 . 0.17)

ed utilizzando 'operatore hamiltoniano H

5(D|H|D) — Z/\U(S ilj) = (9.18)

dove |®) ¢ il determinante di Slater ¢ formato dalle funzioni d’onda |i) e A;; indica i moltiplicatori di
Lagrange. Usando l'espressione (9.12) dell’operatore hamiltoniano ottengo

P |
> 5<Z|T|Z>+§E [0(igV']ig) — 6(ig|V']ji)] — E Aij6(ilj) =0 . (9.19)
% 1]

La variazione del prodotto delle due funzioni d’onda
25 ij| = Z (037] + (i07]] —22 dij| (9.20)
iJ ij

quindi

Z<52|T| +Z (044|V)ig) — (dig|V|g4)] Z)\” (0il7) =0 . (9.21)

% i

Dato che ogni variazione delle funzioni d’onda (di| & 1nd1pendente dall’altra, ogni termine della somma
su i nell’espressione precedente deve essere nullo, quindi

(SK|T[k) + > [(6k|(iIV15) k) — (Ok|(IV[k)5)] ZAm (Okj) - (9.22)

J
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Poiché |0k) & diverso da zero, possiamo semplificare I’espressione precedente
TIk) + > [GIVIAIE) = GIVIE))] Z/\kglj : (9.23)
J
Supponiamo che il moltiplicatore di Lagrange A;; sia il valore di aspettazione di un’hamiltoniana h

Mg = (kIRLj) - (9.24)

E possibile trovare una base di singola particella che diagonalizzi h utilizzando una trasformazione
unitaria. o
<k"h|j> = ekékj . (9.25)

La trasformazione unitaria da una base all’altra ¢ data da
k) = S lk) D ShaSkk=1" (9.26)
1% kk’

I1 determinante di Slater nella nuova base ¢ data da
|®) = det(5)|®) , (9.27)

poiché S ¢ unitaria si ha che |det(S)| = 1, il determinante nelle due basi ¢ lo stesso a meno di una fase.
Questo significa che il funzionale F(®) ¢ invariate sotto la trasformazione di base e quindi anche la sua
variazione lo é.

Nella nuova base (qui ho sostituito k a k per non appesantire la scrittura)

hlky = TIk) + Y [GIVIDIK) = GIVIR)D] = exlk) - (9.28)
J
Definisco il potenziale medio come
U(r) = Z (Vs = /d?’r’ r)V(r,r')gp;(x') , (9.29)
J

legato al termine detto di Hartree. La somma ¢ effettuata su tutti gli stati al di sotto dell’energia di
Fermi. Quindi questo termine descrive I'interazione della particella & con tutte le altre. L’altro termine
€ non locale ed ¢ legato al termine di Fock - Dirac

Zaﬁ (r,r");(x) (9.30)

Nello spazio delle configurazioni l’equazione (9.28) puo essere espressa come

272
5 or(r) + U(r)op(r) — /d3r’W(r, r)o(r') = epdr(r) . (9.31)
m N——

Hartree

h¢k (I‘) = —

Fock—Dirac

Trascurando il termine di Fock - Dirac si ottiene un’equazione differenziale tipo campo medio. Il termine
di Fock - Dirac, detto anche di scambio, modifica la pura equazione di campo medio inserendo 'effetto
del principio di esclusione di Pauli.

Le equazioni differenziali (9.31) sono risolte numericamente utilizzando una procedura iterativa. Si
parte da funzioni d’onda di prova |k)(;) costruite con metodi di campo medio, ad esempio oscillatore
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armonico, Woods - Saxon, funzioni idrogenoidi. Con queste funzioni d’onda di prova si calcolano i
potenziali di Hartree (9.29) e di Fock-Dirac (9.30) che vengono inseriti nell’equazione differenziale (9.31).
La soluzione delle equazioni (9.31), risolte con metodi numerici standard, produce un nuovo insieme di
funzioni d’onda |k); 11y con le quali & possibile calcolare nuovi potenziali U e W. Il processo continua fino
a convergenza. Normalmente il criterio di convergenza viene fissato considerando le modifiche dell’energia
totale del sistema (9.16).

Teorema di Koopman
11 significato fisico del moltiplicatore di Lagrange € € chiarito da quello che viene definito come Teorema
di Koopman. Consideriamo il determinante di Slater che descrive un sistema composto A — 1 particelle

ak|Po(A))

@4 - 1) = 2

(9.32)
dove N (A) & una costante di normalizzazione.
La differenza tra le energie del sistema con A particelle, e quello con A — 1 particelle & data da
(P(A)[H[2(A)) (P(A-1)|H|P(A—-1))

EA = EA-D="Gi0p@) @A 1@A 1)

1 — 1 —

= | 2= > Vau|—| 2 a-3 > 2. Vi

_z:l,A i=1,A;j=1,A i=1,A;1#k i=1,A1#k j=1,A;j#k
= - 62'—1 - Vijij

e 2 |4~ L

i=1,A  i=1,A5i#k ij ijyiFk,j#k

1—

= ek—inkkk:ek, (9.33)

dove Virkr = 0. Quindi €, fino a questo momento considerato moltiplicatore di Lagrange, ¢ la differenza
di energia tra sistemi che differiscono tra loro di un particella. Questa ¢ la definizione operativa dell’energia
di singola particella.

9.2.3 Hartree-Fock nel gas di Fermi

Un’applicazione semplice della teoria di Hatree-Fock e la descrizione di un sistema infinito ed omogeneo
di fermioni, quel sistema che nel paragrafo 2.3 abbiamo considerato e definito come gas di Fermi.
Riscrivo le equazioni Hartree-Fock nello spazio delle coordinate

g &1’ gp (') PV (x, 1
V) 4 S [ @ )PV

k' <kp

- > / Br' gt (Y (x, ) o () s () = endi(r) (9.34)

k' <kp

dove le somme sugli stati occupati sono indicate come somme sul numero d’onda il cui valore & inferiore al
numero d’onda di Fermi, kr. L’invarianza traslazionale implica che V(r,r’) = V(r —1’), poiché non esiste
un punto centrale a cui fare riferimento, o, meglio, perché il sistema ¢ invariante qualunque sia il centro
delle coordinate scelto per la sua descrizione. Ovviamente le funzioni d’onda sono autostati dell’impulso
p = hk, le onde piane definite nell’equazione (2.40), e soddisfano I’equazione di Schrédinger di particella

libera 9
h 0
—%V%ﬁk(r) — () . (9.35)
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Vale la pena mettere in evidenza che il termine V(r — r’) indica l'interazione tra due fermioni che
compongono il sistema. Nel caso del gas di Fermi non c’¢ alcuna interazione tra le particelle che compon-
gono il sistema. Ogni particella si muove indipendentemente dalla presenza delle altre in un potenziale
uniforme e costante che si pud anche eliminare definendo lo zero dell’energia in maniera appropriata.
La teoria di Hartree-Fock propone ancora una soluzione approssimata del problema perché richiede che
la funzione d’onda totale che lo descrive sia un determinante di Slater, ma accende l'interazione tra i
fermioni e, inoltre, considera il principio di esclusione di Pauli.

Definiamo la trasformata di Fourier dell’interazione tra i due fermioni come

k) = / PV (x) % (9.36)

Considero il terzo termine della (9.34), il termine di Fock-Dirac, inserendo il termine di normalizza-
zione (2.48)

Vv e—ik/-r’ er —ikor ezkr e—zk’
2 /d3k @( ) /dsrl V1/2 [6 k e k ] V(I‘ — r/)mw
ik~r
= KOk /d3 (0’ —t)- (<! —r>V(r_r)W2
ik-r
= dBKO(ky — k)v(k — K)— . .

Dato che la densita del sistema ¢ definita come, (2.51),

p(r) =Y da(®)]* (9.38)

k<kp

usando la (9.35) posso riscrivere 'equazione di Hartree-Fock (9.34) come

(0) + pv(0) —

(271T)3 /dsk,Q(kF — k)o(k - k')} d(r) = exdr(r) (9.39)

dove

= /dgx V(x) (9.40)

e detto integrale di volume dell’interazione.
La presenza dell’interazione modifica ’energia della particella libera

€ = Ek -‘rUHF( ) = h2 K + Unr(k) , (9.41)
dove .
Unr (k) = pv(0) — @ /d%’@(kp — Kk - k') . (9.42)

9.3 Teoria del funzionale densita (DFT)

Il modello di Hartree-Fock viene ampiamente utilizzato nell’ambito della fisica atomica e nucleare. Tutta-
via ci sono due tipi di problemi legati al suo uso. Il primo problema e di tipo formale ed emerge sopratutto
nell’ambito della fisica nucleare. L’interazione effettiva da utilizzare in calcoli Hatree-Fock deve contenere
termini dipendenti dalla densita del sistema. Quale parte dell’interazione nucleone-nucleone microscopica
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sia simulata da questa dipendenza dalla densita ¢ ancora motivo di studio. Il fatto ¢ che senza questi
termini i calcoli Hartee-Fock non riescono a riprodurre energie di legame e densita dei nuclei, mentre
I'aggiunta di questo termine permette di definire una interazione effettiva utilizzabile in tutta la tavola
periodica che produce risultati di alta qualita. Il principio variazionale sopra definito non ¢ formalmente
valido se l'interazione dipende dalla densita.

Il secondo problema ¢ pragmatico e consiste nella difficolta di calcolare il termine di Fock-Dirac in
Eq.(9.31). Nuclei e atomi, anche se deformati, sono sistemi che si sviluppano attorno ad un punto che
puo essere convenientemente utilizzato come centro del sistema di riferimento. Anche in questi sistemi il
calcolo del termine di Fock-Dirac non & banale, ma gestibile. Ben diversa ¢ la situazione della descrizione
di molecole complicate che non hanno un preciso centro di riferimento. In questi sistemi il calcolo del
termine di Fock-Dirac diventa proibitivo.

La teoria del funzionale della densita, Density Functional Theory (DFT), risolve entrambi i problemi.
La teoria si basa su un teorema formulato nella seconda meta degli anni '60 del secolo scorso. Su questa
base teorica si € costruita una serie di equazioni che assomigliano molto alle equazioni Hartree-Fock ma
con un termine di scambio e correlazione locale che sostituisce il termine di Fock-Dirac.

9.3.1 Teorema di Hoenberg-Kohn

Il punto di partenza della DFT & il teorema di Hohenberg-Kohn (HK) che assicura che lo stato fondamen-
tale di un sistema di molte particelle puo essere completamente caratterizzato dalla densita e da quantita
che le sono strettamente collegate. Consideriamo I’hamiltoniana di un sistema di A fermioni a spin 1/2
espressa come

H=T+ Vo + W , (9.43)

dove

2
T=Y fng% s Ve =Y vem(i) . W= %Zw(i,j) , (9.44)
i=1 i=1 ij

dove tutte le somme corrono su tutti gli A fermioni. Il termine di energia cinetica , T, e del potenziale
Vewt, detto esterno sono operatori ad un corpo, mentre il termine W di interazione tra i fermioni & un
potenziale a due corpi. Il termine di energia cinetica piu il termine di interazione W sono caratteristiche
del sistema di fermioni, mentre il termine V,,; dipende da situazioni esterne, e quindi puo, in principio
essere modificato. Ad esempio in un atomo V.. ¢ dovuto all’interazione degli elettroni con il nucleo,
e puo essere modificato se il numero di neutroni del nucleo cambia modificando cosi la distribuzione di
carica, a parita totale di carica. Se si considera un gas di elettroni generato da un sistema cristallino, il
campo esterno puo essere modificato cambiando la posizione degli ioni del cristallo, oppure considerando
il sistema di cariche positive come una distribuzione uniforme con definita densita di carica, il jellium.
Nel caso del nucleo il campo esterno puo essere un campo medio nel quale sono immersi i vari nucleoni,
ad esempio un potenziale Woods-Saxon o Oscillatore Armonico.

Consideriamo Pinsieme di tutte le Hamiltoniane della forma (9.44) che abbiano stati fondamentali
non degeneri, ovvero 'insieme di tutti i potenziali esterni V., che generano uno stato fondamentale |¥).
Questo insieme di Hamiltoniane contiene non solo potenziali fisicamente accettabili, ma anche un numero
infinito di potenziali che hanno una valenza puramente matematica. In aggiunta, per ogni V., esiste un
numero infinito di copie ovvie ottenute aggiungendo una costante. Queste copie generano lo stesso stato
fondamentale, quindi, dal punto di vista della fisica sono equivalenti. La presenza di stati degeneri puo
essere rimossa inserendo una piccola perturbazione che rimuove la simmetria del sistema.

Il teorema afferma che esiste una corrispondenza biunivoca tra potenziale esterno Ve, lo stato
fondamentale |¥g) e la densita, di numero,

po(r) = (Wo| Y d(r —ri)| W) (9-45)

i=1
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Figura 9.1:

Questo significa che non e possibile che uno stesso potenziale generi piu di uno stato fondamentale,
e che uno stato fondamentale sia generato da piu di un potenziale esterno. In aggiunta, ogni stato
fondamentale genera una sola densita pg, e ogni densita non viene generata da piu di uno stato ¥y.

) (2)

Questo ¢ indicato schematicamente nella Fig. 9.1 dove si indica che \Ifgz & generato solo da vg, e pg

generata solo da \1162). L’osservazione importante del teorema ¢ che le due mappe sono iniettive, e quindi
uniche.
La prova del teorema implica due passi
(i) per ogni Vg, esiste solo un ¥y,
(i) non c’¢ alcun ¥ che & simultaneamente stato fondamentale di due potenziali Ve, e V.

-+ che possono
differire per una costante al massimo.

(i) Visto che consideriamo un sistema non degenere, per definizione per ogni hamiltoniana esiste un
solo ¥g.

(ii) La prova del secondo punto & fatta per assurdo. Ipotizziamo che lo stesso stato W) sia autostato
di due hamiltoniane che differiscono per piu di una costante.

H|Wy) [T+ W + Veat]|Wo) = Eo|¥o)
H'|Wo) = [T+ W+ Viy]|¥o) = Ep|Po) .

Sottraendo membro a membro abbiamo
[Vezt - Vve/zt]l\IJO> - (EO - Eé)“l’0> 9

e dividendo per |¥q) otteniamo

> ert(ri) = vl (r)] = Bo — Ef .

i

L’equazione precedente implica che vegt(r;) — veq:(r;) sia costante per ogni valore di r; e per ogni i,
cioe¢ che i due potenziali differiscano per una costante. Se escludiamo questa situazione ’equazione
di sopra porta una contraddizione. La parte sinistra cambia al variare di r, mentre la parte destra
rimane costante. Quindi ogni Vez:, a meno di una costante, definisce un’hamiltoniana con un solo
autostato che descrive lo stato fondamentale.

Anche la seconda parte dell’affermazione, ovvero che ogni densita po € generata da un solo stato
Wy, & dimostrata per assurdo. Ipotizziamo che la stessa densitd sia generata sia da W che da ¥
autostati delle hamiltoniane H e H’ definite sopra. Per il principio variazionale di Rietz otteniamo
la diseguaglianza

Eo = (Vo|H|Wo) < (o|H|¥p) (9.46)
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dove H ¢& I’hamiltoniana di cui ¥y ¢ autostato, e la diseguaglianza deriva dal fatto che non c’¢
degenerazione nel sistema. Posso riscrivere la parte destra aggiungendo e sottraendo V.,

Eo < (Wo|[(T+ W + Vewr) + Vs — Vil [W0) = (Wo|[(T + W + Viy) 4 Vear — Viue) | ¥0)
= Ej+ <‘I’6\Vext - ‘/e/zt|\11()>

II contributo del potenziale esterno ad un corpo puo essere scritto come
(WO vewr (i) Wh) = /d?’r veat (1) (6] > 8(r — )W) = /dBT Vert(r) po(r)
i i
quindi possiamo scrivere

Ey < Ey+ /dSr [Veat(r) — vege(T)] po(T)

Tutto il ragionamento ¢ stato fatto supponendo la (9.46), ma potrebbe essere ripetuto invertendo il
ruolo delle due hamiltoniane. Si otterrebbe quindi

By < Eo+ / 01 (000 () — Vet ()] o)
da cui, sommando membro a membro le due equazioni
Ey+ E, < Ey + Ej

che & un assurdo, per questa ragione ¢’¢ una mappatura univoca tra |¥o) e po.

Il teorema di Hoenberg-Kohn ha le seguenti implicazioni.

(a)

Considerando insieme le due mappe, ¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra il potenziale esterno V.,
e lo stato fondamentale, non degenere, |¥y) che risulta dalla soluzione dell’equazione di Schrédinger
e la densita dello stato fondamentale pg

Vewt <= |¥o) <> po . (9.47)

Questo significa che le tre quantita sono legata da mappature biunivoche. Possiamo quindi consi-
derare gli stati come funzionali della densita |¥g[p])

L’esistenza del funzionale |¥¢[p]) implica che ogni osservabile sia un funzionale della densita O[p].
In particolare questo € vero per I’energia del sistema

Elpl = (Wl = Flpl + [ &1 o) pole) (0.48)
dove la parte universale, cio¢ indipendente dal potenziale esterno, ¢ definita come

Flo] = (¥[pl|T + W] ¥[o]) (9.49)

Esiste un principio di minimo per E. Se pg ¢ la densita dello stato fondamentale che corrisponde
ad uno specifico valore di V.., allora per ogni p # pg si ha che

Eo = Elpo] < Elg] (9.50)

Questa e una conseguenza dell’unicita della relazione tra densita, autostato e potenziale esterno e
del principio variazionale di Ritz.
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Figura 9.2:

9.3.2 Equazioni di Khon e Sham

L’applicazione del teorema di Hoenberg-Khon & basata sull’idea di costruire la densita pg dello stato
fondamentale del sistema di fermioni interagenti usando un fittizio sistema di fermioni non interagenti,
cambiando I'’hamiltoniana del sistema. L’idea & rappresentata graficamente nella figura 9.2. La linea
verde rappresenta la densita, ed & uguale nel sistema a sinistra, fermioni interagenti, e in quello a destra.
Nel sistema a sinistra il potenziale esterno € Vgo molto diverso dal potenziale esterno Vig. Il primo
potenziale ¢ inserito nell’hamiltoniana contenente W, mentre il secondo ¢ utilizzato in una hamiltoniana
che non contiene W.

L’idea di descrivere un sistema di fermioni interagenti utilizzando un sistema effettivo di fermioni
non interagenti ¢ analoga a quella utilizzata da Landau nella descrizione dei liquidi fermionici. In questo
secondo caso, pero, vengono modificate le proprieta dei singoli fermioni che acquisiscono masse e cariche
effettive. In questo caso, invece, viene modificata 'hamiltoniana di base cambiando i potenziali esterni
al sistema.

L’idea ¢ quella di descrivere la densita (9.45) come somma di funzioni d’onda ortonormalizzate di
singola particella

po(r) = p5S(r) = > |15 (x))? (9.51)

1<€ep

dove KS indica Kohn-Sham. La densita (9.51) ¢ generata da un’hamiltoniana ad un corpo, il cui autostato
¢ un determinante di Slater |®XS).
Il funzionale dell’energia costruito in questo sistema viene comunemente espresso come

Elpo] = T*[po] + Eii°[po] + Eiz [po] + Elpo) (9-52)

dove si ha il termine di energia cinetica
h2V?2
Tl = @I = [t 36 () o) (9.53)

di Hartree

Ef®[po] = Z/ dg?‘i/ d*r;po(ri)w(ri, r;)po(r;) (9.54)

di campo medio esterno

Bl =3 [ dron(rs)oir) (9.55)
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e il termine di scambio e correlazione EXS.
Applicando il principio variazionale come nel caso Hartree-Fock si ottiene un’equazione differenziale

analoga

Anche questa equazione differenziale viene risolta con metodologie iterative analoghe a quelle utilizzate
per 'equazione di Hartee-Fock.

h2v2
om T / d*rjw(r,r;)po(r;) + vii(r) + vffcs(r)} iS5 (r) = 015 (x) . (9.56)

e A differenza dell’equazione di Hartee-Fock nell’equazione (9.56) ci sono solo termini locali. Questo
rende piu semplice la soluzione numerica dell’equazione.

e Dal punto di vista operatoriale i termini di energia cinetica e di Hartree del funzionale di Khon-Sham
sono identici a quelli del sistema interagente. Questo non significa che dal punto di vista quantitativo
i valori dell’energia cinetica e del termine di Hartree siano uguali nei due sistemi. Infattii valori di
aspettazione sono calcolati tra il determinante di Slater per il funzionale Khon-Sham e tra |¥y) per
il sistema interagente.

e Nel funzionale dell’energia di Khon-Sham (9.52) la parte che somma i termini di energia cinetica di
Hartree e del potenziale esterno danno un contributo molto piu grande del contributo del termine
si scambio e correlazione.

e Le equazioni di Khon-Sham (9.52) sono equivalenti alla minimizzazione dell’energia dello sta-
to fondamentale del sistema, nello stesso spirito delle equazioni Hartree-Fock. Questo per la
corrispondenza biunivoca tra densita e funzionale dell’energia.

e Il determinante di Slater |®X%) non rappresenta l’esatto stato fondamentale |¥). Tutto I'impianto
della DFT & basato sull’'uguaglianza delle densita (9.51). Le densita ad un corpo contengono in-
formazioni molto meno ricche di quelle contenute negli autostati. Discutero in maggiore dettaglio
questo punto nel prossimo paragrafo.

e Le funzioni d’onda di singola particella ¢X5(r) non hanno un significato fisico determinato ma sono
da considerarsi uno strumento matematico per poter ottenere la densita vera. Anche gli autovalori
€; non sono energie di singola particella come vengono definite dal teorema di Koopman.

e Non ci sono prescrizioni per la definizione del termine di scambio e correlazione. Gran parte del
lavoro teorico nell’ambito della DFT e legato alla costruzione di questo termine.

e La DFT & un modello a particelle indipendenti.

9.4 Densita e funzioni d’onda di singola particella

In questo paragrafo discutero delle definizioni di densita e di funzioni d’onda di singola particella vista la
loro importanza nella teoria di Hartree-Fock e della DFT.

Utilizzo un formalismo che considera la densita nella forma piu generale possibile, in modo che non
dipenda da alcun modello. Esprimo la matrice densita di un sistema a molticorpi come

A *
p(ri,r)) = W/dSTQ d3rg - dPr g U* (v, v, v 2)U(r), T, - T4) (9.57)
dove ¥ indica la funzione d’onda che descrive il sistema. Per essere precisi, questa ¢ la definizione della
matrice della densitd ad un corpo, poiché nell’equazione (9.57) vengono integrate tutte le coordinate
tranne una. La matrice densitad (9.57) ¢ normalizzata al numero di particelle A, come si puo vedere
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Figura 9.3: Confronto tra i numeri di occupazione del modello a particelle indipendenti, linee tratteggiate, e
orbite naturali, linee degli istogrammi calcolati con due differenti correlazioni. Il sistema studiato & il nucleo *8Ca.
La figura a sinistra indica il risultato per i protoni, e quella a destra per i neutroni.

integrando sulle variabili r1 e r) e inserendo d(r; — r}). Le densita utilizzate nella DFT sono la parte
diagonale della matrice densita. E evidente che integrando su A-1 coordinate si perda molta dell’informa-
zione contenuta nella funzione d’onda ¥. Questo limite diventa evidente quando si descrivono osservabili
che sono sensibili non solo alla parte diagonale della matrice densita, come avviene nella DFT, ma anche

al termini fuori dalla diagonale.
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Figura 9.4: Funzioni d’onda di singola
particella, linee continue, e orbite naturali
per tre stati neutronici del *®Ca.

Nel modello a particelle indipendenti lo stato |¥) & un de-
terminante di Slater |®) composto da un insieme di funzioni
d’onda ortonormali di singola particella |¢;). Inserendo nell’e-
quazione (9.57) il determinante di Slater si ottiene una matrice
densita data da

PPNy ) = ) 67 (r1)di(ry) (9.58)

i<ew

Le funzioni d’onda di campo medio sono quelle generate
in un modello a particelle indipendenti che generano una densita
del tipo (9.58).

Le orbite naturali sono definite come quelle funzioni d’on-
da di singola particella che diagonalizzano la matrice densita
(9.57) che puo essere descritta come

p(ry,rh) anqs*NO )oNO(r)) (9.59)

La differenza tra le espressioni (9.58) e (9.59) consiste nel
fatto che nella seconda espressione la somma € estesa fino al-
Iinfinito i coefficienti, reali, ¢, sono i termini diagonali della
densita e indicano la percentuale di occupazione della singola
orbita naturale. Le due densita sono normalizzate in modo che

A = /dgrlpIPM(rl,r'l)é(rl —r))
_ /dg'f'leO(r17r1) an . 9 60

Questo permette di interpretare I'espressione (9.58) in analogia
alla (9.59) nella quale i numeri di occupazione valgono 1 per gli
stati sotto la superficie di Fermi, e 0 in alternativa.
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Nella Fig. 9.3 confronto i numeri di occupazione del modello a particelle indipendenti con quelli
ottenuti con un calcolo microscopico eseguito con due diverse funzioni di correlazione. 11 sistema studiato
¢ il nucleo *3Ca e la figura a sinistra si riferisce ai protoni, mentre quella a destra ai neutroni.
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Figura 9.5: Differenza tra distribuzioni
di carica dei nuclei 2°Pb e 295T1. IPM
indica il risultato ottenuto con funzioni
d’onda di campo medio. Le altre linee
sono ottenute considerando correlazio-
ni di vario tipo, a lungo e corto raggio,
LRC e SRC rispettivamente.

Come si vede il modello a particelle indipendenti preve-
de occupazione completa degli stati al di sotto della superfi-
cie di Fermi, mentre al di sopra 'occupazione ¢ nulla. I cal-
coli che includono le correlazioni mostrano che le orbite na-
turali sono solo parzialmente occupate sotto la superficie di
Fermi, nonostante i numeri di occupazione siano vicino ad 1.
Al di sopra della superficie di Fermi i numeri di occupazione
sono relativamente piccoli, ma non nulli.

Nella figura 9.4 confronto alcune funzioni d’onda del modello
a particelle indipendenti con le orbite naturali di neutroni nel
48Ca. Si puod osservare che la grande somiglianza tra orbite
naturali e funzioni d’onda di singola particella. Il ruolo di effetti
al di 1a del campo medio consiste sopratutto nella modifica dei
numeri di occupazione.

Un altro tipo di funzioni d’onda che si riferiscono al fermio-
ne individuale sono le funzioni d’onda di quasi-particella
definite come la sovrapposizione delle funzioni d’onda di sistemi
con A e A-1 particelle

VAW(A = 1)[6(r — )| P(A))
(T(A = DT(A = 1) /2(T(A)[T(A))!/?

Ya(r) = (9.61)

Nella figura 9.5 mostro la differenza tra le distribuzioni di
carica dei nuclei 2°Pb e 29°TI. La struttura a strati di questi
due nuclei indica che la differenza tra le due distribuzioni di

carica ¢ dovuta all’assenza di un protone nello stato 3sy ;.
La linea identificata con IPM indica il modulo quadro di que- -2 10?

sta funzione d’onda di singola particella nel modello a particelle 3;2;
indipendenti. Si pud osservare che la forma della funzione d’on- =5 |
da e molto simile a quella indicata dall’esperimento. D’altra 10° 0:0

parte di vede che la curva IPM & molto piu grande. Per poter 10 ¢
descrivere correttamente la distribuzione di circa € necessario
inserire vari effetti che tengono conto del fatto che nel 2%°Pb i £, |
neutroni non riempiono completamente tutti i livelli, IPM*, del- =707 £

Tt

la vibrazioni superficiali collettive dei nuclei, LRC, e, infine, del 100 £

fatto che l'interazione tra due nucleoni ha un core fortemente ")

repulsivo, SRC. Tutti questi fenomeni non sono considerati nel 10’ |

modello a particelle indipendenti e sono inclusi nella generica “:jgi

categoria delle correlazioni. £ 10" S

E evidente che nel modello a particelle indipendenti funzio- 10° £ ‘ B Je
ni d’onda di particelle indipendenti, orbite naturali e funzioni 00 10 20 30 40

d’onda di quasi-particella coincidono. Le sottili differenze tra

k[fm']

questi tre tipi di funzioni d’onda emergono solo in casi molto
particolari. Questo ¢ cio che rende molto utili i modelli a parti-

celle indipendenti e la DFT. Nell’ambito di quest’ultima teoria
posso affermare che l'effetto delle correlazioni ¢ visibile in osser-
vabili che sono sensibili alla parte non diagonale della matrice

densita 9.57.

Figura 9.6: Distribuzioni di momento per
cinque nuclei sferici e doppio magici otte-
nute nel modello a particelle indipenden-
ti, IPM, e con una teoria che considera le
correlazioni tra le particelle.
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Un osservabile di questo tipo ¢ la densita di momento, tradizionalmente indicata come n(k), e definita

come ) )
nk)=———— [ @@ —1)e®)pr,r) . 9.62

09 = s gy | =) e ot (9.62)
La densita di momento &, nello spazio dei momenti, analoga alla densita di numero, risponde alla domanda
di quale sia la probabilita di trovare nel sistema una particella con il valore del momento compreso tra k e
k + dk. Nella figura 9.6 mostro le densita di momento per cinque nuclei sferici, e doppio magici. Le linee
continue sono state ottenute considerando un modello a particelle indipendenti, ovvero con una matrice
densita diagonale. Le altre linee sono ottenute nella teoria della funzione di base correlata (Correlated
Basis Function, CBF) che risolve I’equazione di Schrodinger considerando correlazioni tra i nucleoni (vedi
il capitolo 12).
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Capitolo 10

Funzioni di Green

Il formalismo presentato nei capitoli precedenti non ha utilizzato quell’entita nota come funzione di Green.
In realta la funzione di Green & estremamente utile nella descrizione dei sistemi a molticorpi per il calcolo
di quantita osservabili anche diverse dall’energia. Il calcolo delle funzioni di Green implica aspetti generali
legati al problema a molticorpi, indipendentemente dallo specifico osservabile a cui si € interessati.

La funzione di Green non ¢ definita in maniera univoca, perché la sua definizione dipende dal numero
di operatori di campo considerati. In questo capitolo presentero prima la funzione di Green ad un corpo,
ne forniro 'interpretazione fisica, la utilizzero per calcolare osservabili, e presentero la relazione con la
funzione di Green definita come risolvente di equazioni differenziali. In seguito definiro la funzione di
Green a due corpi. Il capitolo termina presentando un sistema di equazioni che collega le funzioni di
Green definite per un qualsiasi numero di corpi. La difficolta nel risolvere questo sistema di equazioni
accoppiate spinge a formulare una tecnica alternativa, basata sulla teoria perturbativa. Questo sara il
soggetto del capitolo 11.

10.1 Funzioni di Green ad un corpo
L’operatore di campo fermionico in rappresentazione di Heisenberg & definito come

Ui (x,t) = er Ty, (x)e #1! (10.1)

Nell’equazione precedente il pedice H indica Heisenberg, mentre, a destra del segno di uguaglianza, il
simbolo H rappresenta ’hamiltoniana totale del sistema. Con « ho indicato tutti i numeri quantici,
diversi da posizione e tempo, che caratterizzano la particella, ad esempio spin, isospin, colore ecc.

La funzione di Green ad un corpo per un sistema di fermioni ¢ definita come

(Wo|T [thy10 (%, D), (X, ¥')] W)
(W[ y)

i Gop(x,t,x,t') = (10.2)

Nell’equazione precedente |¥y) ¢ lo stato fondamentale del sistema in rappresentazione di Heisenberg
H|Wo) = E|¥o) (10.3)
e T indica l'operatore di ordinamento temporale

Vit o (X, ) g (X, 1) ¢ >t

wﬁ,ﬁ(xlvt/)wH,a(X, t) t<t (10.4)

T [0, )55 56,1 { _
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Si possono legare le funzioni di Green ad un corpo alle seguenti quantita osservabili:

e valore di aspettazione di un operatore ad un corpo nello stato fondamentale del sistema,
e energia dello stato fondamentale,

e spettro di eccitazione del sistema per eccitazioni particella singola.

Per semplificare la scrittura d’ora in poi non scrivero esplicitamente i numeri quantici « e 3, intendendo
la loro somma ogni volta che indichero l'integrale sulle coordinate.

Facendo 'ipotesi che I’hamiltoniana H sia indipendente dal tempo, posso scrivere la funzione di Green
(10.2) come

erB(t—t") (Wo|p (x)e~ F =yt (x') | W)

t>t
(Wo|Wo)
iG(x,t,x',t') = _ . (10.5)
B () (Woly (x)er H= )y (x) [ Wy) t<t
(Wo|Wo)

Per calcolare il valore di aspettazione di un operatore ad un corpo nello stato fondamentale del sistema,
utilizzo la definizione di operatore ad un corpo

o’ :/dew+(x)(9(x)1/1(x) . (10.6)
Possiamo scrivere il suo valore di aspettazione rispetto allo stato fondamentale come
0 [ s (Tt (x)O(x)1h(x)[ Vo) / 5. 1 (Wo|y™ (%) (x)|Wo)
(0" = /d x Wo[Wo) = [ d°z xl/lgle(x) o[ To) . (10.7)

dove il limite x" — x & stato utilizzato per far commutare O(x) con 3™ (x). Utilizzando la seconda delle
equazioni (10.5) ed indicando con ¢t un tempo maggiore di ¢ otteniamo

(O1Y = —i  lim d*z lim O(x)G(x,t,x',t') . (10.8)

t—tt—t x—x/

Faccio un esempio con I'operatore densita. L’operatore numero di particelle puo essere scritto in funzione
dell’operatore densita p(x —x') = §(x — x’) come

N = [ Ea vt 0pve = [ dit (o) (10.9)
11 valore di aspettazione di questo operatore rispetto allo stato fondamentale del sistema é:
(N)y = —i lim [ d®z lim p(x)G(x,t,x',t')
t/—tt x—x’

= —i lim [ &z lim G(x,t,x,t)
t'—tt x—rx’

- —i/d?’xG(x,t,xt) = /d?’x <\P°|w<+q(/:|)§o(;<)%> (10.10)

Nel caso di fermioni non interagenti, cio¢ |[¥g) = |®g), abbiamo

_ 3$<‘I’0W+(X)¢(X)|q’o>
W)= /d (Do) (10.11)
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Usando la rappresentazione degli operatori di campo in termini di operatori di creazione e di distruzione,
eq. (5.50) e (5.51), otteniamo

Ny = /d3xz¢ x)(®olat an|Po)

a,a’

— /d3 Z¢ X)por (X M,_/df‘ Z|¢a , (10.12)

a,a’=1

dove ho ipotizzato |®g) normalizzato ad uno e Uortonormalita delle funzioni di singola particella ¢,. Come
nei capitoli precedenti, er indica ’energia di Fermi. L’espressione finale sotto il segno di integrazione &
la tradizionale densita di un sistema di particelle non interagenti.

Calcolo adesso I’energia dello stato fondamentale del sistema, mostrando che puo essere descritta in
termini della sola funzione di Green ad un corpo.
Utilizzero le seguenti espressioni dei commutatori di 3 operatori:

[A,BC] = ABC - BCA=ABC - BCA+ BAC — BAC (10.13)
[A,BC] = {A,B}C— B{A,C} (10.14)
[A,BC] = [A,B]C —B|[C,A] , (10.15)
e anche
{A,BC} ={A,B}C — B[A,C] . (10.16)

Consideriamo il commutatore dell’hamiltoniana
3.+ 2 Vi
H = T = _p21x
+V /dxw (x)( h2m)¢(x)
1
by [ @iyt ot 9V yEIee | (10.17)

con Poperatore 1 (r). Calcoliamo il commutatore con il termine di energia cinetica

W, 7) = |9, [ P ) (—nj) v (10.18)
N~ N—— m
A B _C,_/

Applico I'equazione (10.14)

1] = [ e o) (<110 ) - [ a0 (-1 ) . veo)
S(x—r) 0
= /d%&(x—r) (—h22vjzw(x)> = —%w(r) . (10.19)

Per il termine di interazione

Vi= %/d%dgy ¥, 9T )PV YY) | - (10.20)
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Applico 'equazione (10.14)

~ ——
A’ B’ c’

pwV = 5 [dady {w<r>7w+<x>}cwx){wr),w*(y)v<x,y>w<y>w<x>}

6(r—x)

_ 1/d3y¢+(y)v(r,y)w(y)w(r)

2
+ % / P ddy (—pt (%)) (), ¥ (1)} V(x,y) by)b(x)
S(r—y) —(x)P(y)

- 3 / drdy (—4t (%) F (y)V (x.y) [B(r), ¥ (y)(x)
—_—

0
= % / d3yw+(y)V(r,y)¢(y)w(r)+% / Prpt(x)V(x, r)(x)(r) . (10.21)

dove ho utilizzato la (10.16) e le regole di (anti)commutazione di operatori di campo. Per la simmetria
del potenziale, V(x,y) = V(y, x), i due termini dell’ultima espressione sono uguali, quindi

[¢(r), V] =/d3$¢+(X)V(P,X)¢(XW(F) : (10.22)
Unendo le (10.19) e (10.22) ottengo

2
2vr

W(I‘)aH} =—h om

() + / @Bt ()V (1, X) () (r) - (10.23)

Uso questa espressione nell’equazione del moto per 'operatore di campo in rappresentazione di
Heisenberg

it (r.1) = (e, ), H) = eF7 [p(x), H] e 1"
2
= —hQQVT:LwH(r,t) +/d3m w;{r(x’t)V(r’XWH(th)i/JH(nt) . 0

Moltiplico a sinistra per I'operatore ;;(r’,#') e poi calcolo il valore di aspettazione sullo stato
fondamentale |¥() e divido per la sua norma

[m 0 (_;—f vz)] (ot (. b 1) o)

ot 2m <\I’0|\IJ0>
1
= /de (Wolohsh (2!, ¥ )abiy (%, )V (x, %) m (x, £)m (v, 8) [Wo) . (10.25)
(Wo|Wo)
Considero il limite per ' — r e ¢’ — t e, poi, integro su d°r,
. 0 V2 (Uo|V o)
3 v e | 9 [ e VEN| . r ] = 0 0
/d T rlllinrtl’lglt {zhat ( h 2m>] [—iG(r,t, v, t)] =2 Wolg) (10.26)

dove il termine 2 ¢ legato alla definizione di V' data dalla (10.17).
Uso equazione (10.7) per calcolare il valore di aspettazione dell’operatore energia cinetica

(Uo|T|Wo) [ 5 o , V2 .
Wo[Tg) —i [ d rrl/lglrtl}glt —h m G(r,t, v t') . (10.27)
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Combinado queste due ultime equazioni posso eliminare il termine di potenziale dal valore di aspet-
tazione dell’energia:

(Wo|T[Wo) | (Wo|V[¥y)
(Wo|Wo) (Wo|Wo)

—f/di”r lim Tim |ih2 + —hQV—3 G(r,t, v, t') (10.28)
2 ot 2m A '

Ey =

r'—rt'—t

Questa espressione indica come sia possibile descrivere ’energia dello stato fondamentale del sistema
interagente in termini di sola funzione di Green ad un corpo.

10.1.1 Sistema di fermioni non interagenti

In questo paragrafo otterro un’espressione della funzione di Green ad un corpo per un sistema infinito di
fermioni non interagenti. Questo risultato e la base per il calcolo perturbativo della funzione di Green
per il sistema interagente.

Nel caso non interagente abbiamo

H=Hy=)Y ha (10.29)

dove h, sono hamiltoniane di singola particella di cui le ¢, sono autostati. In questo caso, tut-
ti gli operatori in rappresentazione di Heisenberg corrispondono a quelli scritti in rappresentazione di

interazione , _ _ _
X —, 2 Y
Oy = e Qe 1t = e ot QerHot = O (10.30)

Consideriamo normalizzati ad uno gli stati |®¢) del sistema non interagente. Per definizione, la
funzione di Green assume |’espressione

iGO(x,t,x',t) = (Ro|T [vr(x,t)05 (X', )] | o)
= (Dol (x, )Y (x',)[@0)O(t — t') — (Po|yf (x',)¢hr(x,1)[ @) O — 1) . (10.31)

dove ho indicato con O(z) la funzione gradino.
Consideriamo gli operatori di campo in rappresentazione di interazione esprimendoli in termini di
operatori di creazione e distruzione

t)=> art)or(x) e ¥ (x,1) Zak : (10.32)
k
quindi
iGOx,t,x 1) = <I>0|Z¢k x)age “"’“tZ@C/ Jai e |Do)O(t — t)
_ (I)()lz¢k/ X ak/ezwm Z¢k X ake—zwkt|q)0>®(t/ —t)
k

_ Z ¢k ¢k’ 71wkt6iwk/t'

kK’
[(Bolaray, | @)t — ') — (Bolaf,ar|Bo)OH — )] | (10.33)

dove wy = Ey/h.
Per definizione di |®g) abbiamo che

(@O\akam@()} = 5k k/@(k/ - kF), e <<I>0|a;ak\<1>0> = 51@ k/@(/ﬂp - k) . (1034)
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Come abbiamo visto, in un sistema infinito

1
(X) = —=e . 10.35
La funzione di Green imperturbata (10.33) assume ’espressione
1 . 7 . ’
iGO(x,t,x 1) = 9 D et [Q(k — kp)O(t — ') — O(kp — k)O( —1)] . (10.36)
k

Figura 10.1: Contorno di integrazione per I'integrale (10.40)

Per un sistema infinito bisogna considerare la corrispondenza

Xk:—> (21;)3 /d‘"’k . (10.37)

Utilizzando la rappresentazione integrale della funzione gradino

o0 1 e—ik:w
Ow) = -l dk | 5— : 10.38
== ) . (27ri> k+in (10.38)
posso scrivere
1 ) / ) ,
Z'GO(XJ,X”t/) _ (ZW)B /d3ke—zk~(x—x )e—zwk(t_t )
o) dw/ e—iw’(t—t') 0o dw/ e—iw/(t—t/)
- —O(k—kp) — ——O(kp — k . 10.

/_0027ri W+ in (k= k) /_0027”- o —in (krp — k) (10.39)

Calcoliamo l'integrale dell’equazione (10.38) utilizzando il teorema dei residui

e ™ lim 27 i (k + in) e ™ _me (10.40)

— =— Ti— =— .
o 2mik+in k——in 2mi " k+in ’

dove il segno — & legato alla direzione del circuito di integrazione per x > 0. Nel caso di x < 0 il

circuito di integrazione sarebbe chiuso senza contenere il polo, quindi I’integrale sarebbe nullo. A

questo punto si ha che

lim —e " = —1 . (10.41)

n—0

da cui la (10.38) .
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Raggruppando e moltiplicando per —¢ ottengo

1 . ’ e s ’ : !

GO(X,t,X/,t/) _ (27‘-)4 /d3ke—zk-(x—x ) /_OO dw' e (t—t )e—zwk(t—t )
k—k krp —k
w’ +1n w' —n

Definendo una nuova variabile w = w’ + wy, posso riscrivere I'equazione precedente come

GO(x,t,x',t') = i /d?’k e‘ik'(x_x,)/ dw e~ (t=t) Otk — kF‘) + Olkr — k‘) , (10.43)
(2m)* oo W—wg+in  w—wg— 1

dalla quale posso definire la funzione di Green imperturbata dipendente dall’impulso ed dall’energia

Ok—kr) | @(k:F—k»]

Ww—wL+1n  wW—w—1in

GOk, w) = [ (10.44)

10.1.2 Rappresentazione di Lehman

Consideriamo la funzione di Green completa e, per semplicita di scrittura, supponiamo che lo stato
fondamentale dell’hamiltoniana sia normalizzato (¥o|®¥o) = 1. Riscriviamo 'espressione della funzione
di Green inserendo un insieme completo di autostati dell’hamiltoniana

iG(x,t,x,t") = ([T [u(x, t); (x', )] o)
> [(Wol b (3¢, 1) [ W) (W |5 (x, ) [ W) O(E — )

n

— (Wolghy (%', )| W ) (W b (%, 1) W0) O (¢ — )] (10.45)

Gli autostati |¥,) contengono diversi numeri di particelle. Nello specifico, mentre quelli presenti nel
termine con ©(t — ¢') hanno N+1 particelle, quelli del termine con O(¢' — ¢) hanno N-1 particelle.

Indico con A il numero di particelle autovalore dell’operatore numero di particelle
N = /d3w+(x)¢(x) : (10.46)
Calcolo il commutatore

Wop(@)] = [ defp (x)p(x),¢(2)] = /dgw " (x)e(x)v(z) — Y(2)¢ " (x)$(x)]

= /d%ﬂ [ () (x)(2) — T (x)e(x)9(2) — (2)6(x —2)] = —(2) .
Da punto di vista operatoriale posso scrivere

quindi

Np|Wo) = (N = 1)[Wo) = (A = 1)[Wo) = (A = 1)9)[Wo) , (10.48)
che indica che gli stati del secondo termine dell’equazione (10.45) hanno una particella in meno degli
stati |Uo).
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Esplicitiamo nell’equazione (10.45) gli operatori di campo in rappresentazione di Schrédinger

Oy = et Oge #HL (10.49)

PG, tx 1) = 0[O = )em FE B (o () [0 ) (W [ (') W)

n

— Ot — t)er PP (g |yt () [,) (T, () [ W0)| . (10.50)

Sostituiamo le espressioni degli operatori di campo

x) = Z%dm(x e PT(x Za (10.51)
k

iG(x,t,x,t) Z Je — i (En—Eo)(t— t)z(bk X) g (x )<\I/0|ak|\11n><\11n‘a,:|\1/0>

k,k’

— Ot — t)er EnmEI=N" g (x) g7, (x') (Vo af, [ W) (W |y | To) | . (10.52)
k,k’

Considerando che, per un sistema infinito, sono valide la (10.35) e la (10.37) possiamo scrivere
iG(x,t, %' t') =
i ’ 1 3 ’
Z [@(t _ t/)e—ﬁ(E'n—Eo)(t—t )W /dSk,ezk.(x—x )<q]0|ak|\pn><\1}n|a2—|\l’0>
T

n

1

Ot — t)et (Ba—Bo)t—t) _L
Ot —t)en )

/d%eik'(*f)<x110|a;|x1/n><\11n\ak|xpo> . (10.53)
Nelle espressioni precedenti abbiamo considerato che |¥,,) & caratterizzato dall’impulso k, quindi

1:Z|\pn><\pn\:ﬁ/d%mm:m/ .

Utilizziamo la rappresentazione integrale della funzione gradino (10.38)
1 , , ) ,
G(x,t, XI, t/) = /d?’k otk (x—x") /dwefzw(tft )
(2m)*

(Wolax [ W) (U af Vo) | (Wolay [ Wn)(Vulax| o)
Z[W_(En—EO)/h—I-in * w—}—(En_EO)/h_in} : (10.54)

Definisco la trasformata di Fourier
Gk,w) = / Pz — 2') e ) / d(t — t)e = G(x, t,x, 1)

_ (Wolag| U ) (W, |a;f |Wo)  (Tola) [W,,)(W,]ay|To)
- Z [ w — (En — Eo)/h +in T T (E, — Eo)/h—1in } ~ (10.55)

n
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Analizzo il denominatore del primo termine. L’energia Ey ¢ autovalore di |¥y) sistema con N particelle,
mentre F,, & autovalore di |¥,,) che ha N+1 particelle. Riscrivo il denominatore esplicitando tra parentesi
tonde il numero di particelle del sistema al quale si riferisce ’energia.

fiw — Ep(N 4+ 1)+ Eg(N) = hw — E (N +1) + Eo(N + 1) — Eo(N + 1) + Eo(N)
= hw—[Ey,(N+1)—Ey(N+1)] = [Eo(N +1) — Eo(N)] = hw — hw, (N +1) — .

Nell’equazione precedente ho definito con w, (N+1) 'energia di eccitazione del sistema con N +1 particelle
e con p il potenziale chimico definito come

w= <3E> _ [Eo(NH) —EO(N)}

ON Al

(10.56)

dove ho indicato con Al la variazione di una unita del numero di fermioni. La funzione di Green in
rappresentazione Lehmann & quindi

~ _ (Wolar|Wn) (Walay [Wo) | (Wolay |Wn)(Pnlak|¥o)
G(kw)-Z{ W—wy — p/h+in w+w, —p/h—in

(10.57)

n

11 segno del potenziale chimico nel secondo denominatore & dovuto alla definizione (10.56) nella quale
la derivata ha segno positivo aggiungendo una particella al sistema. E da notare che w,, nel primo termine
si riferisce all’eccitazione di un sistema con N+1 particelle, mentre nel secondo termine ad un sistema
con N-1 particelle.

10.1.3 Interpretazione fisica

In rappresentazione di interazione, consideriamo uno stato ed aggiungiamo una particella nel punto x’,
al tempo t’

o () ()) (10.58)
Questo stato si propaga al tempo ¢ come
Uttt (x, )| (t)) . (10.59)
Cerchiamo la sua sovrapposizione con ;" (x,t)|¥1(t)) per t > t’. Ricordiamo alcune proprieta dell’ope-
ratore di propagazione U (¢,t")
Ut,t)ut',t)=U(t,t) =1
|Wh) = [¥1(0)) = U(0, —00)|®g) = [¥o)
U(t tO) %Hot —+(Ho+Hy)(t— to) e —+ Hoto
U(t,0) = e~k U(0,t) = en it
O1(t) = e~ # Tt Oy (et 1t = U(t,0)01U (0, t)
Ou(t) = erftOge mHt Or(t) = erHotOge 7 Hot

[W1()) = U(t', —00)|®(0)) .

Possiamo scrivere la sovrapposizione tra due stati. Al tempo t' aggiungiamo una particella al sistema nel
punto x’, lo stato si propaga e, successivamente, al tempo ¢ nella posizione x viene tolta una particella.

(W) [ (x, U (8, )iy (x, )| W(t)) =

(D0]U (00, 1) [U(t, 0)¢pm (x, )U (0, )] U (¢, ") [U(#', 0)1hy; (X', YU (0,8)] U (', —00) | @) =
{{@0|U (00, )U (¢, 0) } Y (x, ) [U (0, )U (¢, YU (¢, 0)] oy (x, ") {U (0,8 )U (', —00)|®g) } =
(Wolvbm (x, ) (x', ) [Wo)

~—
—~—
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L’ultima espressione & quella della funzione di Green ad un corpo per ¢ > t’. La funzione di Green descrive
Pampiezza di probabilitd che una particella creata nel punto x’ al tempo ' si trovi nel punto x al tempo
t.

10.2 Funzione di Green a due corpi

In questo paragrafo, per semplificare la scrittura, fard Uipotesi (Ug|¥g) = 1. La funzione di Green a due
corpi & definita come

(—1)°G(x1, t1, X2, t2, X3, t3, Xa, t1) = (Wo| T [hu (x1, t1)Pm (X2, t2) 5 (X3, t3) 05 (%4, 4)][Wo) ,  (10.60)

dove, come fatto in precedenza, ho indicato con T[] 'operatore di ordinamento temporale. Se per la
funzione di Green ad un corpo era necessario considerare due soli casi, t >t e viceversa, per la funzione
di Green a due corpi i casi sono 4! = 24. In realta per le proprieta di simmetria

G(1234) = —(G(2134) = —G(1243) = G(2143) , (10.61)
solo 6 casi sono indipendenti. Di questi solo tre casi hanno conseguenze fisicamente interessanti,
1. t1,ts > t3,ty che implica
(*Z’)ZG(Xl,t17X2,t2,x3,t37x47t4) = <\IJO|wH(x1,t1)¢H(xQ,t2)¢§(X3,t3)¢§(x4,t4)\\110) , (10.62)
descrive ’evoluzione dello stato al quale nei tempi t3 e t4 sono state aggiunte due particelle.
2. tq,ty < t3,t4 che implica
(—i)?G(x1,t1,Xo, t2, X3, t3, X4, t4) = <\I!0|z/1§(x;;,tg)wfg(le,t4)1/)H(x1,t1)wH(xz,tg)\\Ilo) , (10.63)
descrive ’evoluzione dello stato al quale nei tempi t; e t3 sono stati creati due buchi.
3. t1,t3 > to,ty che implica
(—4)2G (%1, t1, Xa, ta, X3, t3, Xa, ta) = — (Vo tu (X1, t1)W5; (X3, t3)n (X2, t2) 0y (Xa, ta) | Po) , (10.64)
e descrive ’evoluzione di una coppia particella-buca.

L’ultimo e il caso che ci interessa maggiormente. Dato che siamo in ambito non relativistico, la creazione,
e la distruzione, di una coppia particella-buca ¢ istantanea, quindi

ti=t3=t e ta=ty=1t. (10.65)
Per quest’ultimo caso riscriviamo la funzione di Green in termini di operatori di creazione e distruzione

G(Xl,t,X27t/7X3,t,X47t/) =

Y G (x)@l, (x3)bus (x2) 87, (xa) (Lol Tlay, (t')a, (F)au, (t)ar, ()] Po)

viv2lV3la

= Z Gy (X1) Puy (%2) 85, (x3) 05, (x4)G (w1, ' v, T, w5, 1 vy T) (10.66)

vival3lg

Nell’espressione precedente gli operatori di creazione sono espressi in rappresentazione di Heisenberg.
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Definiamo la parte ritardata, R della funzione di Green considerando il caso t' > ¢

GR(I/1,t/,V2,t,V3,t/,Z/4, t) = (Yolay, (t ')ajg(t’)ayz(t) +( ) To)
= (\Ifo\e%Ht/a e~ wH g H a+ e~ wH e Htal,ze_%Hteﬁ taf e” ﬁHt|\IJO>
= (Wplay,af, e #H-EOE=Dg of |5 | (10.67)

dove ho usato H|¥,) = Eo|¥p). In maniera analoga, definiamo la funzione di Green avanzata, G4, per
il caso t' < t, come

GA (' va, b s, t va, t) = (Wolay,at e R =EDE =0 of 1) (10.68)

quindi si ha

[ GA(v, vyt s, v, t) per T=t —t <0
G, va,vs,va,m) = { GE(v,t va, t,vs, t' ug,t) per 7=t —t >0 (10.69)
10.2.1 Rappresentazione di Lehmann
Definiamo la funzione di Green a due corpi dipendente dall’energia,
G(v1,va, 3,04, E) :/ dTG(Vl,VQ,Vg,V4,T)8%ET , (10.70)
dove ho usato 7 =t/ — t. Consideriamo la parte ritardata
GE(v1,v,v3,04, E) = (Wolay, a, / dr e*%(H*EO*E)Ta,,Qa;U\Il@ . (10.71)
0
Possiamo scrivere il valore dell’integrale sul tempo come
0 ; ) i(E—H+Eo)T ,—nT iR
lim [ dret(CHEEorBvimr _ i, € & =lm : — . (10.72)
70 Jo n—~0 L(E — H + Eq + in) =0 B — H + Eo +1n
quindi .
NR 1
G (v1,v2,v3,v4, E) = 1(¥olay, a;f, E—H 1yt av,a;f [Wo) . (10.73)
Con un calcolo analogo otteniamo per la parte avanzata
0
GA(Vla V271/37V47E) - <\Ijo‘al/2aj4/ dTen(H EO+E)TaV1 U3|\IIO> ) (1074)
0 L(E4+H-FEo)T 0T —ih
lim dr et H=EBo+E—imr _ Jipy ‘ o = lim ! — (10.75)
n—0 J_ naOz(E+H Ey —in) n—0 FE+ H — FEy—1n
G (v, 04, B) = (~Dh(Wolan,af, 7 - i ay,af [ Vo) (10.76)
quindi
i _ L AR AAY + 1 +
*ﬁG(V17V27V3aV47E)*7ﬁ(G +G ) - <\Ilo|a’l/1al/3 E—H+E0+ZT] auzau4|\110>
1

+ +
(Wolav,au, oo 5o —i av,a;,|Wo) . (10.77)
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Inserendo la completezza delle autofunzioni di H ) |¥,)(¥,| = 1 e considerando H|¥,) = E,|V,)
otteniamo ’espressione

AP o) [ L A AL
I e ~ E — (E, — Ey) +1in E+ (E, — Ey) —in

(10.78)

In questa espressione gli stati |¥,,) hanno lo stesso numero di particelle dello stato fondamentale. I poli

di questa espressione E = E,, — Ey rappresentano le energie di eccitazione del sistema di A particelle.

10.3 Risposta lineare

Consideriamo la situazione in cui il sistema di molte particelle sia soggetto ad una perturbazione esterna.
Scrivo ’hamiltoniana totale descrivente il sistema perturbato come somma dell’hamiltoniana H che de-
scrive il sistema in assenza di perturbazione, ed indico con |¥) i suoi autostati. La perturbazione esterna
& descritta dal termine H®<t(t)

H*™' = H + H™'(1) | (10.79)

dove abbiamo
He"t(t) = BF(t) , (10.80)

con F(t) = 0 per t < tg = 0. Questo significa che la perturbazione viene accesa dopo un tempo sta-
bilito, che definisco come tempo zero. Supponiamo che i tempi di reazione del sistema siano molto piu
rapidi dell’accendersi e spegnersi della perturbazione. Quindi, per tempi in cui l'interazione & comple-
tamente accesa, ’hamiltoniana ¢ H*' = H + B. In questo caso possiamo trattare B come il temine
perturbativo dell’hamiltoniana totale indipendente dal tempo. Per questo motivo possiamo considerare
la rappresentazione di interazione, la cui equazione del moto, per gli stati, ¢ data da:

i (1) = Bu(Olwa(t) (10.81)

dove
Bi(t) = er ' Be” i1t o |Wy(t)) = R 1| (2)) . (10.82)

Nei calcoli di questo paragrafo utilizzo la convenzione che stati e operatori senza pedice sono in rappre-
sentazione di Schrédinger. Integro I’equazione (10.81)

m/ dr at/"I’I Ny = /t dt’ By(1) W1 (1))
i [wi(0)) — [Wi(-o<))| = / NI AD)
Wy(t)) = |Uy(— _7/ dat' By(¢)| Uy () . (10.83)

Dato che la perturbazione & spenta per ¢ = —oo abbiamo |¥i(—o0)) = |¥g). Possiamo esprimere
Pequazione precedente in termini perturbativi iterando la presenza di |¥y(—00))

W) =190}~ 5 [t Blt)w) + - (10.84)
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Supponiamo che il sistema risponda con 'operatore D alla perturbazione. Il valore di aspettazione di
questo operatore ¢ dato da

(Wr(t)|Dr(t)|Wr(t))
{<\P0+;/ dt’ Bi(t'){(¥o| + --~}D1(t){|\110>—;/ dt’ Bi(t)|¥o) + }

(Wol D1(#)[Wo) + ;L/t dt'(@o|[Bu(t'), Di(1)][Wo)  + - (10.85)

— 00

Definisco la funzione risposta come

per t' <t

0
Rt -1 :{ Wl Br(r), Da(t)][Wo) per />t (1086)

questa definizione implica la causalita. Il sistema non puo rispondere prima che la perturbazione sia stata
accesa.
Esplicitando la dipendenza temporale di By(t') e Di(¢),

Bi(t') = ex ' Bem#HY . Dy(t) = en Mt Dem# 1 (10.87)

possiamo esprimere la risposta come
R(t' —t) = i<x11 Bet (H-Eo)(t—t) Dy U (G| De—t H-Eo)t—1) g1y 10.88
—t) =5 (Vo|Be [Wo) = 5-(Yo|De [Wo) (10.88)

e, dato che dipende solo dalla differenza dei tempi 7 = ¢ — t/, usando la definizione di trasformata di
Fourier, otteniamo

R(E) = /_OO dr R(r) et BT

= %(‘IIO\B/ dret (H=FotE)T Dy — %<\I’0|D/ dre” #(H=Eo=E)7 B

= —(Wo|B(H — Ey + E +in) "' D|Wo) — (Vo|D(H — Eo — E —in) 'B|¥g) . (10.89)

—0o0

Inserisco la completezza . |V, )(¥,|=1

_ (Wo|D|W0)(Vn|B|W¥o)  (Vo|B|¥)(Vn|D|W¥o)
R(E) = Z [ EO— (E, — Ep) + zv(; EO+ (E, — Ep) + 27(; }

(10.90)

n

I poli di R(E) corrispondono alle energie di eccitazione del sistema. Per ogni polo positivo ¢’¢ un polo
negativo, uguale a quello positivo in valore assoluto.
Consideriamo 'espressione di Dirac

1
/

= ind(z — 2’ 10.91
' —xxin Tz (=), ( )

dove P indica la parte principale, quindi

5z — ') = —%% <1) : (10.92)
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con & parte immaginaria. Supponiamo che D = B, come in realta avviene normalmente, e consideriamo
solo le energie positive. La probabilita di transizione ¢ data da
1
S(E) = —=S(R(E)) = 3. || BIW,)23(E — (B, — Ey)) - (10.93)

m
n

Questa ¢ 'espressione tradizionale che si ottiene applicando la teoria perturbativa dipendente dal tempo
[Mes61]. Ipotizzando che B sia un operatore ad un corpo

B=Y Buuna,a), e B, = / d*r ¢, (r) B(r) ¢, (r) | (10.94)

150 %)
otteniamo
(Wolay, al|9,)(P,la,,af, Vo)

=YY |PawBu g m o

ViV V3lVga N

Uolay.al |0, WU, |a,, at | ¥
- BB, Wolars | Vn) (¥n]a 1%' °>] : (10.95)
12 E+ (E,— Ep) +in
Poiché B ¢ hermitiano, B,,,, = B}, e gli indici ¥ sono muti, possiamo scrivere
R(E) = Z Z BVlVQ 1131/4
V1V V3lVy
Z [<\IJ0‘“V1 + |‘1] ><‘I] |a,,3 5 ‘\IIO> _ <\I/0|al,3aj4|\lln><\lln|a,,lal‘f2|\I/0>}
E— (E, — Ey) +in E+ (E, — Ey) +1in
- Z Z BI/1V2 1/31/4 .)G(VI’V37I/2’Z/47E) k) (1096)
V1Vg V3V4

dove, nell’ultimo passaggio, & stata considerata I'espressione (10.78) della funzione di Green a due corpi
in rappresentazione di Lehmann. La probabilita di transizione ¢ data da

S(E)Z—l\y =YY BuuwBj,— (ihé(ul,V371/2,V4,E)) . (10.97)

ViV V3l4

10.4 Equazioni del moto

In questo paragrafo otterro delle equazioni che descrivono ’evoluzione temporale delle funzioni di Green.
Consideriamo ’hamiltoniana totale come somma di un termine ad un corpo Hy ed uno a due corpi H;.

H = Hy+H :/dgxw+(x)h(x)w(x)
5 [ dedyt (0 IV ¥y | (10.98)

dove h(x), in aggiunta al termine di energia cinetica, puo contenere anche un termine di potenziale medio,
ad un corpo. Utilizzando le tecniche adottate per ottenere le equazioni (10.19) e (10.22), ottengo

() Ho] = h)u(r) (10.99)
] = [ E eV xeu) (10.100)
[6F(r), H)) = —uF(x)h(r) (10.101)
] = = [ a0t Ve (10.102)
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Dalla definizione di funzione di Green ad un corpo ottengo

DGt = (ol (1) gy 20
(Bl e ) 20
b gl 2P o oo — 1)
o, ) D gy

Considerando le equazioni del moto in rappresentazione di Heisenberg

L0
zhg =y, H|, (10.103)
ottengo
i% G(x,t,x,t") = (olpu(x,t)h(x,t)|Vo)s(t —t)
= (Wo o (X, t)bm (x, )| Wo) (=6 (t — 1))
+ (_i)<\IJO‘[wH(X’ t)? H]qp;'{_(x/, t/)|\110>9(t - tl)hil
- (_i><\IJ0W)I§(X/7 t/)[wH(x7 t)v H]|\I}0>9(t/ - t)hil .

Dai primi due termini si ottiene un anticommutatore tra 1) e 9™
(Tolvm(x, )i (X', ') + Uy (X', ) m (%, 1) Wo) = (Yol {¢m(x, 1), ¥y (x', ) } [To) = 6(x — x') . (10.104)

Considerando le equazioni dei commutatori tra hamiltoniana e operatori di campo scritte in precedenza
ottengo

z% Gx,t,x',t") = 8(x—x)o(t —t') + h(x)(Vo|T[thm(x, t)?ﬂﬂ (<, t’)]|\Ifo>(—z')h‘1
+ (WolT [[m(x,t), Hilobgh (x', )] [Wo) (—i)h ™, (10.105)

dove ho indicato con T l'operatore di ordinamento temporale. Il fattore del secondo termine e la
definizione di funzione di Green ad un corpo, quindi

{maat - h(x)] G(x,t,x', ") = hé(x — x)6(t — ') — i(Wo|T [[Yu(x,t), Hi]vf (x',1)] [¥o) . (10.106)

Per la (10.100) 'ultimo termine puo essere scritto come
(Wo|T [/ Py i (v, OV (%, y)vu(y, ) (x, )y (X, 1) | [To)
= [ @V ey WL [vnly. Ol O (v O 2] [ )

= /d3yV(x7y)(i)QG(y,t,x,t,y,t,x’,t’) , (10.107)

dove ho sostituito la definizione di funzione di Green a due corpi. L’ambiguita del tempo da associare a
y e x e chiarita considerando che i tre operatori di campo, che dipendono da queste variabili, provengono
da un solo blocco definito al tempo t.
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L’equazione del moto puo essere riscritta come

{Zhgt - h(x)} G(x,t,x',t') =hé(x —x')§(t — t') +i/d3y V(x,y)G(y, t,x, t,y, t,x',t') . (10.108)

Per un sistema imperturbato,V (x,y) = 0 abbiamo

[ihgt - h(x)} GO(x,t,x',t") = hé(x — x")o(t — ') . (10.109)

Questa espressione mostra che, per un sistema imperturbato, la funzione di Green che abbiamo definito
coincide con la risolvente dell’equazione di Schrédinger [Mes61].
L’espressione integrale delle equazioni del moto della funzione di Green e data dall’espressione

G(x,t,%,t') :Go(x,t,x’,t’)+%/dgyd3zG°(x,t,y,t)V(y,z> G(z,t,y,t,2,,x',t") . (10.110)

Si puo inserire questa espressione nell’eq. (10.108) e, utilizzando la (10.109), verificare che viene soddi-
sfatta.
L’equazione del moto per la per la funzione di Green ad un corpo contiene la funzione di Green a due
corpi sia in forma differenziale (10.108) che integrale (10.110).
In generale, possiamo definire una funzione di Green a n corpi
()"Gr(x1,t1, - Xy, b X, 8, X0, 80

<\I/O|T [QZ]H(Xlatl) e Q;Z}H(Xnatn)wl_{‘—(xbtll) e ¢§(X;mtiz)] |\P0>

= AT . (10.111)

L’equazione del moto per una funzione di Green a n corpi richiede I'informazione sulla funzione di
Green a n + 1 corpi.

., 0
|:Zh6t - h(xl):| Gn(xlatla e ;Xnatn;xllvtllv e 7x;17t;1)
1

n
= 0 6(x1—x)8(ts — t:)(=1)" T Gror (X, by, X1y b5 X E e X )
i=1

+i /d?’yV(X,y)GnH(Xl,tl,n-,xn+17tn+1;x'1,t’1,---,x;lﬂ,tﬁwl) . (10.112)

In questo modo, si ha un sistema di equazioni accoppiate con funzioni di Green legate a diversi numeri
di particelle. Il problema non ¢ pragmaticamente risolvibile, & sempre necessario avere 'informazione su
una funzione di Green contenente un numero di particelle superiore a quella cercata. In ogni caso, il
problema e formulato in una serie di equazioni che diventano gerarchicamente pit complicate. Se fosse
possibile rompere la gerarchia facendo un’ipotesi sull’espressione della funzione di Green a n particelle,
in linea di principio sarebbe possibile calcolare poi le funzioni di Green di rango inferiore. Dal punto
di vista pragmatico si tratta comunque di una procedura molto complicata. Normalmente si preferisce
utilizzare una procedura perturbativa, come quella che verra descritta nel Capitolo 11.



Capitolo 11

Descrizione perturbativa della
funzione di Green

La teoria perturbativa sviluppata nel Cap. 6 puo essere utilizzata per il calcolo della funzione di Green.
Considerero la funzione di Green ad un corpo.
Ricordo alcune relazioni presentate nel paragrafo 10.1.3.

Ut0) = e #Mt . U(0,t)=erMt (11.1)
Out) = er™Mtoy(t)e #1t = U(0,t)OU(t,0) (11.2)
n) = [¥1(0)) = [Ps(0)) = Ue(0, —00)|®o) = |¥o) . (11.3)

Usando la tecnica dell’accensione adiabatica dell’interazione, presentata nel paragrafo 6.4, possiamo
esprimere il valore di aspettazione di un operatore in rappresentazione di Heisenberg come

(Po|Ou()|Wo) _ . {Po|Ue(+00,0) [Ue(0, ) O1(t)Ue(t, 0)] Ue (0, —00) | o)

<‘I’0|\Ifo> e—0 <<I)0|U€(OO, _OO)|(I)O>
o (@olU(+00, 0BT (¢, —00) o)
€0 (@o|Ue(+00, —00)|Pg) -

Dato che

Uc(400,t) O1(t) Uc(t, —00) =

Z(—Z)nﬁ/ dtl"'/ dt, e~ W1 DT [Hy (1) -+ Hia (t)] O1(t)

n=0 TVt t

oo 1 t t , ,

S i [ [ DT ) Fa )] (114)
m:

m=0 - -

possiamo riscrivere la funzione di Green ad un corpo come

. o i P A b (@o|T [Hy1(t1) -+ Hii(tu)vr(x)d) (y)] | 9o)
Gl =30y [ [ (@0lU (50, —o0) o) S

dove sono stati utilizzati i simboli = (x, t,), ed analogamente per y. Nell’espressione precedente ho gia
effettuato il limite per e — 0. Inoltre, ho considerato che H; ¢ hermitiano, quindi 'espressione (11.4) &
valida sia per Op(t) sia per Oy(¢).

119
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Consideriamo un’interazione istantanea
Uz, ') =V (x,x")o(t —t) , (11.6)

quindi il termine perturbativo dell’hamiltoniana puo essere scritto come

Hia (6, 1) /d3 /d%’w 2 (2 )V (5, )5 (t — £ )n (2 )n () (11.7)
Il numeratore dell’equazione (11.5) pud essere riscritto come

iGM (2, ) = (@0|T [n(2)d (4)] |20)
+ (=) / dty (Bo|T [y () dn (25t ()] |@0) + -+

— 00

dove ho indicato con G la funzione di Green ad un corpo del sistema di particelle non interagenti.
La presenza di §(t; — t}) permette di inserire un integrale su t; quindi posso scrivere

G ey) = i)+ (0 [ an@or[f [ @ [ @ eee)
V(1 x0)3(t — )t Jn(wn) v (@) ()| [90) +

GO (x,y)
+ /d4x1 /d4x1 (x1,x7)0(t1 —17)
(@o|T [ (1) () r () ¢n (1) (@) ()] Do) + -+ (11.8)

Il calcolo della funzione di Green in teoria perturbativa avviene utilizzando le tecniche presentate nei
capitolo 6. Per poter utilizzare il teorema di Wick, e necessario definire la contrazione tra due operatori
di campo. Questo & abbastanza immediato perché gli operatori di campo possono essere espressi in
termini di operatori di creazione e di distruzione, e abbiamo visto che, per questi ultimi, le proprieta di
anticommutazione sono preservate in ogni rappresentazione. Nel caso specifico della rappresentazione di
interazione abbiamo

arx(t) = age” "™kt affk(t) = ajf et (11.9)

Gli operatori di campo sono definiti in termini di operatori di creazione e distruzione come
Z Pr(X)afy 5 vi(z Z dr(x)ar - (11.10)

Posso esprimere le contrazioni come

I 1

O @)i(y) = DY xS (V)aly (t)ar e (ty)
kK

= DD GibeT gL () afay
k Kk’
>N drx)e e gr (y)e™ v {T[a)f aw] — Nlaj an]}
k Kk’
T (2)vi(y)] — N[ (2)rn(y)]
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quindi

b))y (y) = (Rolvn(2)¥y ()| Po)
= (Do|T[W1(x)vr ()]|Po) — (Dol N[¥r(2)v ()]|Po)
= (@o|T[vr(2)yy (9)]|Po) = iG°(z,y) . (11.11)

Il calcolo della (11.8) richiede I'uso del teorema di Wick, quindi il calcolo di contrazioni che, come
visto sopra, sono espresse in termini di funzione di Green imperturbata. Questo significa che la funzione
di Green di un sistema interagente puo essere espressa in termini perturbativi in funzione della funzione
di Green di un sistema di particelle non interagenti.

11.1 Diagrammi di Goldstone-Feynmann

Considero lo sviluppo perturbativo (11.8) del numeratore della funzione di Green ad un corpo troncato
al primo ordine

GO (2,) = 8GOz ) +
~i)5 [ dar [ ate Ut o) @olT [0 (o1) i (ah i} (o () ()] ()

Applico il teorema di Wick per calcolare I’elemento di matrice

(ol T [0 (1) () )n () ) br (1) (@) ()] [ o) (11.12)
[ — | —
= (Dot (@1) ey (@) er (@) (1) vr () ()| Do)
r
+ (Dot (@1) ey (@) er (@) ¢ (21 ) () ()| Do)

(
|

+  (Dolyf (z1)vf (2 V(@) gr(z) (@) ()\‘I’0>
(|

(05"
|
(
(et ()leo)
(@)
(@)

+  (Polvf (z1)f
ol () () () () o)
+ (@l (vt Exam(xlm(xlm 20 (1)) -

In termini di funzioni di Green non perturbata

{6 @ =i (@1, 20)][~iG (a}, 2]
— [ (@, y))[—iGO (1, )| [iG (), 2]
+ o[G0 (@, )] [<iG0 (@, )] [iG0 (), )]
— (GO ()| [—iGO (@, 2)][GO (21, )
+ o[G0 ()] GO (&), )] [iGO (21, )]
— G @, )]G (@, )]G )]} (11.13)
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=
=

=
<

Figura 11.1:

Per la descrizione dei termini dello sviluppo perturbativo € comodo utilizzare una rappresentazione
grafica. La funzione di Green imperturbata G°(x,y) & rappresentata da una linea orientata che va da y
a x, poiche t; > t,. L’interazione ¢ rappresentata da una linea tratteggiata. I vari termini dello sviluppo
perturbativo (11.13) sono descritti dai diagrammi presentati nella figura 11.1.

I termini A e B della figura 11.1 sono sottounita composte da diagrammi non connessi. Il numeratore
della funzione di Green puo essere descritto come indica la figura 11.2, ovvero dal prodotto della somma
di due diversi tipologie di diagrammi. La prima topologia ¢ composta da tutti i diagrammi connessi che
contengono i punti x e y. Questi diagrammi sono rappresentati nella parentesi sinistra della figura. Questi
diagrammi sono moltiplicati per quelli della parentesi destra, che sono diagrammi che non contengono i
punti z e y.

+ + -y 1+ OGO+

Figura 11.2:

Questo secondo termine ¢ identico a quello del denominatore perché nel denominatore mancano i
termini legati ai punti x e y. Per questo motivo la funzione di Green puo essere espressa solo in termini
di diagrammi connessi contenenti i punti z e y.
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I diagrammi topologicamente uguali, ad esempio C ed E della figura 11.1, cosi come i diagrammi D e
F, danno contributo identico.

La funzione di Green nello spazio delle configurazioni dipende da due coordinate. Per sistemi ad
invarianza traslazionale € utile utilizzare la trasformata di Fourier di questa funzione, definita nello spazio
degli impulsi, e dell’energia, perché dipende da una sola variabile, a quattro dimensioni.

Gz,y) = (2717)4/d4k6ik'<my)@(k,w) , (11.14)
Gk) = / d*(z —y) e *FEVG(a,y) . (11.15)

dove abbiamo definito d*k = d®kdw e k-2 = wt — k- x. Analoga espressione ¢ usata per la G.
Per interazioni istantanee che dipendono solo dalla differenza tra le coordinate delle due particelle
interagenti abbiamo

Uz, e @Y (K TRV (K)S(Ly — 1) - (11.16)

Inserendo queste definizioni nell’espressione della funzione di Green, € possibile definire la trasformata
di Fourier di espressioni che possono essere interpretate come diagrammi di Feynmann. La peculiarita
della rappresentazione degli impulsi € che I'impulso deve essere conservato ad ogni vertice.
11.2 Equazione di Dyson e Autoenergia
L’espressione (11.5) indica che la funzione di Green del sistema interagente ¢ composta dalla funzione di

Green non interagente piu tutti i diagrammi che possono essere inseriti tra i punti = e y. L’espressione
matematica di quando affermato e

G(z,y) = G°(z,y) /d4x1 /d4 G (x,21)S(21,21) G021, y) - (11.17)

espressione che definisce I'autoenergia (self-energy) 3.

X X

[ ]

A = +
[ ]

y y

Figura 11.3: Rappresentazione grafica della definizione di autoenergia.
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La rappresentazione grafica di questa espressione ¢ data in figura 11.3. La linea orientata pil spessa
indica la funzione di Green G per il sistema interagente, mentre le linee pitt sottili indicano la la funzione
di Green G° per il sistema non interagente. Il blob rappresenta 1’autoenergia 3.

Figura 11.4: Gli inserimenti dei diagrammi A e B sono impropri, mentre C e D sono propri.

Dal punto di vista del calcolo della funzione di Green risulta piu utile usare l’autoenergia propria.
Definiamo impropri quei diagrammi che possono essere separati in altri diagrammi tagliando una delle
linee che descrivono la G°. Nella figura 11.4, dove non sono disegnate le frecce, i diagrammi A e B sono
impropri, perché tagliando la linea continua verticale si generano diagrammi separati, mentre i diagrammi
C e D della figura sono invece propri, percheé non ¢ possibile ottenere diagrammi separati tagliando alcuna
linea continua.

Definendo l’autoenergia propria come la somma di tutti i diagrammi propri, possiamo descrivere
l'autoenergia impropria come somma infinita di tutte le autoenergie proprie, come indica la figura 11.5,
dove il blob con la doppia retinatura indica ’autoenergia impropria, e quelli con la retinatura semplice,
l'autoenergia propria. L’espressione matematica di quanto descritto ¢ data dall’equazione

S(wy,2)) :Z(xl,xll)+/d4m2/d4x/2E(xl,xQ)GO(:EQ,x/Q)Z(:c’Q,xll)

—|—/d4m2/d4x'2/d4x3/d4xgZ(xhxQ)GO(xQ,x’z)E(x’z,xg)GO(xg,xg)E(xg,xll)—|—-~-
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£
e
LR
LR
A%
) = + +
¢ ]
&
X
\eets
%%

Figura 11.5: L’autoenergia impropria puod essere riscritta come somma di termini di autoenergia propria.

X X X
®

X1
+

X2
[ J
y y y

Figura 11.6: Rappresentazione grafica dell’equazione (11.19), di Dyson.

Inserendo questa definizione di autoenergia propria nella (11.17) abbiamo che
G(z,y) = G(z,v) /d4:£1 /d4 GOz, 21)2(21,2]) G (2], )

+/d4x1 /d4 /d4x2 /d4 GO, 21) (1, 7)) GO (2], 22) X (w2, 75) GO (2, )
(11.18)

Questa equazione puo essere espressa come

G(z,y) = Gz, y) + / dty / a4, G (2, 21)S (1, 7)) Gl ) - (11.19)

Questa espressione ¢ comunemente chiamata 1’equazione di Dyson e la sua rappresentazione grafica e
data in figura 11.6. E da notare che in questa equazione & possibile fare uno sviluppo perturbativo sia
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della funzione di Green che dell’autoenergia. La situazione e evidente per quanto riguarda lo sviluppo
perturbativo di G. Per quanto riguarda X, basta considerare il diagramma C' della figura 11.4. Per questo
diagramma, il primo ordine dello sviluppo contiene un solo loop, ed il diagramma completo e al secondo
ordine.

L’equazione di Dyson assume un’espressione piu semplice quando e riferita ad un sistema infinito ed
omogeneo. In questo caso, possiamo definire

1
(2m)*

1

G(l‘,y) = (27T)4

/d4ke_ik'($_y)é(k) e X(x,y) = /d4ke_ik'(x_y)§~](k) . (11.20)

Inserendo queste espressioni nell’equazione di Dyson (11.19), ed utilizzando la conservazione del quadrim-
pulso k ottengo

Gmyy:@;4/d%fmwﬂ)p%m+é%m&@éwﬂ, (11.21)

quindi l’espressione dell’equazione di Dyson nello spazio degli impulsi &

G(k) = [GO(R) + GO R)E(R)G ()| (11.22)
dalla quale 3
G(k) = k) LI (11.23)
1= Gk)X(k)  [GO(K)]7t = X(k)
Poiché Ok — he) (ke — )
GOk w) — L—wk-ﬂn +w—wk—m] (11.24)
si ha
[GO(k)] ™ = w—wy (11.25)
quindi
- 1
GW:Kﬁ;ﬁB' (11.26)
S U +
Figura 11.7:

In analogia a quanto fatto per ottenere 1’equazione di Dyson, possiamo trattare l'interazione. La
figura 11.7 indica come sia possibile considerare l'interazione tra due generiche linee di particella, o buca,
definendo il polarizzatore II

U(z,y) :Uo(fc,y)+/d4=’ﬂ1/d4fﬂ/1uo(=’ﬂ,fl?l)ﬁ(xl,ﬂﬁll)uo(xiay) : (11.27)

L’equazione precedente indica che 'interazione tra due particelle che si trovano nel mezzo € composta
dall’interazione nuda Uy, ovvero l'interazione delle due particelle nel vuoto, pitt tutti i termini dovuti
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Figura 11.8:

alla polarizzazione del mezzo, che noi descriviamo in termini di eccitazioni virtuali particella-buca. Il
polarizzatore improprio I rappresenta tutte queste eccitazioni.

Nella figura 11.8 sono rappresentati due dei possibili diagrammi inseriti nel polarizzatore improprio II.
Il diagramma A appartiene alla categoria dei diagrammi definiti come propri perché non possono essere
separati tagliando alcuna linea di interazione. Il diagramma B ha tre linee di interazione ma tagliando
la seconda, puo essere separato in due diagrammi propri, per questo motivo appartiene ai diagrammi
impropri.

In analogia a quanto abbiamo fatto per I'autoenergia, possiamo descrivere 'interazione in termini di
diagrammi propri, definendo il polarizzatore proprio II come contenente solamente diagrammi propri

M(xy, 7)) = (aq, 7)) +/d4x2/d4m’2 H(z1, z2)Uo(x2, x45)IL(xh, 2)
+ /d4x2/d4x’2/d4x3/d4mé (21, z2)Uo (2, x5 IL(ah, x3)Uo (23, 25) (2, ) + - - -
= H(ml,xll)—l—/d4x2/d4x'2 (1, 22)Uo (22, 25)TI(2h, 27) . (11.28)
Quindi

U(z,y)

Uo(x»y)+/d4$1/d433'1Uo(x,xl)n($1,$/1)uo($/1,y)
+ / d, / dz, / dzs / dhay Uo (22 )1, ) (2, 2T (2, U () + -

= leo(x,y)—|—/d4x1/d4x’1Uo(x,xl)ﬂ(xl,a:’l)Z/{(x’l,y) . (11.29)

che ¢ ’analogo dell’equazione di Dyson per 'interazione.

Anche in questo caso, per un sistema ad invarianza traslazionale, quindi infinito ed omogeneo,
possiamo definire le trasformate di Fourier e otteniamo

Ulk) = Up(k) + Uo(k)TI(k)Uo () (11.30)
Uk) = Uo(k)+ Uo(F)I(k)U(K) . (11.31)

dalla quale si ottiene 3 3
Uk) Ulk)  _ to(k) (11.32)

T 1= Uo(R)Ti(k)  K(k)
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dove l'ultima equazione definisce K la funzione dielettrica che modifica 'interazione nuda Uy per la

presenza del mezzo.

11.3 Hartree - Fock

Figura 11.9: Primo ordine perturbativo della funzione di Green descritta in termini dell’equazione di Dyson.

Un primo approccio alla soluzione dell’equazione di Dyson (11.19) ¢ quello di considerare al posto
dell’autoenergia completa gli inserimenti con una sola linea di interazione. Diagrammaticamente questa
approssimazione ¢ descritta nella figura 11.9. Normalmente viene considerata un’approssimazione piu

Figura 11.10: Inserimenti di autoenergia nei diagrammi della figura 11.9.

raffinata, consistente nell’inserire tutte le possibili iterazioni di autoenergia nelle funzioni di Green dei
due termini di interazione della figura 11.9. Il risultato di questo inserimento di un numero infinito di

autoenergie e presentato nella figura 11.11.
Consideriamo Pequazione di Dyson (11.19)

G(a,y) = Gz, y) + / i, / 4, GO, 21) S, 2,)G () y)
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Figura 11.11: Rappresentazione diagrammatica dell’approssimazione HF nella equazione di Dyson.

Nell’approssimazione presentata dalla figura 11.9 si ha che 'autoenergia puo essere espressa come

WD (@, ) = —i [54(:c1 — ) / d* ool (21, 29) GO (22, 22) — u<x1,x'1)c:°(x1,xg)} . (11.33)
e nell’approssimazione della figura 11.11

REUD (2q, 2h) = —i [54(561 —z}) /d4x2U(x1,z2)G(x2,$2) —U(I1,$/1)G($1733/1)] . (11.34)

L’approssimazione di Hartree-Fock non include diagrammi come quelli presentati in figura 11.12 .
Ovviamente ’hamiltoniana H & stata separata in Hy e H; e GO ¢ definita rispetto agli autostati di
Hjy. Se ’hamiltoniana H & indipendente dal tempo si ha che l'interazione U puo essere scritta come:

Uz, x)) =V (x1,x1)0(t — ) .

Definiamo le trasformate di Fourier

1 . N o~
G(xt,x't") = ?/dwe_w(t_t)(}’(xx',w) , (11.35)
7r
1 . N o~
GO(xt,x't") = T/dwe_w(t_t)GO(x,x'7w) : (11.36)
7r
1 : /
S(xt,x't) = X(x,x)é(t—t)= ° / dwe =9 (x,x') . (11.37)
7r

Per le funzioni di Green in rappresentazione mista, I’equazione di Dyson diventa
Glx,y,w) = GO(x,y,w) + / dxy / da GO (x,x1,w) S, )G lxhyow) . (1L38)

Nell’approssimazione I1 I'autoenergia diventa

ASUD (2, 2h) = BEUD (x1,x))0(t —t') = —id(t — 1)
X [53(x1 - x/l)/dB:EQV(xl — )(2)2i /dwe*i“’(t*ﬁ)é(x%x'z,w)
m

1 , ~
-V(x1 —X’l)%/dwe_w(t_tJr)G(xhx'l,w)} . (11.39)
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Nell’equazione precedente ho indicato tT > t. Questo fatto sard utilizzato per definire poi la funzione

>

Figura 11.12: Esempio di diagrammi non inclusi nell’approssimazione di Hartree-Fock.

gradino.
Chiamiamo ¢9(r) le autofunzioni dell’hamiltoniana ad un corpo H

ZhJ ; J¢O = {_VZ +W(r )} ¢?(I’) = €j¢?(r) . (11.40)

dove ho indicato con W(r) il potenziale medio.
Usiamo questa base per descrivere gli operatori di campo in rappresentazione di interazione

t)=> ax()Ph(x) 5 ¥ (x,1) Zalk . (11.41)
k

Quindi
iGO(xt,x't") = (®0|T [¢r(x, )y (%', 1)] |®o)
= (P9 Z age” M (x) Z a e (0, (X)) @0)O (t — ) O (wy, — er)

<I>o|Za+eWU<’t (6% (x") Za e TRt $0 ()| D0)O(t' — 1)O(ep — wy)
=> ¢2(x)(¢2(x e in(t=t ) Ot — t)O(wy — €p) — O — 1)O(ep —wy)] ,  (11.42)
dove wy, = € /R, e ho usato

<<I>0|akaz,|<1>o> = 6k/k6(wk — GF) ; (<I>0|ai,ak|<1>0> = 6k’k®(€F — wk) . (11.43)

Utilizzando la rappresentazione integrale di ©(¢ — t'), vedi equazione (10.44), ottengo

(x, %, w) Z¢k )0 (x/ [@(Ek_EF) L Ol —e) | (11.44)

Ww—wg+1in  w—wg—in

Usando le ¢° ottenute dalla (11.40) posso calcolare G, con la quale si pud attivare un ciclo iterativo
usando l’equazione di Dyson (11.38) e I’equazione per I'autoenergia (11.39).
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E possibile cercare per G un’espressione analoga alla (11.44) nella quale le ¢° sono sostituite con
generiche ¢ autostati di una nuova hamiltoniana ad un corpo, diversa da quella delle equazioni (11.40)

G(x,x',w) Zm [9(6’“ —er) | Ola—er) | (11.45)

Ww—wE+1m  w—wi—1in

Inserendo questa espressione nell’equazione (11.39) si incontrano integrali del tipo
1 iw|t—tT| 1 iw|t—tT|
— fdw———— =0 — [do——— =O(—|t—t"]) , (11.46)
271, w—wg +1n 273, w—wg —1n

quindi ottengo ’espressione
SUD (g, 2h) = 2D (%, x7)8(t — t') (11.47)

hEUD (xq, %)) = —i [53(x1 —x}) /dBmQV(xl —X2)i Y b1 (x2)dj(x2)O(er — €x)
k

=iV (1 =) Y (1) ()0 er — 1)

k

= 8(x; — x/l)/d3x2V(X1 —x2)p(x2) — V(x1 — x}) quk(xl)(b,*g(xll)@(ep —€r) , (11.48)
k

dove ho usato l’espressione della densita per lo stato fondamentale di un sistema di particelle non
interagenti

x) = ZF¢k(X2)¢Z(X2) . (11.49)
k

Definisco 'operatore
h*Vv?

L=hw—Hy=hw-+ -W(x) . (11.50)

dove W & un potenziale medio ad un corpo.

LG (x1,x),w) = Z(ﬁw—62)¢2( )0y (')

o~ ) | O -

W—WwE+1n  w—wg—1in

hzm ol () [l — ) + O(eh — )] = (ki —x1) . (IL51)

dove ho utilizzato la completezza delle ¢¥; ed il fatto che per definizione delle energie wy = €% /h.
L’espressione precedente indica che £ & l'operatore (GY)~!. Applico questo operatore all’equazione di
Dyson

LG(x1,x],w) = LGxq,x),w /d?’xg/dga: L GO (x1, %5, w)D(x2,x5) G(xh, x|, w)
= W& (x; —x))+ /dsx’QZ(xl,xé) G(xh, %), w) . (11.52)
Esplicitando 'operatore L ottengo

[hw+ hzz - Wi(x1 } Z¢k (x1) 95 (x ) [G(Ek _EF-) + Slex _EF') }

W—WwWE+1m w—wg—1

O(er — €r) n O(er — €x)
w—wE+1n  wW—wg —1n

= 1% = x)+ [ e D) 3 onlx)i ) | | s
k
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Moltiplicando per ¢;(x}) ed integrando su x} per l'ortonormalizzazione delle ¢ le somme scompaiono.

h*v2 O(e; — €r) O(e; — ew)
{EOH_ _W(Xl)] #:6) [w—iﬁ +iﬂ+w—i’j—in}
O(e; — O(er — ¢
= h(bj(xl) =+ /d3X2 E(Xl,X2)¢j(X2) |:w (eijj j’FZ?r’ + w (ezj 6‘72‘27:| (1154)
Moltiplicando per w — w; = w — €;/h ottengo
h2 2
{_ QZI JrW(Xl)} ¢;(x1) + /dSXQZ(XhXé)%(Xﬂ =¢€0i(x1) , (11.55)
ed inserendo la (11.48)
22
I w00 + [ @V~ xa)pla)o )
- [V - x2) 3 o)) x2) e — ) = €0 (x) (11.56)
k

che e la tradizionale espressione delle equazioni di Hartree-Fock.

11.4 Equazione di Bethe-Salpeter

Nel calcolo della funzione di Green con 1’equazione di Dyson come indicato nella figura 11.13 ogni singolo
termine della somma perturbativa rimane finito solo se il potenziale non tende mai all’infinito. In generale,
la presenza di un core fortemente repulsivo nell’interazione tra due fermioni rende ogni termine della
somma molto piu grande del valore che si cerca. E lo stesso tipo di problema che abbiamo studiato nel
Cap. 8 per energia del sistema, utilizzando la teoria di Brueckner.

Ogni linea sottile della figura 11.13 indica la funzione di Green G°, descrivibile in termini di funzioni
d’onda non perturbate ¢y, come indicato dalle equazioni (11.44) e (11.45). Questo significa che ogni
intersezione tra una linea tratteggiata ed una continua implica il prodotto v¢y tra interazione nuda e
funzione d’onda imperturbata. Come discusso nel Cap. 8 questo prodotto non & finito per potenziali che
tendono all’infinito. Usando una strategia analoga a quella presentata nel Cap. 8 cerchiamo di costruire
una interazione effettiva sommando una serie infinita di diagrammi in modo che il prodotto v*f¢;, sia
finito.

Figura 11.13:
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I ecccccsce

Figura 11.14:

Consideriamo tutte le interazioni che collegano le linee di particella. Questa approssimazione detta
ladder (scala a pioli) & presentata, per i primi tre termini, nella figura 11.14. Bisogna considerare che
I’approssimazione ladder somma fino all’infinito termini di interazione legati esclusivamente a linee di
particella. Questa restrizione alle sole linee di particella ¢ necessaria perché nel processo di interazione
la particella modifica il proprio stato. Se si trova al di sotto della superficie di Fermi lo stato finale &
occupato da altri fermioni, quindi, per il principio di esclusione di Pauli, & inaccessibile.

Figura 11.15:

Considero il termine di interazione tra due particelle come rappresentato dai diagrammi in alto nella
figura 11.15, e lo indico con Xy, dove con il pedice L caratterizzo ’approssimazione ladder. L’espressione
dell’interazione puo essere scritta come

Y (21, 7)) :Z/l(xl,xll)+L{(x1,x’1)/d4x2 /d4x’2 GO(21, 22 )U (2o, 25) GO (2h, 7))
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xl,xl /d4x2 /d4 /d4z3 /d4

GO (1, 20)U (0, ) GO (w2, 23)U (23, 24) GO (x, 2h) G (vh, x}) + -+

= 9517951 1+/d4x2 /d4 G $1a$2)u($275€/2){1+

/d4a:3 /d4xéGO(x27x3)M(x3,mg)(l +- ~-)G0(x§,m’2)}G0(x’2,x'1)} . (11.57)

Come si puo vedere l'espressione precedente itera lo stesso nocciolo di integrazione. Considerando tutti
gli ordini dello sviluppo, ottengo 1’espressione

Y (z1, 7)) = U(z1, 7)) [1+/d4x2 /d4gc'2 Go(ajl,1'2)2L(I2,$/2)G0(z/2’xll):| , (11.58)

la cui rappresentazione grafica ¢ data dalla seconda riga della figura 11.15. L’equazione (11.58) & nota
come equazione di Bethe-Salpeter, anche se si tratta dell’approssimazione ladder dell’equazione di
Bethe-Salpeter.

Anche questa espressione presenta prodotti tra il potenziale microscopico U e la funzione di Green
non interagente G°. Questi termini sono perd moltiplicati da Xy, che rende finito I'integrando.

Ho espresso I'equazione di Bethe-Salpeter in termini di GY, ma & possibile utilizzare una G ottenuta
dal calcolo Hartee-Fock.

11.5 La teoria Random Phase Approximation (RPA)

Figura 11.16: Rappresentazione grafica dell’equazione (11.59). La parte tratteggiata rappresenta il kernel K.

E possibile formulare un’equazione simile all’equazione di Dyson per la funzione di Green ad un corpo
anche per la funzione di Green a due corpi. In questa sezione ci occuperemo solo delle funzioni di Green
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a due corpi che descrivono ’evoluzione temporale di una coppia particella-buca. Per questa situazione
I’equazione, analoga a quella di Dyson eé:

G(x1, 22,23, 24) = G° (21, T2, 73, 24)

+ /d4y1 dYyo d*ys d*ys GO (21, 22, y1,Y2)K (Y1, Y2, Y3, y4) GO (Y3, ya, T3, T4) (11.59)

dove il termine K contiene tutti i diagrammi connessi che possono essere inseriti tra la linea di particella
e quella di buca.

Figura 11.17: 1l diagramma A & riducibile (improprio), mentre il diagramma B & irriducibile (proprio).

Anche in questo caso si possono definire diagrammi impropri, o riducibili, e propri, o irriducibili.
Esempi di questi due tipi di diagrammi sono presentati nella figura 11.17. Il diagramma A & improprio,
riducibile, perche e possibile tagliare le linee di particella e di buca esterne generando due diagrammi
presenti nello sviluppo perturbativo della funzione di Green a due corpi. Al contrario questo non &
possibile per il diagramma B. Considerando I'inserimento di soli diagrammi propri, irriducibili, ’equazione
(11.59) puo essere, formalmente, riscritta come

G(w1, w2, 3, 74) = G201, T2, T3, T4)

+ /d4y1 dhyo dhys d*ys GO (21, 22, Y1, Y2)K (Y1, Y2, Y3, Y4) G (Y3, Ya, T3, T4) (11.60)

dove il kernel K indica 'inserimento di tutti i diagrammi irriducibili.
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B

Figura 11.18: Rappresentazione grafica dell’equazione (11.60). La parte con il doppio tratteggio rappresenta il
kernel proprio K.

L’approssimazione Random Phase Approximation (RPA) consiste nel considerare, nell’equazione
precedente, al posto del kernel K semplicemente I'interazione U che dipende solo da due coordinate.
KRPA (1, y2, ys, ya) = Uy, ya) [6(y1 — y2)6(ys — ya) — 6(y1 — y3)0(y2 — ya)] (11.61)
quindi
GRPA (21,20, 23,24) = G(21,22,23,74)

+ /d4y1d4?/2Go(l‘hmmyl,Z/l)u(yl,yz)GRPA(y27y2,$3,$4)

- /d4y1d4y2GO(UCl,@,yl,yz)u(ylayz)GRPA(Z/hyz,IB,M)7 (11.62)

dove ho separato il termine diretto e di scambio. La rappresentazione grafica dei diagrammi presenti
nell’approssimazione RPA & data nella figura 11.19.

Considero l'espressione della funzione di Green a due corpi in rappresentazione di Lehmann, Eq.
(10.78). Poiché |¥,,) e (¥, | indicano lo stesso stato eccitato, i termini

(Polar, a, [¥n)(nlar,af, [o)

implicano

5]@27]@39(]62 - kF)6k4’k16(k4 - kF) .
Per questo motivo e possibile definire le trasformate di Fourier della funzione di Green a due corpi, e del
kernel di interazione, che dipendono esclusivamente da due impulsi

G(x1,x0,23,24) = (2m)78 / d¥key dtkge™ 1 (@1=20) gik2(@2=23) Q) o) (11.63)

K(x1, 20, 23,24) = (27r)_8/d4k1 dHkge™ 1 (@1=za) gika(@2a=23) IO () fer) (11.64)
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[ ] [ J

Figura 11.19:

Inserendo queste due definizioni nell’equazione (11.60) ed utilizzando 1'ipotesi RPA 11.62 sul kernel,
si ottiene 'espressione per 'equazione di Dyson in RPA espressa nello spazio dei momenti. Un calcolo
laborioso, anche se non presenta alcuna difficolta, mostra che, considerando solo il termine diretto
della (11.62), 'equazione assume un aspetto puramente algebrico

GIPAP (ky, ky) = GOk, ko) + GO (B )U (ks — by = )PP (k) (11.65)

Sviluppando un calcolo analogo per il termine di scambio, si vede che non puo essere fattorizzato
in una semplice espressione algebrica.

Figura 11.20: Rappresentazione grafica della RPA in approssimazione dei diagrammi ad anello.

Considerando quindi il solo termine diretto, approssimazione detta dei diagrammi ad anello (ring
diagrams), si ha che

GRPAD (i Ky + ) = GO(k1, b+ 0) + GO(ky, b + U ()G P (ki by +0) (11.66)



138 CAPITOLO 11. DESCRIZIONE PERTURBATIVA DELLA FUNZIONE DI GREEN

GRPAD(ky by + ) [1 = Gy, b + q)th(0)] = GOk, b + ) (11.67)

. GO(ky, k
GRPAD () k) 4 q) = - (k1 1+q)~ (11.68)
1 — GOk, k1 + q)U(q)

Questa espressione & comunemente utilizzata per calcolare la risposta lineare in sistemi fermionici infiniti
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Capitolo 12

Teoria della base correlata (CBF)

12.1 Introduzione

Abbiamo visto nei capitoli precedenti che nella trattazione del problema a molticorpi, a causa del core
fortemente repulsivo dell’interazione, non & possibile utilizzare ingenuamente le tecniche perturbative.
I valori degli elementi di matrice dell’interazione V calcolati con le funzioni d’onda imperturbate ¢
delle particelle che interagiscono, divergerebbero, o comunque avrebbero valori molto grandi rispetto alle
energie del sistema.

Nella parte III, utilizzando linguaggi e terminologie ispirate alla teoria dei campi, particelle, buche,
funzioni di Green, ho mostrato come questo problema venga affrontato modificando l'interazione tra
nucleoni che nel mezzo si trasforma in una interazione effettiva con un comportamento non divergente
a piccole distanze. La teoria di Brueckner, capitolo 8, ¢ un esempio di come produrre questo tipo
di interazioni effettive. In questa teoria l’equazione fondamentale & la (8.2) che definisce I'interazione
effettiva come

G|®o) = V|¥y) .

Un approccio alternativo alle teorie a molticorpi viene dalla Meccanica Statistica. In questo caso
non ci si concentra sull’interazione, ma sulla funzione d’onda che descrive il moto relativo della coppia.
La situazione & rappresentata nella figura 8.1, dove ¢ indica la funzione d’onda imperturbata la cui
sovrapposizione con il potenziale produce grandi valori degli elementi di matrice. Moltiplicando ¢ per
una funzione, detta di correlazione, che impedisca alle particelle interagenti di avvicinarsi troppo, si
ottiene lo stesso risultato ottenuto con 'interazione effettiva (8.2).

Questa ¢ l'idea base della Teoria della Base Correlata, CBF per Correlated Basis Function. Il lin-
guaggio ¢ completamente diverso da quello usato nella Parte III, qui non si parla di particelle buche ecc.:
I’elemento essenziale di tutta la descrizione e la funzione di correlazione.

Il punto di partenza della teoria CBF & la ricerca di soluzioni dell’equazione di Schrédinger a molticopi
utilizzando il principio variazionale, si veda 1’Appendice A. L’equazione da risolvere &

< \IJT|H‘\I/T >
OBV =—————————=0, 12.1

[¥] < Urp|Ur > (12.1)
dove H & I'’hamiltoniana che descrive il sistema di particelle interagenti, e U & una funzione d’onda a
molticorpi di prova. Nel caso specifico della teoria CBF, la ricerca del minimo & fatta tra tutte le funzioni
d’onda esprimibili come

Up(l, ., A) = F(1,..., A)B(L, ..., A) | (12.2)
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dove @ ¢ la funzione che descrive il sistema di particelle non interagenti. La funzione d’onda ® & un deter-
minante di Slater nel caso fermionico, ed il prodotto simmetrico di funzioni d’onda di singola particella,
se il sistema e formato da bosoni.

La seconda ipotesi della teoria e che la funzione di correlazione a molticorpi F' possa essere espressa
come prodotto di funzioni d’onda di correlazione a due corpi

A

FQ,..,A) = ] f0y) . (12.3)

j>i=1

dove f(r;;) € una funzione della distanza tra le particelle del sistema.

Come si vede queste ipotesi sono analoghe a quelle adottate nell’approccio del Monte Carlo Variazio-
nale, capitolo 4.2. La peculiarita della teoria consiste nella tecnica utilizzata per il calcolo del valore di
aspettazione dell’hamiltoniana nell’Eq. (12.1). Questa tecnica e ispirata al metodo di sviluppo a cluster
usato per descrivere i liquidi [May40]. Le particelle, correlate dalla funzione f, formano cluster. Uno
studio dei vari cluster mostra che € possibile costruire un insieme di equazioni integrali che permettono
di sommare in forma chiusa i contributi di tutti i diagrammi che hanno particolari proprieta topologiche.
Questo insieme di equazioni integrali, chiamato hypernetted chain (HNC), catene iperconnesse, puod essere
usato per descrivere sistemi di liquidi bosonici oppure non quantistici. L’estensione a sistemi fermionici
non ¢ banale ed ¢ stata formulata all’inizio degli anni 70 del secolo scorso [Fan74].

12.2 Bosoni

La comprensione delle idee che stanno alla base della teoria CBF e quindi come si ottengono le equazioni
HNC, & semplificata nei sistemi bosonici che non devono considerare il principio di esclusione di Pauli.
Descrivo un sistema di A bosoni, a spin nullo per maggiore semplicita, contenuti in un volume V. Otterro
il limite termodinamico facendo tendere all’infinito sia A che V, ma mantenendo costante la densita di
particelle p = A/V. Considero un sistema omogeneo con invarianza traslazionale, e, quindi, di densita
costante. La funzione d’onda che descrive questo sistema puo essere espressa come

®(z1, 20, ..., 74) =S(¢1(m1)---¢A(xA)> , (12.4)

dove ho indicato con S un operatore che simmetrizza la funzione d’onda totale per lo scambio di due
particelle. Nell’equazione precedente, ho indicato con ¢;(x;) le funzioni d’onda di singola particella
generate usando il modello a campo medio per invarianza traslazionale, e con x; le coordinate generalizzate
dell’ i-esima particella, quindi, oltre alle coordinate spaziali, anche lo spin ed, eventualmente, I'isospin
delle particelle considerate.

In questa descrizione di campo medio dello stato fondamentale del sistema, tutti i bosoni occupano lo
stesso stato di singola particella con energia minima. Nel sistema che consideriamo, le funzioni di singola
particella sono autostati dell’impulso k, e possono essere espresse come:

1
o;(z;) = o eiki Ty (12.5)

In questo caso la coordinata generalizzata x corrisponde a r.
La densita del sistema puo essere ottenuta usando le equazioni (12.4) e (12.5),

po(w) = A¢*(@)(a) = S = p. (12.6)

che e costante, come atteso.
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Come abbiamo gia discusso, 'idea € quella di risolvere 1’equazione di Schrédinger utilizzando il
principio variazionale. Per fare questo utilizziamo una funzione d’onda di prova:

Up(z1,..yza) = F(z1, .oy xa) (a1, ..y z4) (12.7)

dove, in questo caso, l'espressione di ® ¢ quella dell’equazione (12.4). Per il caso bosonico che stiamo
studiando possiamo descrivere la funzione d’onda di correlazione a molticorpi F(z1,...x4) utilizzando
I'ipotesi di Jastrow che esprime questa funzione di correlazione come prodotto di correlazioni, scalari, a
due corpi f(r;;) funzione della distanza tra le particelle ¢ e j

A
F(ay,nza) = [ flri) - (12.8)
j>i=1
Nel calcolo del funzionale dell’energia
< Up|H|UT >
EVy]= —F—— 12.9

¢ molto utile utilizzare la funzione di distribuzione a due corpi, che chiamerd TBDF per two-body
distribution function, definita come :

A(A - 1)/dac3 codx gV (21, 2, .., xA) P (21, 22, ..., T4)
(12.10)

9(@1,32) =
pz/d.ﬁldﬂ?z...d.TA\I/jiﬂ(Jfl,J?g,...,I‘A)‘I’T(l‘l,l‘g,...,.ﬁA)

Il valore di aspettazione di ogni operatore a due corpi, ad esempio l'interazione a due corpi, & ottenuta
integrando la TBDF sulle due coordinate x; e xs:

1
<0 >= 5pg/daclde g(x1,22) O(x71,22) . (12.11)
Il calcolo della TBDF permette di calcolare gli effetti dell’interazione a molticorpi indipendentemente
dall’espressione esplicita dell’operatore.

Nel caso di un sistema bosonico abbiamo che

A
po(21) po(r2) po(za) P
P2 — (2 = =L 12.12
07 = J[o"(w)oten) = LR B - (12.12)
dove nell’ultima uguaglianza ho usato il fatto che il sistema & omogeneo.
Usando le equazioni (12.4), (12.5), (12.6) e le espressioni (12.7) e (12.8), il numeratore e il denominatore
dell’equazione (12.10) possono essere scritti, rispettivamente, come

A—2
p
N: (Af 1)F/d:173d:r4d:m ng(Tij) , (1213)
e
PA 2
D=5 /dmldxg...dxA 1720 - (12.14)

i<j

Per effettuare lo sviluppo in cluster si definisce una nuova funzione h(r;;)

2(rij) = 1+ h(ry) . (12.15)
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Si ha quindi

[12G) =TI +hrig)) = (1 + h(r12)) (1 + h(ris)) -+ (1 + h(ras)) - - (12.16)

i<j i<j
Lo sviluppo in cluster consiste nel riunire i termini che hanno lo stesso numero di funzioni h
A
[[20i) =14 h(rij)+ > h(rih(ra) + -+ (12.17)
1<y i<j i<j,k<l

Consideriamo prima il denominatore D, Eq. (12.14) che puo essere scritto come

A
D = %/dzldxg...do:A [1 JrZh ri;) +3 Z (ra)h(rin)
1<J i<j<k
+ 3 (rip)h(ra) + } . (12.18)
i<j<k<l

Un modo conveniente per analizzare la struttura dei vari termini dell’equazione (12.17) & quello di uti-
lizzare la rappresentazione grafica introdotta in Ref. [May40]. Nella rappresentazione grafica, i punti
su cui si integra, detti interni, sono rappresentati da punti neri. Le funzioni A sono indicate da linee
tratteggiate.

J k )
[ ] [ [ °
[ [ \‘. [ SR °
l l ] 1 J

Figura 12.1: Rappresentazione grafica di alcuni termini che contribuiscono all’equazione (12.18). Le linee
tratteggiate rappresentano la funzione di correlazione h, i punti neri, sono punti interni sui quali si integra.

La prima somma dell’equazione (12.18) & rappresentata dal diagramma A della figura 12.1. Una
funzione di correlazione h che collega i punti i e j.

La seconda somma dell’equazione (12.18) ¢ rappresentata dal diagramma B. In questo caso il punto
k € in comune con le due funzioni h della somma. Il contributo totale di questa somma é:

(A—l)(A—Q)p

1
3 12 ° /dxidxjdxkh(m)h(rjk) ) (12.19)

dove il fattore (A—1)(A—2) ¢ dovuto alla limitazione delle somme sugli indici 4, j e k limitati a i < k < j.
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La terza somma dell’equazione (12.18) contiene due funzioni h, come la seconda, ma queste funzioni
coinvolgono quattro punti differenti. Il contributo di questo termine & rappresentato dal diagramma C
della figura 12.1, ed & dato da:

Al p*

A(A_4) At / d;idzjdredaih(ri;)h(ri) - (12.20)

E evidente che I'integrale di questa equazione ¢ dato dal prodotto dell’integrale su x; e x; per 'integrale
Su X € xy.

J i J
b4 @----mmmmmmman -®
o o S o o o
1 2 1 2 1 2

A B C

Figura 12.2: Rappresentazione grafica di alcuni termini che contribuiscono all’equazione (12.21).

Il numeratore, definito nell’equazione (12.13), non integra su due coordinate, che ho identificato con

gli indici 1 e 2. Nel prodotto delle funzioni di correlazione, & conveniente fattorizzare il temine f2(7"12) e

lasciare all'interno dell’integrale termini che contengono le coordinate che saranno integrate. Usando lo
sviluppo (12.15) si ottiene I’espressione

A-1)

No= PP

1 +2§(A - 2)Z/dg;jh(r1j)

§>2

+W% Z /d‘Tid:th(’f‘ij)—f'... (12.21)

§>i>2

Per descrivere il numeratore e necessario utilizzare un nuovo simbolo grafico. I punti esterni, cioe quelli
sui quali non si effettua alcuna integazione, sono indicati con punti bianchi, come mostrato nella figura
12.2, dove sono rappresentati i termini di ordine piu basso dello sviluppo dell’equazione (12.21).

Il termine non correlato & rappresentato dal diagramma A. Esiste sempre una funzione f2(rq3), ma
questa non viene considerata nella rappresentazione grafica. Il diagramma B rappresenta la prima somma
dell’equazione (12.21), dove la funzione h collega un punto esterno ed uno interno. Anche la seconda
somma dell’equazione (12.21) contiene solo una singola funzione h, ma collega, in questo caso, solo punti
interni. Il contributo di questa somma & rappresentato dal diagramma C della figura 12.2. I punti 1
e 2 sono interscambiabili e questo produce il fattore 2 nel secondo termine e, in generale, raddoppia il
contributo di ogni tipo di diagramma.

Il numeratore ed il denominatore della TBDF (12.10) sono espressi dalle equazioni (12.18) e (12.21)
come somma di termini caratterizzata dal numero di funzioni h, e da quello dei punti esterni ed interni.
Ogni termine di queste somme forma un cluster di particelle, e puo essere descritto da un diagramma.
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Procedo facendo una classificazione topologica dei vari diagrammi. Come ho gia messo in evidenza,
il diagramma C della figura 12.1 puo essere scritto fattorizzando i temini non connessi:

Al pt
m Al // dridrjdrydrih(rij)h(ra) =
1 6 11 6
I(l A " A2 E)p2/dridrjh(rij) 'P2/d7"kd7”lh(7‘kl)

Ogni diagramma che puo essere fattorizzato in due o piu parti indipendenti ¢ detto non-connesso. Anche
il diagramma C della figura 12.2 & non-connesso. I diagrammi che NON possono essere espressi come
prodotti di parti indipendenti come i diagramma B della figura Fig. 12.1, sono detti connessi.

o C— -
a
e [ el * .
S o 6 é o o
1 2 1 2 1
A B C

Figura 12.3: Esempi di diagrammi riducibili nel numeratore della TBDF, equazione (12.21).

IRRIDUCIBILI
Y

_— SEMPLICL_____
NODALS ELEMENTARI

Figura 12.4: Esempio di diagrammi irriducibili, classificati come compositi e semplici. Questi ultimi, a loro volta
sono classificati come nodali ed elementari.

I diagrammi connessi della figura 12.3 hanno la proprieta di essere riducibili. Dal punto di vista
grafico, i diagrammi riducibili sono caratterizzati dalla presenza di, almeno, un punto interno che collega



12.2. BOSONI 147

la parte del diagramma contenente i punti esterni con una parte che contiene sono punti interni. Per
I'invarianza traslazionale del sistema, i contributi di queste due parti del diagramma sono fattorizzabili.
In sistemi bosonici i diagrammi non-connessi e quelli riducibili possono essere espressi come prodotti
di un termine contenente punti esterni per uno, o pit, termini contenenti solo punti interni. La parte
fattorizzata di questi diagrammi che non contiene punti esterni puo essere semplificata, fino all’ordine
1/A, dai diagrammi del denominatore. La prova rigorosa di questa proprieta & stata presentata a meta
anni ’70 del secolo scorso [Fan74].

Riassumendo la situazione: nell’espressione (12.10) della TBDF, i diagrammi del denominatore com-
pensano il contributo dei diagrammi non-connessi e riducibili del numeratore. Per questo motivo, la
TBDF puo essere espressa come somma di diagrammi non-connessi e irriducibili che contengono i due
punti esterni 1 e 2:

glriz) = f2(r2) Y Yier(ri2) = f2(r12) (1 + S(r12) + C(r12)) (12.22)

tutti gli ordini

L’invarianza traslazionale del sistema implica che la TBDF dipenda solo dalla distanza relativa dei due
punti esterni r12. Un’ulteriore classificazione topologica di questi diagrammi irriducibili li divide in
semplici e compositi che, nell’equazione (12.22) abbiamo indicato con S(r12) and C(r12).

b [ S— °
[ ® d) &
o p
19 T - °
@ p 4 LI v
J . FO— é

Figura 12.5: Esempio di formazione di diagrammi composti partendo da due diagrammi semplici.

I diagrammi compositi sono formati da parti che sono connesse solo attraverso i due punti esterni
1 e 2, si veda la figura 12.4. Possono essere espressi in termini di diagrammi semplici. Poiché non c’e
integrazione su punti esterni, il contributo di un diagramma composito ¢ dato dal prodotto dei diagrammi
semplici collegati ai punti esterni.

Chiamiamo con S2(r12) il contributo dato dalla somma di tutti i diagrammi compositi formati da due
diagrammi semplici, come sono, ad esempio, i diagrammi compositi della Fig. 12.4. Poiché lo scambio
di tutte le particelle di un sottodiagramma con quelle dell’altro produce lo stesso diagramma composito,
dobbiamo moltiplicare S2(r12) per un fattore 1/2. Nel riquadro indico come emerge questo fattore 1/2
considerando i diagrammi della figura (12.5).
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Supponiamo di costruire diagrammi compositi con i due diagrammi « e § della figura 12.5. 1l
contributo dei diagrammi ottenuti iterando due volte i diagrammi o e § ¢ dato da (« + 5)2 =
a? + B2 +2ap. T diagrammi o e 32 hanno simmetria 1/2. Nel calcolo del numeratore (12.21) bisogna
inserire questo fattore perché scambiando gli indici ¢ e j si ottiene lo stesso contributo. D’altra parte
le somme dell’espressione (12.21) sono limitate con j > ¢ e questo implica che solo uno dei due termini
topologicamente identici appaia. Stesso discorso per il diagramma 82. Ad esempio Iespressione per

Z/dmih(rli)h(ng)/d:cjh(rlj)h(rjg) = %Z/dazih(ru)h(ng)/dxjh(rlj)h(rjg) .

a“ e
i>j

Anche la somma degli ultimi due diagrammi deve essere moltiplicata per 1/2 dato che i limiti sulle
somme implicano che solo uno dei due diagrammi possa contribuire.

Questo discorso puo essere ripetuto per ogni diagramma composito formato da due qualsiasi diagram-
mi semplici.

La stessa procedura puo essere utilizzata per i diagrammi compositi costruiti da n diagrammi semplici
e si pud dimostrare che ogni contributo S™(r12) deve essere moltiplicato per un fattore 1/nl. Per questo
motivo, la somma totale dei diagrammi compositi puo essere espressa in termini di diagrammi semplici

come
S5%(r12) L S3(r12) n S4(r12)

2! 3! 4!
La TBDF, (12.22), puo essere riscritta come

C(T12> =

... (12.23)

g(riz) = f3(ri2) |1+ S(ri2) +

f2(r12) exp[S(r12)] , (12.24)

dove 'ultima uguaglianza appare perché il sistema ha un numero infinito di particelle.

L’equazione precedente esprime la TBDF solo in termini di diagrammi semplici, che, a loro volta
possono essere classificati come nodali o elementari. Questi ultimi in letteratura sono anche indicati
come bridge diagrams, ma io usero solo 1’aggettivo elementari.

In un diagramma nodale c’¢ almeno un punto dove passano tutti i percorsi che vanno da un punto
esterno all’altro. Questi punti sono detti nodi. Diagrammi che non hanno nodi sono detti elementari.
Alcuni esempi di diagrammi nodali ed elementari sono presentati nella figura 12.4.

Chiamo N il contributo di tutti i diagrammi nodali, ed E quello degli elementari. Posso esprimere la
TBDF come:

g(r12) = f*(r12) exp[N(r12) + E(r12)] (12.25)
= [1+h(7’12)] [1+N(T12)+E(T12)+]
=1 + N(Tlg) + X(T’12) . (1226)

Questa equazione definisce i diagrammi contenuti in X (r12), che sono normalmente chiamati non-nodali
perché non hanno nodi.

Un diagramma nodale puo essere considerato come composto da parti che sono collegate nel punto
nodale. Per questo motivo, ogni diagramma nodale puo essere ottenuto integrando le due funzioni che
rappresentano le parti del diagramma. Consideriamo, ad esempio, il diagramma nodale della figura 12.6
che ha i e j come punti esterni e £ come nodo. Se chiamiamo a(r;) e b(7;) le due funzioni che descrivono
le due parti del diagramma, il contributo di questo diagramma alla TBDF (12.22) &:

/ dra(ri)b(re;)p(r) = p / drya(ri)b(ry;) = (a(rik)’p(rk)b(rkj)) , (12.27)
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k .
@ e »
a(rix) o b(r, k])
"\o/'
° J

Figura 12.6: Esempio di diagramma nodale. Indichiamo con a(r;) il contributo della parte del diagramma a
sinistra del punto nodale k, e con b(rk;) il contributo della parte destra.

dove una funzione densita p(rg) ¢ stata associata al punto di integrazione ry per recuperare la corretta
normalizzazione, e, poiché nel sistema che sto considerando la densita e costante, ¢ stata fattorizzata

fuori dall’integrale. L’ultimo termine definisce il simbolo (D che ho usato per indicare il prodotto di

convoluzione.

Utilizzando le considerazioni precedenti, possiamo scrivere un’espressione chiusa che ci premette il
calcolo di tutti i diagrammi nodali. Il contributo globale N(r;;) di tutti i diagrammi nodali tra i punti ¢
e J, puo essere ottenuto come prodotto di convoluzione nel nodo ry di tutti i diagrammi irriducibili che
possono essere costruiti tra i e k e tra k e j:

N(rij) = (X(Tik)‘P(rk)[N(Tkj) +X(rkj)]) : (12.28)

Ogni diagramma nodale ha almeno un nodo, e ogni percorso tra i punti esterni 4 e j deve passare attraverso
tutti i nodi. L’equazione precedente indica che la parte del diagramma tra ¢ e il primo nodo k, che & un
diagramma non-nodale, deve essere integrata con una convoluzione con i) il diagramma non-nodale che
produce in questo caso un diagramma nodale con un solo nodo ii) un diagramma nodale producendo un
diagramma con piu di un nodo. La convoluzione di due diagrammi nodali al punto rj e proibita perché
produrrebbe molte volte lo stesso diagramma.

Il gruppo di equazioni (12.25), (12.26) e (12.28) sono conosciute come equazioni HyperNetted Chain
(HNC), di catene iperconnesse. L’equazione (12.25) permette di esprimere la TBDF in termini di diagram-
mi semplici dopo aver sommato, in forma chiusa, i diagrammi compositi e 'equazione (12.28) permette il
calcolo del contributo di tutti i diagrammi nodali. Tuttavia non c’e un’espressione chiusa per calcolare i
diagrammi elementari che devono essere calcolati uno alla volta. I calcoli della TBDM senza il contributo
dei diagrammi elementari sono chiamai HNC/0. Quando il contributo del primo diagramma elementare &
incluso nel calcolo della TBDF & chiamato HNC/4, poiché questo diagramma, mostrato nella figura 12.4,
coinvolge quattro particelle.

Le equazioni HNC sono normalmente risolte con una procedura iterativa partendo dall’ipotesi N (ri2) =
E(r12) = 0, che implica X (r12) = f2(r12) — 1. Partendo da questa ipotesi, si possono ottenere i nuovi
diagrammi nodali usando 1’equazione (12.28).

Le equazioni HNC permettono di calcolare la TBDF che viene usata per ottenere il valore dell’energia
(12.9) usando 'hamiltoniana

A g2 A A
H:—Z%V?Jr SoVii+ Y Vi (12.29)

i=1 i<j=1 i<j<k=1
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Il valore di aspettazione dell’energia viene calcolato usando la funzione d’onda di prova:

Ur(l,...,A) = F(1,..., A)d(1,..., A) :S(HFZ-]-><I>(1,...7A) . (12.30)

i<j
11 calcolo del contributo del termine a due corpi del potenziale V;; & immediato, come indicato dall’e-
quazione (12.11). Pit complicato il calcolo del contributo dell’energia cinetica, che perd ¢ affrontato con
tecniche ben consolidate. Il termine di energia cinetica viene separato in tre parti
<T> = T¢> + TF — Tc,mA y (1231)
dove ho definito un termine in cui le derivate agiscono sulla funzione d’onda di campo medio ®

K2 <
T¢——4<<<I> F22V2<I>>—<ZV<I> F2VZ-<I>)>>, (12.32)

i=1 i=1

un termine nel quale le derivate agiscono sulla correlazione

Tp = —h—Q < <I>*[ (ZW ) ZA: VZ-F)Q}@ >, (12.33)

ed un ultimo termine che fornisce il contributo del centro di massa:
n? 22
T = —— \IJ( i)\p . 12.34
. = g < T;V > (12.34)

Nelle equazioni precedenti, il simbolo <> indica

fdxl,...,dxAX(xl,...,xA)

<X >=
< \I/T|\I’T >

(12.35)

Il termine TF & trattato in maniera analoga al termine a due corpi dell’interazione V;; e inserito nel-
lequazione (12.11). 11 calcolo degli altri pezzi & tecnicamente pili complicato, ma non presenta particolari
problemi.

12.3 Fermioni

Nella descrizione di un sistema fermionico & necessario considerare il principio di esclusione di Pauli.
L’estensione della teoria HNC al sistema fermionico ¢ detta Fermi Hypernetted Chain (FHNC).

Nel caso di un sistema fermionico, la funzione d’onda di campo medio ® (12.7) & un determinante
di Slater di funzioni d’onda di singola particella. Per un sistema infinito, le funzioni d’onda di singola
particella possono essere espresse come:

ba(w;) = \% %oty () Xe () (12.36)

dove ho indicato con s e t le terze componenti dello spin e dell’isospin e con x5 e x; gli spinori di Pauli.
Nel caso fermionico, le coordinate generalizzate x indicano la posizione r e le terze componenti di spin e
isospin.
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Nell’espressione della TBDF appare il modulo quadro della funzione d’onda non correlata. E quindi
importante presentare qualche proprieta di |®|? che pud anche essere espresso come:

po(x17xl) po(zlaIQ) .. Po(l’laxA)
Po(ffz,fﬂl) po($2,$2) p0($2,$A)

1®(1,2,...,A) = _ _ . _ : (12.37)
po(xa,x1) po(xa,x2) ... po(xa,xa)

dove gli elementi del determinante dell’espressione precedente sono stati definiti come:
polai ) = 3 5@ dala;) - (12.38)
a

La somma viene effettuata su tutti gli stati di singola particella occupati, quindi per lo stato fondamentale
su tutti gli stati al di sotto della superficie di Fermi.

Nell’equazione (12.38) ho definito la matrice densita ad un corpo (OBDM) non correlata, che ¢ I'in-
grediente fondamentale per il calcolo della TBDF nei sistemi fermionici. Una proprieta fondamentale
della OBDM, dovuta all’ortonormalita delle funzioni di singola particella, é:

/dWO(ﬂ?iax]’)Po(ﬂﬁjyxk) = po(@i, k) , (12.39)

dove ho indicato con il segno di integrale sia 'integrazione sulla coordinata spaziale, sia la somma sulle
terze componenti di spin e isospin, cioe la loro traccia.
Definiamo i sottodeterminanti come:

po(x1, 1) po(xi,22) ... po(x1,7p)
Po(xz,l“l) ,00(1‘2,302) po(ﬂﬁz,x )

A1, ... p) = _ _ , o p<A. (12.40)
po(Tp,x1)  po(Tp,x2) ... polTp,p)

Per la proprieta (12.39) della OBDM non correlata, i sub-determinanti hanno la seguente proprieta:

/dpoApH(l, e+ 1) =(A-p)Ay(1,....p), (12.41)
e, per iterazione, si ha:
/dsz...dxAAA(l, Ay =(A-p)IA1,...,p) . (12.42)
Questo implica che:
A,=0, p>A. (12.43)

La proprieta (12.43) & estremamente utile nella applicazione delle tecniche di sviluppo a cluster in sistemi
fermionici finiti.

Come esempio mostro esplicitamente queste proprieta per As.

po(w1,x1)  po(wi,x2)  polw1,z3)
A3(1,2,3) = | po(z2,71) po(z2,72)  po(wa,z3)
po(xs, 1)  po(xs,x2) po(xs,x3)
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_ o) oz, )
S A B
3 po(ﬂ?Q»xl) (3327 3)
p(an?xQ) po(mg,.’ﬂl) po(:L'g,Z'ZS)
po(x2,x1)  po(w2,z2)

+ p(a?l,x?’) po(xg,l'l) po(a?g,l?)

Per la normalizzazione delle densita ad un corpo e la proprieta (12.39) ottengo

/d3T3 A3(1,2,3) = a:l T p(mz,xz A — p($1,$1)p($1,$2)

) )
= plwy, z2)p(w2, 1) A + p(21, 72) p(22, 71)
+  pw2,z1)p(21,22) — (@1, 21)p(22, T2)

= (A=1Dp(z1,21)p(w2,22) — (A = 1)p(22, 1) p(1, 2)

_ (A Polezn) po(y,w2)
( ) bo(@a,a)  polas,x2)

Le proprieta della OBDM e dei sotto-determinanti che ho appena presentato dipendono solo dall’or-
tonormalita delle funzioni d’onda di singola particella e non dalla loro espressione. Per questo motivo
sono valide sia per sistemi infiniti che per sistemi finiti.

L’espressione (12.36) delle funzioni d’onda di singola particella & stata scelta per descrivere un sistema
omogeneo ed infinito di fermioni. In questo caso, la OBDM non correlata assume ’espressione:

po(@i, ;) = —L(kprij) ZXS Xs()xe () - (12.44)

Nell’espressione precedente ho indicato con v il fattore di degenerazione introdotto dai termini di spin-
isospin, 4 nel caso di materia nucleare, 2 nel gas di elettroni, e con kr = (672p/v)'/? il momento di
Fermi. La funzione £(z), detta di Slater, ha la seguente espressione:

Lz) = %(sinx — T CosT) . (12.45)

Anche nel caso fermionico lo sviluppo a cluster viene analizzato in termini diagrammatici. E evidente
la necessita di inserire un nuovo simbolo grafico che prenda in considerazione che le particelle del sistema
sono correlate non solo dalla funzione h(r;;), che chiamero correlazione dinamica, ma anche dal principio
di esclusione di Pauli, la cui correlazione sara denominata statistica. Quest’ultimo fatto e inserito nella
OBDM non correlata po(x;, ;) che, nel calcolo della TBDF, forma circuiti chiusi e non sovrapponibili. Il
simbolo utilizzato ¢ una linea orientata che collega i punti x; e ;. In un sistema infinito bisogna associare
un termine —¢(kpr;;)/v ad ogni linea statistica che lega i punti i e j, ed un fattore —v per ogni circuito
statistico legato alla traccia sugli spin e gli isospin.

Come nel caso bosonico non c’e¢ alcun limite al numero di linee di correlazione dinamica che possono
raggiungere un singolo punto. Diversamente, il principio di esclusione di Pauli implica che un punto
puo essere raggiunto da due linee, oppure da nessuna. Solo i punti esterni hanno la possibilita di essere
raggiunti da una singola linea di correlazione statistica. In questo caso i diagrammi assumono il nome di
cc, come indicato nella figura 12.8.

Usando la funzione d’onda di prova (12.7) con l'ipotesi di Jastrow (12.8) e la definizione (12.15) della
funzione h possiamo scrivere la TBDF (12.10) come:

g(x1,72)
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A(A—1)/dx3....dx,4(1+2hij+ > hijhjk 4 ) @@, s 2a)

1<j i<j<k

p2/dl'1....dl'A(1 + Zhij + Z hijhjk + ....)|<I>(£L’1, ....,(EA)|2
i<j i<j<k
dove hij = h(’l’m)
Usando la definizione di sottodeterminante (12.40) il numeratore, N, e il denominatore, D, dell’e-

quazione precedente possono essere espressi come somme di termini caratterizzati dal numero di funzioni
h:

A(A-1
N;%ﬂ(m)/d:ﬂg....dm L+ hig+ Y hijhjr+ .. | Aa (12.46)
P i<j i<j<k
D:/dwl....dxA L4 hig+ > hijhje+ .o | Aa (12.47)
i<j i<j<k

Riscrivo le espressioni di A e D raggruppando i termini con lo stesso numero di punti interni p, e li indico
come X(®)(1,2,3,...p). Ad esempio

X®(1,254) = hyj + hoi + hjha; .
L’espressione della TBDF puo essere espressa come

A

(A-2)! A
1+§m“ )(1’2’---719)1

S A e h

I termini fattoriali che moltiplicano le funzioni X ®) prendono in considerazione il fatto che le permutazioni
dei punti interni p non modificano il valore del diagramma.

Usando la proprieta (12.42) dei sottodeterminanti possiamo integrare ’espressione precedente della
TBDF su tutte le coordinate che non sono raggiunte dalle correlazioni, cioeé non presenti nelle funzioni
X®) In questa maniera si ottengono le seguenti espressioni del numeratore e del denominatore TBDF

aras) = AP [drdras

A
f2(ri2) 1
N = A p;Q Z(p_2)!/dajg...dpr(p)(l,Q;...,p)Ap(l,...,p), (12.48)
p=2
A
D = A!ZZ%/dzl...dpr(p)(l,...,p)Ap(l,...,p). (12.49)
p=0""

E possibile estendere all’infinito il limite superiore di tutte le somme delle precedenti espressioni usando
la proprieta (12.43) dei sottodeterminanti. Ogni diagramma pud essere separato in parti connesse e non-
connesse. Chiamo £, (1,2,1s,...,1,) la parte connessa dei vari termini del diagramma che contengono i
punti esterni 1 e 2. In questi diagrammi i punti interni ¢, .., ¢, sono collegati ai punti 1 and 2 almeno da
una linea di correlazione statistica oppure dinamica. Chiamo U,—,(in+1,-..,%p) 1a parte non connessa di
un diagramma. Non ci sono connessioni, sia dinamiche che statistiche tra i punti di & e quelli di £. 11
contributo di £,, non viene modificato per una permutazione qualsiasi dei suoi punti interni. La stessa
proprieta ¢ valida anche per i punti interni dei termini U,_,,. Per questo motivo ogni diagramma N
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separato in £,, e U,_,, genera (p —2)!/(n —2)!(p — n)! volte lo stesso contributo. E possibile esprimere il
numeratore come

N = A'f2(ﬁ2)§:(ni2)l/dx3 denLo(1 [Z /dxl da U, )], (12.50)

P>

dove abbiamo definito ¢ = p — n. Le stesse considerazioni possono essere estese al denominatore (12.49).
Poiché in questo caso non ci sono punti esterni, quei diagrammi classificati come connessi, non sono
presenti. Solo i diagrammi i/, contribuiscono al denominatore.

Z /d:cl Az U ( )] : (12.51)

n= 0

D= A'f2 7’12 [

Questa espressione ¢ identica a quella del contributo dei termini non connessi del numeratore. Nel calcolo
della TBDF, il denominatore semplifica il contributo di tutti i termini non connessi del numeratore. La
TBDF puo essere espressa come

f()

g(w1,72) = g(r12) =

As(1,2) +Z /d$3 dxy, L, p)‘| . (12.52)

Il risultato precedente mostra che la TBDF puo essere calcolata considerando solo termini connessi.

Figura 12.7: Esempio di cancellazione tra due diagrammi FHNC riducibili. L’anello statistico nella parte alta
introduce un segno meno, e, quindi, il contributo totale dei due diagrammi & nullo.

In analogia con il caso bosonico, definiamo i diagrammi riducibili come quei diagrammi connessi
che contengono un punto, il punto di articolazione, che permette di esprimere il contributo totale del
diagramma come prodotto di due termini. Un esempio di diagrammi riducibili e dato nella figura 12.7.
Come nel caso bosonico, la fattorizzazione dei diagrammi riducibili in due, o pil, sottodiagrammi & legata
all'invariata traslazionale del sistema. Anche nel caso fermionico & possibile mostrare che i diagrammi
riducibili non contribuiscono al calcolo della TBDF. Tuttavia, nel caso fermionico, il meccanismo che
permette I’eliminazione del contributo dei diagrammi riducibili & differente da quello presentano nel caso
bosonico. In aggiunta, la cancellazione di diagrammi riducibili & esatta, non limitata a termini 1/A.

L’idea di base del meccanismo di riduzione & la seguente. Consideriamo, per esempio, il caso dei
diagrammi mostrato nella parte alta della figura 12.7. T due diagrammi differiscono per la presenza di un
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anello statistico aggiuntivo che contribuisce per un fattore —¢(kpr;;)/v. Per invarianza traslazionale del
sistema, & possibile calcolare il valore del secondo diagramma fattorizzando il contributo dell’anello da
quello del resto del diagramma senza anello. Poiché la funzione di Slater (12.45) & normalizzata all’unita,
il contributo dell’anello di scambio si riduce ad un fattore -1. Quindi il contributo del diagramma con un
anello aggiuntivo e identico a quello dell’altro diagramma, ma con un segno meno. Come indicato nella
parte bassa della figura, il contributo totale e nullo.

0

NO---=----

1
1
1
:
|

o

1

// \\\ Ndd
7 2
A B
// !
J '
// !
’ 1
,/ Nae A
[e] o
1 C 2 1 D 2
Nee
1 E 2 I g2

Figura 12.8: T vari tipi di diagrammi nodali richiesti dalla equazioni FHNC. I pedici classificano i diagrammi
rispetto al tipo di correlazione che raggiunge i punti esterni 1 e 2.

La TBDF fermionica (12.52) puo essere calcolata considerando solo il contributo dei diagrammi irri-
ducibili, in analogia a quanto fatto per i bosoni con ’equazione (12.22). In stretta analogia, si vedano le
equazioni (12.22 - 12.24), & possibile mostrare che il contributo di tutti i diagrammi compositi pud essere
ottenuto considerando solo diagrammi semplici, classificati in nodali ed elementari. I diagrammi nodali
ed elementari nel caso fermionico sono definiti in analogia al caso bosonico, ma vengono considerate sia le
correlazioni dinamiche che statistiche. La presenza di correlazioni statistiche non permette di formulare
una sola equazione integrale che permette di calcolare in forma chiusa il contributo di tutti i diagrammi
nodali, come viene fatto dall’equazione (12.28). In ogni caso & possibile formulare un sistema di equa-
zioni integrali che descrivono i contributi dei diagrammi nodali caratterizzati dal tipo di correlazione che
raggiunge i punti esterni 1 e 2.

Gli esempi grafici del tipo di diagrammi richiesti per ottenere le diverse equazioni integrali sono pre-
sentati nella figura 12.8. Nei diagrammi A e B i punti esterni sono raggiunti solo da equazioni dinamiche.
Per questo motivo sono identificati con i pedici dd (dynamical-dynamical) (Ngq). I diagrammi C e D
hanno correlazioni dinamiche che raggiungono il punto 1 e due correlazioni statistiche che raggiungono
il punto 2. In questo caso, i pedici che identificano i diagrammi sono de (dynamical-exchange). I dia-
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grammi E e F sono indicati come ee (exchange-exchange) poiché entrambi sono raggiunti da due linee
statistiche. E anche utile definire diagrammi che sono raggiunti da una correlazione statistica che parte
da 1 e arriva in 2 e forma un anello aperto. Questi diagrammi sono identificati come cc (cyclic-cyclic) e
non contribuiscono direttamente al calcolo della TBDF.

Come discusso nel caso bosonico per I'equazione (12.28), anche in questo caso, il contributo totale
dei diagrammi nodali puo essere ottenuto effettuando il prodotto di convoluzione dei vari termini dei
diagrammi nel punto nodale. Nel sistema fermionico, il principio di esclusione di Pauli proibisce la
convoluzione tra lo stesso tipo di diagrammi. Ho gia menzionato che una conseguenza del principio di
esclusione e che i punti interni di un diagramma possono essere raggiunti solo da due linee statistiche, o
da nessuna, Questo implica, ad esempio, che la convoluzione di un diagramma cc con un diagramma di
diverso tipo non e permessa. Un altro esempio € che un diagramma di tipo e nel punto nodale puo essere
integrato con convoluzione solo da un diagramma di tipo d in quel punto.

Come fatto nel caso bosonico, chiamo NV la somma di tutti i diagrammi nodali e X quella dei diagrammi
irriducibili non-nodali Naturalmente, adesso N e X sono identificati dai pedici dd,de,ee e cc. Per i
diagrammi nodali si ha il seguente sistema di equazioni

Naa(riz) = (Xaa(ris) + Xae(ria)|o(es) Naa(ras) + Xaa(rsz)))
+ (de r13)] )[Ned(rsz)JrXed(Tsz)]) 7
Nue(ris) = (de r13) + Xao(r13)|p(rs) [Nae (r3 )+Xde(r32)])
+ (de 713)]p(r3)[Nee(r32) +Xee(7”32)]) :
Nee(r12) = ( ed(r13) + Xee(r13)|p(r3) [Nae(rs2) +Xde(7"32)])
+ (Xear)lp(rs) [Nee(rsz) + Xee (r2)])
Nee(ri2) = (ch(ms)lp(rg)[Nw(rsz) + Xee(r32) —e(kFr32)/u}) . (12.53)

Le equazioni per i diagrammi non-nodali sono:

Xad(r12) = gaa(ri2) — Naa(ri2) — 1,

Xae(r12) = gaa(r12)[Nae(r12) + Eae(r12)] — Nae(r12) ,

Xee(r12) = gaa(r12){Nee(r12) + Eee(r12) + [Nae(r12 + Ege(r12))?
[Neo(ri2) + Eee(riz) = t(kema)’} = Neelro) |

Xee(ri2) = gaa(r12)[Nec(r12) + Ece(ri2) — %g(kFle)]

1
—  Nee(riz) + ;g(km“u) : (12.54)

Le definizioni parziali delle TBDF sono:

f2 (rlz)eNdd(r12)+Edd(7'12) ,

(r12)
9de(T12) Nae(r12) + Xae(r12) |
Ged(r12) = Gde(r12) ,
(ri2) =
(r12)

12

Jee(T12 Nee(r12) + Xee(r12) 5
1
= Nee(ri2) + Xee(ri2) — ;é(kF'ﬁZ) . (12.55)

GeelT12
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La TBDF totale si ottiene sommando i termini parziali:

9(r12) = gad(r12) + gea(r12) + gde(T12) + gee(r12) (12.56)

Figura 12.9: Diagramma elementare a 4 punti.

Il sistema di equazioni (12.53), (12.54), (12.55) e (12.56) formano le equazioni Fermi HyperNetted
Chain (FHNC). Come gia menzionato nel caso bosonico delle equazioni HNC, anche le equazioni FHNC
permettono di calcolare in forma chiusa tutti i diagrammi composti e non-nodali. Anche in questo caso
rimangono esclusi i contributi di tutti i diagrammi elementari, come quello della figura 12.9, devono essere
inclusi individualmente. Anche in questo caso, in analogia al caso HNC, si usa la nomenclatura FHNC/O0,
FHNC/4 ecc., per indicare i diagrammi elementari inseriti nel calcolo.

La teoria FHNC ¢ stata applicata allo studio dell’elio liquido fermionico. Si tratta del caso in cui i
nuclei degli atomi di elio sono *He e non “He. Le proprieta dell’elio liquido fermionico sono piuttosto
differenti da quelle del caso bosonico, proprio perché i due liquidi sono soggetti a due tipi differenti
di statistiche quantistiche. Nel caso dell’elio liquido fermionico I’hamiltoniana ha potenziali puramente
scalari prodotti dall’interazione coulombiana, come discusso nel paragrafo 3.4.

Dato che I’hamiltoniana nucleare & molto piu complessa, come discusso nella Sezione 3.3, 'approccio
FHNC cosi presentato non ¢ adeguato a coglierne tutte le sfaccettature. Per questo motivo nelle appli-
cazioni a sistemi nucleari U'ipotesi di Jastrow (12.8) viene modificata aggiungendo termini di correlazione
che dipendono dagli operatori utilizzati per descrivere 'hamiltoniana nucleare (3.2)

A A 6
F(1, .y A) = s( 11 FJ) = s( II pr(rij)og) . (12.57)
j>i=1 j>i=1p=1
con gli operatori definiti come
ij-:l’ﬁ = 1,7'2‘ -Tj,O'i . O'j, (O'i . O'j)(TZ‘ 'Tj),Sij,Sij(Ti 'Tj) . (12.58)

Questa correlazione piu complessa e piu adeguata per trattare il caso nucleare. Lo svantaggio consiste
nel fatto che mentre per la funzione di correlazione scalare non ci sono problemi di commutazione con i
termini dell’hamiltoniana, e quindi il passaggio (12.15) che definisce la funzione h ha valore universale, in
questo caso e necessario considerare che i vari termini della correlazione non necessariamente commutano
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I g 2 I g 2

Figura 12.10: Esempi di diagrammi della teoria FHNC/SOC. Le linee ondulate rappresentano correlazioni
operatoriali.

con i termini dell’hamiltoniana nucleare e tra di loro. Questo fatto non permette di ottenere equazioni
in forma chiusa senza ricorrere ad un’altra approssimazione.

E possibile sommare in forma chiusa catene di correlazioni dinamiche operatoriali che presentano una
sola correlazione tra due punti, come, ad esempio, succede nei diagrammi presentati nella figura 12.10.
La teoria FHNC/SOC con eventuale inclusione del diagramma elementare della figura 12.9 ¢ la teoria
piu sofisticata di tipo CBF utilizzata nell’ambito della fisica nucleare. Questo apparato teorico considera
hamiltoniana che usano solo interazioni a due corpi. L’inserimento di termini di interazione a tre corpi non
¢ incluso nello schema di calcolo diagrammatico della FHNC, ma, in analogia ai diagrammi elementari,
viene inserito considerando i singoli diagrammi.

12.3.1 Materia nucleare infinita

Come esempio di applicazione della teoria della teoria CBF mostro i risultati ottenuti per materia nucleare.
Il sistema che studiamo ha invarianza traslazionale e densita costante di nucleoni definita dalla somma
p = pp + pn delle densita, costanti di protoni p, e neutroni p,. L’energia per nucleone e = E/A &
tradizionalmente scritta come somma di potenze pari del parametro di asimmetria § = (p, — pp)/p, cioe

e(p.8) = e(p,0) + esym(p) 0° + O(3"). (12.59)
Attorno al punto di minimo della materia nucleare simmetrica, alla densita pg, i due coefficienti di

questa equazione sono sviluppati in potenze del parametro € = (p — po)/(3 po)-
Per la materia simmetrica ottengo

1
e(p,0) = ay + S Kv e+ ..., (12.60)
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exp AFDMC CBF DIM SLy5 DDME?
0 0.16 £ 0.0 0.16 0.16 0.16 0.16 0.15
e(po,0) -16.0 £ 0.1  -16.00 -16.00 -16.01 -15.98 -16.13
B 220 =+ 30 276 269 217 228 278
Esym (P0) 30-35 31,3 3394 2945 32.66  33.20
c 88 + 25 60.10  58.08 25.41 48.38  54.74

Tabella 12.1: Proprieta della materia nucleare infinita ottenute con vari calcoli. La densita di saturazione po ¢
espressa in fm™3. Tutte le altre quantita in MeV. I risultati Monte Carlo (AFDMC) sono dalla referenza [Gan10],
quelli della teoria CBF dalla referenza [Akm98]. Gli altri risultati da [Col2].

dove il termine del primo ordine in €, legato alla derivata prima & zero perché e(p,0) ha un minimo per
p = po- Nel termine quadratico, legato alla derivata seconda, il coefficiente, definito come

e(p,0)

82
B = 9p? 90 (12.61)

P=pPo

¢ chiamato modulo di compressione di volume, vedi Eq. (2.60).
11 secondo coefficiente dell’equazione Eq. (12.59), cio¢ ’energia di simmetria, & sviluppato come

esym(P) = Asym + Le + ... . (12.62)
con il coefficiente 5
L = 3po esgim(p) (12.63)
P P=Po

Nella tabella 12.1 mostro i valori di queste quantita calcolate con diverse teorie al valore della densita
di saturazione pg. Il confronto viene fatto con i valori empirici (exp). I valori ottenuti con la teoria
(CBF) [Akm98] sono confrontati con quelli ottenuti da un calcolo di Auxiliary Field Diffusion (AFDMC)
[Ganl0] entrambi usano la stessa interazione microscopica di tipo fenomenologico. Gli altri risultati sono
ottenuti da vari calcoli Hartree-Fock, con varie interazioni.

Tutti i valori delle densita di saturazione e del minimo di energia sono in accordo con piccole variazioni,
dal 2% al 0.4%, rispettivamente. Anche le altre variabili hanno valori molto simili nei vari calcoli. Le
differenze emergono nei valori di L.

Le equazioni di stato per pura materia neutronica (a), materia nucleare simmetrica (b) ed energia di
simmetria (c) sono mostrare nella figura 12.11. Se tutti i calcoli mostrano un buon accordo nel punto di
saturazione di materia nucleare simmetrica, si vedono notevoli differenze quando ci si allontana da questo
punto.

Quello che interessa in questo contesto ¢ ’accordo dei risutati ottenuti con i due calcoli microscopici
CBF e AFDMC.
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Figura 12.11: Equazioni di stato per pura materia neutronica (a), materia nucleare simmetrica ed energia si
simmetria(c) ottenute con diverse teorie. I cerchi neri rappresentano i risultati della teoria CBF [Akm98], le linee
nere quelli di calcoli Montecarlo [Ganl0] e le altre linee diversi risultati di calcoli di campo medio [Col2].
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Capitolo 13

Teorie effettive

Le teorie considerate fino a questo momento si basano su hamiltoniane microscopiche, quelle presentate nel
Cap. 3, che contengono interazioni costruite per riprodurre le proprieta dei sistemi a due corpi. A piccole
distanze tra le particelle, queste interazioni sono fortemente repulsive. Lo scopo delle teorie microscopiche
e quello di sviluppare tecniche non perturbative per poter gestire questa caratteristica dell’interazione.
Nelle teorie ispirate alla teoria dei campi l'idea € quella di trasformare ’interazione microscopica in modo
che non ci sia piu il nocciolo repulsivo. Ad esempio, nel caso della teoria di Brueckner, Cap. 8, questo
scopo e raggiunto sommando tutti i diagrammi tipo ladder. Nel caso delle teorie ispirate alla Meccanica
Statistica, come la teoria CBF, il problema del nocciolo repulsivo viene risolto inserendo una funzione di
correlazione che impedisce a due particelle di avvicinarsi fino a raggiungere quelle distanze in cui la parte
fortemente repulsiva dell’interazione comincia ad essere importante. In entrambi gli approcci l'interazione
tra le particelle € una quantita esterna alla teoria utilizzata, e, conseguentemente, indipendente da essa.

Le teorie effettive affrontano il problema a molticorpi in maniera molto differente. L’idea & quella di
trovare un’hamiltoniana, effettiva, che riproduca gli stessi autovalori di quella vera, quindi I’equazione

e sostituita dall’equazione
Hefjwely = g, |weffy (13.2)

Formalmente possiamo identificare la relazione tra H e H*T utilizzando la solita separazione dell’hamil-
toniana in due parti H = Hg + H;, e considerando l'operatore di proiezione P sugli autostati di Hy, e
I'operatore @) che € il suo complemento

PP=P;Q=Q; Q=1-P; PQ=0, (13.3)

dove
HyP|V,) = E°P|V,)) = PHy|¥,) = EXP|¥,) , (13.4)

poiché P e Hy commutano. L’equazione (13.1) pud essere riscritta come
Hy|Wy) = (En — Ho)|¥s) (13.5)
e moltiplicando a sinistra per P ottengo

PH1|\I’TL> = P(En - HO)‘\I/n> = (En - HO)P|\IJn>
PH\(P+Q)|¥,) = (E,— Hy)P|¥,)
PH,QY,) = (En—Ho— PHy)P|¥y) . (13.6)
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Procedendo in maniera analoga e moltiplicando a sinistra per @), ottengo
QH\P|V,) = (E, — Ho — QH1)Q[Vr) . (13.7)
Date le propieta di questi due operatori, posso riscrivere le due equazioni come

(PH1Q)QIY,) = (B, —Ho— PHP)P|¥,) (13.8)
(QH\P)P|¥,) = (E,— Ho—QH:Q)Q|¥,) . (13.9)

Risolvo formalmente I’equazione (13.9) per Q|¥,,) sostituisco il risultato nell’equazione (13.8), e ottengo

1
(PH,1Q) By — QHlQ(QHlP)P\\I/n) = (E,—- Hy— PH,P)P|¥,)

Questa equazione ha la struttura dell’equazione (13.2) in cui si puo idenditificare U'interazione effettiva
con il termine )
Veff —p <H1 +H1Q—
En - HOQHIQ
Una prima considerazione € che I'interazione effettiva dipende dall’energia F,,. La seconda considerazione,
piu rilevante in questo contesto, ¢ che I'interazione effettiva dipende da P, ovvero da come si separa
I’hamiltoniana. L’interazione effettiva e quindi legata alla teoria nella quale viene utilizzata. Ogni teoria
ha la propria interazione effettiva.

QH1> P . (13.11)

La derivazione che ho presentato ha un valore puramente formale per mostrare come, in linea di
principio, sia possibile definire rigorosamente le teorie effettive e legarle alle teorie microscopiche. Dal
punto di vista pragmatico, risolvere le equazioni che ho mostrato e altrettanto complicato che risolvere
I’equazione di Schrodinger originale.

Il problema viene superato in maniera fenomenologica utilizzando interazioni che contenengono dei
parametri liberi i cui valori sono fissati in modo tale che la teoria possa riprodurre selezionati dati
empirici del sistema a molticorpi che si vuole studiare. Scopo della teoria € quello di descrivere proprieta
del sistema non utilizzate nel processo di definizione della interazione. Ovviamente queste interazioni
hanno caratteristiche differenti rispetto a quelle microscopiche, sopratutto non hanno nocciolo repulsivo
a piccole distanze. In generale, le teorie effettive affrontano, e risolvono, il problema a molticorpi in modo
molto piu semplice rispetto alle teorie microscopiche. Per questo motivo sono ampiamente utilizzate nel
confronto con i dati empirici, sopratutto se i sistemi da descrivere sono molto complessi, cioe privi di
simmetrie evidenti. Il collegamento tra teorie effettive e microscopiche e, quindi, tra interazioni effettive
e microscopiche e un tema di ricerca molto attuale.



Capitolo 14

Teoria dei liquidi di Fermi

14.1 Introduzione

Una delle teorie effettive di maggior successo ¢ quella dei liquidi di Fermi formulata da L. V. Landau
verso la fine degli anni ’50 del secolo scorso, e poi raffinata da altri autori, sopratutto della scuola russa.
L’idea di base & quella che lo spettro di eccitazione di un sistema di particelle interagenti possa essere
ben descritto da un sistema di quasi-particelle non interagenti.

Questa teoria fu originariamente formulata da Landau per descrivere sistemi fermionici infiniti, so-
pratutto elio liquido fermionico. Si tratta di un sistema di atomi di elio i cui i nuclei sono composti
dall’isotopo *He, quindi ogni atomo & un fermione. La teoria di Landau ¢ un ottimo esempio di teoria
effettiva ed ha avuto molto successo, al punto da essere ampliata per trattare sistemi finiti ed applicata
allo studio della struttura dei nuclei atomici. & possibile collegare i parametri fondamentali della teoria
ad una formulazione microscopica, si vedano ad esempio [Abr75, Bru04, Gro91].

14.2 Continuita adiabatica

L’idea di base della teoria di Landau ¢ che si possa passare dalla descrizione di un sistema a molticorpi non
interagente ad uno di particelle interagenti accendendo adiabaticamente I'interazione. Abbiamo utilizzato
questo stratagemma nel paragrafo 6.4, ma in quel caso si trattava di un espediente teorico-matematico
per legare i due sistemi. Nel caso della teoria di Landau l'idea € molto piu fenomenologica, e quindi
merita una discussione piu approfondita per definirne i limiti di validita.

Per chiarire meglio la situazione, considero un sistema modello ad una dimensione, nel quale le
particelle interagiscono con un potenziale del tipo

2

Viz,t) = —Vo(t)ea®" | (14.1)

dove a, delle dimensioni di una lunghezza=2 & una costate positiva. La profondita del potenziale cambia

con il tempo, e supponiamo di essere interessati al cambiamento da un valore iniziale V5, ad uno finale
Voo.
L’equazione di Schrodinger di singola particella

n? 92
©2m Ox?

ih%d’(x,t) = H(t)Y(z,t) = ( + V(x,t)) Y(z,t) . (14.2)

Se i tempi in cui Vj(¢) cambia in maniera sensibile rispetto al valore iniziale, e all’energia cinetica, sono
molto pit grandi dei tempi considerati per analizzare lo stato di moto della particella, possiamo cercare
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una soluzione adiabatica in cui considerare V() una costante

wadia(l'vt) ~ ng(t) (x)e_%EVO(t)t , (143)

dove Ey; ) ¢ 'autovalore dell’energia dell’equazione di Schrodinger indipendente dal tempo di cui 9y ) ()
e autostato di

H(t) Yvy 1) () = Evy(r) Yoy () - (14.4)
Controllo la validita dell’ipotesi (14.3) sostituendo nell’equazione (14.2) questa espressione

i) (7).

ih%¢adia(l‘; t) = H(t)Yagia(x, t) = EVO(t) Yadia(T,t) + ih ( (14.5)
quindi I’approssimazione ¢ tanto piu valida quanto piu il secondo termine dell’equazione ¢ piccolo, ovvero
la derivata di Vp(t) rispetto al tempo & piccola.

Se il tasso di cambiamento di V(¢) ¢ abbastanza piccolo, si pid raggiungere Ve cambiando a poco a
poco la soluzione da Vy(t = t1) = V1 fino a raggiungere il nuovo valore. Il punto essenziale & che non ci
devono essere discontinuita. Ad esempio, se lo stato iniziale & uno stato legato del sistema, anche lo stato
finale lo deve essere. Se invece lo stato finale, quando Vy(t = t2) = Vj2 & uno stato nel continuo, non
c¢’e¢ modo che con questa procedura si possa ottenere questo nuovo stato, indipendentemente da quanto
lentamente si faccia attuare il cambiamento della profondita del potenziale. Lo stesso ragionamento puo
essere esteso al caso delle transizioni di fase, che non possono essere descritte da questa teoria.

14.3 1l concetto di quasi-particella

Le proprieta di un sistema di fermioni non interagenti a invarianza traslazionale, detto gas di Fer-
mi, sono state presentate nel Paragrafo 2.3. Le funzioni d’onda di singola particella sono onde piane
caratterizzate dal numero d’onda k legato all’impulso dalla relazione p = hk, Eq. (2.40). Gli au-
tostati di questo sistema sono determinanti di Slater delle onde piane. Per definire I'autostato del
sistema & sufficiente indicare quali autostati di k sono occupati. Per questo motivo si utilizza la fun-
zione di distribuzione n(k), dove ho indicato con k il modulo di k. La funzione di distribuzione di-
pende solo dal modulo di k perche considero che il mezzo sia isotropo. Nello stato fondamentale la
funzione di distribuzione & n(k) = ©(kp — k) dove kp ¢ I'impulso di Fermi, e © la funzione gradino.
La distribuzione n(k) per lo stato fondamentale &
disegnata nella figura 14.1.

Utilizzando il linguaggio introdotto nel Cap. 5, stati
eccitati di questo sistema sono generati dalla creazione
di stati particella e buca. La descrizione di stati ecci-
] tati le cui energie sono piccole rispetto all’energia tota-
le del sistema avviene considerando piccole fluttuazioni
on(k) della distribuzione n(k) dello stato fondamentale.
L’energia dello stato fondamentale viene modificata da
queste fluttuazioni per un valore di

\

kr k

h2k?
0FE = g on(k) . (14.6)
Figura 14.1: Funzione di distribuzione n(k) per k 2m

lo stato fondamentale del sistema di fermioni. o ) . . .
L’energia di singola particella ¢ ottenibile come derivata

funzionale dell’energia 6 E/dn(k) = h?k?/2m. Dato che togliere una particella, cio¢ creare uno stato buca,
fa diminuire Penergia, dn(k) deve essere necessariamente negativo. Ovviamente, avviene il contrario per
la creazione di una particella.
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Queste considerazioni riguardano un gas di fermioni non-interagenti. La situazione ¢ piu complessa
quando si inserisce I'interazione tra i fermioni nella descrizione del sistema. L’idea della teoria di Landau,
¢ quella di passare dal sistema di fermioni non-interagenti, che d’ora in poi chiamero gas di Fermi, a
quello di un sistema di fermioni interagenti, che chiamero sistema reale, accendendo poco a poco, in
maniera adiabatica, 'interazione. Per fare questo € necessario fare 'ipotesi che gli stati del gas di Fermi
si trasformino in stati del sistema reale man mano che l'interazione aumenta. In particolare, supponiamo
che I'evoluzione dello stato fondamentale del gas di Fermi conduca allo stato fondamentale del sistema
reale. E da notare che I'ipotesi di lavoro che stiamo facendo non esclude che, nel sistema reale, si formino
degli stati che scompaiono nel gas di Fermi, quando l'interazione & spenta.

Aggiungiamo al gas di Fermi una particella con k > kg, e poi attiviamo l'interazione. In questo modo
otteniamo uno stato del sistema reale. Possiamo affermare in questo modo di aver aggiunto una quasi-
particella con vettore d’onda k allo stato fondamentale del sistema reale. In maniera analoga, definiamo
quasi-buco di vettore d’onda k < kg la situazione nella quale togliamo una particella con questo k dal
gas di Fermi e poi attiviamo 'interazione.

Ci sono proprieta del sistema caratterizzate da operatori che commutano con I’hamiltoniana che sono
conservate sia nel gas di Fermi che nel sistema reale; ad esempio, il numero di particelle, la carica totale, la
corrente, lo spin. Per questo motivo, le quasi-particelle possono essere caratterizzate dai numeri quantici
che individuano le particelle, spin, impulso p, carica elettrica ecc. .

La descrizione di eccitazioni di un sistema reale in termini di creazione e distruzione di quasi-particella
¢ limitata ad una piccola finestra temporale. I tempi devono essere piu brevi del tempo richiesto dall’ec-
citazione per spegnersi come conseguenza delle collisioni elastiche tra le particelle. D’altra parte devono
essere sufficientemente lunghi da assicurare all’eccitazione di quasi-particella una precisa energia, secondo
il principio di indeterminazione energia impulso.

Per quanto discusso sopra, le quasi-particelle conservano tutti i numeri quantici che caratterizzano le
particelle, quindi anche le caratteristiche di fermioni, quindi la distribuzione delle quasi-particelle nello
stato fondamentale del sistema reale e rappresentata dalla fig. 14.1, e la nozione di superficie di Fermi
rimane valida anche per le quasi-particelle. L’eccitazione del sistema € misurata dalla deviazione

Sn(k) = n(k) — n°(k) (14.7)

dove n°(k) & la distribuzione di quasi-particelle dello stato fondamentale rappresentata in fig. 14.1.

Perché la nozione di quasi-particella abbia significato i valori di dn(k) devono essere apprezzabili solo
per k ~ kp. L’affermazione che il sistema reale sia costituito da quasi-particelle che riempiono tutti gli
stati fino alla superficie di Fermi, ¢ erronea. Il concetto di quasi-particella e strettamente limitato a quegli
stati attorno alla superficie di Fermi. La quasi-particella ¢ un’eccitazione elementare del sistema reale per
stati che si discostano poco dallo stato fondamentale. La teoria di Landau tratta di stati eccitati le cui
differenze di energia rispetto allo stato fondamentale, cioe le energie di eccitazione, sono piccole rispetto
al valore globale dell’energia dello stato fondamentale. La teoria di Landau non offre informazioni sullo
stato fondamentale, che considera noto, ma si occupa di piccole fluttuazioni attorno ad esso.

Possiamo considerare 1’energia E del sistema come un funzionale della funzione di distribuzione dei
momenti n(k). Per il gas di Fermi l’energia si trasforma nella somma delle energie cinetiche delle particelle,
come descritto dall’equazione (14.6). Per un sistema reale la situazione & pilt complessa. Se si modifica
n®(k) per una quantita dn(k), la variazione dell’energia, al primo ordine, ¢ data da

SE =Y ey on(k), (14.8)
k
espressione che definisce

er = 0E/dn(k) . (14.9)

Per k > kg, € ¢ la variazione dell’energia del sistema quando si aggiunge una quasi-particella, quindi
¢ Denergia di quasi-particella. La definizione data per ¢, & legata alla fluttuazione dell’energia totale
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del sistema. In questa teoria non c’¢ alcuna possibilita di ottenere informazioni sull’energia totale del
sistema. In particolare, I’energia del sistema non e uguale alla somma delle energie di quasi-particella.
Questo perché una volta aggiunta una particella in k, lo stato del sistema cambia, e I’energia della nuova
particella € non & pit quella ottenibile usando la (14.9) la cui variazione & fatta rispetto al vecchio stato,
quello che non conteneva la particella k.

Per k = ky, €, € l'energia acquisita aggiungendo una particella sulla superficie di Fermi. Il nuovo
stato e lo stato fondamentale del sistema con A + 1 particelle. Si puo scrivere

€kp = Eo(A+ 1) — Eo(A) =u, (1410)

dove = 0Ey/0A & la definizione di potenziale chimico.

L’espressione della variazione dell’energia (14.8) & valida al primo ordine. Questo permette di descri-
vere situazioni dominate da eccitazioni di singola quasi-particella. In generale, questo non e sufficiente,
perché la densita di quasi-particelle e tale che non si puo trascurare la loro interazione. Questo implica
la necessita di andare oltre il primo ordine e considerare anche il secondo

0E =Y epon(k)+ %Z > Fk,K)on(k)on (k') . (14.11)
k k'

k

dove il termine f(k,k’) & definito come derivata funzionale seconda, con la, ovvia, proprieta f(k,k') =
f(K',k). Ho indicato come €) 'energia di quasi-particella in assenza di interazione.

Fino a questo momento ho trascurato la presenza dello spin delle quasi-particelle. Come abbiamo visto
possono essere equiparate a fermioni, e mi limiterd a trattare il caso di spin 1/2, indicando con s il valore
della terza componente. In questo caso il sistema non e piu omogeneo dato che 'orientamento degli spin
definisce una precisa direzione dello spazio. Per questo motivo, tutte le quantita che ho precedentemente
definito come dipendenti solo da k adesso devono essere considerate dipendenti da k e s, e le somme su k
evolvono in somme su k e s = +1/2. Nello specifico abbiamo che f(k, k') — f(k, s;k’,s') e le proprieta
di simmetria diventano

f(k7 S;k/? Sl) = f(_k7 -5 _k/7 _S/) = f(k7 -5 k/a _8/) = f(k/a S/;kv S) . (1412)

E evidente che, fissati k e k', le sole differenze tra le interazioni sono dovute al fatto che gli spin siano
paralleli oppure antiparalleli. Per questo motivo € conveniente definire termini simmetrici e antisimmetrici
dell’interazione come

f(k, sk, 5) Pk X))+ (k) , (14.13)
fk sk, —s) = f(kk)—f"kk). (14.14)

I termini f* ed f* dipendono solo dai vettori k e k’, quindi dai moduli dei due vettori e dall’angolo tra
loro. Per questo motivo possono essere sviluppati in somma di polinomi di Legendre P,

FO0K) = Ok, K cos0) = > f7' (k, ') Pi(cos6) . (14.15)
l

Dato che le quasi-particelle sono definite sulla superficie di Fermi si ha che k = k' = kg, quindi si elimina
la dipendenza dai moduli dei numeri d’onda nei coefficienti f;. Le dimensioni dei coefficienti f; sono
quelle di un’energia. Si preferisce far uso di coefficienti a-dimensionali moltiplicando gli f; per la densita
degli stati alla superficie di Fermi

VD kr

Fy=per)fi = ﬁ?m*ﬁ , (14.16)
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dove ho usato P’espressione (2.64) della densita degli stati

(14.17)

x\ 3/2 *
pe(€r) = VD <2m ) /2 _ VD m k

4n2 \ 32 P op2 2

Le quantita V e D, definite nel Cap. 2.3, sono, rispettivamente, il volume del sistema e la degenerazione
dei fermioni, che in questo capitolo sara solo quella di spin, quindi D = 2. Dato che stiamo parlando di
quasi-particelle, ho indicato con m* la loro massa effettiva.

L’utilita della teoria consiste nel fatto che solo pochi Fj sono utiilizzati, ed i loro valori sono determinati
per riprodurre pochi dati empirici. Con questi pochi parametri la teoria permette di fare previsioni
indipendenti su altri osservabili.

14.4 Proprieta all’equilibrio

14.4.1 Massa effettiva e calore specifico

Possiamo definire la velocita della quasi-particella utilizzando le analogie con le particelle libere. In
quest’ultimo caso le energie sono date dalle energie cinetiche mv?/2. In questa analogia, la componente
cartesiana « della velocita puo essere scritta come

1 Oex
«= ==, 14.18
(0o = 7 5 (14.18)
e quindi, per un sistema isotropo si ha che
hk
‘V;@‘ = Vg = (14.19)
m*

In principio m* dipende da k, ma come ho gia discusso, noi consideriamo le quasi-particelle sulla superficie
di Fermi, quindi siamo interessati ad un preciso valore di m*. Il dato empirico al quale colleghiamo il
valore della massa effettiva & il calore specifico per unita di volume, che & definito come la variazione
dell’energia interna del sistema vedi equazione (2.72) diviso per il volume

1 10F

oy ==0Cy==-— .

Vv Vv oT
Considerando variazioni di temperatura tali che T/Tr < 1 la fluttuazione di energia puod essere espressa
come

(14.20)

SE =) e oon(k,s) . (14.21)
k,s

Un aumento della temperatura genera un aumento del numero di quasi-particelle dell’ordine di on(k, s).
In principio esiste anche un aumento dell’energia E dovuto all’interazione tra le quasi-particelle, ma questo
aumento ¢ dell’ordine di (T/Tr)? e, per l'ipotesi fatta sulla validita dell’approccio, si puo trascurare.

Per l'equazione (14.21), posso affermare che il calore specifico di un sistema reale puo essere descritto
come quello di un gas ideale di quasi-particelle non interagenti. Si puo quindi ripetere il calcolo fatto
nel Cap. 2.3 con l'idea che, al posto delle particelle, si considerano quasi-particelle, con massa m*. Uso
lespressione (2.74) ottenendo

1 1 72 1_m*k
Cy = icv = vk%Tpe(eF)g = §D 3 F

dove ho usato 'espressione (14.17) della densita degli stati. Il valore della massa effettiva delle quasi-
particelle puo essere ottenuto misurando il calore specifico del sistema di fermioni interagenti.

k&T (14.22)
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14.4.2 Velocita del suono e compressibilita

Nell’appendice C.3 si mostra la relazione tra la velocita del suono vs in un fluido ed il modulo di
compressione B

B
Vg =4 — . (14.23)
mp
Per ottenere la velocita del suono & necessario calcolare il modulo di compressione definito come nell’e-

quazione (2.60)
1 OP
B=—=-V—. 14.24
K oV ( )
Poiché la pressione e legata alla variazione dell’energia rispetto alla variazione di volume, & necessario
calcolare le variazioni dell’energia. A questo scopo, supponiamo che I’energia E dello stato fondamentale

del sistema sia una funzione F della densita di particelle

B = VF(p) = VF (;‘) . (14.25)
2—5 —A (Vzl> - %lp : (14.26)

la pressione puo essere espressa come

oF OF
P=——= — 14.2
e quindi la variazione della pressione diventa
op _ [0F0p 0p0F 0 (OF\0p
oy dp 0V 0V dp dp \ Jp ) OV
2 92
p* O°F
- _= 14.28
Y o7 (14.28)
e il modulo di compressione puo essere espresso come
0?F
B=p"—. 14.29
Ly ( )
Uso espressione (14.25) nella definizione del potenziale chimico
OF 0 oxa
- = = 14.
La variazione del potenziale chimico ¢
op _ 0 (OF\ 0p _O*F1 (14.31)
0A  0p\dp) O0A  09p>V ’
Usando l'espressione della derivata seconda di F nell’espressione (14.29) ottengo
Ou
B=Ap— 14.32
PaA (14.32)
e per la velocita del suono
o B Ao (14.33)

* " mp moA"
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Calcolero espressione 0A/0u usando la teoria dei liquidi di Fermi. Nel riquadro qui sotto mostro
come A sia legato alla variazione di n(k) dall’espressione

dA =" "on(k,s) Z §(ep — 1) hivgy, dkp . (14.34)
k,s
Derivazione della (14.34).
_ _dn (k, s) Oer
on(k,s) = ~de ok dk . (14.35)

Al termine di questo calcolo della variazione attuero il limite k — kr. Considero

271.2
dex = d (hz i > = h@ dk = hm“’“ dk = hopdk (14.36)
m

Considero adesso la variazione di nT(k, s) per uno stato eccitato, quindi 7' > 0. Dato che il sistema
& composto da fermioni, n” (k, s) & una distribuzione di Fermi-Dirac

’I’I,T(k7 5) = [exp ( kol ) + 1:| - s (1437)
quindi
Wles) i explle— p)/(knT)] s
de  {exp (e — p)/(ksT)] + 1}* .

Nel limite per 7' — 0, quindi per lo stato fondamentale, la distribuzione di Fermi-Dirac si trasforma
in una funzione gradino ©, quella mostrata nella Fig. 14.1. Per la proprieta della distribuzione di
Dirac 6, d®/dx = §(x), ho che

. nT(k,s)
%1210 g = —(e—p), (14.39)
quindi sulla superficie di Fermi
on(kr,s) = 0(er — p)hvrdkr . (14.40)

Una quasi-particella aggiunta al sistema sulla nuova energia di Fermi deve avere una energia e(u+ dpu)
che soddisfa

dp = e(p+dp) — e(p) = hog,dkp + Z fk,s:k, s )on(k', ") (14.41)
K s’

Usando 'espressione (14.40) ottengo

o Okep ok’
=1=hv. — (k, s;k’, ) (e — p) g .
o Vkp o +kZ:f s5;K', 8)0(exr — p)hoy, o

(14.42)

11 calcolo della somma in k’ e s’ & presentato nel riquadro.
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Trasformo la somma in integrale utilizzando le convenzioni presentate nella sezione 2.3.

D Fk, 55K, 8o (e — p)hog Zk

k’,s’

/

— L 3./ 1. _ ok
= Z BB /d k f(k,s; k', s)d(epr — p)hvgs e

-V > [ dk'w? 1d(eog@) %dqsf(k s; K/ s/)(S(ek/—,u)hvk/a—k/
(27[_)3 - . o b b bl au

Dato che la variazione tra ex.. e p € molto piccola posso scrivere, considerando che sto descrivendo
F I
un sistema di quasi-particelle di massa effettiva m*

R’k R’k R’k
%—Mkﬂmﬁd%th—d<mm> = —dkp me—kﬂ»
k=kp
per la proprieta della distribuzione § di Dirac
§(az) = L 5(z)
|al ’
posso sostituire nell’integrale
’ m” ’
O(ep — ok —k
(ch = 1) = (K — k)
che diventa
/
S 70 s )l — o o
Ou
k/,s’
o V27T 1412 ! AN ’ITL* / 8 !
= @y Z/dk k /_1 d(cos0)f(k,s;k', s )hsz (k" — kr)hug 5

Y omket ke 1
4m2 hPkp . o ),

d(cos0) [f(kr, s;kr,s) + f(k, s;kr, —s)] .

Uso le espressioni simmetriche dell’interazione, da (14.13) e (14.14). Quindi considero che sulla
superficie di Fermi I'interazione dipende solo dall’angolo tra k e k’ i cui moduli sono kr, quindi posso
utilizzare lo sviluppo in polinomi di Legendre (14.15). Per questi calcoli ottengo

/
> k5K, 5)o(er — o 2K
ou
kl !
V m* 8k)F b s
= Rﬁkphvwm/_l d(cos@)ZZl:fl (kr, kr)Pi(cosb) .

Usando l'ortogonalita dei polinomi di Legendre

1
/ dx Pz (l‘) = 26110 s

1

ottengo

8k’ V m* kF akF
Z f(k, S; k” 3’)6(€k/ — ,U,)h’l)k/ a = ﬁ 52 hkaTM

k’,s’

fo (kp, kp) .
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Inserisco il risultato del riquadro nella (14.42), poi uso 'espressione (14.17) della densita degli stati,
e la definizione (14.16) dei coefficienti di Landau a-dimensionali

1 = h’Uk;FT + — 71_2 T?,Q hv Vkr (7 a fO (kFa kF)
Ok Ok ok
= g, T pe(er) £ (kg ke ) hvg, —— P = hog, —— 9 S+ F) . (14.43)
Dalla (14.34) ottengo
Z S(er — 1) Ty aakp (14.44)

Usando la definizione (14.33) di velocita del suono, considerando che la somma su §(e; — p) € la densita
degli stati p e il risultato dell’equazione di sopra ottengo

A pe(EF)
== 14.4
mv2 1+ F5 ( 5)
da cui
A 7w2h? m2h? m2h? (kg Rl kp?
2 _ 2 T Q4R = p(14+F) = — 1+ F 1+ F 14.4
B A = e = g (B ) 0 R = Ry

Da notare la presenza contemporanea delle due masse, la massa della particella m e della quasi-
particella. La prima massa ¢ inserita per la definizione di densitd di massa del fluido; tradizionale
meccanica statistica. La seconda & invece la massa effettiva della quasi-particella che tiene conto del
fatto che l'interazione tra le particelle modifica la densita degli stati. Ovviamente l'interazione entra
nell’espressione della velocita del suono anche con il termine F. A parita di tutte le altre variabili, se
E§ > 0 cioe se questa parte dell’interazione ¢ repulsiva, la velocita del suono aumenta, come ci si puo
aspettare intuitivamente. D’altra parte, valori di F{§ < —1 generano velocita del suono immaginarie. In
questo caso le fluttuazioni della densita si sommano e generano instabilita del sistema.

14.4.3 Suscettibilita magnetica

Un altro osservabile utilizzato per determinare i parametri liberi della teoria di Landau e la suscettibilita
magnetica x s di un liquido di Fermi. In presenza di un campo magnetico H una particella modifica
la propria energia di un fattore —gups|H|, dove g ¢ il fattore di Landé, che considererd uguale a 2, e
up = eh/me il magnetone di Bohr. Considero s = 1/2 il caso in cui lo spin dell’elettrone & allineato al
campo magnetico H, e s = —1/2 il caso contrario.

Nel caso di un gas reale la modifica dell’energia implica anche un cambio nella distribuzione n(k, s).
Il sistema in equilibrio deve avere lo stesso valore del potenziale chimico p. Questo vuol dire che devo
spendere la stessa energia per aggiungere una particella indipendentemente dal valore di s. Siccome le
particelle con s = —1/2 hanno acquistato energia in presenza del campo magnetico H la loro superficie
di Fermi diminuira di dkp. Per le particelle con s = 1/2 avviene il contrario, un aumento di dkr della
superficie di Fermi.

Considero il sistema isotropo, quindi n(k, s) = n(k, s), e la variazione della distribuzione dei momenti

e data da
on(k,s) = (8”((9’; 8)>k . Sk = — [=0(k — k)] (28)5ks - (14.47)



174 CAPITOLO 14. TEORIA DEI LIQUIDI DI FERMI

La 6 di Dirac ¢ generata dal fatto che, nello stato fondamentale, n(k, s) ¢ una funzione gradino di k,
e quindi la sua derivata & proprio la § di Dirac, si veda il riquadro della sezione 14.4.2. Il termine
2s = =41 tiene conto dell’aumento o del decremento della superficie di Fermi dovuto alla presenza del
campo magnetico.

La variazione di energia della quasi-particella ¢ data

A ‘ da
n s=1/2
| dery, = —gups/H| + (2s) Z f(k, sk, s)on(k',s") ,
§ kF +9d kF k’,s’

1 ‘ (14.48)
il termine 2s = £1 & inserito perché s =1/2e s = —1/2
generano contributi diversi. Cerchiamo, per ipotesi, una
soluzione del tipo

$ ; k Serp = —ns|HJ , (14.49)

n s=-1/2 ’

dove 1 € una costante da definire. Considero che
k-8 kp |
1 i dep,  hP|K|
| — = 14.50
| d|k| m* ( )
quindi
kg k dey, -t m* 1
Okp = | —— Ok | = ——n=|H]|, 14.51

Figura 14.2: Variazione della superficie di Fermi
legata alla presenza del campo magnetico H. per s = 1/2.

In analogia a quanto fatto nel calcolo della velocita
del suono, considero la somma in k' e s’, e tengo conto
del fatto che le distribuzioni n(k, s) (14.47) sono diverse

per particelle con spin allineati e antiallineati al campo magnetico. Per effettuare il calcolo uso la strategia
utilizzata per il calcolo della velocita del suono: trasformo la somma in integrale utilizzando le convenzioni
presentate nella sezione 2.3, uso la definizione dell’interazione antisimmetrica data dalle equazioni (14.13)
e (14.14), e lo sviluppo in polinomi di Legendre (14.15). In questo modo ottengo le seguenti espressioni

(2s) Z f(k,s; K, s)on(k, s")

K s
= (29) gé:l/z (2];3) /d3k'f(k,s,k',s’)6(k’ — kp)(2s") [f%n;m]
V et ! wrr m* 1
- (%3)(2@(25)/4“ 5k —kp)[ld(cosé)Qf (k. K, cos 0) {%%m@
sz | ai] [ 11 deost) 3 7105 K) Pios)
V m

" 2 ra a
ﬁs%n\HIkF fo2 = FgsnH]

Inserisco questo risultato nella (14.48) e ottengo

1
ety = — 15[ H| = —gups|H| + Fgso[H] (14.52)
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da cui

giB
1+ F§] = ;on= 14.53
n[l+Fgl=gus 5 n T+ g (14.53)
L’energia di magnetizzazione del sistema per unita di volume e data dal prodotto della suscettibilita
magnetica xym per il modulo del campo magnetico |H|. Questo corrisponde alla somma delle variazioni
delle energie di quasi-particella, che hanno campo magnetico gsugp, dovuti la modifica della distribuzione
n(k, s) di particelle

1 1
M = —XM|H|:—nguBJn(k,s)

1% V=
1 1% 3 m* 1

= = — k) | (28)n= |H
Vgugzs:s(%g)/d ko (k — k) {ﬁ%( s @

1 m*kp
= 9By 5= nH.

La suscettibilita magnetica per unita di volume e

1 M m*kp (gup)?
— = = 14.54

Le quantita osservabili, calore specifico, velocita del suono e suscettibilita magnetica, permettono
di definire i valori empirici dei parametri fondamentali della teoria di Landau: massa effettiva e termini
dell’interazione scalare e dipendente dallo spin, termini che ho espresso come parti simmetriche e antisim-
metriche dell’interazione. C’e la possibilita di legare questi parametri alla pit fondamentale hamiltoniana
delle teorie microscopiche a molticorpi, ma l'interesse nell’'uso della teoria effettiva ¢ quello di fare pre-
visioni su fenomeni non strettamente legati alle tre quantita osservabili utilizzate per determinare massa
effettiva ed interazione.

14.5 Eccitazioni

14.5.1 Equazione di trasporto

Considero un sistema con disomogeneita spaziali, e lo descrivo suddividendolo in piccole unita in equilibrio
locale. Ogni unita & composta da un numero sufficientemente grande di particelle in modo da poter
definire una funzione di distribuzione ny s(r,t), dove r ¢ il vettore che individua la posizione della sotto
unita. Le variazioni spaziali considerate sono su scale molto maggiori di quelle che caratterizzano ogni
unita. La presenza di una quantitd definita dalla conoscenza precisa dell’impulso 7k e della posizione
r viola il principio di indeterminazione di Heisenberg. La descrizione che stiamo facendo & valida se i
fenomeni analizzati sono macroscopici. In altre parole, energie ed impulsi sono molto piu piccoli di quelli
che caratterizzano le particelle, cosi come le distanze considerate sono molto piu grandi. Ad esempio, le
energie tipiche dei liquidi quantistici di elio sono molto piu piccole delle energie di eccitazione degli atomi
che li compongono.
Consideriamo stati caratterizzati da distribuzioni del tipo

nies (r,8) = n o + S (r, 1) (14.55)

11 termine dnk(q,w) & 'ampiezza di probabilita di trovare una quasi-particella di impulso q. La validita
dell’approccio ¢ limitato a considerare frequenze w tali che hw << pu.
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Al tempo t le fluttuazioni dell’energia possono essere espresse come

Et)=FEy + Z/d3r €k,s 0N 5 (T, )
k,s

1
+ 3 Z //d37“d37“’f(r,k,s;r’,k’,s’)énk,s(r,t)énkf,s(r',t) ) (14.56)

’
k,s,k’,s

Faccio delle ipotesi sulle caratteristiche dell'interazione. La prima, di fatto gia utilizzata nell’espressione
precedente, & che sia indipendente dal tempo. La seconda & legata all’invarianza per trasformazioni
di Galileo del sistema di riferimento. Ipotizzo che dipenda esclusivamente dalla distanza r — r’ tra
le particelle. Infine suppongo che sia a corto raggio. Questa ultima ipotesi non include ovviamente le
interazioni Coulombiane e liquidi carichi, devono essere trattati con diverse considerazioni. Estremizzando
il corto raggio con una forza di contatto considero

f(r,k,s;v' k' s') = f(k,s;k',s)d(r —1') (14.57)

quindi il secondo termine della (14.56) pud essere scritto come

//d3rd3r’f(r, k,s;t’ K, 8" )ony s(r, t)0ny o (v/, 1) = /d3rf(k,s;k’,s')énk,s(r,t)énk/,s/(r,t) ;

(14.58)
e
E(t) = E +/d3r5E(r,t) : (14.59)
con )
6E(r, t) = Z 6k75(5nk75(r, t) —+ 5 Z f(k7 S; k', 5/)5nk’5(l‘, t)&nk/’s/ (I‘, t) . (1460)
k,s k,s,k’,s
L’energia di eccitazione locale della quasi-particella & definita come
~ _ 8E(I‘, t) RN,
€i,s(r,t) = T (r, 1) = €p,s T Z fk,s; K, 8 )ony o (r,t) . (14.61)

k’,s’

Nella trattazione di Landau l'idea e quella di considerare il gas di quasi-particelle come fosse un
gas classico, e quindi trattarlo secondo le ipotesi della statistica di Maxwell-Boltzmann. Ad ogni quasi-
particella e legata un’hamiltoniana classica che descrive €y ;. Considerando un elemento di volume dr
dk, applichiamo alla distribuzione ny s(r, ¢) Pequazione di trasporto (D.24)

Onk,s(r, t)
ot
Questa espressione ¢ immediatamente riconducibile alla (D.24) considerando che Vpéx s = vk s € che

—V,éx s(r,t) = F/m*. Esplicito la (14.62) usando le (14.55) e (14.61)

Ony s(r,t .
T(nues(r, b)) = "kT(r) + Ve0mues(r,1) - Vpéis(r, 1)

Z(nk,s(r,t)) = + Vonk s(r,t) - Vpék s(r,t) — Vpnk s(r,t) - Vi€ s(r, 1) . (14.62)

Vplng s + 6mics(r,0)] - Valers + > fk, 51K, s )onie o (r, )]

K s’
_ 8nk,s(r,t) 0 RV,
= 5 + Viednies(r,t) - vies — [Vpnp o + Vponis(r, )] - Z fk,s; k', 8" )Vedny o (r,t)
K',s'
Ong,s(x, t) 0 WA
e T Vidnie,s(r,t) - vies — Vpng . - Z f(k, sk, s")Vidny o (r,t) (14.63)

! ’
k’,s
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dove nell’ultimo passaggio ho trascurato i termini al secondo ordine in dny. I primi due termini descrivono
un flusso di quasi-particelle indipendenti I'una dall’altra. L’ultimo termine, che include la loro interazione,
puo essere interpretato come il flusso delle particelle dello stato fondamentale trascinato dall’interazione
con le inomogeneita della distribuzione delle quasi-particelle. Se dn fosse omogeneo questo termine sarebbe
nullo.

14.5.2 Equazione di continuita

Consideriamo il caso in cui l'integrale di collisione sia trascurabile, questo implica che il numero di collisioni
tra quasi-particelle che le spostano fuori e dentro il conteggio di nk s € molto piccolo. Considerando che
a temperatura zero

vpnﬁ,s = _Vk',sa(ek',s - U) > (1464)

i valori di p = Rk da considerare sono vicini alla superficie di Fermi. Inserendo I’espressione precedente
nell’equazione (14.63) ottengo Iespressione

Onk s(r,t)

St Violens = ) Vi | Omica(r, 1) + > ks K s ) o o (rt) | =0 (14.65)

! !
k’,s

Per ottenere un’equazione che descriva il moto di tutte le particelle del sistema sommo su tutti i valori
di k edi s.

Zf)nkert kag-vr Ot (r,) + 8(ers — 1) Y Flk 51K, 8 )0 o (r, 1)

k,s k,s’
0
T Do (E ) £ ) Vebnies(r,t) - vis + Y S(ens — p) fk, sk 8 ) Vednie o (1,1) - Vi
k k,s,k’,s’
- % Z Me.s (r’ t) + Z vrank78(r7 t) " Vk,s + Z 5(6k/,3/ - :u)f(k7 53 kla Sl)vr(snk,s(ra t) c Vi st
ks k,s,k’,s’
0
- aznk,s(r,t)-l-VfZénk’s(r Vks+25 s — ) f(k,s; K, 8 ) v s
k k,s
t
- %JFV'J(““ =0, (14.66)

dove abbiamo definito

t) = an,s(r,t) e J(r Zénk s Vi,s + Z Seprs — p) f(k, ;K 8" ) vie o | . (14.67)
K',s’
Nel calcolo precedente ho considerato che f(k,s;k’,s") = f(k',s";k, s) e che |dnw ¢ (r,t)| = |00k s(r, )]
poiché le variazioni avvengono sempre alla superficie di Fermi, quindi k| = |k’| = k.

L’equazione (14.66) ¢ evidentemente un’equazione di continuita e descrive la conservazione del numero
di particelle del sistema. La corrente generata dal moto della quasi-particella

Jes(r,t) =vis + Z f(k,s;K', 8" )o(ep s — p)Vier s (14.68)
K5

In assenza di interazione la corrente corrisponderebbe a vj , come ci si attende da una trattazione
classica. Il secondo termine appare perché stiamo descrivendo un sistema interagente. Aggiungendo una
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quasi-particella al sistema, accanto all’ovvio contributo della corrente generato da vy ¢ ¢’¢ il contributo
dell’interazione della quasi-particella con tutte le altre presenti nel mezzo. Questo secondo termine, a
volte, & chiamato, corrente di trascinamento, come per descrivere il fatto che il mezzo & trascinato dalla
quasi-particella aggiunta al sistema.

In un sistema infinito ad invarianza traslazionale posso utilizzare la relazione (14.19) nell’equazione
(14.68) per collegare la massa effettiva della quasi-particella alla massa nuda della particella

nk  hk

m m*

+ > flk, 51K, 8)0(er,s — 1)Virs (14.69)
k’,s’

Il calcolo dell’integrale e sviluppato qui sotto.

In questo calcolo come fatto in precedenza, trasformo la somma in integrale utilizzando le convenzioni
presentate nella sezione 2.3.

Considero ’asse z parallela a k senza perdere di generalitd. Indico con 6 l'angolo tra k e k' e
Uk,s = |Vig),s-

Z fk, s;k', ") (e — p)vgr o cos O

k/,s’
= > V[ s ) T 8K — ke Yog o cos 0
P’ (271')3 7 ) h2]€ .8
= 53 Z / dk/k/Q/ d(cos 0)/ do £k, 5K, 5) T 5K — ki)vns o Pr(cos )
(27T) s/ -1 0 h*k
1% m* 1
_ 2 .
L (2)(2m) Py kr* kg [1 d(cos9) Z Ji Pi(cos )P (cos0)
vm*k [t 12 1 .
= Z:TQ F ; fl /_1 dﬁU-F)l(m)Pl (I) = Fl 55(&71’1}}6 = gkal

dove ho considerato che vy, 1/2 = Vkp,—1/2 = Vkp

hk Rk 1 hk F}
= e P (145 (14.70)
quindi
* FS
I (14.71)

Piché m* pud essere derivato dalla misura del calore specifico, vedi la sezione 14.4.1, questa relazione
fornisce una nuova informazione sulla interazione f(k,s;k’,s’). Notiamo che per Ff < —3 il sistema
diventa instabile poiché si otterrebbero masse effettive negative.

14.5.3 Eccitazioni collettive

Supponiamo che il sistema sia stimolato esternamente da una perturbazione periodica di impulso q e
frequenza w, ad esempio un’onda elettromagnetica con queste caratterisitiche. La variazione (14.55) della
distribuzione puo essere espressa come

Maes (1, 8) = 1y | + Onac o (q, w)e 9T (14.72)
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Inserendo questa espressione nella equazione di trasporto (14.63) ottengo

0 [5nks(q, Je i(q’r‘“t)} +V, [5nk,s(q, W)ei(q'r_“t)} Vi

ot
— Vpnis- Y fk sk, 8)Ve6 [6nkf,sf(q,w>e“q*—“>} =0 . (14.73)
K/,s'
e quindi
(q - Vi,s —w)dng s(q,w) — Vpnp . - q Z f(k,s;K, 8" ) o o (q,w) =0 . (14.74)
k’,s’

Per la (14.64) e poiché 6(e, — p) = 6(k — kp)m* /WP kg

(d-Vi,s —w)onk s(q,w) + vi,s - qo(eg,s — Z f(k,s; K, 8" )onw o (q,w) (14.75)
K/ ,s’

Riscrivo la variazione dny s come

N5 (a4, w) = 6(k — k) vkt s (14.76)
e quindi ottengo ’equazione
(A Vs — Wuk,s (A, w) + Vis qZ f(k, sk, 8 ) up ¢ (q,w) (14.77)
K/,s

Senza perdita di generalita, ho scelto I'asse z lungo la direzione di q. Indico con 6 I'angolo tra q e k
e con 0’ langolo tra k' e q. Utilizzo e uso i simboli g, k, ¥’ per indicare i moduli dei rispettivi vettori.
Dato che tutto avviene alla superficie di Fermi k = k' = kg, U'interazione dipende solo dall’angolo tra i
due vettori k e k' quindi

232

fk,s:K,s") = flcos(0 — 0);5,5'] = 7];1”:* Flcos(0 — 0');5,5] , (14.78)

dove ho usato la definizione (14.64) di F. Trasformando nell’equazione (14.77) la somma in integrale
secondo le convenzioni nella sezione 2.3, ottengo

0 2m 1
(qUgp,s cos @ —w)u(f, ¢, 0) + qkavs% Z/O d¢’ / 1 d(cos ') Flcos(0 — 0'); s, s'|u(@,¢',0') =0 .

(14.79)
In analogia a quanto fatto per 'interazione nelle equazioni (14.13) e (14.14) separiamo anche u in una
parte simmetrica e antisimmetrica nello spin

u(f, ¢, £1/2) = u®(0, ) £ u(6, P) (14.80)

Inserisco queste definizioni nella (14.79), divido per qui, s e definisco s = w/qug, s ottenendo due
equazioni simili e indipendenti per u® e u®.

cos

(cost— s)u’(6,6) + /O "’ /_ dlcost/) P loos(0— 00" (0. ) =0 (1481)

cos
47

(cos O — s)u(0, ) +

/ "’ / d(cos ') Flcos(0 — 0)us (0, &) =0 (14.82)
0 —1
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Una soluzione formale di queste equazioni puo essere ottenuta sviluppando le u®%(f,¢) in serie di ar-
moniche sferiche Y; (8, ¢). L’indipendenza dei termini noti dall’angolo ¢ indica che si ottengono delle
equazioni indipendenti ognuna caratterizzata dal numero quantico u. Questo significa che si possono
classificare le soluzioni in base al valore di u; p = 0, longitudinali, u = 1 trasversali, u = 2 quadrupolari,
ecc. .

Forse il modo di eccitazione piu interessante & quello longitudinale simmetrico. Questa situazione
descrive un moto di compressione della densita che si propaga lungo q e che coinvolge allo stesso modo
tutte le particelle indipendentemente dalla direzione del loro spin. Si tratta di un modo di eccitazione
molto simile a quello della tradizionale propagazione del suono in sistemi classici. Per questo motivo viene
denominato suono zero (zero sound) contrapposto dal primo suono (first sound) che & quello tradizionale
descritto nel regime idrodinamico.

Presento un semplice modello per descrive il suono zero. Faccio l'ipotesi che l'interazione sia indi-
pendente da 6 e ', quindi, nello sviluppo in polinomi di Legendre di F**[cos(f — 6)], rimane soltanto il
termine F. Inserendo questa nella (14.81), e sviluppando gli integrali ottengo

0 1
(cosO — s)u’(0,¢) + COQS Fog/ d(cos 0" )u®(0',¢") =0 . (14.83)

—1

Cerco una soluzione del tipo
R cos 6
u®(0, ) = pp— (14.84)
con C costante. Inserendola nella (14.83) ottengo
1 1

Slog it (14.85)

2 %51 F;

L’integrale da calcolare e

1 d(cos@)ﬂ
3 s—cosf

/d:c r o [z + slog(xz — s)] + costante ,

S—x

Dato che

ottengo
cos 0 cos 0
(6059—5)075_(2089 + 5

F5;C {sllog(s+1) —log(s—1)] -2} =0 ,

da cui ottengo la (14.85).

Nel caso di una interazione repulsiva Fj > 0 c’¢ sempre una soluzione reale con s > 1. Questo
corrisponde alla propagazione di un’onda senza alcun smorzamento, la cui velocita di fase ¢ maggiore
di vg,. Se c¢’& una debole attrazione tra le quasi-particelle —1 < F§ < 0, la soluzione della (14.85) &
complessa, e la soluzione & un’oscillazione smorzata. Se Fj§ < —1 l'attrazione e cosi forte che 'oscillazione
di suono zero e instabile, non si forma.

E importante analizzare le differenze tra zero e primo suono proprio per chiarirne il contenuto fisico.
Abbiamo ottenuto I’equazione (14.85) dalla equazione di trasporto (14.63) trascurandone l'integrale di
collisione. Questo significa che stiamo considerando una situazione in cui la frequenza di oscillazione
della pertubazione w ¢ molto maggiore di quella delle collisioni elastiche tra le quasi-particelle. Si parla di
regime non collisionale. Nel caso pili evidente di una interazione repulsiva, il moto collettivo & generato
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dall’interazione tra le varie quasi-particelle che produce un certo regime risonante. Le collisioni elastiche
smorzano questo comportamento ma sono poche e quindi I’eccitazione collettiva rimane piuttosto stabile.

All’estremo opposto c¢’e’ il primo suono che avviene nel cosidetto regime idrodinamico. In questo caso,
la frequenza w € molto piu piccola di quella delle collisioni elastiche tra le quasi-particelle. L’integrale di
collisione diventa il termine determinante di tutta la dinamica del sistema. In questa situazione quasi-
classica un aumento della densita del sistema implica un aumento del numero di collisioni, perché aumenta
la temperatura locale e dimuiscono le distanze. Questo produce un modo di compressione della densita
che genera la propagazione del suono. Lo smorzamento € dovuto al grande numero di collisioni elastiche
delle particelle che compongono il sistema. Questi processi trasferiscono energia dal modo di eccitazione
al sistema in un processo di termalizzazione locale di tipo classico.

Il passaggio tra questi due modi collettivi avviene in una situazione in cui w & dell’ordine della
frequenza dei modi di collisione. In questo caso non si attiva il suono zero perche le collisioni sono troppe
e lo smorzamento € immediato. D’altra parte sono troppo poche perche una variazione locale della densita
possa produrre un moto collettivo. Nella fase di transizione tra i due suoni si ha un attenuazione massima
della velocita del suono perché nessuno dei due modi di eccitazione € attivo.

L’esistenza del suono zero fu prevista da Landau alla fine degli anni ’50 del secolo scorso, ed identificata
nel 1966 [Abe66] nell’elio liquido fermionico. L’esperimento fu fatto analizzando I’assorbimento di onde
sonore ad una temperatura fissa ed identificando la presenza dei tre regimi, primo suono, transizione,
suono zero, descritti sopra.
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Appendice A

Principio variazionale

Consideriamo un sistema composto da molti fermioni descritto dall’hamiltoniana H. L’equazione di
Schrédinger corrispondente e
H|W) = ) | (A1)

dove |¥) & l'autostato che descrive il sistema. Qui considererd esclusivamente lo stato fondamentale.
Voglio dimostrare che, considerando ’energia del sistema come un funzionale di ¥, la ricerca del minimo,
ovvero la soluzione di

(V| H|Y)

SB) = 5

~0, (A.2)

corrisponde alla soluzione dell’equazione di Schrodinger (A.1).
Riscriviamo la definizione dell’energia definita in (A.2) come

BV (V|V) = (V[H|T) | (A.3)
e facciamo la variazione

SE[VI(Y|T) +  E[W]s((V|0)) =0 (V[H|V))
SE[UI(P|W) = &((V[H|V)) - E[W]5 ((¥]¥))

SE[V] = ﬁ[5(<‘I’|H\‘I’>)—E[‘I’]5(<‘I’|‘I’>)]:0-

Questo termine ¢ nullo se la parte tra parentesi quadre € nulla
6 ((W[H|W)) — E[W]s ((¥|¥)) =0, (A4)

e poiché E & un numero
(0U|H — E|V) + (V|H — E|¥5) =0 . (A.5)

Dato che ¥ & un funzione complessa la variazione di (¥| & indipendente da quella di |¥). Questo perché la
parte reale e quella immaginaria di |¥) variano in maniera indipendente. Questo si puo vedere sostituendo
nella (A.5) |i0¥) a [0).

—i(8|H — E|U) + i(U|H — E|U) =i [ (6U|H — E|T) + (U|H — E|T8)] =0 . (A.6)
Poiché le equazioni (A.5) e (A.6) devono essere verificate contemporaneamente si ha che
(0U|H—-E|¥)=0 e (V|H-E|6¥)=0. (A7)

185
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Dato che |§¥) & arbitrario deve essere
H— E] W) =0, (A8)

che corrisponde all’equazione di Schrédinger (A.1).

Consideriamo una funzione d’onda di prova |®)
oo
n=0
espressa come combinazione lineare degli autostati di H

HIV,) = B,|¥,) (A.10)

dove D,, sono numeri complessi.
Il funzionale dell’energia puo essere espresso come

> (W | Dy HD, | 0,,)

ZD:/Dn<\P7z"H|\Ijn> ZD;/DnEndn,n’ Z |Dn‘2E0

_ nn/ > n
2 |DP? 2 1Df?
n n

Questa diseguaglianza mostra come ’energia ottenuta cercando il minimo del funzionale in un sottospazio
di funzioni d’onda di prova possa fornire al massimo un valore maggiore del corretto valore dell’energia
del sistema previsto dall’hamiltoniana H.

z =FE, . (A.11)
> DD (VW)

n,n’



Appendice B

Operatori di creazione e distruzione
nel modello a Shell

Questo paragrafo riguarda la definizione degli operatori di creazione di distruzione nel caso specifico in
cui si voglia utilizzare una descrizione basata sulla simmetria sferica del problema.

La tematica e piuttosto specialistica e non verra ripresa nelle parti successive. Il lettore non inte-
ressato a questo problema puo tranquillamente passare ai paragrafi successivi senza comprometterne la
comprensione.

Nel caso di un’hamiltoniana di singola particella che gode di simmetria sferica, i numeri quantici che
caratterizzano gli stati sono: il numero quantico principale n, il momento angolare orbitale [, il momento
angolare totale j e anche m, la proiezione di j sull’asse di quantizzazione z (abbiamo ipotizzato una
descrizione in cui l'accoppiamento tra momenti angolari e spin avviene nello schema jj). Nel seguito
supporro sottintesi n e [.

L’azione degli operatori di creazione sara:

a;,|0) = |jm) (B.1)

7,m

che indica che 'operatore aj

' m Crea una particella sul livello |gm). Il livello j & 2j + 1 volte degenere, per
questo motivo ¢ necessario specificare anche m.

Le 2j 4+ 1 componenti di al _ si comportano in modo tale da formare un tensore sferico irriducibile

che soddisfa le equazioni: o
[Jz, a;fm] = ma;im (B.2)
[Vevaf,] = [G+D)—mm= D] a0, (B.3)

dove abbiamo indicato con J4 e J, le componenti sferiche del momento angolare generalizzato del sistema.
L’equazione che trasforma le componenti di un tensore sferico irriducibile in quelle del suo hermitiano

Nt _ (ke
(Tq) - (T—q) (7)q' (B.4)
Questo significa che 'aggiunto di a;fm, aj.m, non ¢ componente di un tensore sferico irriducibile, ma lo &
invece

e:

q. = (_)itm,.
ajm = (=) aj,—m (B.5)
Nei sistemi a invarianza rotazionale ¢ molto conveniente lavorare con operatori che si comportano
come tensori sferici irriducibili, quindi si preferisce utilizzare a@;,, al posto di a;,,. Le proprieta di
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anticommutazione sono:
+ ot _ Ty _
{aj,rrﬂ a’j,m’} = 0 {a'Jam’ a]/fm'} =0 (B6)

{@jmaﬁ,m«} (=)0 516 (B.7)

Si puo creare uno stato di NV particelle applicando successivamente aj'm al vuoto e utilizzando le regole

di accoppiamento dei momenti angolari. Per esempio 'operatore di creazione di due particelle diventa:

1 J
AT (g2 IM) = —————75 [a}, ® a] (B.8)
(1+8j,50)"? 5@
dove abbiamo definito: ;
[aj1 ® ajﬂM = Z <j1m1j2m2|JM>a;7mlaj+27m2 (B.9)
mimsz

in cui abbiamo indicato con (jimijams|J M) il coefficiente di Clebsch Gordan. L’operatore di distruzione
di una coppia di particelle diventa:

1 J

< . + - -
A(jrja; IM) = (=)' M [A* (jrjz; J — M) " = —m [aj, ® dj,ly, (B.10)
J1J2
e I'operatore di creazione di una coppia particella-buca é:
U(j1j2d M) = [a}, ® aj,]as (B.11)

Nel caso j; = ja, le due particelle sono distinte da my # mo quindi, dato che le equazioni precedenti
comprendono una somma sulle componenti m e ms bisogna dividere per v/2 dato che si contano due volte
configurazioni indistinguibili. Ad esempio la configurazione in cui la terza componente della particella 1
¢ mq e quella della particella 2 & mo, ¢ identica a quella in cui la terza componente della particella 1 &
mo e quella della particella 2 € con m;.



Appendice C

Velocita del suono nei fluidi

In questa appendice ricavo I’espressione che lega la velocita del suono in un fluido classico. La trattazione &
tradizionale [Blu06], si considerano fluidi classici, non quantistici, e si combinano le equazioni di continuita
e di Eulero. In questa sezione u(r,t) rappresenta la velocita locale di una massa infinitesima di fluido, e
pm la densita di massa legata alla densita di numero dalla relazione p,, = mp dove m & la massa della
particella di cui p rappresenta la probabilita che esista nell’unita di volume.

C.1 Equazione di continuita

La massa di un fluido che, nell’'unia di tempo, esce da una superficie chiusa S ¢ data da

/S pmu-dS (C.1)

dove l'integrale e di superficie e la direzione di dS & data da un vettore ortogonale al piano tangente
I’elemento infinitesimo di superficie. La perdita di flusso implica una diminuzione della concentrazione
del fluido nel volume racchiuso dalla superficie S

0

m U - ds = —— m av C.2
/Sp u ol ” (C.2)

dove l'integrale a destra dell’'uguale & un integrale di volume. Questa e I’equazione di continuita in forma
integrale. Per ottenere ’espressione di questa equazione in forma differenziale applico il teorema della
divergenza al termine di sinistra

/pmu-dS:/ oV oudV = — [ 9Pm gy (C.3)
s v v Ot

dove ho anche invertito 'ordine delle operazioni di integrazione e differenziazione nell’ultimo integrale.
Eguagliando i termini integrandi ottengo

O0pm
V- (pm) = — 258, (C.4)

dove ppu viene comunemente definita densita di corrente. L’espressione ad una dimensione &

Ipmu) _ Opm
oxr ot (€-5)
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C.2 Equazione di Eulero

In un fluido, il tasso di cambiamento di una proprieta vettoriale X(r, t) che dipende dalla posizione r e
dal tempo t viene descritto dalla derivata convettiva, che ¢ una derivata totale rispetto al tempo

DX 90X -9Xor; 00X
Do e o VX (C0)

Consideriamo un elemento infinitesimo del fluido. La forza esterna che agisce su questo elemento di
fluido e data dalla derivata convettiva della velocita u. Questa forza induce un gradiente della pressione
esercitata dall’elemento considerato sulle altre parti del fluido. Il gradiente di pressione per unita di

massa ¢ dato dall’equazione
Du 1
— =——VP, (C.7)
Dt Pm
dove il segno - ¢ dovuto al fatto che la forza e esterna, e una forza positiva induce un gradiente di pressione

negativo. Scrivendo esplicitamente I’espressione della derivata convettiva si ha

1 ou
—EVP— E+(u~V)u , (C.8)

e in una dimensione si ha
1 0P  0Ou ou

Pm OT 75—’_“%'

C.3 Velocita del suono

La trattazione viene sviluppata considerando che il suono si propaga in una precisa direzione, e quindi
considerero le espressioni ad una dimensione delle equazioni di Eulero e di continuita. Quest’ultima puo
essere scritta come

Opm Ou  Opm
Divido per pr, e uso la variabile s = §pm,/pm
ds Ou s
I =T 1
Yo + oz ot (C.11)

Considero onde sonore di piccola ampiezza. Questo significa che le variazioni della densita avvengono su
distanze piccole rispetto a quelle del fluido e quindi quelle in cui il suono si propaga. I termini quadratici
in u sono quindi trascurabili, e anche il termine in cui la velocita del fluido w moltiplica la variazione di
densita ds/dx. In questa approssimazione, I’equazione precedente si trasforma in

ou Os

e 12
Ox ot (C.12)
e ’equazione di Eulero in
1 0P Ou
= C.13
pm Oz Ot ( )
Usando la definizione del modulo di compressione (2.60)
B op A oP oP (C.14)

TR )
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da cui §P = Bds, quindi posso esprimere 1’equazione (C.13) come

ou B 0s
2 C.15
ot Pm OT ( )
Inserisco 'espressione di du ottenuta da questa equazione nella (C.12), e ottengo 1’espressione
B 0%s 0%s
—_—— = . C.16
pm Ox2  Ot? ( )
Soluzioni possibili di questa equazione sono
s oc eflhr=wt) (C.17)
che inserita nella (C.16) produce la relazione
B
—k*=w?. (C.18)
Pm
Quindi la velocita di propagazione dell’onda sonora e
B
vo=2 =2 (C.19)
k Pm
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Appendice D

Equazione di Boltzmann

In questa appendice fornird una derivazione dell’equazione di trasporto di Boltzmann. In questa deri-
vazione il moto di una singola particella & rappresentato dalle tre componenti della posizione r e dalle
tre componenti della velocita v. L’obiettivo ¢ quello di determinare le variazioni delle funzione di di-
stribuzione f(r,v,t). Il numero di particelle che si trovano al tempo ¢ nel volumetto dV dello spazio a
sei dimensioni descritto da r e v & dato da f(r,v,t). In altre parole, indicando con A il numero delle
particelle, la probabilta di trovare una particella nel volume dV al tempo ¢ ¢ data da (1/A) f(r,v,t).

La funzione di distribuzione determina completamente lo stato del sistema. Ad esempio la densita
locale p(r,t) delle particelle, qualunque sia loro velocita, si ottiene semplicemente integrando sulle velocita

p(r,t) = /d3v f(r,v,t) (D.1)

Consideriamo il caso in cui non avvengono collisioni tra particelle e sul sistema agiscono delle forze
esterne la cui risultante locale, al tempo t ¢ F(r,t). La variazione nel tempo di posizione e velocita della
singola particella ¢ data da

v = r(t+dt)=r(t)+v(t)dt (D.2)

vio= v(t+dt)=v(t)+ #

dt (D.3)

La funzione di distribuzione che occupa al tempo ¢t uno spazio dV evolve al tempo t + dt sia perché
dipende esplicitamente dal tempo, ma anche per la variazione di r e v. Posso scrivere la nuova funzione
di distribuzione come

(' V' t+dt) = f(x', V', T+ di) +—+Z 1+2—uz (D.4)

dove il punto sopra la lettera indica la derivata parziale rispetto al tempo. Posso definire la derivata
totale come

D 0
AL NI )
o in forma vettoriale Df  of 1
v (V) 4 T (Vo) (D-6)

dove i sottoindici indicano che i gradienti devono essere calcolati solo rispetto alle coordinate o alle
velocita.
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In una situazione in assenza di collisioni e in presenza di forze puramente conservative, cioe indipen-
dente dalle velocita, esiste una conservazione del flusso di particelle nel volume dV. Questa affermazione
puo essere espressa in termini di conservazione della corrente

of

che nello spazio a 6 dimensioni r v diventa

Of | ) O
“J = D.
ot + zzl 83:1 + im1 (%Z- 0 ( 8)
Quindi
of of . 0% [0f . . Lou]
8t+;[8xix2+faxj+[8vi%+favi =0 (D.9)
e
3 . .
Df 8{171 a’l)i o
Dato che ’hamiltoniana é conservativa valgono le equazioni di Hamilton
. O0OH OH
T, = op, ~ mow, (D.11)
O0H
—p; = —mu; = D.12
D mu oz, ( )
or 0 [O0H ] 1 O?’H 1 0 10H]| 0Oy (D.13)
Op; Oz |mdv;| m |0v;0x;|  Ov; |mdx; | Ovu '
Quindi
Df
Dr = 0 (D.14)
Le collisioni tra le varie particelle modifcano la (D.14) in
Df
—= = AT - A~ D.1
D (D.15)

dove A~ indica il decremento di f dovuto alle particelle che, per effetto delle collisioni con altre particelle
nel volume fisico dV = dr, si trovano ad avere una velocitd finale diversa da v, AT, viceversa, indica il
decremento positivo dovuto alle particelle che, in dV', hanno in origine un valore diverso di v, e poi, per
collisioni, alla fine hanno velocita tra v e v + dv. Tutto questo avviene nell’unita di tempo.

Per valutare questi due termini faremo una serie di ipotesi.

1. Il libero cammino medio sia molto maggiore delle dimensioni delle particelle.
2. Interazioni a corto raggio.

3. Collisioni binarie. Collisioni a tre, o piu, particelle sono trascurabili.

4. Collisioni elastiche.
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Considero prima A~. Considero una particella con velocita v che collide con una di velocita iniziale
w. Indico con v/ e w' le velocita dopo la collisione. Poiché considero solo la collisione eastica ottengo
per conservazione dell’impulso e dell’energia rispettivamente

viw = v +w (D.16)
vitw? = (V)24 (w)? (D.17)

I moduli delle velocita relative V=v —w e V' = v/ — w/ rimangono invariati
V| =V (D.18)

Indico con oy w—v/,w' la sezione d’urto elastica di questa collisione. La sezione d'urto ¢ invariante per
inversione temporale, t — —t, quindi

Ov,w—v/ ,w — Ov/ w —v,w (D].g)

questo significa che, una volta fissato il valore della velocita relativa |V| la sezione d’urto dipende solo
dalle direzioni incidente ed entranti, in altre parole dall’angolo solido €2 in cui le particelle vengono diffuse.
Nel caso specifico di collisioni di particelle non polarizzate, a maggior ragione quelle prive di spin, dipende
solo dall’angolo 6 tra direzione incidente e diffusa. Quindi abbiamo che

/ BV P Oy et = / dQa () (D.20)

Il numero di molecole che, per effetto delle collisioni, nell’unita di tempo, passano da (v,w) a (v/, bw’)
oltre che dalla sezione d’urto deve essere proporzionale al flusso, quindi alla velocita relativa v — w|, e
alla probabilita, congiunta, di trovare una particella con velocitd v e una con velocitd w. A questo
punto si introduce una nuova ipotesi: la probabilita congiunta e data dal prodotto delle due probabilita.
Questo significa trascurare le correlazioni e considerare indipendenti le due particelle interagenti. Questa
probabilitd & quindi il prodotto di f(r,v,t) per f(r,w,t) che scriverd come f fyw. Mettendo assieme
tutte le ipotesi ottengo

A = /d% v Bw' |V — W0y wosv' w v fw (D.21)
Il ragionamento per il calcolo di AT & analogo. Bisogna sostituire v e w con v/ e w’ rispettivamente.
AT = /d?’w dBdv Pw' |V — W |0y wi v ow fur far (D.22)

Considerando 'invarianza del modulo delle velocita relative (D.18) I'invarianza per inversione tempo-
rale (D.19), la relazione (D.20) tra le sezioni d’urto, ’equazione di trasporto (D.15) diventa

%{ - / BwdPdv’ Bw' v — Woy wi oy w(for fwr — fofw)
= /d3w dQ v —wlo(Q)(fv fw — fvfw) (D.23)
nell’espressione piu estesa
af 1 3
SV (Vef) + —F-Vyf = [ dwdQ [v —wlo(Q)(fv' fw — fvfw) (D.24)

La parte destra di questa equazione, detta di trasporto di Boltzmann, viene chiamata integrale di
collisione, Z(f).
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Appendice E

Sigle

CBF
FG
FHNC
GFMC
HF
HNC
OBDM
QED
QCD
RNO
RPA
TBDF
VMC

Correlated Basis Function
Fermi Gas

Fermi Hypernetted Chain
Green Function Monte Carlo
Hartree-Fock

Hypernetted Chain

One body density matrix
Quantum Electrodynamics
Quantum Chromodynamics
Rappresentazione dei numeri di occupazione.
Random Phase Approximation
Two-body density function
Variational Monte Carlo
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Appendice F

Simboli

a,at  Operatori di creazione e distruzione
A Numero di particelle
E Energia del sistema interagente
& Energia del sistema non interagente
G Funzione di Green
g Interazione effettiva da teoria di Brueckner
h Hamiltoniana di singola particella
H Hamiltoniana totale
Hy Hamiltoniana ad un corpo, di campo medio
H, Termine perturbativo, di interazione, dell’hamiltoniana H
T Operatore di energia cinetica dell’hamiltoniana
\% Potenziale di interazione

Yim Armonica sferica
Vijm  Armonica sferica di spin

Vv Volume del sistema
0(xz)  Distribuzione, funzione, di Dirac
di,j Simbolo di Kronecker
i) Determinante di Slater, autostato di Hy
b; Funzione d’onda di singola particella
v Autostato dell’hamiltoniana a molticorpi H

1, YT operatori di campo
Pe Densita degli stati
by Autoenergia
O(x)  Funzione di Heaviside, a gradino
Q Coordinate angolari polari sferiche
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