Lezione 11

Equazione di Schrodinger



Trattazione a 1 dimensione. Generalizzazione banale.

I moto dei fotoni € descritto dall’equazione di D'Alambert

o 1 92
02901 = 25"
oz, t) = Aeik(az—ct) — Aei(km—wt) Ly k= W _ 2_77
) y c A

Equazione lineare, & soluzione una qualsiasi combinazione lineare
(151,2(56,75) = Aleml(ic—cﬂ + AQGZI{?Q(ZC—Ct)

eik(:c—ct) _ eiQW(%x—%t) _ 6%(px—Et) — ei(k:x—wt)
quindi E=hv =hw e p="2 =1 = pk,
Sostituendo

w2

~k?¢(x,1) = 5 (1)
C



Schrodinger generalizza per le particelle usando le relazioni di De Broglie.

p2 B h2k2

E, =
2m 2m

— hwk

Soluzione di onda piana, per particella libera.

W(x,t) € una funzione d'onda.
In termini di spazio di Hilbert (z,t|¢) = ¥ (x,t).
Interpretazione probabilistica.
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Non & quadrato sommabile.

[ do @O = AR [ do

Sfrutto la linearita, e il pricipio di sovrapposizione, e costruisco il pac-
chetto d’'onda.

Pl = [ dka(@)eitead

— 00

a(k) indipendente dal tempo.



Mezzo non dissipativo (I'onda perde di intensita) ma dispersivo (cambia
la forma dell’'onda). L'indice di rifrazione dipende dalla frequenza.

[ dw ()
— /_O:O dz / dk a(k)etFr—wit) / k' o (k)e—i(Kr—wpt)
— / d / dk / Ak a(k)a* (ke b—k)mg=ilwp—wy )t
— / dk / dk' a(k)a* (K)e  r—wtors(k — k)
zw/_m dk|a(k)|2

se a(k) & limitato la funzione d’'onda & quadrato sommabile.

Per conoscere a(k) basta fissare ¢¥(xz,0) a t = 0.

(@0 = [

— OO

: 1 00 :
dk a(k)e® : a(k) = —/ dz 1 (xz,0)e kT
21 J—o00



Sviluppo attorno ad un valore di kg. a(k — kg) ; k = ko + (k — ko)

0
wi = Wiy + (k= ko) (%)k:ko + -

a(k — ko)ei(kx—wkt)

—ilwrg+(k—ko) (FE) 41t

= a(k — kg)etl(kot(k—ko)lzy k=kq

PG,y = [ dkaCk - ko)l —er?)

— 00

: . 00 o
ko ’kaot/ du a(u) exp {Z [ux _ (ﬂ) ut] }

= eikoxe_ikatA(zc — vgpt)

u = k — ko.
Velocita di gruppo

(&uk) O hk? ko po

v prm— _— pu— _— = — = —
P ok / k=kg Ok 2m k=ko 2m m
velocita della particella.

L'ampiezza A si muove con la stessa velocita della particella.



()2 = Az — vgpt) e’ FO™hot) A% (2 — pgpt)e 1 FO~Whol) = | A(z — vypt)|?

Densita di probabilita di trovare al tempo ¢t la particella tra x e x + dx.
Evolve nel tempo come vgp Che € la velocita della particella.

Considero le derivate

. 0 > 1(krx—w
i (@, ) =/_OO dk a(k) (hw,) ke —wit)

2 42 2,2\
Qh aa s¢(z,t) —/ dk a(k) (h K )ez(kw_wkt)
m

Poiché fw = h2k?/(2m).

hQ 82

oo, ) = (e, )

Equazione di Schrodinger per |la particella libera.



e Contrariamente al caso classico ¢ € complessa.
e Equazione differenziale al primo ordine nel tempo.

e Basta definire ¢ (x,t = 0) per conoscere 1 ad ogni tempo.

b(z,0) = / * dk a(k) e

—00



Equazione di continuita

o  h? 92 o  h? 92
* ik =0 ; —ih *=0
v [Z ot + 2m3x2] v v [ ot + 2m8:132] v

Sottraggo

N #[wgiw wazw]

Divido per ik

S @) = oL [y gt =0

Equazione di continuita

0J
—+ —==0
_I_aa?

con densita e corrente defimte come

2 . th *8 o *
— Sy = ——— — ) — h—
P W‘ * 2m v 8:1:¢ ¢8:13¢



W & limitata ¥ (z = +00) — 0.

Integro |I'equazione di continuita

/OO dac@zgfoo dacp(a?,t)Z—/oo daf;%
—00 ot Ot J—oo —00 ox
o0 h 0 0 o0

[ o(2, )] 12m [w 8:1:¢ w(‘?azw ]_

— 00

=0

@)

o0
/ dx p(x,t) costanteneltempo
— OO

Interpretazione probabilistica di p(x,t) = |1|? conservata.



Definisco le condizioni iniziali
(x,0|¢) = ¢(x,0) = L/OO dk a(k) e*®
’ ’ V21 J—00
dove ho usato la costante /2w, da cui

(5, 01) = 0(k,0) = alk) = —— [ datp(@,0) e

Passaggio da una rappresentazione all’'altra.

1 o0

w(z) =Y (zlk) (k) =3 (x]k) a(k) — Z (z|k) = =/ dk Jikz

k k

* — 1 > —’L T
alk) = 3 (kla) (ol) = 3 {alk) w(@) = = | do e * ()

T x

la(k)|? & la probabilita di trovare la particella con impulso compreso tra
hk e h(k =+ dk).



Esempio

W(z,0)=—— ; —d<z<d

[~ dwp@oP=_" [ a=1
X X, = — r =
— 00 2d J—-d

1 1 d : 1 1 1 - :
al(k) = / dxe—zk:z: — = e—zkd . ezkd
W)= Vzmvad)-a N )

d 1 1 _ikd ikd dSIﬂ(kd) d )
= /== _ =,/= = [ Zjo(kd
rkd —i2 (e ™) r kd LJo(kd)




v

gl
~34ld T /4 % 214

Ax =2d ; Ak =27n/d ; AxAk =47 ;AxAp ~ 4h

Principio di indeterminazione.



Principio di indeterminazione di Heisenberg

Dimostrazione piu generale.

Disuguaglianza di Schwartz.

{(fl9) | < VI 1] {glg) |

Operatore dispersione di un operatore hermitiano A

A=A — (A)
Valor medio al quadrato
((64)%) = (A%) - (4)? > 0
Se lo stato |) € autostato di A con autovalore a

((6A)%) =a’ —a’ =0



Dimostro che per due operatori hermitiani A e B
1 2
(642 ((5B)?) = 5| (1A, BY)
Definisco §A |¢) = |p4) €, analogamente, 0B |v¥) = |pp).

((6A)2) <(5B§2> = <¢A‘¢Aé (¢BloB)
Schwartz > ‘ (daloB) | = <5A(SB>|

[6A,6B] = 6ASB — 6 BSA = [A — (A)][B — (B)] — [B — (B)][A — (A)]
AB — (A) B~ A(B) + (4) (B) — (BA— (B) A~ B (A) + (4)(B) )
— AB - BA=[A, B]

(SASB) = % ([6A, 5 B]) + % ({6A,5BY)

1
= 5 (JAOB — 0BSA + §AOB + 6 BOA)



1
5+
(5 164,581 + 5 ((64,58Y)) (5 (164,6B]) + 5 ({54,65})

%{| ([6A,5B]) |2 + ([64,B))F ({54,5B})

‘ (5A5B) ‘2 — % ([5A,6B]) + = ({6A, 5BY) ‘2

+({54,6B)F (164,6B]) + | (154,68} ) |
Poiché A e B sono hermitiani

[6A,6B]T =[A,B]T =[BT,AT] = —[A, B]
{6A,6B}Y"T = {6BT,6AT} = {6B,6A} = {§A, B}

2
(6% (6B)?) = | (343B)|

= {1404, BY) P = (14, B1) ((54,6BY) + ({54,6BY) (14, BY) + | ((64,5B}?) |

1 2 2 1 2
— Z{|<[A,B]>| + [ ({0A,6B}) | }ZZH[A,B]H

Principio di indeterminazione generalizzato.



Postulato 7
Postulato sull'impulso

- L'impulso di una particella € rappresentato da un operatore che nello
spazio delle coordinate assume |'espressione

o o o0
= —ihV = —th— ; = —th— = —ih—
p v Px v O Py v 9y Pz [ 92
Dall’equazione di Schrodinger:
0 2 1 —h2
E—oiie : E=2_ 4 (—ihv)2— = 2 y?2
ot 2m 2m 2m
Proprieta
02 02
[pi,p;] =0 ; pipj =pjpi ; —h° = —h?

8:137;836‘]' - 83:]-8:1:,6-



[x;, pj] = ihd; ;
Per i # j

0 0
—ih <$Za— — —IZ> =0
ZIZj 8:1:]-

Peri: =7 ==«

A 9 U
[z, pz]Y = x (—’LFL£> W — [—zha(m&)] = —ihx 5 + thyp + ihx 5 iha)
Applico il principio di indeterminazione. Az = /((6x)?) e Ap, = \/<(5px)2)
1 h?
(ACEAP:B)Q > Z| ([z, pz]) |2 = (ACBAP:C)Q > 2

Principio di indeterminazione di Heisenberg.



Pacchetto d'onda gaussiano o > 0

.9 . 2 Tr
/ dere " = ,/— ;
— 0 (@7
Dimostrazione

/ d:c/ dy e~ @ +Y) = / dx eo"”Q/ dye 9V =7°

usiamo coordinate polari sul piano

00 00 2 00
/ daz/ dyf(xz,y) =/ d@/ drr f(r,0) .
21 00 ,
IQ=/ d@/ drre " .
0 0

Facendo un cambio di variabile ¢ = ar?, quindi d¢ = 2ardr, otteniamo

Nel nostro caso

1 (©. @]
I2:27T—/ dee€="
2a Jo o

oC 2 7T
I:/ dre " = ,/— .
oo «

quindi



0. @) 52
/ dx e~ +Bz — I(a,B8) = \/feﬁ
o

— 00
2 2
2 _ B ) B
—Qx T = —« — — —
+5 ( 2x T 4o
2 . _ﬁ 2 2 2
I(a,8) = 6‘% >~ dx e Oé<aj 20‘) = eg_oz - dy e_O‘yQ = zeg_a
—0o0 —00 «
v(x) = / dka(k)emm =/ dk Ae— D (k—ko)~ gikz
—00 —00
—  fo— A%k /OO dl o— A%k +(iz+2082k0)k — 4 ,—A%k3 /OO dk o— k>4 Bk
—00 —00
372 . . m2
— AG—Ang i6_4A26—A2]{;gezkox — A leZkOxe_4A2

A2 N



Equazione di Schrodinger in un potenziale

Principio di corrispondenza.

0
— —hYV | E — th—
p (/ (/ 875

Classicamente, per la definizione di hamiltoniana
H(r) = E=T+4 V(r)

Quantisticamente

_h2v2

2m

i p(x, 1) = Hip(r, 1) = b(r,t) + V() (r, 1)




Postulato 8
Postulato sull’evoluzione temporale dello stato

- L'evoluzione temporale di un vettore di stato € data da

i (e, 1) = H(x, 1)
H & un operatore hermitiano. (¢(t)|v(t)) =1

9 Y 9
0 = i (OIW®) =ik (o WOI) [®) + GO (i [6(0)
= (W) - HT + H (1)
che implica HT = H poiché [ (t)) & arbitrario.

Due diverse evoluzioni temporali:
a) Schrodinger deterministica
b) Collasso della funzione d'onda, immediato e probabilistico.



Soluzioni stazionarie

Se H é indipendente dal tempo l'equazione di Schrodinger ammette
soluzioni del tipo

Yo, t) = ¢(x)e HE

Zh%¢($a t) = ih%(b(ﬂ?)e_%Et = h (%Z) E(b(a;)e_%Et = H(b(az)e_%Et

E¢(x) = Hep(x) con E autovalore dell’energia.

_h2v2
( 2m

+ V(I’)) ¢(r) = E¢(r)

Equazione di Schrodinger indipendente dal tempo



Rappresentazioni

- Schrodinger

Zh% V(1) = Hls () [s(0) = e 1110 |gg (1))

- Heisenberg

(1) = ehHt|ps(t))

trasformazione unitaria
$s(t)) = e At [y (2))
Evoluzione temporale
9 — 50 Ht
i fm (D) = ih (1) 1 fg(0)) + b TEin [ws(0)

— —Hen!!! [Ys(t)) + i tpp 1g(t)) = 0
W (t)) indipendente dal tempo.



Operatori

(Ws(D)0slbs (D) = W (D)Oxlbr(®)) ; Oy = eht0ogeT 1t

0
h—O
Wor H

0} —1 1 —1
_Hett0geTHE 4 ehHtO g He T HE

—HOp 4+ OpgH = [Op, H]

In generale Oz e H non commutano.
Nel caso commutino Oy € una costante del moto.

Ovviamente per H indipendente dal tempo

[H,H] =0

Conservazione dell’energia.



Indeterminazione tempo-energia

h%W(to»:EW(to)) () = eTHIT0) [y (1))

i BOA D)
= [in I A @) + @I [in- A®)| ) + @A [ 16@)]
= — WWOIHAD W) +ih @] 22 pae) + W OIAD HIp)
= (AW, B|k0) +in w0 aﬁ ) ()

Per un sistema conservativo H(t) = H

WO A®, H|[w(®) = WOIADI®) E - E GOIADE®) =



Relazione di indeterminazione

(5A) (§B) > %MA, B|)|
Considero B = H
@) (1) 2 L|([a,1])| = 2| ae) - 25
Se A(t) indipendente dal tempo
64) (51) > 2|5 (w0 Alw(0)|

(60A) e l'indeterminazione sulla misura di A.

% (P (t)| Al (t)) € la variazione nel tempo del valor medio, cioe la velocita
di cambiamento del valor medio.



_ (§A)
4 WAl ()]

e l'intervallo di tempo, partendo da t, perché la media della distribuzione
dei valori di A si modifichi della quantita (6A).

(T(A))

- Se A € una costante del moto (7(A)) — oo

- Se |¢(t)) e autostato di A; (r(A)) —>8 ma consideriamo (7(A)) — oo .
- Per tutti gli osservabili indipendenti dal tempo possiamo considerare il
Mminimo dei tempi

(min) = min{ (r(4)) }

questo e un tempo caratteristico del sistema, indipendente da A. Utiliz-
zando |'espressione di indeterminazione precedente

N | St

(5A) _
{52 oAl <t>>)}mm (SH) = (rimin) (§H) >

Relazione di indeterminazione energia-tempo.



In sistemi con stati stazionari (§H) — O quindi (Tmin) — co.

Il tempo t non & un osservabile del sistema fisico in oggetto, ma un
parametro. Non esiste un operatore che |lo descriva.
Relativita.

Esempio.

(o)) = c1l|o1) +c2ld2) i Hl|p1) = E1lé1) ; H|d2) = Ez|¢2) ; E1 7 E2; |aai]” +|e2|” =1

(1)) = c1e BT |p1) + coe i BT o) T =t — to
A osservabile indipendente dal tempo.
Probabilita di misurare |I'autovalore a,, di A al tempo ¢.

Planit) = [(anlp(0)° = ($(®)lan) (anl (1)) |
= |ciei™ (flan) + chei™T (@2lan)] [cre7H P (anldn) + c2e T {anl2)

= Je1l?l (anln) 12 + ezl {anld2) 12 + 2Re [eacse T 5 (an 1) (anld)

La probabilita oscilla tra i due estremi con pulsazione (E1 — E»)/h.



Postulato 8
Postulato dell’'hamiltoniana

- Principio di corrispondenza. Hin M.Q. si ottiene dall’espressione classica
sostituendo alle coordinate generalizzate q; e p; i rispettivi operatori.

Regole di commutazione

lgj,a] =0 5 [pj,pe]l =0 ; laj,pk] = ihdjy

L'equazione di Schrodinger per N particelle ha |'espressione:

ih2V2

HV) = (T+WV)|v)=| Y L+ V(g1 an)| V(g1, - qN)

a=1,N Ma
— Ew(q177QN)

dove q indica lI'insieme dei numeri quantici che definiscono completamente
la particella, oltre alla posizione r anche 1o spin e, eventualmente, altri
numeri quantici.




Consideriamo il caso di una sola particella.

V2() + S (B - VD] () =0

Equazione differenziale del tipo Sturm-Liouville.

Le richieste di interpretazione fisica impongono di selezionare soluzioni
che hanno delle caratteristiche particolari.

- Le soluzioni ¢ e le loro derivate prime devono essere continue su tutto
il dominio, altrimenti la derivata seconda non esisterebbe. Questo anche
se V(r) & discontinuo.

- 1 deve essere quadrato sommabile.

Mostrerd che: per E < 0 ¥(r) & confinata nello spazio e solo specifici
valori di E sono soluzioni fisicamente accettabili, ovvero sono soluzione
del problema agli autovalori,

per E > 0 ¥(r) non & confinata nello spazio e la quadrato sommabilita &
ottenuta utilizzando il pacchetto d’'onda.



L'equazione di Schrodinger e definita su tutto lo spazio, quindi ¥V e finito
Vr.

Nel caso in cui V(r) — oo si ha che ¢ — 0.

L'operatore
ihPV2

r= %

a=1,N Ma
corrisponde all’energia cinetica. I suoi autovalori non sono negativi.
a) I vari termini della somma commutano tra loro poiché le coordinate
sono differenti.
b) Ogni termine & il quadrato di un operatore hermitiano p, = —iAV,.
Gli autovalori di un operatore hermitiano sono reali, il loro quadrato & un
numero positivo definito.



-Se Vpin € il valore minimo di V(r) allora E > Vi,in-

E=(H)=(T)4+ (V) > (V) > Vnin

- Se 1 e soluzione, lo € anche ¢y dove ¢ € una costante che viene definita
dalla normalizzazione.

- Se per un valore di E ci sono varie soluzioni degeneri, 1o, 0gni combi-
nazione lineare di queste soluzioni é soluzione.

HYa = EvYa ; HyYg= Evg ; W,5= Ao + Byg
HW, g = H(Aa + Byg) = AH¢a + BHyg = EApa + BEg = EV, g

Se V e reale I'equazione di Schrodinger contiene solo termini reali, quindi
le soluzioni 9 possono essere scritte come funzioni reali.

Le parti reali ed immaginarie di una generale soluzione sono entrambe
soluzioni, quindi possono essere combinate in una particolare soluzione
lineare che sia puramente reale.



Invarianza per inversione temporale (time-reversal)
Ipotizzo che V sia indipendente dal tempo.

Considero I'equazione

.0
la riscrivo sostituendo t con —t e facendone il complesso coniugato

0
o(—t)
W(g,t) e Y*(q,—t) soddisfano la stessa equazione,

Non vengono alterati i valori di aspettazione (€2) quindi le probabilita dei
risultati.

—ih V*(q, —t) = (T + V)y*(q, —t)



Separabilita delle variabili.

Se
H = H{+ H> con [Hl,HQ] =0

una soluzione &

[Y12) = |¥1) [¥2)  Hilv1) = E1 1)  Holvo) = Eo o)

H |1) |h2) H1 |Y1) [¥2) + Ho |P1) [¥2) = E1 |91) [¥2) + E2|¥1) [1¥2)

(E1 + E2) [¥1) [¥2)



