Lezione 13

Momenti Angolari



Momento angolare (orbitale) classico

Ly i gk Ypz — 2Py
L=rxp ; Ly |=| =z vy =z = | zpr — Tp:
L, Px Py Pz TPy — YPx

(Lo, Lyl = [(yp: — 2zpy), (202 — 2p2)] = (yp: — 2py) (202 — D) — (2Dz — xp2) (Yp> — 2Py)
YD22Px — YP2TDz — 2PyZDz + 2Pyxpz — (2DeYDz — 2P22Dy — TP2YP2 + TP22Dy)

[yp2, 2p2] + [2py, TP-] = ylp2, 2]De + Pyl2, p:]x = y(—ih)p: + py(ih)x

ih(zpy — yps) = ihL,

dove ho considerato che [z;,p;] = 0 e [z;,p;] = ih.

In generale
[L;, Lj] = ihe;jp Ly,

con:=1,2,3==x,y,z

¢;;k = 0 se due indici sono uguali.
€ijk = 1 se |la sequenza degli indici e 1,2,3: 2,3,1: 3,1,2.
€;;k = —1 se la sequenza degli indici € 1,3,2: 3,2,1: 2,1,3.



Definisco momento angolare J un operatore (pseudo)vettoriale le cui
componenti commutano secondo la regola

[Jis Jj] = ihe; i Ji

[z, J2] = J.J2 — J2J, = Jodude — Judeds
(ihidy + JoJz) Iz — Jo(—ihdy + JzJz)
= h(JyJe + Judy)
[J2, 2] = —ih(JyJe + Jody)
[J2,JZ] = 0

Quindi
[J2, 3% = [Jo, JZ + JZ + JZ1 =0

Si pud dimostrare che J2 commuta anche con J, e Jy.



Definisco i due operatori.

Jp=Jdetidy ;| Jo=Jp—idy ; Jp=J7T

[J>, J—|—: = [Jz, J] +i[J>, Jy] = thJy + i(—ihdy) = hJ—I—
[J2, -] = [Jz, Jz) —ilJz, Jy] = ihdy — i(—ihJy) = —hJ_
[Ty, J-] = [(Jx+idy), (Jo —idy)]

= [Jz, Jz] —i[Jxz, Jy] + i[Jya Jz] + [Jya Jy]

= —i(ihJ;) + i(—ihJ,) = 2hJ;
[J2,J4] = [3%,J-]=0

1 )
Jo=SUp+I2) 5y == (g = o)



Jpd— = (Jo+idy)(Jo —iJy) = Jg + JZ —ilJz, Jy)
= JZ4J+hJ.=T%—JZ+h;
J_dy = (Jo—idy)(Jo+iJy) = JZ + JZ + iz, Jy]

= JZ+4J;—h].=3°—JZ—hJ.

Sommando le due equazioni

1
Jpd_+J_Jy=2J°-J?) = J° = 5(J+J_ +J_Jy) + Jz2



Gli autovalori di J2 sono positivi definiti, o zero.

(P T2 |2p) W TZ10) + (|7 [w) + (W] TZ]Y)
= (Y|Jedz|p) + (bl ydylb) + (] Tz Jz|)
[Tz [9) 12+ |Jy [9) |2+ [Tz 9) |2 > 0

Possono essere espressi come j(5 + 1)h2 con 3 > 0.

Considero una componente che commuta con J2, ad esempio Js.
Gli autovalori di J, sono tradizionalmente indicati come mha.

Indico come |j,m) gli autostati comuni a J2 e J,, trascurando gli altri
numeri quantici che definiscono completamente lo stato, relativi agli altri
osservabili che formano, con il momento angolare, un insieme completo
di osservabili compatibili.



Dimostro che —3 < m < j.

<.]7m|‘]—‘]—|-|]7 m>

Ty |, m) |2 >
(g, m|JyJ_|j,m) >

@)
J_ |5,m)|? 0

(5, m|I% — J2 — hz|j,m) = [(5 + 1) — m? — m]h?
(G, m|I% — J2 4+ hJ|j,m) = [i(G + 1) — m? + m]Kr2

<.77m|‘]—‘]—|—|]7 m>

(g, m|JJ—|j,m)

j(G+1) —m(m -+ 1) G-m)G+m—+1)>0
jG+1)—m(im-1) = (G—-m+1)G+m)=>0
La prima & valida per —(j +1) <m <3j.
La seconda € valida per —3 <m <73+ 1. Quindi

—J<m<j



Gli autovalori di J, differiscono di multipli interi di h.

a) Se m = —j allora J_|j,—j) = 0.
: : r 2 : 2
(Gyml I lj,m) = UG + 1) = m(m — IR = |1 |j,m)|
Poiché |la norma di un vettore € 0 se il vettore & nullo.
2 2
‘J_|j,m>‘ =0==m=—-5 ; e ; m=—j———>‘J_|j,m>‘ =0

Prova
Jrd_|j,m)y =[G + 1) —m(m — D]R?|j,m) = [(G +m)(G — m + 1)]r* |5, m)

Per |j,m) # 0 le possibilita sono j = m —1 — m = j 4+ 1 da scartare perché eccede i

limiti, e la sola accettabile m = —j.



b) Se m > —j allora J_|j,m) # 0 e piu precisamente

iG + DRI |j,m) = §(G + 1)h% |j,m — 1)
(m —1)hJ_|j,m) = (m — 1)A|j,m — 1)

J2J_|j,m)
JZJ— |]7 m>

Prova
Poiché J? e J_ commutano J_|j, m) & autovettore di J2.

[J2,J-1|5,m) =0 ; J?J_|j,m) = J_J?|j,m) = J_[i(G + DI’ |5, m) = [i(G + DIr* J_|j,m)

autovettore

Dato che
[J2, J-] |3, m) = —hJ_ |5, m)
Si ha
Sz |]7 m> J-J: |J7 m> — hJ- |]7 m> = J_hm |J7 m> — hJ- |]7 m>



In analogia si prova.
c) Se m = j allora J4 |5,7) = 0.

d) Se m < j allora J4 |j,m) # 0 e piu precisamente

I |4,m)y = j(G+ DRIy |5, m) =5 + 1)E2 |j,m+ 1)
JJy|jom)y = (m+1)hJy|j,m)=(m+ 1)h|j,m—+ 1)

Ho dimostrato
720, —<m<j,;J |5,-3)=0,; Jyl]j,5) =0



Applico I'operatore J_ un numero intero p di volte, iterativamente, ad un
vettore |j,m). Ad esempio per p = 2.

JZ(J—)2 |.]7 m> = JoJ_J_ |]7 m>

(J_J, —hJ_)J_|j,m) = J_[(m — 1)h — hlJ_|j, m)
(m — 2)hJ2 |j,m) = (m — 2)k|j,m — 2)

In generale
J(J=)P |3, m) = (m — p)h|j,m — p)

La sequenza deve terminare con m —p = —j perché J_|j,—j) = 0.

Supponiamo che —35 <m —p < —j5+ 1, applicando J_ avrei

JZJ—(J—)p I]a m> — sz— |]7m _p> — \(m — P — 1)17’2:]— |]7m _p>/
<=—j 20

quindi impossibile.



Il discorso si ripete per J, che implica che esiste un numero q intero
positivo tale che m 4+ q = 3. Sottraggo i due numetri

m+qg—(m—p)=p+qg=2j

dato che p e ¢ sono interi 5 € intero 0 semi-intero.



Riassunto

a) J & un momento angolare, cioe [J;, J;] = ihe;jiJp

b) J2 e J, hanno autovettori comuni, ciog [J2,J.] = 0.

c) J2 ha autovalori j(j + 1)A2 dove j & un numero postivo, intero o semi-
intero. Lo zero e incluso.

d) J. ha autovalori mh. Fissato j i possibili valori di m sono i 25+ 1 valori
compresi tra —j e 5 separati in unita di A. Tutti i valori sono presenti una
volta definito j.

Il valore di 5 € intero o semi-intero a seconda del sistema fisico considerato.
Per lo stesso sistema fisico i valori di 7 sono solo interi oppure semi-interi,
non Si conoscono situazioni in cui i due tipi di autovalori si mischiano.



Momento angolare orbitale

L=rxp
Coordinate polari sferiche
x = 7rSinfcosqo
y = rsinfdsing
z = rcosé
0 0 0
L,=—th|z— —y— | = —th—
oy ox olo)

2
L? = —h? _12 A a(sin9£>
sin©00¢2 ~ sin 000



Definiamo gli autostati comuni come Y; ,(6,¢) (Armoniche sferiche).

LzYi,u(&Cb) — hNYl,u(67¢)
L?Y; ,(0,6) = K21+ 1)Y;,(0, )

Considero Y, ,(0,¢) = ©; ,(0)P; ,(¢)
0
LZY’Z,/JJ(Ha (b) — _i%@l,p(9)¢l,u(¢) — huel,u(9)¢l,u(¢)

1 : 2m . ,
(bl,,u((/b) = \/T—Wewqb — /O do eHPe U P — 5'“7“/27'('

Poiché @, ,(¢) = ¥, (¢ + 27) ho & ,(0) = P, ,(27) = €'#2™ = 1 valido
Vue -l <u<l.

In particolare p =1 quindi, poiché u € intero = [ intero.



Poiché la normalizzazione delle armoniche sferiche richiede

27 T
/O dgb/o dosin 0 Y7, (6, )Yy (0, 8) = 8,48,

T
. . .
/O dosin0 ©7 ,(0)0y ,(6) = 5.
Da prima
_—(Dl,,u(¢> — _N2¢l,,u(¢)

Quindi

o = o (sin0 )] Yi,00,0) = IRUGH1)Y:,00,0)

L2Y; (6, :h2[
(0 9) sin2 ¢ sin 096 By

Considerando solo la parte dipendente da 0

2

1 0/, 0O M _
!m% (sm 9%) +1(l+1) - -~ 9] ©(0) =0




Soluzioni di questa equazione sono i polinomi di Legendre P/(x)

1 d
Pl(x) — QTZI@(QCQ — 1)l

con z reale e x € [—1,1].

1
P =1; ACD=(1"; R@@)=1; Pi() =z ; Pz)=_(3%-1)
Polinomi associati di Legendre.

P;(cos9)

Pl(z) = (1 - a;?)u/?ﬁpl(a;) = (sin 9

daxH d(cosf)H

Pl(z) = (1 —2?)1/?

1 2
/_1 deP(2)Py(x) = 5oy
1 2 (4 p)!
T BN
/_1 deBp (@) By (@) = o= o o



Armoniche sferiche

_ 1/2 |
20+ 1 (1 N)!] Pl’u(COS 0) ol

n,u(e,ﬁb) — (_1),u ! A (l _I_ ,LL)!

Ortonormalita

27 7
/O dgb/o dosin 0 Y, (8, 6)Yy (0, 6) = 6,5, s

Completezza

> Z Y}, (0, 9)Y7,,(6, o) = 30 = 0)5(¢ — &)

1=0 p=-1I sin @
l
2041
Z Y}T;L(ela ¢1)§fl,,u(927 ¢2) — PZ(COS 9)
p=—1

dove 6 & I'angolo compreso tra le direzioni 61,91 € 0o, ¢o.

leiu(ea qb) — (—1)'UJYZ’_M(9, gb)



Armoniche sferiche: qualche valore

Voo — 1
0,0 = 471
3 1/2
Yio=|— Ccos 6
1,0 (47T>
3\ 1/2 .
Y11= — (—) Sin Qew
’ 81
5 1/2 5
Yog=|(— 3cos“0—1
2,0 (1677) ( )
15\ 1/2 _
Yo1=— (—5> sin 6 cos He'?
’ 37
15 \1/2 -
Yoo = (—) Siﬂ2 (9622¢
’ 32



Spin

Fenomenologia

Esperimenti di Stern e Gerlach.

Identificazione di una direzione privilegiata distrugge |'omogeinta spaziale.
Non c'e piu la degenerazione sull’asse z.

Si osservano 21 4+ 1 differenti livelli energetici. (ATTESO)

Si identifica un numero pari di livelli (OSSERVATO)

Con [ = 0 due linee.

Ipotesi di momento angolare intrinseco semi-intero associato all’elettrone.

Non c’eé analogo classico.



Caso di spin 1/2.

X

1
25

S

autofunzione di S, e S2.

SZX%,S

[Si, S;] = ihe; 1Sk



Rappresentazione matriciale S = %0'. Matrici di Pauli.

_ (01 . (0 —i _ (1 o0
t=\10) " %= \i o) 77\ o -1
_ (1) . _( O
EERNCE A

tr(o;) =0 ; det(o;) =-1 ; 022 =1 ; [oy,05] = 2ie 04

Hermitiane

opoyos =1 ; (0-A)(o-B)= (A -B)+io- (A x B)

Le variabili orbitali p e r commutano con S, quindi lo spazio di Hilbert in
cui lo stato globale & definito &€ dato dal prodotto tensoriale dello spazio

legato a p e r con quello definito da S:
e(r,p,S) = e(r,p) ® €(S). In questo spazio la funzione d'onda pud essere

scritta come: ¥ (r,S) = ¢(r)xs.



Somma Momenti Angolari
Due momenti angolari che commutano J; e Jo: [J1,4,J2;] =0

Considero gli autovalori di
J=J14+Js ; L=Ji.+D, ; J2=J1+32)

|j17m1> ® |j27m2> = |j17j27m17m2> : 6(172) — 6(1) ® 6(2)

I vettori |j1,m1) € |jp, mo) formano una base nel sottospazio di ¢(1,2) con
dimensione (251 +1)(25- + 1).

E possibile utilizzare un’altra base legata agli autostati di J{2, Jo2, J2, J.
e formata dagli stati |j1, 72,7, m).

Questa nuova base pud essere espressa come combinazione lineare dei
vettori della vecchia base. II numero di vettori indipendenti rimane lo
stesso per le due basi.



- Autovalori di J; = J1 .+ Jo .

Jz|mq) Imo) = (J1 .+J22) |m1) [mo) = A(mi+my) |m1) |mo) = hm |mq) |mo)
Quindi m = mq1 + mo

- Autovalori di J2.

g fissato assume —3 < m <3, 27 + 1 valori.

Calcolo jmax-

Il massimo valore possibile di m € mmax = 71 + Jo.
Poiché Mmax — jmax allora jmax = j]_ +]2



Calcolo jmin-

Le dimensioni del sottospazio definito da |j1,j2,m1, mo) SONO le stesse di
quelle del sottospazio |j1,j2,7,m). Uso il fatto che >>7_, k = %n(n +1).

Jmax Ji1t72
i+ +1)= >, 2i+1)= > (2j+1)
J=JImin J=Jmin

ZJ—ZJ+Z

J=Jmin

= (J1 ‘|‘]2)(]1 ‘|‘]2 + 1) — (Jmln 1)(jmin) + (J1 +J2) — (jmin - 1)
Quindi

Jj1+jo Jmin— ] Jj1+jo

2 . SN2 L . .
Jmin = (G1 —732)° 7 Jmin = |71 — 72

Il risultato finale &

g1 —J2l <7 <j1+72



Coefficienti di Clebsh - Gordan

Il passaggio da una base |j1,j2,7, m) alla base

171, m1) |j2, m2) = |j1,m1; jo, mp) nel sottopazio di Hilbert & una combi-
nazione lineare dei vettori di una base con quelli dell’altra.

Usando la
completezza della base

S° i1, ma; g2, ma) (1, m1; jo, ma| = 1

mi,mm>

Si ha che

J1.J2.0,m) = Y |j2,mo;j1, m1) (1, m1; j2, mo|j1, 52, J, m)

mi,mo

Il termine (j1,m1; j2, m2|j1,42,4,m) € un numero e si chiama

coefficiente di Clebsh - Gordan



Un modo piu comodo per indicare i coefficienti di Clebsh - Gordan é

<j17m1;j27m2|j17j27j7 m> = <j17m17j27m2|j7 m>

I coefficienti di Clebsh - Gordan sono # 0 solo se j1,72 € j soddisfano la
relazione triangolare |j1 — jo| < j < j1 + jo € se m = mq1 + mo.

Si usa normalmente una rappresentazione in cui i coefficienti sono numeri
reali.

Proprieta di completezza

Y. 1, ma; g2, malit, g, 4, m) (1, m1; o, mali1, 2,5, m') = 8 i1
mi,m2>
> (41, m1; g2, malit, j2, 4, m) (1, m1; 2, malit, jo, 5, m’) = Oy ,m!, Omo,m,

J,m



Le proprieta di simmetria sono meglio descritte usando il simbolo 35 di
Racah

<j17m17j27m2|j7 m>

jioge 4\ _ (F1)Tatamm
my my —m | 25+ 1

Il valore di

Jj1  J2 J
mi1 Mmoo m

non cambia per una permutazione ciclica di due colonne, per lo scambio
di due colonne si ha

( 1 2 J )Z(_l)jl—l—jg—l—j( j2 J1 7 )

mi1 Mo m mi1 M1 m

(jl 2 J )z(_l)jl—l—jz—l—j< i J2 )

mi1 Mo m —m1 —mo —m



Completezza

3 j1 2 jiog2 7\ 1
/ T y jaj/ m m/
m1 Mmo m mi1 Mmoo m 27+ 1 ’

mi,m»

- 1 J2 J Jji J2 J
27+ 1 =
Jzn:l( J ) ( mi1 Mo m ) ( my m5H m > 5m17m/15m27m/2




Parita

Operatore parita [T

Mw(ry,ro, 13, ,ry) = W(-r1, -T2, -3, + , —TN)
Hermitiano
(W[Mje) = /dl“l'“/dl“N\V*(rlw- ,rN)P(—1r1,--, —Tp)
= /drl"'/drNW*(_rla"' —rN)D(r1, -, Ty) = (PN|W)* = (W|NT|P)

Unitario
N2=1: N=nt=n"1

autovalori 1.

[Nr = —r vettore polare
ML =I(r xp) = -r x (—p) = L vettore assiale, pseudovettore
M(r-p)=-r-(—p)=r-p scalare

M(r-L) = —-r-L pseudo scalare



In coordinate polari sferiche lNr = —r corrisponde a
r—r,; 0=>7—-0,; 0=+
quindi
cosf — —cosf ; sin@ — sind

Nei polinomi associati di Legendre

Pl*(cosf) = sin* 6

L Pi(cost) i P(—a) = (~1)'Pi()

d COSH
NpPf(cosf) = (—1)H'”Pl“(cose)
Metl® — eiucb(_l)u

ny; (0, ) (-1 ,(0, 6)



