Lezione 14

Moto Iin un potenziale centrale
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Equazione di Schrodinger

2 2
HV(R,r) = —Qh—MV 2ﬁ V2—|—V(T) V(R,r) = EV(R,r)
i CM motorelativo |
Separazione delle variabili V(R,r) = ®(R)y(r).

h° o

——V5P(R) = Epd(R

S VEO(R) = Epd(R)

h° 5
SoVEHV@D|e@) = E()

E = Ep+E:



Mi interesso alla soluzione del moto relativo con massa ridotta m.

h2

Hu@) = |- 2v2 4 vm] b(r) = Bur)

Considero le coordinate polari sferiche

x=1rsSinfcosey ; y=rsinfsing ; z=1rcosé

Considero

0

[, = = —h—
z Py — YPx [/ 96

[, commuta con V(r) perché quest'ultimo non dipende da ¢.



[, commuta anche con I'energia cinetica.

Dimostrazione:

3
[Z Py, Tpy — ypx] = [p; + p; + P2, wpy — yps]
=1

= [p2 4+ v + 2, 2pyl — [p2 + p; + 2, ype] = P2, 2py] — [P, Ypa]

poxpy — xpyps — (PoYP — YPap;)

pe(—ih + xp)py — xpyps — [py(—ih + ypy)ps — Ypp;)

—ihpepy + Pe®Pepy — TPy — [—ihPyDz + PyYPyPe — YPD,

= —ihp.py + (@pipy — ihpapy) — TpyPs — [—ihpype + (Yppe — ihpype) — ypepy] = 0O

poiché [pz,py] =0

Si pud provare che ogni componente di 1 commuta con I"hamiltoniana.



Definisco un operatore impulso radiale come

h O o) 1
= —(3——7r = —3h | — _
br Zr@rr ’ (87“ T r)

pr NON € hermitiano.

Dimostrazione.
Se fosse hermitiano per una funzione ¥ (r) quadrato sommabile avrei

0 = [wow - ewyia= [|leep e - (LT ) v a

T 2 00
= 2/ sin9d9/ dgb/ dr r° [@b*lgrw—l— (lﬁmp*) w]
t Jo 0 0 r or ror
T 2 00
= E/ Sin9d9/ dgb/ drr [@D*gmp—k (27@*) wl
T Jo 0 0 87’ 87’
T 21 00
= E/ sin@d@/ d¢/ dr [3|r¢|2]
1 0 0 0 8?"

Il valore dell'integrale & legato al valore di |ri| agli estremi di integrazione. Per r — oo
IrYp| — O perché ¢ & limitata, quadrato sommabile. Quindi I'operatore &€ hermitano se

lim,_o |ry| = 0



Considero una qualunque autofunzione di p,.

pef(r) = Af() ==L ()]

con A #= 0 costante.
Soluzione di questa equazione &

1 A

f(r) = —exp (’L’—r)

r h
Infatti
hld | 1 A hli A
——— [r—exp (z%fr) ———Aexp( - )

trdr | r 11T h
D’'altra parte

limrf(r) = I|m exp (z% ) =1

r—0

quindi p, non soddisfa la condizione trovata prima e quindi non & hermitiano.

rappresenta un osservabile.

C.V.D.

Non



Per sua definizione p, commuta con qualsiasi funzione di 6 e di ¢.

D'altra parte
[Ta p"“] — Zh
Dimostrazione

Consideriamo una funzione scalare f(r) =0

[rypef] = [ fliw)] —hdpy P,
1 rdr 1 dr 1 rdr
= Leep -t rnen| =taen -t ten =g
1 dr T dr 1 dr ) 1 dr

C'é un’'identita operatoriale

2 >, 12

P =Dy + _2
r

Segue dimostrazione —



Dimostrazione.

3 3
P=(rxp)-(rxp)=> > (ripyrip; — ripjrjp:)
i=1j=1
(rxp)i= €ijkTjPk
Uso la convenzione di Einstein di considerare indicata la somma sugli indici ripetuti.

(r x p) - (r X P) = €jkTjPr€itmTIPm = TjPkT1Pm(0;10km — 6,mOk,1)
= 7iPkT1Pm0; 10k m — TjPETIPmMOjmOk,1 = TiPLTiPk — TiPKTED; = T§TiPkPk — TiDiPkTe (J 7= k)

3 3 3

3
I® = Z Z(T@"’“ipjpj — TipipjTy) = Z Z[’rmpjpj — ripi(—ih + rjp;)] (i £ J)
i=1;=1 i=1j=1

I° =r’p® — (r-p)*> +ihr-p

0] ox O Oy 0 0z 0 . 0 . . 0 0
— = = Sin § cos ¢p— —+ sin 6 sin p— + cos 60—
or 6r333+8r6y+8r82 |n (baa:—l_ n mqb@y—l_ 0z

_x 0 y 0 z0 1 0 0 0
442 429 - (x8w+y3y+zﬁz>




h 0 0 h O
I‘-p=;(w——|—y——|—z—> = r—

oy 0z t Or
Dato che
h (O 1 h O
r = — | — — , —r— = r h_
P i(ar—l_r) zrar TPr tep
? = r2p2—[(r-p)2—ihr-p]=r2p2—[r'p—ih](r-p)

r p — [(rpr) (rpr + th)] = r — [(rpr) (rpr) + ihrp,]

dato che r= = r<. Da cui
1 2 2

Valida tranne che per r = 0.

C.V.D.

r’ p — [r(=ih + rpr)pr + Zh?“pr] — I'2 g 7“2]97% — r2(p2 -

p2)



LL'equazione di Schrodinger pud essere scritta come
A
2m = 2mr?
Si pud dimostrare che se lim,_,g € ¥»(r = 0) = 0 allora I'equazione & valida

in tutto lo spazio.

Hy(r) = + V(r)| &(r) = Ey¥(r)

L'operatore 12 commuta con p e V(r), che non dipendono dagli angoli 6
e ¢. Quindi H, 12 e [, hanno, almeno, una base comune di autostati.

Poiché I'"hamiltoniana € composta da due parti che commutano, |'auto-
stato & dato dal prodotto degli autostati di ognuna delle due parti. Si
trovano gli autostati di 12 e I, che sono comuni a tutti i potenziali centra-
li, € poi si risolve |I'equazione per |la parte restante dell’hamiltoniana che
dipende esclusivamente da r.



Separazione delle variabili

Y(r) = Ry 1(r)Y; (0, 9)

dove Y e |I'armonica sferica e n € un numero quantico che identifica le
autofunzioni con gli stessi valori di 1 (numero quantico principale).
.'equazione di Schrodinger diventa

2 12
2m + 2mir? + V() - E] ¥(r) =0
2 (1 + 1)h2
] n, Z(T)Yl M(Q ¢) + ( _;T; n,l(r)}/l,u(‘gaqb) =0

Moltiplicando a sinistra per Yl*u(e,cb) ed integrando sugli angoli, per |'or-
togonalita delle armoniche sferiche ottengo

lU+Dh2
[2m T r2  2m

equazione differenziale che dipende esclusivamente da r.

+V(r) - ] Ry (r) =0



Separazione delle variabili

2 2 2
D h d 2 d
r Rn,l(r) — _2 (er + ;%) Rn,l(r)

2m
Moltiplicando per —2m/k? I'equazione di Schrddinger
d? [(1+ 1)

dr? r2

Si definisce la funzione d'onda radiale ridotta u,, ;(r) come

Pt + 2 B i) + (2208 = V() - Roi(r) = 0

Rn,l(r) = Un,l("“)
r
e quindi si ottiene
d2 2m (14 1)
ﬁun,l(r) + [ﬁ—Q(E —V(r)) — 2 ] un,l(r) =0



Le soluzioni fisicamente accettabili sono quelle quadrato sommabili.
Comportamento all'origine.

Supponiamo che per » — 0 il potenziale V(r) sia finito.

Per r ~ 0 I'equazione diventa

d? 1(14+1)
dT—Qun’l(T) T2 un,l(r) =0

Per una soluzione del tipo u, ;(r) = Cr® ho

Cs(s — 1)7“(3_2) — Il + 1)C7°(8_2) =0
Valida per

s(s—1)—Il(l4+1)=0; s°—s—1(l+1)=0 ; s=%(1i\/1—|—4l2—|—4l)

s=I[l4+1 e s=—I

Le due soluzioni sono indipendenti.
La soluzione »—! deve essere rigettata perché — oo per r — 0.

Solo le soluzioni del tipo rit1 (Rl) sono fisicamente accettabili.



Potenziale a buca costante infinita.

Vir)y=-Vp r<R; V(r)=cocr>R; Vy>0

Per r < R
2
o xw+——Rxw+[Qcﬂ+%wf“;”I&Aw=o

%WE+%y—#

k ha le dimensioni di una lunghezza—1.
Divido per k2 e uso p = kr.

d2 [ 11+ 1)]
02

d nl(p)—l___ nl(p)+
P dp

Equazione di Bessel

Rn,l(P) =0



Soluzioni reali indipendenti.
ji(p) funzione di Bessel sferica
n;(p) funzione di Neumann

Soluzioni usate: di Hankel

R (p) = ji(p) +ing(p) ; h2(p) = ji(p) —iny(p)

Sin p

, COS p
Jilp) = RZT + S

. ni(p) =R

| Lol 4 s)
R; + 15 = 20233!(l—8)!p

R; & un polinomio in 1/p con coefficienti reali di grado [ e parita (—1)%.

~

S; € un polinomio in 1/p con coefficienti reali di grado [ — 1 e parita



Proprieta di ricorrenza, per [ > 0.

QU+ 1)filp) = plfiv1(p) + fi-1(p)]

(d 141
fiz1(p) = . + + ]fl(l))
| ap P
[ d 1—-1
Ho) = | ] )
| dp P
d l
d—fz(P) = —fix1(p) +—fi(p)
P P
Comportamenti asintotici
: 1 . ™\ | 1 s
310P) posoe — ;S'” (P — la) o n(0) psoo — ; COS (P — la)
quindi sono decrescenti e
Jim 5i(p) = lim ny(p) =0
. \ P | 2+ 111
]l(p)p<<1 ’ (2l—|— 1)” ’ nl(p)p<<l o 2l—|— 1 pl+1

La soluzione n; diverge all’origine quindi viene scartata.



Ortogonalita

| k)i (') = 80k — k)

Le prime funzioni di Bessel e Neumann

jo(p) =

no(p) =

0
Sin p

P

sinp , Sinp COSp
— 5 P =—7 -
P

CosSp COSp

P P

Jo

05 1 Ji
y \ /\ N



Il problema fisico impone che R,;(r = R) = 0 quindi j;(p =kR) =0

Chiamo X,,; gli zeri della funzione di Bessel di grado .
Ad esempio per jo sono Xl,O = T, XQ,O = 2, X3,O = 3m, ---
kR = X,,; implica k?R? = X2, che &

2m

h2

1f
2S
1d
1p
1s

(Vo + E,)R? = ng,l

Xn,l
7.725
6.988
6.283
5.763
4.493
3.142
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Pozzo quadrato

Vir)=—-Vy per 0<r<R Or>R

/N A \/
Ve V(A e
//
V>
‘R K
= ’ L &
PR il 8 .
7 Y g r
~
-
Z |
-
N\ 7 \ ;
5 O AT ~0 FFr—m—_———

Considerando la parte di energia cinetica di rotazione il potenziale effettivo é:

h2 1 l—l— 1
Vi) = V() + D)
Aumentando [ ci saranno degli stati non piu Iegatl.
h? l(l +1) 2m
VIR) + 5 ———5—>0; 1(+1) > ?RQVO



Equazione generale

2
& R+ 28R, 1)+ |2 - vy - D

Rn,l(r) =0

Stati legati E4+ Vo= —|E|+ Vp >0

Per 0 < r < R definisco k2 = QH—Z“(E—F Vo) e ottengo la soluzione del pozzo
infinito.

Per > R 20F = — 20| B[ = (ic)(ic) con e = \/2m|E|/h?.

e soluzioni sono:

Rn,l
Rn,l

Aji(kr) + Bnj(kr) 0<r <R
A'5Gier) + B'nj(ier) r > R

Le soluzioni della Neumann per la zona 0 < r < R ha divergenza all’origine,
quindi B = 0.



E conveniente scrivere la soluzione per » > R usando le funzioni di Hankel

R, = A1hV) (ie) + B1h () (ie)

Andamento asintotico

I, Bl

dato che z = 7€ nel nostro caso h(2>(z) non & quadrato sommabile.

Bisogna imporre la continuita della derivata logaritmica per r = R.




Uso ji(2) = —ji41(2) + L5(2).

. (1) (.
_kjlﬂ(kR) n L _Z.ehz+1(@€R) iE'L
a(kR) kR hiY(ier) iR
. 1) ¢
i (RR) iehz(+)1(7J€R)
Ji(kR) hl(l)(ieR)
Per [ =0
— ~1
, kR sin(kR) B cos(kR)| . [(ieR)Q N (ieR)] ©
sin(kR) | (kR)? kR | iR
1 _ 1 1

kcotg(kR) = —e = —\/2m|E|/h2



Particella libera
Soluzione per V(r) = 0 in tutto l'intervallo da 0 < r < co.
La soluzione & la funzione di Bessel sferica j;(kr).
Le funzioni j;(kr)Y; ,(6,¢) formano una base.

Anche le onde piane e’®T formano un sistema ortonormale completo di
autofunzioni dell’energia della particella libera.

Per un valore fissato k c'e |la possibilita di sviluppare le onde piane come
combinazione lineare delle altre funzioni.

elk'r — Z Z a/l7m(k)]l(k’r’)}/2’m(9’r7 ¢7“)

I=0 m=-—I
Si pud dimostrare che il coefficiente a; ,,, (k) = il47rYl’fm(9k,qbk)



Quindi

o'e [
kT = 45 Z Z iljl(kT)Yle(gkv Gk Y1,m (Ors ¢r)

[=0m=-—I

dato che
20+ 1

[
P(cosf) = ) Yle(9k7¢k)Yl,m(97"a¢7‘>
[

m=—

) oo
et cost — ax N (21 + 1)ty (kr) P (cos 6)
[=0



Atomo di idrogeno.

mp02 = 938 MeV ; mec2 = 0.5 MeV.
Massa ridotta

mMeMmyp me
m = ~Mel|ll——] >~me

mMe + Mp
il CM e& essenzialmente posizionato sul protone.

Raggio di Bohr

h? he he _ < 1
an = = = —
0 meQ m62€2 84

Energia di ionizzazione

4 1 4 1 2
Er= M 2 2 =a?m = = 13.6 eV
2h2  2h2c2 2 2a0




2  1(1+1
& ED 2 4 D) watr) = 0
T T

Condizione u, ;(r) = 0 per r — 0.

Uso variabili a-dimensionali

p= r A2 — _En,l
- CLO ! n,l El
2
2m 2m o 2me? 1 A%
E, i=——F=M Ef = —\ = ——2=
p2 Tl 72 m,l n,l 5 p2 ao a%
2me? (Qm) 12
h2 r h2 ) agp o a%p



d2 (14 1) Anl 2
— + up 1(p) =0
L%dﬂQ agp®> g  agp] "
moltiplicando per a3
d 11+ 1)
> _I___)‘ un,l(p) =0
dp? P

Riferimento a forme differenziali note. Soluzioni ipergeometriche.
Altro approccio.

Per p > 1 I'equazione si pud semplificare come

d2 _
[5 - X\; z] ni(p) =0 ; iy (p) = e=Prn

La soluzione con + diverge per p — oo, quindi va scartata.



Questa non € la vera soluzione asintotica perché i termini in 1/p e 1/p2
sono assenti.
Cerco una soluzione del tipo

—A
up, 1(p) = Xp,1(p)e” "tP

Tolgo momentaneamente i pedici n,l per semplificare la scrittura

d
_(Xe—/\p> — X/G—Ap _ )\XB—/\p
dp

>/ _ _
W(Xe Ap) — (X” - 2>\X, + >\2X)€ AP

Quindi I'equazione di Schrodinger diventa

I((l+1 2
L )x—>\2x+—><] eV =0
p p

[X” . 2>\X/ + >\2X .

Quindi

d2 d 1(l+1) 2



Le soluzioni fisicamente accettabili sono quelle per cui x(0) =0
Cerco una soluzione del tipo

oo
Xni(p) = p° ) cqpt

q=0
con cqg #= 0.
d > _
S Xni(p) = S cqg+ s)plats—b
P q=0
d S (g+5-2)
EXn,l(P) — Z Cq(q +5)(g+s—1)p\1
q=0

Inserendo questi termini nell’equazione differenziale

©@, O

> cplar+s)(a+s—1)pnt52) — 25 1 3 cg,(gp + 5)pl2Te Y
71=0 q2=0

oo oo
—+1) Y cq3p(q3+5_2) -2y Cq4p(Q4+S—1) —0
q3=0 94=0



Raggruppo i termini con la stessa potenza di p

oo

Z cq; [(qg1 +8)(g1+s—1) =11+ 1)] p(ql—l—s—2)
q1=0
— Y g [2Angla2+ ) — 2] plazts—1) — g
q2=0

che puoO essere riscritta come

O

> {cq[<q+s><q+s— 1) =1+ D] —cq1[2An (g +s—1) —2]}p<q+8—2> =0

q=0



Definisco ¢(_1y) = 0.
Ogni termine della somma deve essere nullo.

Caso ¢ = 0 Questo implica che
s(s—1)—Il(l+1)=0 ; s=14+1 0 s= -1

La soluzione s = —[ non rispetta Xn,z(o) = 0 quindi é scartata.

Inserendo s = [+ 1 nell’espressione generale si ha che

cgla(g + 204 1)] = cg—12[N, (¢ + 1) — 1]
da cui
¢y = 2[Ap (g +1) — 1]c )
g(g+21+1)
che permette di costruire tutti i ¢ partendo da cp.

1



LLa serie infinita diverge.

Per g >1 e qg> 1 I'equazione diventa
Cq 2,

~Y )

Cq—1 q

Considero 1o sviluppo in serie di e2?

2N — i dop? = i (2>:)qpq
q=0 =0 7
Il rapporto tra due termini consecutivi della serie é
dg 2\
dg—1 q

come quello della serie originale.

Asintoticamente |la soluzione trovata si comporta come e2AP Questo non
e fisicamente accettabile.
LLa serie deve essere troncata.



E sufficiente che un cq Sia nullo perche quelli successivi |0 siano.

Deve esistere un numero intero n tale che
1

n —+ 1
n > 1 poiché c¢g # 0 per definizione (I pud anche essere = 0).

)\ml(n—l—l) —1=0 ; )\ml =

Dalla definizione di A, ;

_E[
Enl

— n=1,2,3,4, -
T2 "

energia quantizzata.



Inserendo il valore di A, ; nella formula di ricorrenza si ha

S —2(n —q) -
T gg+ 20+ D) (n 1) 1T
Funzione d'onda radiale

un,l 1 r —A lL
Rn,l(r) — — —Xn,l (_>€ o =
T T agp

T
e nalao

1 r (I4q+1)
. Z Cq<—)

T g=0 \@O0

C’'é una costante di normalizzazione che viene fissata imponendo
0. @)
| IR (P =1

2 _r
anl,l:O(T) — We

> _r
Rp=21=0(r) = W (1 — L) e 290



R(r)
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1s

2s

0.0
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200



P

5s 5p 7 5dl Z
4s 4p 4d
o T L

8 serfes -

d
5
i

d series

f
f.
series

28

-p series

Fia. 5.4.1, Energy levels and allowed transitions and geries in hydrogen.
expandnrl F TS

noa .. LI |

IR PP n'P "M nnr‘] ] h]]t (‘IT\‘V 1

Crannad hv CarmCrannaor



_EI
En,l — >
(n+1)
Degenerazione essenziale 21 + 1 data da m.
Degenerazione accidentale: lo stesso valore pud essere ottenuto cambian-

| = 0 1 2 3 4 5
/ /I
donel. n+1U'=n-+41. s pd f g h

K shell n4+I1=1
L shell n4-1=2
M shell n41=3



series

A Ultraviolet i Visible E Infrared
1 =
A A A tll
g A Paschen
= series
B
o
<
YYY
A Balmer
series
5|5
4|3
A=
wilo
YYYY Ground state
Lyman

13.6 eV

12.8 eV

12.1 eV

10.2 eV

0eV



Situazione dell’'atomo di idrogeno da migliorare

Relativita, Equazione di Dirac.
Teoria dei campi - Lamb shift.
- Correzione per lo spin del nucleo, campo magnetico.

Isotopi dell'idrogeno: deuterio e trizio.
Muonio, u ~ 200 volte la massa dell’elettrone.
Positronio.

Atomi ionizzati.

Atomi con carica effettiva (alcalini).



