Lezione 15

Particelle identiche



In M.Q. non ci sono traettorie

Particelle identiche
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I due processi sono indistinguibili.

Nell'ipotesi in cui le particelle non interagiscono.
Sinistra (¢a(1)9g(2)[¥5(1)¥a(2))
Destra (¢a(1)9g(2)[a(1)v3(2))

Lm



Spazio di Hilbert €(1,2) = e(1) ® e(2) = €(2) ® (1)

Operatore di permutazione

P(2,1) [$a(1)9p(2)) = [$a(2)15(1)) = [¥p(1)Ya(2))
P2=1

P(2,1)P(2,1) [¥a(1)ys(2)) = P(2,1) [a(2)¥g(1)) = [¥a(l)¥g(2))
Hermiticita P1(1,2) = P(2,1)

(o (1)Y5(2)IP(2, D[1a(1)95(2)) = (Yo (D) (2)[1p(1)Ya(2)) = 64 gdg

W (D (2)PT(2, 1) [1a(D)15(2)) = ((ba(1)95(2)[P(2, 1) |90 (1)1bz(2)))*
(Wa(1)Yg(2) [P (1) (2))" = 04 541 4



Opertore unitario

PT(2,1)P(2,1) =P(2,1)PT(2,1) = |P(2,1)]2 =1
Autovalori +1.

P(2,1) |vg) = |¢bg) Stato simmetrico

P(2,1) |va) = —|1vyq) Stato antisimmetrico
S=5+P21] o A=SU-P(2,1)]
1 1 1 1
S? = 5[I —|—73]§[I +P] = Z(I + 2P + P?) = Z(21 +2P) =
1 1 1 1
=SU-PISU-Pl=2(I-2P+ P?) = 5 (21 =2P) =

1 frop =1 _p_p?y—
SA_2[1+7>]2[I P]_4(I+P P—P3) =0
St=s,; Aft=A; S+A=1

1 1 1
PS[p) = PZUI +Plv) = S[P+ P |) = (P + D) [) = S|v)

1 1 1
PAlY) = 735[1 — Pl ) = 5[73 — P?] ) = —5(—7? + 1) ) = —Aly)
S e A sono operatori di proiezione.



Osservabili

B |Ya) = ba |Ya)

P(2,1)B(1)PT(2,1) [a(1)¥s(2)) = P(2,1)B(1) [5(1)va(2))
= P(2,1)bg |vg(1)va(2)) = bgP(2,1) [¢5(1)Ya(2)) = b |va(1)ys(2))

P2, )B(L)PT(2,1) = B(2) ; P(2,1)B(2Q)PT(2,1) = B(1)

P(2,1)[B(1) + C(2)]P1(2,1) = B(2) + C(1)
P(2,1)[B(L)C2)]PT(2,1) =P(2,1)B(L)PT(2,1)P(2,1)C(2)PT(2,1) = B(2)C(1)
P(2,1)0(1,2)PT(2,1) = 0(2,1)

Operatore simmetrico Og(1,2) = 0g(2,1)
POg(1,2) = POs(1,2)PTP = 05(2,1)P = 05(1,2)P — [Og,P] =0



Caso di 3 particelle.
Esempio permutazioni di 3 particelle.

P(n,p, @) [¥a(1),15(2),¥y(3)) = [ta(n), ¥5(p), by (q))

n,m,q=1,2,3 Esempio

P(2,3,1) [¥al(1),¥p(2),9(3)) = [9a(2),95(3),¥y(1))

Trasposizioni - si invertono solo due particelle, mentre le altre rimangono
intatte.
P(1,3,2) & una trasposizione perché 1 rimane nelle sua posizione.

Ogni permutazione pud essere costruita come prodotto di trasposizioni.



Esempio

P(3,1,2) = P(3,2,1)P(2,1,3) = P(1,3,2)P(3,2,1)
P(3,1,2) [pala), Y5(b), Yy(c)) = |dalc), Ppla), 1y (b))

P(37 27 1)7)(27 17 3) |¢Oé(a)7 wﬁ(b% w’Y(C)>
= P(3,2,1) [¢al(b),¥g(a), vy (c)) = [Yalc), Yg(a), (b))

P(la 37 2)7)(37 27 1) |¢a(a),¢5(b),¢7(c)>
— P(17372) |¢Oé(c)7¢,3(b)aw’7(a’)> — |¢a(0)7¢5(a)7¢7(b)>



Gli operatori di permutazione NON COMMUTANO

P(3,2,1)P(1,3,2) [¢pala), ¥3(b), 1~ (c))
— P(37 2, 1) |¢a(a)7¢5(0)>¢7(b)> — |¢a(b)7¢5(0)7¢7(a)>
Quindi
P(1,3,2)P(3,2,1) =P(3,1,2) #P(3,2,1)P(1,3,2) =P(2,3,1)

Per ogni permutazione il numero di trasposizioni necessarie per definirle

rimane fisso.
P(1,2,3), P(3,1,2), P(2,3,1) hanno un numero PARI di trasposizioni,

P(1,3,2), P(2,1,3), P(3,2,1) hanno un numero DISPARI di trasposizioni,



Generalizzazione a N particelle.
P(a) operatore di permutazione che agisce su uno stato di N particelle.

Definisco stati simmetrici S o antisimmetrici A.

Pla) |vg) = [vg) simmetrico.

Pla)|yg) = €ealtq) con e =1 se P(a) € pari € e =-1 se P(«) dispari.
Pari o dispari € il numero di trasposizioni necessarie per descrivere la
permutazione.

I due operatori

S——ZP(&) ; A——Zeap(oz)

sono proiettori. L'indice o« € sommato su le N! possibili permutazioni.
Si pud dimostrare che S e A sono hermitiani.



Pla) S =SP(a) =S ; Pla)A=AP(a) = e A
Questo perché P(a)P(B) = P(7) € cacg =€y ; €5 =

1 1
Pla)S = M%P(Q)P(ﬁ) = M;P(’Y) =S

Pla)A = ]\1”%:77(04)6577(6) = %;eveoﬂ?(v) = eq A

I due operatori S e A proiettano su sottospazi composti solo da stati S o
A.

P(a)S |) S|yY) = |ys) forma Eg
P(a)AlyY) eaAlY) = |va) forma Ey

Per N > 2 i sottospazi Eg ed E4 non sono complementari.

S+A = é [P(1,2,3) + P(3,1,2) +P(2,3,1) + P(1,3,2) + P(2,1,3) + P(3,2,1)
= | P(L2,3)+P(3,1,2) +P(2,3, D] £1



Postulato di simmetrizzazione

Un sistema di particelle identiche é descritto da stati che godono di un
solo tipo di simmetria rispetto alla permutazioni di queste particelle.
I sistemi di particelle a spin intero (zero incluso), dette Bosoni, sono de-

scritti da stati simmetrici.
I sistemi di particelle a spin semi-intero, dette Fermioni, sono descritti da

stati anti-simmetrici.

Particelle composite.

Teoria dei campi.



Diffusione di due particelle identiche

Particelle identiche

’k}%’ 4),'5
RS ﬁ
a il

b

Stato iniziale

1
D) = \ﬁ[l + €P(1,2)] [¢a(1)9s(2))
Stato finale
W) = [+ P(1,2)] a(L)is(2)

con e =1 per bosoni e e = —1 per fermioni.



Normalizzazione =1, con ortonormalita (¢a|pg) = 64,3

%(1)%(2»%{1 + e7>+<1,2>1%[1+ P(1,2)]|6a(1)d5(2))

(Pa(1)dpg(2)|I + ePT(1,2) + €P(1,2) + 2P (1,2)P(1,2)|¢a(1)d5(2))

/

NI RN

(9a(1)95(2)|1 + 2¢P(1,2) 4 I|¢a(1)dp(2))
¢a(1)¢5(2)|¢a(1)¢ﬁ(2)2+€S¢a(1)¢5(2)|¢a(2)¢ﬁ(1)z

1 0
Ampiezza di transizione

|
(—~

1 4+ 1
<¢O‘(1)¢5(2)|ﬁ[1 + €P (1,2)]5[1 + eP(1,2)]|9a(1)¥3(2))
— <¢a(1)¢5(2)|¢a(1)¢5(2)> + € <¢a(1)¢5(2)|¢a(2)¢5(1)>

Probabilta = | ampiezza |2. Interferenza.
Per fermioni il processo € inibito se o« = B. Principio di esclusione di Pauli.



Diffusione di due nucleoni identici

W(1,2) = ) RpL("YL m(D)xsm
L=0

X0,0 = \%(N — }1) singoletto, antisimmetrico.
Tripletto simmetrico

1
x1,1 =M ; x10= E(N +41) 5 oxi-1 =l

Y (=) = (—=1)2vp 3 ()

L S Totale
0O0S O0OA A
0S 15 S
1A OA S
1A 1S A

Le situazioni in rosSsSO Nnon sono presenti per fermioni.



Quando si puod trascurare lo scambio?

L

0% kX

¢a(l) e ¢g(2) localizzate in regioni dello spazio molto distanti e NON
interagenti.

(0a(1)9p(2)|¥a(2)1s(1)) = /dl‘1¢3(1‘1)¢5(1‘1)/drzqﬁZ(rz)wa(rl)

QFO ~0




Modello a particelle indipendenti

N
i=1
|P) autostato di H &€ un prodotto antisimmetrizzato di |¢;).

cp( ) 1 ¢1/1(5171) QbVN(fEl)
L1...TN) — : :
VNI G, (an) . oy (zy)




