
Lezione 15

Particelle identiche



In M.Q. non ci sono traettorie

I due processi sono indistinguibili.

Nell’ipotesi in cui le particelle non interagiscono.

Sinistra ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ψβ(1)ψα(2)⟩
Destra ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ψα(1)ψβ(2)⟩



Spazio di Hilbert ϵ(1,2) = ϵ(1)⊗ ϵ(2) = ϵ(2)⊗ ϵ(1)

Operatore di permutazione

P(2,1) |ψα(1)ψβ(2)⟩ = |ψα(2)ψβ(1)⟩ = |ψβ(1)ψα(2)⟩

P2 = I

P(2,1)P(2,1) |ψα(1)ψβ(2)⟩ = P(2,1) |ψα(2)ψβ(1)⟩ = |ψα(1)ψβ(2)⟩

Hermiticità P+(1,2) = P(2,1)

⟨ψα′(1)ψβ′(2)|P(2,1)|ψα(1)ψβ(2)⟩ = ⟨ψα′(1)ψβ′(2)|ψβ(1)ψα(2)⟩ = δα′,βδβ′,α

⟨ψα′(1)ψβ′(2)|P
+(2,1)|ψα(1)ψβ(2)⟩ = (⟨ψα(1)ψβ(2)|P(2,1)|ψα′(1)ψβ′(2)⟩)

∗

⟨ψα(1)ψβ(2)|ψβ′(1)ψα′(2)⟩
∗ = δα′,βδβ′,α



Opertore unitario

P+(2,1)P(2,1) = P(2,1)P+(2,1) = |P(2,1)|2 = I

Autovalori ±1.

P(2,1) |ψS⟩ = |ψS⟩ Stato simmetrico
P(2,1) |ψA⟩ = − |ψA⟩ Stato antisimmetrico

S ≡
1

2
[I + P(2,1)] ; A ≡

1

2
[I − P(2,1)]

S2 =
1

2
[I + P]

1

2
[I + P] =

1

4
(I +2P + P2) =

1

4
(2I +2P) = S

A2 =
1

2
[I − P]

1

2
[I − P] =

1

4
(I − 2P + P2) =

1

4
(2I − 2P) = A

SA =
1

2
[I + P]

1

2
[I − P] =

1

4
(I + P − P − P 2) = 0

S+ = S ; A+ = A ; S +A = I

PS |ψ⟩ = P
1

2
[I + P] |ψ⟩ =

1

2
[P + P2] |ψ⟩ =

1

2
(P + I) |ψ⟩ = S |ψ⟩

PA |ψ⟩ = P
1

2
[I − P] |ψ⟩ =

1

2
[P − P2] |ψ⟩ = −

1

2
(−P + I) |ψ⟩ = −A |ψ⟩

S e A sono operatori di proiezione.



Osservabili

B |ψα⟩ = bα |ψα⟩

P(2,1)B(1)P+(2,1) |ψα(1)ψβ(2)⟩ = P(2,1)B(1) |ψβ(1)ψα(2)⟩
= P(2,1)bβ |ψβ(1)ψα(2)⟩ = bβP(2,1) |ψβ(1)ψα(2)⟩ = bβ |ψα(1)ψβ(2)⟩

P(2,1)B(1)P+(2,1) = B(2) ; P(2,1)B(2)P+(2,1) = B(1)

P(2,1)[B(1) + C(2)]P+(2,1) = B(2) + C(1)

P(2,1)[B(1)C(2)]P+(2,1) = P(2,1)B(1)P+(2,1)P(2,1)C(2)P+(2,1) = B(2)C(1)

P(2,1)O(1,2)P+(2,1) = O(2,1)

Operatore simmetrico OS(1,2) = OS(2,1)

POS(1,2) = POS(1,2)P+P = OS(2,1)P = OS(1,2)P −→ [OS,P] = 0



Caso di 3 particelle.

Esempio permutazioni di 3 particelle.

P(n, p, q) |ψα(1), ψβ(2), ψγ(3)⟩ = |ψα(n), ψβ(p), ψγ(q)⟩

n,m, q = 1,2,3 Esempio

P(2,3,1) |ψα(1), ψβ(2), ψγ(3)⟩ = |ψα(2), ψβ(3), ψγ(1)⟩

Trasposizioni - si invertono solo due particelle, mentre le altre rimangono

intatte.

P(1,3,2) è una trasposizione perché 1 rimane nelle sua posizione.

Ogni permutazione può essere costruita come prodotto di trasposizioni.



Esempio

P(3,1,2) = P(3,2,1)P(2,1,3) = P(1,3,2)P(3,2,1)

P(3,1,2) |ψα(a), ψβ(b), ψγ(c)⟩ = |ψα(c), ψβ(a), ψγ(b)⟩

P(3,2,1)P(2,1,3) |ψα(a), ψβ(b), ψγ(c)⟩
= P(3,2,1) |ψα(b), ψβ(a), ψγ(c)⟩ = |ψα(c), ψβ(a), ψγ(b)⟩

P(1,3,2)P(3,2,1) |ψα(a), ψβ(b), ψγ(c)⟩
= P(1,3,2) |ψα(c), ψβ(b), ψγ(a)⟩ = |ψα(c), ψβ(a), ψγ(b)⟩



Gli operatori di permutazione NON COMMUTANO

P(3,2,1)P(1,3,2) |ψα(a), ψβ(b), ψγ(c)⟩
= P(3,2,1) |ψα(a), ψβ(c), ψγ(b)⟩ = |ψα(b), ψβ(c), ψγ(a)⟩

Quindi

P(1,3,2)P(3,2,1) = P(3,1,2) ̸= P(3,2,1)P(1,3,2) = P(2,3,1)

Per ogni permutazione il numero di trasposizioni necessarie per definirle

rimane fisso.

P(1,2,3), P(3,1,2), P(2,3,1) hanno un numero PARI di trasposizioni,

P(1,3,2), P(2,1,3), P(3,2,1) hanno un numero DISPARI di trasposizioni,



Generalizzazione a N particelle.

P(α) operatore di permutazione che agisce su uno stato di N particelle.

Definisco stati simmetrici S o antisimmetrici A.

P(α) |ψS⟩ = |ψS⟩ simmetrico.

P(α) |ψA⟩ = ϵα |ψA⟩ con ϵα = 1 se P(α) è pari e ϵα =-1 se P(α) dispari.

Pari o dispari è il numero di trasposizioni necessarie per descrivere la

permutazione.

I due operatori

S =
1

N !

∑
α
P (α) ; A =

1

N !

∑
α
ϵαP (α)

sono proiettori. L’indice α è sommato su le N ! possibili permutazioni.

Si può dimostrare che S e A sono hermitiani.



P(α)S = SP(α) = S ; P(α)A = AP(α) = ϵαA

Questo perché P(α)P(β) = P(γ) e ϵαϵβ = ϵγ ; ϵ2η = 1

P(α)S =
1

N !

∑
β

P(α)P(β) =
1

N !

∑
γ

P(γ) = S

P(α)A =
1

N !

∑
β

P(α)ϵβP(β) =
1

N !

∑
γ
ϵγϵαP(γ) = ϵαA

I due operatori S e A proiettano su sottospazi composti solo da stati S o
A.

P(α)S |ψ⟩ = S |ψ⟩ ≡ |ψS⟩ forma ES
P(α)A |ψ⟩ = ϵαA |ψ⟩ ≡ |ψA⟩ forma EA

Per N > 2 i sottospazi ES ed EA non sono complementari.

S +A =
1

6
[P(1,2,3) + P(3,1,2) + P(2,3,1) + P(1,3,2) + P(2,1,3) + P(3,2,1)

+ P(1,2,3) + P(3,1,2) + P(2,3,1)− P(1,3,2)− P(2,1,3)− P(3,2,1)]

=
1

3
[P(1,2,3) + P(3,1,2) + P(2,3,1)] ̸= I



Postulato di simmetrizzazione

Un sistema di particelle identiche è descritto da stati che godono di un

solo tipo di simmetria rispetto alla permutazioni di queste particelle.

I sistemi di particelle a spin intero (zero incluso), dette Bosoni, sono de-

scritti da stati simmetrici.

I sistemi di particelle a spin semi-intero, dette Fermioni, sono descritti da

stati anti-simmetrici.

Particelle composite.

Teoria dei campi.



Diffusione di due particelle identiche

Stato iniziale

|Φi⟩ =
1√
2
[I + ϵP(1,2)] |ϕα(1)ϕβ(2)⟩

Stato finale

|Ψf⟩ =
1√
2
[I + ϵP(1,2)] |ψα(1)ψβ(2)⟩

con ϵ = 1 per bosoni e ϵ = −1 per fermioni.



Normalizzazione =1, con ortonormalità ⟨ϕα|ϕβ⟩ = δα,β

⟨ϕα(1)ϕβ(2)|
1√
2
[I + ϵP+(1,2)]

1√
2
[I + ϵP(1,2)]|ϕα(1)ϕβ(2)⟩

=
1

2
⟨ϕα(1)ϕβ(2)|I + ϵP+(1,2) + ϵP(1,2) + ϵ2P+(1,2)P(1,2)|ϕα(1)ϕβ(2)⟩

=
1

2
⟨ϕα(1)ϕβ(2)|I +2ϵP(1,2) + I|ϕα(1)ϕβ(2)⟩

= ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ϕα(1)ϕβ(2)⟩︸ ︷︷ ︸
1

+ϵ ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ϕα(2)ϕβ(1)⟩︸ ︷︷ ︸
0

Ampiezza di transizione

⟨ϕα(1)ϕβ(2)|
1√
2
[I + ϵP+(1,2)]

1√
2
[I + ϵP(1,2)]|ψα(1)ψβ(2)⟩

= ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ψα(1)ψβ(2)⟩+ ϵ ⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ψα(2)ψβ(1)⟩

Probabiltà = | ampiezza |2. Interferenza.

Per fermioni il processo è inibito se α = β. Principio di esclusione di Pauli.



Diffusione di due nucleoni identici

Ψ(1,2) =
∞∑
L=0

RL(r)YL,M(Ω)χS,M

χ0,0 = 1√
2
(↑↓ − ↓↑) singoletto, antisimmetrico.

Tripletto simmetrico

χ1,1 =↑↑ ; χ1,0 =
1√
2
(↑↓ + ↓↑) ; χ1,−1 =↓↓

YL,M(−Ω) = (−1)LYL,M(Ω)

L S Totale
0 S 0 A A
0 S 1 S S
1 A 0 A S
1 A 1 S A

Le situazioni in rosso non sono presenti per fermioni.



Quando si può trascurare lo scambio?

ϕα(1) e ϕβ(2) localizzate in regioni dello spazio molto distanti e NON

interagenti.

⟨ϕα(1)ϕβ(2)|ψα(2)ψβ(1)⟩ =
∫
dr1ϕ

∗
α(r1)ψβ(r1)︸ ︷︷ ︸
≃0

∫
dr2ϕ

∗
β(r2)ψα(r1)︸ ︷︷ ︸
≃0



Modello a particelle indipendenti

H(1,2, · · · , N) =
N∑
i=1

h(i) ; h(i) |ϕi⟩ = ϵi |ϕi⟩

|Φ⟩ autostato di H è un prodotto antisimmetrizzato di |ϕi⟩.

Φ(x1 . . . xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ϕν1(x1) . . . ϕνN(x1)... ...
ϕν1(xN) . . . ϕνN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣


