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Seconda Legge

I =

∮
δQ

T
≤ 0

▶ T è la temperatura dei “bagni termici”

▶ includiamo nel sistema un gas perfetto in contatto con gli stessi bagni
termici con (δQ)g = −δQ =⇒ I + Ig = 0

▶ per il gas perfetto, dalla prima legge, Ig = nR logVf /Vi

▶ se per assurdo I > 0 (quindi Ig < 0) potremmo riportare il gas nello
stato iniziale facendolo espandere a spese della sola sorgente a
T = Ti = Tf
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Entropia come funzione di stato

S(B) = S(A) +

∫ B

A
rev

δQ

T

▶ sembra tutto molto oggettivo e univoco
(a meno di una costante additiva)

▶ vi è però una soggettività nascosta

▶ nascosta nella definizione di stato
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Entropia microscopica

▶ microstati (“complessioni”):
specificare lo stato ϵi = 1, 2, ...,Λ per
ogni particella i

▶ distribuzione: specificare il numero di
particelle wλ nello stato λ

▶ “permutabilità” W: numero di
complessioni di una data distribuzione
∼ probabilità della distribuzione
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Meccanica statistica

il metodo di Gibbs, replica trick
d’antan!
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Ma cos’è il disordine?
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Entropia e informazione

▶ Shannon fonda la teoria
dell’informazione

▶ disordine quantificato come
informazione mancante

▶ ad un evento con probabilità pn è
associata la sorpresa − log pn

additiva per eventi indipendenti

▶ entropia come sorpresa media di
una distribuzione
→ quanto si impara da un evento
→ quanto si ignorava prima

L. Girlanda (Univ. Salento) Entropia 9



Entropia e informazione

▶ Shannon fonda la teoria
dell’informazione

▶ disordine quantificato come
informazione mancante

▶ ad un evento con probabilità pn è
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Ordine e sorpresa sono soggettivi

anche i numeri random possono esserlo solo in apparenza
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Inferenza statistica
ricostruire la distribuzione di una variabile random x = x1, ...xn conoscendo
solo

⟨f ⟩ =
∑
i

pi f (xi )

per poter predire

⟨h⟩ =
∑
i

pih(xi )

senza alcun pregiudizio...

▶ principio di ragion sufficiente? → pi = 1/n?

▶ sarebbe un pregiudizio!

vi è un solo modo: massimizzare l’entropia di Shannon

S = −
∑
i

pi log pi

compatibilmente con il vincolo
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Cosa sono le probabilità?

▶ frequenze sperimentali di eventi incerti

▶ gradi soggettivi di confidenza su eventi incerti

gradi di conoscenza da aggiornare continuamente (teorema di Bayes)

analoghe strutture matematiche ma interpretazioni inconciliabili

▶ il problema dell’inferenza statistica è formulato in termini soggettivi

▶ Dovremmo rifuggire dalla soggettività?
Come l’osservatore ha un ruolo attivo, cos̀ı anche il conoscente (o
ignorante)

▶ massimizzare l’entropia vuol dire minimizzare il pregiudizio (o bias)
per ottenere una stima obiettiva!
(“neutra”, “spassionata”)
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▶ Dovremmo rifuggire dalla soggettività?
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Stima di massima entropia

min
p1,...,pn;λ,µ

[
−
∑
i

pi log pi − λ

(∑
i

pi f (xi )− ⟨f ⟩

)
− µ

(∑
i

pi − 1

)]

∂

∂pj
[...] = 0 =⇒ log pj = −1− λf (xj)− µ

pj =
e−λf (xj )∑
i e

−λf (xi )
≡ e−λf (xj )

Z (λ)

con λ determinato da

⟨f ⟩ =
∑

i f (xi )e
−λf (xi )∑

i e
−λf (xi )

= − 1

Z (λ)

∂Z (λ)

∂λ
= −∂ logZ (λ)

∂λ

λ e f si chiamano coniugate
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Trasformata di Legendre
il moltiplicatore λ dipende da f tramite

−∂ logZ (λ)
∂λ

= f

ma è più facile pensare f come dipendente da λ, f (λ)

Esiste una funzione S(f ) per cui

∂S

∂f
= λ

precisamente
S(f ) = logZ [λ(f )] + f λ(f )

si chiama la trasformata di Legendre di logZ (λ) ed è proprio l’Entropia

log
∑
i

e−λf (xn) +
∑
i

pi f (xi )λ = log
∑
i

e−λf (xn)−
∑
i

pi log [piZ(λ)] = −
∑
i

pi log pi
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Con 2 dati ⟨f ⟩ e ⟨g⟩

min
pi ,λi ,µ

[
−
∑
i

pi log pi − λ1

(∑
i

pi f (xi )− ⟨f ⟩
)

− λ2

(∑
i

pig(xi )− ⟨g⟩
)

− µ

(∑
i

pi − 1

)]

∂

∂pj
[...] = 0 =⇒ log pj = −1− λ1f (xj)− λ2g(xj)− µ

pj =
e−λ1f (xj )−λ2g(xj )∑
i e

−λ1f (xi )−λ2g(xj )
≡ e−λ1f (xj )−λ2g(xj )

Z (λ1, λ2)

con λ1 e λ2 determinati da

⟨f ⟩ = −∂ logZ (λ1, λ2)
∂λ1

, ⟨g⟩ = −∂ logZ (λ1, λ2)
∂λ2

λ1 coniugata con f , λ2 con g
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Applcazione alla meccanica statistica

se di un sistema macroscopico conosciamo l’energia media U la
distribuzione di probabilità dei microstati inferita è

pi =
e−λEi∑
i e

−λEi

Consideriamo due sistemi termodinamici diversi A e B con probabilità p
(A)
i

e p
(B)
j di trovarsi nel microstato i e j

e il sistema composto A+ B
caratterizzato dai livelli (trascuriamo le correlazioni)

E
(A+B)
(i ,j) = E

(A)
i + E

(B)
j =⇒ p

(A+B)

(ī ,j̄)
=

e
−λ(E

(A)

ī
+E

(B)

j̄
)∑

i ,j e
−λ(E

(A)
i +E

(B)
j )
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Temperatura

p
(A)
i =

∑
j

p
(A+B)
(i ,j) =

e−λE
(A)
i∑

i e
−λE

(A)
i

=⇒ λ(A) = λ(A+B) = λ(C)

cioè se un sistema A+ B è posto in un bagno termico il sottosistema A si
comporta come se fosse messo da solo in un bagno termico

▶ ma per avere λ uguali dobbiamo scegliere opportunamente i bagni
termici

▶ solo in tale circostanza non avvengono scambi energetici tra i
sottosistemi in media

▶ λ deve quindi essere una funzione universale della temperatura T !
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sottosistemi in media

▶ λ deve quindi essere una funzione universale della temperatura T !
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λ fattore integrante del calore

Z (λ) =
∑
i

e−λEi

=⇒ U = −∂ logZ (λ)
∂λ

d logZ (λ) =
∂ logZ

∂λ
dλ+

∑
i

∂ logZ

∂Ei
dEi

= −Udλ− µ
∑
i

pidEi

d (logZ + Uλ) = λ(dU −
∑
i

pidEi︸ ︷︷ ︸
lavoro medio

)

dalla prima legge =⇒
λ ∝ 1

T
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Entropia soggettiva?

▶ L’entropia non è tanto una proprietà del sistema, ma una quantità
che determina lo stato

▶ Una quantità che presiede al sistema tramite un principio variazionale,
come la Lagrangiana nella meccanica

▶ Ad essere soggettivo è lo stato termodinamico, definito attraverso
parametri macroscopici

▶ i parametri macroscopici sono come parametri di controllo, le nostre
leve per imporre cambiamenti
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▶ Ad essere soggettivo è lo stato termodinamico, definito attraverso
parametri macroscopici

▶ i parametri macroscopici sono come parametri di controllo, le nostre
leve per imporre cambiamenti

L. Girlanda (Univ. Salento) Entropia 19



Entropia soggettiva?
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Il caso quantistico
▶ In MQ non è detto che i microstati siano mutualmente esclusivi

▶ La distribuzione dei microstati è rimpiazzata dall’operatore densità

ρ̂ =
∑
λ

pλ|ψλ⟩⟨ψλ|

▶ che fornisce il valor medio di un’osservabile Â tramite

⟨A⟩ = Tr
(
ρ̂Â
)

probabilità epistemiche oltre a quelle ontologiche
▶ ogni sistema quantistico deve essere operativamente pensato come

una specie di “ensemble”
▶ Entropia di von Neumann

S = Tr (ρ̂ log ρ̂)

▶ L’entropia come ignoranza sullo stato microscopico di un sistema è
conservata, perché l’evoluzione di ρ̂ è unitaria
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▶ La distribuzione dei microstati è rimpiazzata dall’operatore densità
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probabilità epistemiche oltre a quelle ontologiche
▶ ogni sistema quantistico deve essere operativamente pensato come

una specie di “ensemble”
▶ Entropia di von Neumann

S = Tr (ρ̂ log ρ̂)

▶ L’entropia come ignoranza sullo stato microscopico di un sistema è
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L. Girlanda (Univ. Salento) Entropia 20



Il caso quantistico
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Evoluzione temporale
▶ Dalla conoscenza di parametri macroscopici (medie statistiche) al

tempo t0, Ai (t0) si inferisce ρ̂
A(t0) massimizzando l’entropia

si tratta dell’entropia dello stato di equilibrio termodinamico
▶ ad un tempo successivo t

Ai (t0) → Ai (t) = Tr
(
ρ̂A(t0)(t)Âi (t)

)
▶ l’entropia di von Neumann resta uguale

S
[
ρ̂A(t0)(t)

]
= S(ρ̂A(t0))

ma non si tratta dell’entropia dello stato di equilibrio al tempo t

S
[
ρ̂A(t0)(t)

]
≤ S(ρ̂A(t))

▶ flusso di informazione da parametri rilevanti a parametri irrilevanti
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Soggettività e indistinguibilità
▶ Entropia di mescolamento e paradosso di Gibbs

∆S = 2Nk log 2

▶ una quantità indipendente dal grado di diversità
(ma ∆S = 0 se sono indistinguibili)
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▶ una quantità indipendente dal grado di diversità
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Impossibilità

▶ dal mescolamento dei gas possiamo trarre lavoro utile, prelevando
calore da una sola sorgente

▶ impossibile per gas indistinguibili

▶ ma se riuscissimo operativamente a distinguerli?

▶ con un pistone mobile di Whifnio, raro elemento superkalico
(©Conte Mascetti E. T. Jaynes 1996)

▶ potremmo violare la seconda legge!
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Continuità =⇒ salti quantici

“Quando la differenza di due casi può essere

diminuita in datis, o in ciò che è posto, al di

sotto di ogni grandezza assegnata, bisogna che

tale differenza si possa trovare diminuita al di

sotto di ogni grandezza assegnata anche in quae-

sitis, o in ciò che risulta”

▶ equipartizione dell’energia e congelamento dei gradi di libertà

▶ catastrofe ultravioletta nel corpo nero

▶ è stato il punto di partenza della meccanica quantistica

▶ Natura facit saltus
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diminuita in datis, o in ciò che è posto, al di
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diminuita in datis, o in ciò che è posto, al di
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Continuità della distinguibilità

l’entropia di mescolamento deve essere una funzione continua del grado di
diversità dei due gas ℓ(A,B) (Landé)

∆S = f (ℓ)2Nk log 2

▶ definire ℓ consente di catalogare set di stati mutualmente esclusivi

ℓ(Ai ,Ai ′) = δii ′ , ℓ(Bj ,Bj ′) = δjj ′ , ...

ma due stati devono poter essere anche solo parzialmente diversi

▶ ℓ operativamente definito da filtri (membrane semipermeabili) che
possono anche separare solo parzialmente
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Continuità della distinguibilità
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Filtri separatori

▶ solo una frazione dello stato B “parzialmente distinguibile” da A
passa dal filtro =⇒ ℓ(A,B)

▶ possiamo pensare la frazione che passa come saltata nello stato A o Ā
per effetto di uno strumento di misura
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ℓ(A,B) = ℓ(B ,A)

da considerazioni puramente termodinamiche usando un filtro “A” o “B” ’

si arriva ad un’entropia di mescolamento funzione continua di ℓ ∈ [0, 1]
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Soggettività e relazionalità

“There is no quantum world... it is wrong to think that the task of physics
is to find out how Nature is. Physics concerns what we can say about
Nature.
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Il quanto di informazione

▶ l’informazione è fisica

▶ la cancellazione di un bit comporta un aumento di entropia

∆S = k log 2

▶ e un corrispondente riscaldamento dell’ambiente (“energia
degradata”)
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Esorcizzare i diavoletti

▶ corrispondentemente, si può ricavare lavoro dall’informazione

▶ mail motore di Szilard non fa un ciclo se il diavoletto non resetta la
sua memoria
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