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1 Introduzione

Lo scopo delle teorie a molticorpi € quello di descrivere le proprieta di un sistema composto da molte particelle
partendo dalla loro mutua interazione.

In realta le teorie a molticorpi affrontano un problema tecnico, non di principio. Le equazioni da risolvere
sono note e definite dal sistema in oggetto. Per un sistema classico si tratta di risolvere le equazioni di Newton
oppure, nel caso relativistico, quelle di Einstein. Nel caso quantistico non relativistico le equazioni da risolvere
sono quelle di Schrodinger. Queste equazioni sono ben definite per un numero qualsiasi di particelle, anche
infinito. Purtroppo la soluzione esatta di queste equazioni diventa sempre piu difficile con ’aumentare il numero
delle particelle che compongono il sistema.

Il nucleo atomico ¢ un esempio di sistema a molticorpi. Ipotizziamo sia composto solamente da neutroni e
protoni. L’equazione di Schrodinger che descrive un nucleo di A nucleoni puo essere scritta come:

H|¥ >= E|U >, (1)

in cui sia I’hamiltoniana H che la funzione d’onda |¥ > dipendono dalle A coordinate spaziali dei nucleoni che
compongono il nucleo, e dal loro stato di spin e isospin. Il valore dell’energia del sistema ¢ dato da:

<V[H[¥ > @)
<Y >

Per risolvere questa equazione & necessario calcolare un numero di integrali a 34 dimensioni (le coordinate
spaziali dei nucleoni) pari al numero delle possibili configurazioni di spin e isospin. Per un nucleo composto da
A nucleoni, di cui Z protoni, questo numero ¢ dato dalla formula:

Al
_ 9A
Neons = 27 1A= 7)1 ®)

Il numero delle configurazioni di spin e isospin per alcuni nuclei, ¢ mostrato nella tabella.

Per nuclei come °Ca questo numero raggiunge I'ordine di grandezza del numero di Avogadro e, supponendo
di poter calcolare I'integrale a 34 dimensioni in un millisecondo (fantascienza al momento), significa che il
computer dovrebbe lavorare per 10 secondi, (ricordo che l'etd stimata dell’'universo & dell’ordine di 10'®
secondi).

Questo esempio fa capire come ’approccio diretto al problema dei molticorpi sia pragmaticamente fallimen-
tare e come sia necessario sviluppare delle metodologie di soluzione approssimata delle equazioni che descrivono
il sistema: questo € lo scopo delle teorie a molticorpi.

Le tecniche a molticorpi che descrivero prescindono dalle caratteristiche dell’interazione e dalla struttura
interna dei componenti fondamentali del sistema.

Strettamente parlando, oggi, in fisica, si ritiene che le uniche entita puntiformi, ovvero prive di struttura
interna, siano leptoni e quark. Ovviamente tutta la materia ¢ composta da leptoni e quark, ma nessuno
penserebbe di descrivere il 2°8Pb, I’acqua o una galassia partendo dalla loro composizione in termini di quark
e leptoni. Il punto di partenza della descrizione dei sistemi a molticorpi ¢ la scelta delle entita da considerare
puntiformi a cui poi applicare le tecniche a molticorpi.

Anche se recentemente sono state presentate alcune formulazioni di teorie quantistiche a molticorpi relati-
vistiche, il maggior sviluppo delle teorie a molticorpi € avvenuto nell’ambito della Meccanica Quantistica non
Relativistica, ed ¢ a questo ambito che si riferiscono queste note.

Le teorie a molticorpi non relativistiche possono essere divise in due grandi famiglie. Una e ispirata a
tecniche di teoria dei campi, mentre l'altra proviene dalla meccanica statistica. Il linguaggio e le tecniche
sono molto differenti e anche gli aspetti fisici che si preoccupano di descrivere sono molto diversi, anche se, a



Tabella 1: Numero di configurazioni di spin e isospin per alcuni nuclei.

Nucleo | Z N=A-Z Neons
3H 1 2 24
3He 2 1 24
“He 2 2 96
6He 2 4 960
614 3 3 1280
8He 2 6 7168
2¢ 6 6 3784704
160 8 8 8.4-108
40Ca 20 20 1.5-10%3
4BCa 20 28 4.7-10%

mio avviso, pregi e difetti dei due diversi approcci si equivalgano. Resta il fatto che 'approccio ispirato alla
teoria dei campi e quello pit noto ed ha imposto la nomenclatura e le problematiche nell’ambito della fisica dei
molticorpi. Questo e I’approccio che viene presentato in queste note che sono concepite per essere introduzione
alle tecniche a molticorpi, come d’altronde dice chiaramente il titolo. Lo scopo che mi sono prefisso & quello di
esporre sopratutto le idee base e le problematiche. Per questo motivo molti argomenti sono trattati senza entrare
nei dettagli delle dimostrazioni che, ho pensato, avrebbero ulteriormente appesantito il gia pesante apparato
formale. I lettori interessati ad approfondire le tematiche trattate possono fare riferimento ai testi che cito nella
bibliografia.

Un ultimo avvertimento, in queste note mi occupero esclusivamente di sistemi fermionici. L’estensione a
sistemi bosonici non presenta difficolta rilevanti sia dal punto di vista concettuale che dal punto di vista tecnico.
Non & comunque da considerarsi immediata.



2 Rappresentazione dei numeri di occupazione

2.1 Determinanti di Slater

La Rappresentazione dei Numeri di Occupazione (RNO) basata sugli operatori di creazione e di distruzione &
stata introdotta nella teoria dei campi. In questa teoria il formalismo della RNO & necessario dato che il numero
di particelle non & fisso, poiché & energeticamente possibile creare coppie particella—antiparticella. In Meccanica
Quantistica non relativistica, la creazione di coppie non e possibile. Il formalismo della RNO, anche se non
necessario, risulta essere comunque comodo anche in ambito non relativistico per lo studio di sistemi composti
da molte particelle.

Come ¢ stato accennato nell’introduzione, considerero solo il caso fermionico.

Un sistema di N particelle ¢ descritto dalla funzione d’onda che soddisfa ’equazione di Schrédinger indipen-
dente dal tempo:
H‘I’(l‘hxg...l‘]\f):E\I/(Il,mg...x]\i) (4)

dove z indica tutti i numeri quantici che caratterizzano lo stato della particella: posizione (r), spin (o), isospin
(1) ed eventualmente, sapore e colore.
Dato che stiamo trattando un sistema fermionico ¥ deve essere antisimmetrica per lo scambio di due

particelle:
\IJ(Z‘I,,J}]):—\II(Z‘],,J%) (5)

Ognuna di queste autofunzioni puo essere scritta come combinazione lineare di un sistema completo di autofun-
zioni ortonormali. Lo stesso concetto puo essere formulato dicendo che ogni autofunzione puo essere sviluppata

su una base ortonormale:
U=>"Ci;, (6)

dove ho indicato con ®; dei determinanti di Slater e con C; delle costanti. Il determinante di Slater € costruito
con prodotti di funzioni d’onda di particella singola che formano una base di funzioni ortonormali. Questa base
viene costruita partendo da un’equazione di Schrodinger di singola particella:

hu¢u(‘r) = eud)u(x)» (7)

dove v & linsieme dei numeri quantici caratterizzanti lo stato della particella; ad esempio le tre componenti
dell’impulso p nel caso di onde piane, o i numeri quantici principale, n , orbitale [, momento angolare j e la sua
proiezione sull’asse di quantizzazione m, nel caso di stati generati da un potenziale a simmetria sferica.

Date le funzioni d’onda di singola particella ¢, il determinante di Slater per N particelle viene costruito
come:

Ba o an) = = 3 Pl (1) 12) - G ) ®)
P

in cui ho indicato con P le permutazioni tra gli indici delle coordinate. Il fattore v N! garantisce la normaliz-
zazione:

<O|D>=1 (9)

L’eq. 8) puo essere scritta come

bvi(®1) o Py (1)
D(xy...xN) = — (10)
m ¢V1 (mN) ¢VN (mN)

Il determinante di Slater ¢ autostato di un’hamiltoniana a molticorpi che & somma delle hamiltoniane di
singola particella:

> h®=Hyr® = Eyr® (11)



2.2 Operatori di creazione e di distruzione

Il determinante di Slater contiene informazioni ridondanti. Cio che interessa, dal punto di vista fisico, & sapere se
lo stato di singola particella ¢, sia occupato oppure no. L’informazione su quali siano i fermioni che occupano
quello stato e irrilevante dato che tutti i fermioni che compongono il sistema sono identici. L’informazione
contenuta nel determinante di Slater puo essere condensata in un insieme di numeri ordinati che indicano quali
stati di singola particella sono occupati. Si puo quindi costruire una corrispondenza tra determinante di Slater
e questo insieme di numeri ordinati:

|®) — |un,va...11). (12)

L’ordine normalmente utilizzato & quello dell’energia crescente dello stato di singola particella. A vy corrisponde
lo stato ad energia piu alta ecc.

Questo modo di rappresentare un determinante di Slater stato & chiamato Rappresentazione dei Numeri di
Occupazione RNO.

E’ utile legare tra loro stati con diverso numero di particelle. Ad esempio, lo stato di singola particella

o) = |v), (13)
puo essere pensato come ottenuto dallo stato vuoto |0) aggiungendo una particella. Simbolicamente:
lv) = a}|0), (14)

dove a rappresenta I'operatore che crea una particella nello stato caratterizzato dai numeri quantici v.
In generale si ha che:
atlvy...v1) = |vun .. .vp). (15)

Lo stato di N + 1 particelle non € necessariamente ordinato. Per sistemare nella posizione corretta la particella
v & neccessario considerare che ogni cambio di posizione produce una fase negativa che moltiplica lo stato
(questo sempre perché consideriamo fermioni). Le possibili ambiguita del segno si possono fissare scegliendo la
convenzione che il segno del determinante rimanga lo stesso se si crea una particella nella prima posizione, come
¢ stato ipotizzato nello scrivere 'eq. 15).
Ad esempio:
ajl\uguﬁ = |11v31e) = —|vsviie) = |vsvauy) (16)

Dalle equazioni 14) e 15) segue che:
lun o) =af af oooat|0) (17)
Per le proprieta del determinante di Slater si ha che:
aflvn...v...v1) =0. (18)

Questa operazione inserisce in un determinante una riga, o colonna, uguale a una riga, o colonna, gia presente.
Dal punto di vista fisico I’eq. 18) esprime il principio di esclusione di Pauli.

Da quanto detto si puo dedurre che gli operatori di creazione godono della seguente proprieta di anticom-
mutazione:

afaf =—a} at (19)
Per dimostrare 1’eq. 19) supponiamo v > v/
afat,@N(N... ...1) = 04afONTI(N...V/..1) = 00APNTEN...v. V)
(20)
alaf®VN(N... ...1) = 0Ba dNTYN...v...1) = 0BoBONTA(N .. .v...v . 1)

In queste equazioni ho indicato con # = (—)? dove p & il numero di permutazioni necessarie per sistemare la
. / . . .

particella v, e analogamente 0% = (—)P, mentre con 65 e #5 ho indicato le fasi ottenute nel secondo caso.

Dato che ho ipotizzato che v/ sia minore di v, ho che #2 = #5 perché il numero di permutazioni necessario per



sistemare v ¢ lo stesso nei due casi. D’altra parte 9;‘ = —95 perche nel secondo caso ¢’¢ una permutazione in
piu da effettuare per sistemare v/. Quindi:
+ ot d — ot ot
ayal,®=—ala ® (21)

v !

da cui 'equazione operatoriale 19). Ovviamente ’equazione 19) implica che:
(@h)?=0 (22)

che & un altro modo di esprimere 1’eq. 18).

Si pud definire I'aggiunto dell’operatore a™ la cui azione pud essere compresa facendo I’aggiunto dell’eq. 14).

(et = a, (23)
vy =afl0) (| = (Olay (24)
(nve...vnl = 0ay, .. Guy_ Gy (25)
dato che (v|v) =1 si ha che:
(0aya;|0) =1 (26)
——
|0)
quindi,
0) = aya}|0)
= alv)=10) (27)

L’azione di a, sullo stato ket ¢ quindi quella di distruggere una particella che si trova nello stato |v), da cui
il nome di operatore di distruzione. Analizziamo il comportamento di a,,.

A |UN - Vpp VeV 1. v1) = UN Ve Vg ) (=) se vV=u, (28)
Dato che, per definizione, nello stato vuoto non ci sono particelle, si ha che:
a,|0) = 0. (29)
Quindi se il vettore |vy ...v1) non contiene lo stato v allora
aylvy ...v1) =0. (30)

Anche nel caso degli operatori di distruzione, utilizzando le metodologie descritte per gli operatori di
creazione, si puo dimostrare che:

Ay, Qyy = —QyyQy, quindi (a,)? = 0. (31)
Allo stesso modo si puo anche dimostrare che, per v; # vy, si ha:
al,laj2 = —a;‘;a,,l. (32)

Utilizzando le proprieta precedentemente mostrate si ottiene:

0 se vesS S={vn...1n}

+ —

W N..v) = { lvn...v1) se vegs (33)
€S

afa,lvn...v) = { l)VN v1) 22 ng (34)



Dalle equazioni 33) e 34) si ha che:
(avaf +ata)) vy ...v1) =lvn .. 11). (35)

Questa equazione ¢ valida per qualsiasi vettore |vy ...v1) dato che uno dei due addendi dara risultato nullo,
mentre laltro produrra il vettore di partenza.
L’eq. 34) definisce 'operatore numero di occupazione:

n, =ala, (36)

i cui autovalori sono 1 o 0 se lo stato a molticorpi a cui & applicato contiene o no lo stato di singola particella v.
La relazione operatoriale data dalle 33) e 34) é:

ayal +ata, =1 (37)

Le relazioni 19), 31), 32) che definiscono le proprieta degli operatori di creazione e di distruzione, possono
essere sintetizzate come:

{a,,, aj,} =0, {av,a,,} =0 {a+ a1l =0, (38)

v v’

dove il simbolo {, } indica l'operatore di anticommutazione.

2.3 Operatori di creazione e distruzione nel modello a Shell

Questo paragrafo riguarda la definizione degli operatori di creazione di distruzione nel caso specifico in cui si
voglia utilizzare una descrizione basata sulla simmetria sferica del problema.

La tematica & piuttosto specialistica e non verra ripresa nelle parti successive. Il lettore non interessato a
questo problema puo tranquillamente passare ai paragrafi successivi senza comprometterne la comprensione.

Nel caso di un’hamiltoniana di singola particella che gode di simmetria sferica, i numeri quantici che carat-
terizzano gli stati sono: il numero quantico principale n, il momento angolare orbitale [, il momento angolare
totale j e anche m, la proiezione di j sull’asse di quantizzazione z (abbiamo ipotizzato una descrizione in cui
Paccoppiamento tra momenti angolari e spin avviene nello schema jj). Nel seguito supporro sottintesi n e [.

L’azione degli operatori di creazione sara:

ajf,|0) = [jm) (39)

che indica che 'operatore a;'

"m Crea una particella sul livello |gm). Tl livello j & 25 4 1 volte degenere, per questo
motivo € necessario specificare anche m.
Le 25 + 1 componenti di a;:m si comportano in modo tale da formare un tensore sferico irriducibile che

soddisfa le equazioni:

[Jz,aj:m] = maj:m (40)
[Je.af,] = GG+ —mm=1)]"?af,,., (41)

dove abbiamo indicato con Ji e J. le componenti sferiche del momento angolare generalizzato del sistema.
L’equazione che trasforma le componenti di un tensore sferico irriducibile in quelle del suo hermitiano é:

kNt _ (pk
(73)" = (T%,) (=) (42)
Questo significa che "aggiunto di a;tm, @j,m, non ¢ componente di un tensore sferico irriducibile, ma lo ¢ invece

dj,m = (7)j+maj,—m (43)



Nei sistemi a invarianza rotazionale ¢ molto conveniente lavorare con operatori che si comportano come
tensori sferici irriducibili, quindi si preferisce utilizzare a; ,, al posto di a; . Le proprieta di anticommutazione
SOno:

{a;fm,aj:m,} = 0 {@jm,dj ) =0 (44)

{dj’m>a’;,m'} = (_)j+m6j7j'6*m,m’ (45)

Si puo creare uno stato di N particelle applicando successivamente a}tm al vuoto e utilizzando le regole di
accoppiamento dei momenti angolari. Per esempio 'operatore di creazione di due particelle diventa:

o . 7
At (j1jo; JM) = [atj1 ® a;;]M (46)

(1+ 35,5,

dove abbiamo definito: ;
[a;1 ® a;ﬂM = Z <j1m1j2m2|JM>a;7mlaj+27m2 (47)

mima2

in cui abbiamo indicato con (jymqjamz|JM) il coefficiente di Clebsch Gordan. L’operatore di distruzione di
una coppia di particelle diventa:

1

Aiagas IM) = (=)~ [A*Girjad = M)]* = ———— [y, © ]y (48)
(L+j.5.)
e loperatore di creazione di una coppia particella-buca é:
U(j12d M) = [af, @ a3,]5 (49)

Nel caso j; = jo, le due particelle sono distinte da m; # ms quindi, dato che le equazioni precedenti
comprendono una somma sulle componenti m; e mo bisogna dividere per v/2 dato che si contano due volte
configurazioni indistinguibili. Ad esempio la configurazione in cui la terza componente della particella 1 & my
e quella della particella 2 & ms, € identica a quella in cui la terza componente della particella 1 & mo e quella
della particella 2 & con m;.

2.4 Operatori a uno o a due corpi

La corrispondenza tra vettori nella RNO e vettori nello spazio delle configurazioni puo essere spinta pitt avanti
per trovare una corrispondenza tra operatori.

Chiamiamo |S) e |S’) due vettori nella RNO e |®g) e |Pg/) i due corrispondenti determinanti di Slater. Con-
sidero nello spazio delle configurazioni un qualsiasi operatore a molti corpi O(zy ...z ). Si ottiene l'espressione
corrispondente O dell’operatore nella RNO imponendo 'uguaglianza degli elementi di matrice:

(Ps/|0]®s) = (S'0]S) (50)

Nello studio dei problemi a molticorpi gli operatori che si incontrano piu frequentemente sono quelli a uno
e due corpi.

Nello spazio delle coordinate, un operatore a un corpo ¢ dato dalla somma di operatori che dipendono solo
da una coordinata;

Ol (zy...zn) :ZOI(xi) (51)

L’energia cinetica € un tipico operatore a un corpo.
Utilizzo per semplicitd una base di funzioni d’onda di singola particella in cui O ¢ diagonale

OI($)¢u<x) = wu¢u($)- (52)



Utilizzando il determinante di Slater formato dalle ¢, si ha che:

OYxy...an)Ps(x1...2N) =

2

(=) o (@) Py, (1) . . oy (xn) =

1

3

(=) Po' (@) u, (1) .- fu (@n)

1

2

B
1 4

%

2

= SO Y Pl (1) i (o)
! P

i=1

4

we®s= Y w,Ps= Zwyny% (53)

1 v occupati

.
Il

Dove ho indicato con P l'operatore che effettua tutte le possibili permutazioni. Nel risultato precedente n, =1
per i livelli occupati e n, = 0 per quelli non occupati. Il calcolo dell’elemento di matrice diventa:

(Bs[0T|Bs) = Y win, (Dsr|g) = (54)
= > w (S n|S) = (5'107]S) (55)
dove ¢ stato usato Poperatore numero di occupazione definito in eq. 34). Sostituendo si ha che:
(8'107|8) = S’|Zwya ay|S) (56)
da cui:
= Z wyuajal, (57)
dove

Wy = / @B (r)o” (1), (r). (58)

Riferendosi ad una base qualsiasi 'operatore ad un corpo puo essere scritto come:

ol = ZO satay (59)

ol, = / Bt (x)0! () (%) = (v]o! V') (60)

Questa equazione mostra che operatore ad un corpo distrugge una particella in v’ e ne crea una nel livello v.
E ovvio che ¢/ deve essere occupato e v vuoto. Quindi I'operatore puo creare una coppia particella-buca. Nel
caso in cui |S >=|S’ > i soli contributi non nulli sono quelli in cui v/ = v.

La stessa procedura puo essere utilizzata per ottenere ’espressione in RNO degli operatori a due corpi,
definiti come somma di operatori che dipendono da due coordinate:

O (x Zo (x4, 5) Zo (@i, ;) (61)
i<j z;é]

Un tipico esempio di operatore a due corpi e il potenziale d’interazione V = %Zi# V(z;, ;). Operatori di
questo tipo nella RNO si esprimono come:

Z Ol/Ml/ wa@ au'al/'a (62)

vv' !



in cui abbiamo definito:
Oty = nl0"1/') = [ doda'd5(0)6; (200" 2,8/} ()60 (63)

Da notare I'ordine degli operatori e degli indici.

In questo caso, 'operatore distrugge due particelle al di sotto della superficie di Fermi e ne crea due al di
sopra.
2.5 Operatori di campo

Gli operatori di creazione a e distruzione a, si riferiscono a una base specifica i cui stati di particella singola
sono caratterizzati dai numeri quantici v. Si puo passare ad una rappresentazione indipendente dalla base
utilizzando gli operatori di campo.

Y(r) = Z ay ¢, (r) distrugge una particellanel puntor (64)

PH(r) = Z al ¢k (r) crea una particella nel puntor. (65)

Nota che ¢ & una funzione d’onda di singola particella, mentre ¥+ e v sono operatori che creano e distruggono
una particella nel punto r.

Le equazioni precedenti possono essere invertite per esprimere gli operatori di creazione e di distruzione in
funzione degli operatori di campo.

o = [Ereieew) e o = [dro,met e (66)

Utilizzando le proprieta di anticommutazione 38) degli operatori di creazione e distruzione, si ottengono analoghe
relazioni per gli operatori di campo:

{v @), ()} =0 {p@),p)}=0  {¢T@),v0)} =00 -1 (67)

Gli operatori a uno o due corpi possono essere espressi in termini di operatori di campo come:

o' = [t wol ) (65)
ot = 5 [ @rdtrt @t w)0" ) i) (69)
L’operatore hamiltoniano puo essere espresso come:
H = T+V=>Y (TW)afa, + % N7 wplVIY'i)alataay (70)
= [ (<47 g [ o e ()



3 Teoria Perturbativa dei sistemi a molti corpi

3.1 Rappresentazioni

I valori degli osservabili in meccanica quantistica sono ottenuti calcolando elementi di matrice di operatori.
Queste quantita sono invarianti se si applica la stessa trasformazione unitaria agli stati e agli operatori. Queste
trasformazioni unitarie possono contenere il tempo e, per esempio, possono trasformare gli stati |¥g(¢)) in stati
indipendenti dal tempo. In questo caso la dipendenza temporale sara inserita nella definizione degli operatori.
Queste trasformazioni unitarie dipendenti dal tempo definiscono quelle che sono chiamate rappresentazioni della
Meccanica Quantistica.

3.1.1 Rappresentazione di Schrodinger

La rappresentazione pitt comune ¢ quella di Schrédinger in cui i vettori che descrivono lo stato del sistema
sono dipendenti dal tempo, mentre gli operatori sono indipendenti dal tempo. In questa rappresentazione,
I’evoluzione temporale del sistema & descritta dall’equazione:

ih o Ws(0)) = HIs (1), (72

detta appunto equazione di Schrodinger.
Per sistemi in cui I’energia & conservata, ’operatore hamiltoniano H non dipende esplicitamente dal tempo.
In questo caso la soluzione formale della 72) eé:

. H(t—tg)
—i 2

Ws(t)) =e Vs (to))- (73)

In questa equazione & presente la funzione esponenziale di un operatore. L’azione di questa funzione sullo
stato |Ug(to)) & definita in termini dello sviluppo in serie dell’esponenziale. Inoltre, dato che H & un operatore
hermitiano, e ¢ unitario.

L’equazione 73) permette di costruire la soluzione dell’eq. di Schrodinger ad un qualsiasi tempo ¢ una volta
noto lo stato del sistema ad un tempo tg.

3.1.2 Rappresentazione di Heisenberg

In questa rappresentazione gli stati sono indipendenti dal tempo mentre gli operatori hanno una esplici-
ta dipendenza temporale. Gli stati del sistema in rappresentazione di Heisenberg sono legati a quelli della
rappresentazione di Schrodinger dalla relazione:

- Ht
h

(Wi (t)) = e [Ws(t)). (74)

L’evoluzione temporale degli stati in rappresentazione di Heisenberg ¢ data da:

in%mmu» = —Ha%mgu»+a%%¢%w5@>:pamﬂm
= —He'" |Ug(t)) + He''F [Wg(t)) =0 (75)

da cui risulta che |¥ ) & indipendente dal tempo.

Per ottenere la relazione che descrive gli operatori nella rappresentazione di di Heisenberg in termini degli
operatori in rappresentazione di Schrodinger € conveniente uguagliare gli elementi di matrice espressi nelle due
rappresentazioni:

| Hi _jHt
(Us(t)|Os|¥s(t) = (Tule'™™ Ose™ = [Uy), (76)
da cui si ottiene la definizione:

Ht
h

Op = €7 Oge™' (77)

10



L’evoluzione temporale dell’operatore da 1’equazione del moto:

Ht

Og(t) = —He'" Oge "5 + et OgHe ' =
= —HOpy+OyH =[Oy, H] (78)

ih

Sl

PN . SHt
dove si e sfruttato il fatto che H e e*® commutano. In generale, Oy e H non commutano. Se commutano

lequazione 78) implica che Oy sia una costante del moto.

3.1.3 Rappresentazione di interazione

Questa rappresentazione intermedia tra quella di Heisenberg e quella di Schrodinger e quella di maggior interesse
nella descrizione di sistemi a molticorpi.
Supponiamo che ’hamiltoniana sia indipendente dal tempo e possa essere suddivisa in due termini:

H = Hy+ H;. (79)
Definiamo un vettore di stato in rappresentazione di interazione come:
;Hot
|Uy(t)) =e'

Lo sviluppo temporale dello stato |¥;(¢)) ¢ dato da:

Us(t)). (80)

AT Hye ™ |Wg(t it Oyt
J— _ 7 i3 —
i 8t| (1)) o€ T [Wg(t)) +e i 8t| s(t))

Hgt _,;Hot . Hot
= e * [-Ho+Ho+ Hile " n e |Ug(t)) =
= T H e W) = Hi(8)] (1) (81)

Bisogna considerare che in generale H; e Hy non commutano.

Anche in questo caso, ’espressione degli operatori in rappresentazione di interazione in termini di operatori
in rappresentazione Schrodinger puo essere ottenuta eguagliando due elementi di matrice arbitrari nelle due
rappresentazioni:

(Ws(8)|0s|Ws(t)) = (U;]eT R Oge™* [Wy) (82)

da cul si ottiene la definizione:

O5(t) = e Oge™ i 7" (83)

Dalle equazioni precedenti appare chiaro che nella rappresentazione di interazione, sia gli operatori che gli
stati dipendono dal tempo. L’equazione del moto in rappresentazione di interazione e:

0 . Hgt . Hgt . Hgt CHgt
Zh&OI(t) = —HoelHTOOSe_ZHTO + elHTOOSHoe_'LHTO
— ¢ Oge R Hy — Hye' % Oge™ 1
= OrHo — HoO1 = [O1(t), Ho] (84)

Ricavo le espressioni degli operatori di creazione e di distruzione in rappresentazione di interazione. Per
semplificare il calcolo considero una situazione in cui Hy sia diagonale. Questo equivale a dire che Hy € un
operatore ad un corpo.

Hy = Z hwia ay (85)
k

L’equazione del moto per un operatore di distruzione in rappresentazione di interazione é:
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L d ;Hot _;Hot ;Hot " _;Hot
th—agr(t) = €' [ags,Hole "™ =e" 7 |as, hwk/ak,sakls e n
dt Zk,
 Hot _;Hot
= ' E [aks,aﬁ,sak/s] e 'Th hwyr =

1%

Il termine tra parentesi diventa (tralasciando il pedice S):
[aka‘k",ak/ — a;:,(—akakf)] = [aka:,akf — (= Okrrap + aka;ak/)] = qy,
Si ha quindi:

0
zhaakvj(t) == T“kaakyj(t) (86)
da cui: ‘
ak[(ﬁ) = ake*“"kt. (87)
Per ’aggiunto si ottiene: _
af,(t) = aj ™! (88)

Siccome la dipendenza temporale ¢ presente solo nella fase complessa, le proprieta di (anti)commutazione
degli operatori di creazione e distruzione risultano identiche nelle rappresentazioni di interazione e di Schrodin-
ger. Abbiamo visto che, in rappresentazione di Schrodinger ogni operatore puo essere rappresentato in termini
diap e a;. Per ottenere I'espressione dell’operatore in rappresentazione d’interazione basta sostituire aj con
aks(t) e analogamente con gli operatori di creazione. Anche gli operatori di campo sono esprimibili in termini di
ap e ag, e quindi la loro espressione in rappresentazione di interazione puo essere ottenuta applicando la stessa
regola empirica.

3.2 Operatore di evoluzione temporale

Definiamo un operatore U (¢, t), detto di evoluzione temporale, che determina il vettore di stato al tempo ¢ una
volta noto il vettore di stato al tempo %.

[W(t)) = U(t, o)W1 (to)) (89)

Dalla definizione di stato in rappresentazione di interazione e dall’equazione 73) si ha:

W(1)) = e Wg(t)) = e h e ) W )
Hot Hgtg

= T eI W (1))

da cui:
Hgt . H(t—tqg) i Hoto

Ult,itg) =e' 7 e "= r e "r (90)

Le proprieta di U(t, t) vengono dedotte dalle equazioni precedenti. Ad esempio:

Ulto,to) = 1, (91)
e anche:
Ut (t, to)U(t, to) = Ult, to)U ™ (t,tg) = 1 (92)
che implica:
U+ (tv tO) = Uﬁl(ta tO) (93)
Ul(ty,t2)U(ta,t3) = Ulty, t3) (94)
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Ul(t,to)U(tg,t) =1  cheimplica Ulto,t) = U (¢,t0). (95)

L’equazione 90) non & molto utile per il calcolo di osservabili. Dal punto di vista della complessita di calcolo,
risolvere I'eq. 89) utilizzando l'espressione 90) equivale a risolvere I’equazione di Schrodinger. Per superare
questo problema & conveniente utilizzare un’espressione integrale di U(t,tg).

Riscrivo I’equazione 81)

zh—|\111( )) = Hi(t)[r(t)) (96)
e, usando la 89) ottengo:
0
ih Ut t0)[V1(to)) = Hi(t)U (2, t0) W1 (to))- (97)
Dato che |¥;(tg)) & costante nel tempo si ha 1’equazione operatoriale:
0
iz U(t,to) = Hi(t)U(t, to) (98)
e integrando da ty a ¢ si ottiene:
t o t
/ ih—U(t' to)dt’ = H ("YU to)dt’
t
— R U( o) — Ulte to)] = / A Hy (E)U (1 1),
¢
Considerando I’equazione 91) si ha:
.
Ultyto) =1 7 / At HL (YU (E o) (99)
to

La soluzione formale dell’equazione 99) si ottiene sostituendo al posto di U(t',ty) Pequazione stessa:

. t . t
Ultty) = 1_%/ At Hy (1) 1—%/ dt”Hl(t”)[l—...]]
to tO
.ot o t t’
Ut,tg) = 1—%/t dt’Hl(t’)+(#)2/t dt’/t dt"Hy () Hy (") + . .. (100)
0 0 0

t>t
Consideriamo il terzo termine dell’equazione:

/dt/ dt" Hy (t')Hy (" —1/2/ dt/ dt" Hy (") Hq (" +1/2/ dt”/ dt' Hy(t")H, (1) (101)
to to to to 2SO tO
1"

>t t >t
Nella parte destra dell’equazione 101) ho cambiato solo I’ordine degli indici muti. Dato che in generale si ha

che:
/ab dy/yb dxf(z)f(y) = /ab dx /: dyf(z)f(y) (102)

leq. 101) pud essere scritta come segue:
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t t’
/ dt' / dt”Hl (t/)Hl (t//) —
to

1/2 /tdt’ ' dt" Hy(t )Hl(”)+1/2/ dr’ dt”Hl(”)Hl( N =
/dt / dt’" [Hy(t"YH, ("0t — ")+ H (" YH ()0(t" —t')] =

/ ' / AT [Hy (¢) Hy ()] (103)

dove abbiamo introdotto 'operatore di ordinamento temporale T[H;(t')H1(t”)] la cui azione consiste nel
sistemare in ordine di tempo decrescente da sinistra a destra gli operatori su cui agisce.
Generalizzando il risultato 103) per un termine qualsiasi, si ottiene per I’eq. 100) l'espressione

Ul(t,to) = ( ) n'/ dt; .. /tdt T[Hy(t1)... Hi(t,)]. (104)

n=0

3.3 Teorema di Wick

Prima di affrontare 'utilizzazione dell’operatore di evoluzione temporale nell’ambito dello sviluppo perturbativo
presenterd un teorema estremamente utile per calcolare valori di aspettazione di operatori espressi in seconda
quantizzazione.

3.3.1 Operatore di ordinamento temporale T

Ho gia introdotto nell’equazione 103) 1’ operatore di ordinamento temporale
T[ABC..], (105)

che ordina gli operatori di creazione e distruzione in modo da avere i tempi piu grandi a sinistra. Nell’effettuare
questo ordinamento bisogna considerare una fase negativa per ogni scambio tra due operatori.
Ad esempio, supponendo ¢, 41 > t, si ha che:

T [a(tg)a+(t1)a+(tg)] = —a(tg)a+(t2)a+(t1). (106)

Un altro esempio:

T [a(tg)a+(t1)a+(t3)] = a+(t3)a(t2)a+(t1) (107)

3.3.2 Prodotto normale ordinato N

L’azione di questo operatore su un insieme di operatori di creazione e distruzione ¢ quella di ordinarli in modo
tale che il loro valore medio sullo stato fondamentale sia zero.

L’ordinamento Normale dipende quindi dalla definizione di stato fondamentale del sistema.

Considero come stato fondamentale il vuoto fisico |0), cio¢ uno stato privo di particelle. In questo caso
I’azione dell’operatore Prodotto Normale Ordinato € quella di sistemare a destra gli operatori di distruzione e
a sinistra quelli di creazione, questo perche a|0) = 0, e (0la™ = 0.

Ad esempio:

Nlajajazaf] = —ajafaias (108)

Questo ¢ il modo in cui il Prodotto Normale Ordinato viene utilizzato in teoria dei campi.
Nel caso della descrizione di sistemi a molti corpi, ¢ molto piti conveniente considerare come stato fonda-
mentale del sistema, non tanto lo stato di vuoto |0) ma piuttosto lo stato fondamentale di campo medio |®g) in
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cui tutti i livelli al di sotto della superficie di Fermi (stati buca) sono occupati e quelli sopra (stati particella)
sono vuoti. L’azione di IV sugli operatori di creazione e distruzione e piu complessa che nel caso precedente.
Indicando, come ¢ tradizione , con le lettere (ijkl) gli stati buca e con (mnpq) gli stati particella si ha:

CL]'|CI)0> 75 0 ma am|<I>0> =0
al|®o) =0 ma af|®) #0 (109)

In questo caso l'azione del Prodotto Normale Ordinato consiste nello spostare a destra gli a,, e gli aj, e
nello spostare a sinistra a; e a;f,. Ovviamente questo viene fatto considerando tutti i segni negativi generati
dalle verie permutazioni dell’ordine degli operatori. Ad esempio:

N[ama;raja;;] = aja;ama;r (110)

3.3.3 Contrazione

L’operazione di contrazione tra due operatori viene definita come la differenza tra Operatore Temporale T' e
Prodotto Normale Ordinato N.
A“B® =T[AB] — N|AB] (111)

Indentifichero i due operatori a cui intendo applicare ’operazione di contrazione utilizzando in apice la stessa
lettera greca.
Se gli operatori sono indipendenti dal tempo, o se sono definiti allo stesso tempo si ha:

T[AB] = AB (112)

Consideriamo come esempio la contrazione di un operatore di creazione di particella con ’operartore distru-
zione di uno stato buca:

af “a;® = Tla}a;) — Nla}a) = afa; —afa; =0 (113)

Il risultato dell’operazione di contrazione non ¢ un operatore, ma un numero complesso. Questo fatto
discende dalle regole di anticommutazione degli operatori di creazione e di distruzione. In realta la contrazione
¢ strettamente legata al commutatore di due di questi operatori.

Si puo dimostrare che la contrazione & il valore di aspettazione dei due operatori sullo stato fondamentale:

(D] AB[®g) = (@] A" B[ o) + (Do N[AB]|®g) = A" B {®o|P0) (114)

dove abbiamo sfrutatto il fatto che (®|N[AB]|®) ¢ nullo.
In un gruppo di pit operatori con piu di una contrazione, la coppia di operatori che verra contratta deve
essere sistemata con gli operatori uno accanto all’altro e il segno deve tenere conto delle varie permutazioni.
Esempio:
A*BPC*DEF? = —A“C*“BPFPDE (115)

3.3.4 Formulazione del teorema di Wick

Il teorema Wick afferma che un prodotto di operatori puo essere scritto come somma di Prodotti Normali
Ordinati in cui tutte le possibili contrazioni sono effettuate:

T[ABC...Z)=N[ABC...Z] + NI[A*B®...Z]+ N[A*BC*...Z]
+ N[A*B*CP...Z]+ N[A*BPC™... 7]
+ N[A*BeCP... Z] +.

Dato che il risultato dell’operazione di contrazione ¢ un numero, tutti gli operatori contratti non sono soggetti
all’azione di N.
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Ad esempio,il teorema di Wick applicato al prodotto di quattro operatori da:

ABCD = N[ABCD] + N|A®B®CD]+ N[A“BC®D]+ N[A®BCD"]
N[AB®C“D] + N[A*BCD®] + N[ABC*“D"]
N[A*B*CPDP] + N[A*BPC*D"] + N[A*B°CPD°] =
A“B*N[CD] — A*C*N[BD] + A*D*N[BC)
B*C*N[AD] — B*D*N[AC] + C*D*N|AB]

+ A*B°CPDP — A°C°BPDP + A°D*BPCP

= N[ABCD]

+ 4+ + +

Dall’espressione ricavata sopra appare chiaro che il calcolo del valore di aspettazione di questi operatori
rispetto allo stato fondamentale & ridotto al solo calcolo delle contrazioni. Questo perché per definizione i valori
di aspettazione dei termini contenenti N sono nulli.

3.4 Accensione adiabatica dell’interazione

L’accensione adiabatica dell’interazione € un espediente matematico che permette di descrivere gli autostati di
un sistema di particelle interagenti in termini di autostati di un sistema di particelle non interagenti. Questo
¢ ovviamente molto utile dato che si presume si sappia descrivere perfettamente il sistema di particelle non
interagenti.

Si introduce una hamiltoniana del tipo:

H = Hy+e “MH, (116)

in cui € &€ un numero reale positivo. Ovviamente:

lim H = H, (117)

t—+oo

e al tempo ¢ = 0 'hamiltoniana corrisponde all’intera hamiltoniana:
lim H = Hy+ H; (118)
t—0

Il parametro € puo diventare piccolo a piacere, in modo da accendere e spegnere lentamente a piacere la
perturbazione. I risultati devono essere indipendenti da e.
Gli autostati dell’hamiltoniana 116) in rappresentazione d’interazione sono espressi come:

(W1(t)) = Ue(t, t0)[W1(to))- (119)

11 pedice € & stato aggiunto all’operatore di evoluzione temporale U dato che ora, nella sua definizione (equazione
90) , al posto di H;(t) bisogna sostituire e~“I*/ [} ().
L’equazione 104) che esprime 'operatore di evoluzione temporale in termini perturbativi diventa:

0 _Z n 1 t t
Uc(t,to) = Z(h) a/t dtl.../t dt,,

n=0

efﬁl[t1|+\t2|+~"]T[H1 (t1) ... Hi(tn)] (120)

dove i termini esponenziali sono stati estratti da T dato che commutano con H;
Riscriviamo l’eq. 81) del moto per un sistema descritto dall’hamiltoniana 116).

W (1)) = e L (11 (0)) 50 0 (121)

quindi nel lim¢ — 400 si ha che |¥;(—00)) & indipendente dal tempo. Dato che nel lim¢ — £oo Phamiltoniana

si riduce a Hy si ha che:
|1 (t)) = Ue(t, —00)|Po) (122)
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dove |®g) & I'autostato di Hyp.

Se non ci fosse l'interazione |¥y) sarebbe sempre uguale a |®g). Al crescere del tempo interazione viene
accesa, fino a t = 0 quando ¢ completamente accesa.

Le definizioni degli stati nelle rappresentazioni di Heisenberg, Schrédinger e interazione determinano gli stati
at=0.

@ (1)), = lm ™™ [Us(1)) = [Ws(0)) (123)
W1 (1)) = lim e F [ Ws(t) = [Ws(0)) (124)
Wr(0)) = [1(0) = [¥s(0) (125)
da cui:
|94(0)) = [W1(0)) = Ue(0, —00)|@o) (126)

L’equazione 126) esprime 'autostato di un sistema interagente in termini di un autostato di un sistema non
interagente Hy. Il risultato ottenuto sara significativo dal punto di vista della fisica se il lime — 0 sara finito.

A questo quesito risponde il teorema di Gell-Mann and Low che afferma che se, ad ogni ordine perturbativo,
la seguente entita matematica,

. Ue(ov _OO)|(I)0> ‘\IIO>
lim = , 127
2 (@0 1U.(0, —o0) 100 — (ol Vo) (2
esiste, ¢ finita, allora questa ¢ autostato dell’hamiltoniana H:
[Wo) |Wo)
=F 128
(®o|Wo) (®o|Wo) (128)
Moltiplicando a sinistra per (@] ho che:
(PolH|¥o) _ o _ (PolHo[Yo) | (Po|H1[¥o)
(®o|Wo) (®o|Wo) (®o[Wo)
(@o|H1[Po)
© T (@0l Wo)
da cui:
(Po| H1| Vo)
EF—-—Fy=—F"—" 129
’ (®o|¥o) (129)

1l punto essenziale del teorema & che il numeratore e denominatore di 127) non esistono separatamente, ma
esiste solo il loro rapporto. Il numeratore ha divergenze dell’ordine e~! che vengono cancellate da analoghe
divergenze presenti nel denominatore.

11 risultato 129) & importante perché da la differenza di energia tra un sistema interagente e un sistema non
interagente. Tutti gli ingredienti per poter calcolare questa quantitd sono noti. Per definizione |®g) & noto e
|To) puo essere calcolato utilizzando 1'equazione 126). In questa equazione U, viene calcolato utilizzando lo
sviluppo dato dalla 104) in cui, il teorema di Wick, permette di valutare il valore di aspettazione dell’operatore
T applicato all’interazione che agisce in tempi diversi.
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4 Teorema di Goldstone

4.1 Diagrammi di Goldstone

L’analisi dei vari termini dello sviluppo perturbativo ¢ semplificata da tecniche grafiche. Queste tecniche con-
sistono nell’attribuire un simbolo grafico ad ogni elemento dell’equazione che deve essere sviluppata perturba-
tivamente. Ne risulta quindi che ogni termine dello sviluppo e identificato da un diagramma.

Nella teoria relativistica dei campi questi diagrammi sono denominati diagrammi di Feynmann. Esiste una
serie di regole che permette, partendo da un diagramma di Feynmann, di ricostruire esattamente (fasi comprese)
Pespressione del termine perturbativo descritto.

Non e mio interesse, nell’ambito di queste note, arrivare a questa utilizzazione delle tecniche diagrammatiche.
Sono piuttosto interessato ad utilizzare le tecniche grafiche come ausilio per identificare termini dello sviluppo
perturbativo che hanno caratteristiche simili.

Dato che i diagrammi di Feynmann sono utilizzati nell’ambito relativistico, preferisco denominare i diagram-
mi utilizzati in meccanica quantistica non relativistica come diagrammi di Goldstone.

Figura 1:

Nella Figura 1 sono presentati i vari elementi che compongono il diagramma.

Il diagramma immagina una ideale freccia del tempo orientata dal basso verso ’alto. Nella Figura 1 questa
linea & stata disegnata, ma nelle altre figure sara sempre sottintesa.

Una freccia che esce da un punto e si muove nella direzione dei tempi positivi (A nella figura) rappresenta
la creazione di una particella. Questo diagramma nella rappresentazione dei momenti, o dei numeri quantici di
funzioni d’onda a simmetria sferica, ¢ collegato all’operatore di creazione a;. Anche qui utilizzo la convenzione
di identificare gli stati al di sopra della superficie di Fermi con le lettere m,n,p,q,r, e quelle al di sotto la
superficie di Fermi con le lettere 4, j, k,I. Nel caso della rappresentazione delle coordinate questo simbolo &
legato all’operatore di campo 9T (r), che indica la creazione di una particella nel punto r.

Una freccia che si muove nella direzione dei tempi positivi e scompare in un punto (B nella Figura) rap-
presenta la distruzione di una particella. A questo diagramma sono associati gli operatori a,, o ¥(r) nella
rappresentazione delle coordinate.

Le frecce che si muovono nella direzione contraria a quella della freccia dei tempi (tempi negativi) rap-
presentano gli stati buco. In meccanica quantistica relativistica, nei diagrammi di Feynmann, queste linee
rappresentano le antiparticelle. Nel nostro caso, diagrammi di Goldstone, rappresentano invece stati buco sotto
la superficie di Fermi.

In questo caso la freccia che scompare (C nella Figura) rappresenta la creazione di uno stato buco e gli
operatori associati sono a:r o ¥(r). Ovviamente la freccia che esce da un punto e si propaga nella direzione dei
tempi negativi rappresenta la distruzione di uno stato di buco a; o ¥ (r).

L’ultimo elemento grafico necessario a comporre i diagrammi e quello legato all’interazione V(ri,rs): una
linea tratteggiata che unisce due punti, dato che si tratta di un operatore a due corpi.
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Dato che operiamo nell’ambito di una teoria non relativistica e utilizziamo il concetto di potenziale, 'inte-
razione € istantanea, quindi nei diagrammi di Goldstone le linee tratteggiate sono sempre orizzontali. Questo
non ¢ il caso dei diagrammi di Feynmann in cui I'interazione si propaga con velocita finita.

Figura 2:

Nella Figura 2 presento come esempio due diagrammi di cui scrivero I’espressione.
I diagrammi rappresentano valori di aspettazione del tipo:

(Wa|V(r1,12)[ W) (130)

in cui |¥,) rappresenta lo stato iniziale e |¥;) quello finale.
Considero il diagramma A della Figura 2. Lo stato iniziale ¢ composto da uno stato particella n e uno stato
buca :
(V| = (®olaan (131)

In questo caso anche lo stato finale ¢ composto da stati buca e particella che, pero sono differenti rispetto a
quelli dello stato iniziale:
[Ts) = ar,a;i|®o). (132)

L’espressione del diagramma rappresentato dal grafico A della Figura 2 é:
(®olaj a,Varla;|®o). (133)

Ovviamente a questo punto bisogna inserire I’espressione dell’interazione V nella RNO:

1
V= 5 Z Vuul,/#/aja:aﬂ/a,,/, (134)

vv! !

e quindi utilizzare il teorema di Wick per calcolare il valore di aspettazione.

La valutazione del termine B della figura 2 procede in maniera analoga. La differenza qui consiste nel fatto
che gli stati buco dello stato iniziale e finale coincidono. L’espressione del diagramma é:

<<I>0|ai+anVa;ai|<I>0>. (135)
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4.2 Teorema di Goldstone

Il teorema di Goldstone afferma che la differenza tra I’energia di un sistema di particelle interagenti e quella di
un sistema di particelle non interagenti, puo essere espressa come:

E — Eo = (0|H, Y <H1> D). (136)
n=0 EO - HO

dove Hy e Hi sono operatori indipendenti dal tempo nella rappresentazione di Schrodinger. 11 significato del
pedice ¢ sara chiarito pit avanti.

Figura 3:

Esplicitiamo ’eq. 136) per i primi termini di n

E—Ey = (®o|Hi|Po)
1
Og|Hy ———H,|D
+ (Do "By — H,y 1|®o)
1 1
Og|H H H,|®
+ <0\ 1E0—H0 1E0—H0 1| 0>

(137)

Alcuni dei diagrammi prodotti dallo sviluppo sono presentati nella Figura 3. Il diagramma A & contenuto
nel primo termine dell’eq. 137). Una sola linea tratteggiata indica la presenza di una sola interazione H;. Non
ci sono linee di particella o buca aperte perché il valore di aspettazione viene valutato sullo stato fondamentale
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di campo medio. L’altro diagramma presente nel primo termine e il cosidetto termine di scambio, in cui le linee
particella e buca sono scambiate tra i vari punti (& il diagramma B della Figura 4).

Ovviamente il diagramma B della Figura 3 ¢ uno dei diagrammi del secondo termine dell’eq.137) dato che
contiene due linee di interazione H,. Anche qui bisogna aggiungere il termine di scambio.

Questi diagrammi mostrano che H; crea uno stato intermedio caratterizzato da 2 stati particella e 2 stati
buca (2p — 2h), questo perché ¢ un operatore a due corpi. Questo stato intermedio si propaga nel tempo (
(Eo — Hp)™! indica il propagatore) e poi viene de -eccitato dall’azione di un altro termine H.

L’espressione tradizionale dello sviluppo perturbativo, puo essere ottenuta inserendo una completezza di
autostati di Ho, I =3, o |®n)(®Pxsl], (ho indicato con I I'operatore identita):

| H[00) (0| H[0)

oy (138)

B~ By = (ol ]o0) + Y !
n#0
Nel seguito daro 'indicazione di come si procede nella prova dell’eq. 136) partendo dall’espressione data dal
teorema di Gell-Mann e Low. L’eq. 129) puo essere riscritta come:

~ (Po|Hy Vo)  (Po|HLU(0, —00)|®g)
BB =a0we) ~ (@000, —o0)|%0) (139)

Utilizzando ’espressione 104) dell’operatore di evoluzione temporale, si ottiene per il numeratore:

(| H U (0, —0)|®g) = Z(‘;)Vj!/ooodtl.../o dt,

v=0 -0

(Po|T[Hy, H1(t1) ..., H1(t)]|Po) (140)

dove abbiamo usato il lime — 0 di eq. 120). Il primo H; a sinistra ¢ stato inserito al primo posto all’interno
delle parentesi di T. Questa operazione non modifica il risultato, poiché questo H; ¢ definito a ¢t = 0 che ¢ il
tempo maggiore.

I vari termini dello sviluppo perturbativo possono essere calcolati utilizzando il teorema di Wick. L’ analisi
dei diagrammi che vengono generati in questo modo, indica la possibilita di suddividerli in due categorie: i
diagrammi connessi e quelli non connessi. I diagrammi connessi sono quelli in cui esistono contrazioni tra gli
operatori che definiscono H(0) e gli altri operatori definiti a tempi precedenti.

Considero ad esempio il termine con v = 1:

(PolH1(0)Hy(t1)|Po) =
(0| Viuwyrvrag; (0)af (0)av (0)ay (0)Vaeyeray (tr)ag (tr)ag (tr)ar (1) o) (141)
dove i temini di interazione sono stati esplicitati utilizzando gli operatori di campo.

Se non si effettuano contrazioni tra operatori definiti al tempo t; e operatori definiti al tempo ¢t = 0, i due
termini possono essere separati inserendo 1'operatore identita |®g)(Pg| = I:

(Q0| Vi a4 ayran | ®o)i=o (ol Viyenrera;f af agran | o) =1, (142)

Le contrazioni non nulle in questi due termini sono:

a;® (t)a? (t)ay, (t)ag (1) (143)
) a®(t)a? (t)ag (t)ay, (1) (144)

dove ho indicato con « e 8 gli operatori a cui la contrazione viene applicata. Il primo di questi termini &
raffigurato dal diagramma A della Figura 3 e il secondo dal diagramma B della stessa Figura.

1l termine di eq. 142) produce quattro diagrammi, ognuno di questi ottenuto accoppiando due dei diagrammi
di Figura 4: uno al tempo t = 0 e I’altro al tempo t = ¢;. Chiaramente questi sono diagrammi non connessi.
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Figura 4:

Se invece, applicando il teorema di Wick, si opera con delle contrazioni che collegano gli operatori definiti a
t = 0 con quelli definiti a t = 1, si hanno diagrammi connessi. Ad esempio:

<<I>0|Vu,,urufa;°‘ (0)a}? (0)a), (O)az,(O)Vngnrglajl"Y (L‘)ag"s (t)ag (t)ag ()| Po). (145)
In questo caso le lettere a, 3, v e ¢ indicano le coppie di operatori a cui la contrazione viene applicata. Il

diagramma che rappresenta questo termine ¢ mostrato in Figura 5.

t=0

Figura 5:

11 termine con v = 1, eq. 141), produce quindi diagrammi non connessi, come il diagramma A in Figura ?7?,
e diagrammi connessi, come il diagramma di B della stessa Figura.

Dopo questa discussione sulla struttura dei vari termini dello sviluppo presentero la prova dell’eq. 136).

Considero un termine dell’eq. 140) e ipotizzo che sia composto da due parti non connesse, come ad esempio
il diagramma mostrato nella figura 7:

Il contributo di un diagramma di questo tipo e:

(®o| HLU (0, —00)|®g), =

—i\" 0
(h> %/_ dty ... dt,(Po|T[H1(0)...Hi(tn)]|Po)e
0 = 0
/_ dtns1 ... /_ Aty {(Po|T[Hy (tnt1) - - - H1(Entm)]|Po)e (146)
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Figura 6:

Ho separato le due parti connesse, la prima contenente n interazioni H; e la seconda con m interazioni.

Valuto il contributo totale dei diagrammi di ordine v che possono essere suddivisi in due parti, di ordine n
em (v=m+n).

Diagrammi di questo tipo possono essere ottenuti scambiando tra loro gli operatori H;. E’ da notare
che scambiando tra loro due operatori H; definiti a tempi differenti si scambiano 4 operatori di creazione e
distruzione, quindi la fase totale generata dallo scambio € sempre positiva. Il numero delle possibili permutazioni
¢ vl. D’altra parte lo scambio di due operatori H; apparenenti alla stessa partizione non produce un nuovo
diagramma. Il numero delle permutazioni che non generano nessun nuovo diagramma & n!m!.

11 contributo totale dei diagrammi del tipo di quello di Figura 7 all’eq. 140) ¢ dato da :

—i\"t 0 0
ZZ(E) n,i%,%/_ dty ... / dtn(Po|T[Hy, Hi(t1) - - - Hn(tn)]|®o)e

0 0
/ dtns1 .. / Aty (Po|T[H1(tnt1) - - - Hi(tn+m)]|Po)e (147)

Il secondo termine & presente nel denominatore di eq. 139). In questo secondo termine, sotto il simbolo
dell’operatore di ordinamento temporale T non ¢’ H;(0) che & I'unico elemento estraneo al denominatore di
eq. 139). Tutti i diagrammi non collegati con H;(0), diagrammi che abbiamo definito come non connessi, sono
eliminati dal denominatore.

Dopo aver chiarito perché nell’espressione del teorema di Goldstone appaiono soltanto diagrammi connessi,
non resta che calcolare gli integrali sul tempo.

Considero l'ordine n e uso I'espressione esplicita dell’operatore H; in rappresentazione di interazione:

. Hgt

. Hgt
Hl(t) = GZTHleilT. (148)
Il termine di ordine n puo essere scritto come:

_Z n 0 t1 tr—1
[E — Eo]n = (h) / dtl A / dtQ A / dtnee(tl-‘r...tn)

CHgty . Hgto L Hg Hg . Hg
<‘b0|]{1€z n Hie TR Hyi...e R In-1plR t”Hle 'R t"’|‘b0>c

dove ho eliminato T scrivendo esplicitamente i limiti di integrazione e ho inserito il fattore e*. Faccio un cambio
delle variabili di integrazione:
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Figura 7:

ry=t , ®p=to—t1 , w3=tz3—ta , ... , Tp=1t,—th1

th=x1 , te=z2+x1 , l3=23+22+21 , ... , tnzzxn

e usando Hy|®g) = Ey|Py) ottengo:

—\" 0 0 0
[E_EO]n = (h) <q)0|H1/ d]?l/ da?g/ d.]?n

ee(xl+(zz+:rr1)+(13+w2+11)+m(zn+mn71m+m2+11)

q)0>c

 Hpay Hyao . Hgxp . Hotn

Hlel 12 Hlel 12 ]{1...6Z 2 'Hle_l h

Considero il termine a destra dell’equazione precedente,

e*iH%tn ‘q)0> _ eii%tn|q>0> _ eii%(ml+mxn)|¢'0>c

che inserito nell’integrale permette di scrivere:

—i\" 0 (Hy -5
[E — Eyln = <h> <‘I’0|H1/ drie™ e F Tt Hy

0 0
_ ; (Ho—Eq) i (Ho—Eq)
/ dxge Dm0 / eTret R T Hy|®g)e

— 00 — 00

Abbiamo espresso il termine n—esimo come prodotto di n integrali del tipo:

/0 dx e%(HO*E()*ineh)zl _ E !
1 " —i[Ey — Hy + ineh]

— 00

n
Dato che ci sono n termini uguali, ¢’ un fattore (2 che puo essere fattorizzato, quindi:
) i ) )
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1 1 1
H ... H Hi|®p), 151
FEo— Hyp + ienh lEO — Hy+ Z€(’I’L _ 1)h lEo —Hy + ich 1‘ 0> ( )

[E — Eoln = (®o|Hy

Facendo il lim € — 0 si prova il teorema. E’ da notare che il fatto che ’equazione sia valida per i soli diagrammi
connessi impedisce di inserire |®() questo motivo non sono presenti divergenze dato che il denominatore Ey — Hy
¢ sempre diverso da zero.
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