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Prefazione

I doppio decadimento 8~ senza neutrini ¢ un fenomeno radioattivo di cruciale
importanza attualmente per la Fisica Nucleare e per la Fisica delle Particelle, sia
da un punto di vista teorico che sperimentale. Si tratta di un processo in cui il nu-
cleo iniziale decade in un isobaro con due protoni in pit, emettendo due elettroni.
L’assenza di antineutrini elettronici nello stato finale € sintomo di una violazione
della conservazione del numero leptonico. Di conseguenza, 1’osservazione speri-
mentale di un doppio 8~ senza neutrini condurrebbe irrimediabilmente a risultati
di nuova Fisica oltre il Modello Standard. Inoltre, potrebbe rivelare la vera na-
tura del neutrino, confermando, in particolare, I'ipotesi sinora piu accreditata
proposta da Ettore Majorana circa 1'uguaglianza tra neutrino ed antineutrino.
Sfortunatamente, i nuclei candidati al doppio S~ senza neutrini presentano tem-
pi di vita media molto lunghi, superiori a 10'® anni, e cio comporta una totale
assenza di risultati sperimentali, almeno fino a questo momento.

L’attuale obiettivo della Fisica Nucleare ¢ quello di sfruttare modelli teorici e stru-
menti della teoria della struttura nucleare per il calcolo degli elementi di matrice
nucleare associati al processo. Questi ultimi gestiscono il tasso di decadimento e

possono fornire informazioni sui nuclidi piu inclini a decadimenti di questo tipo.

In particolare, la vita media di un nucleo che decade doppio 5~ senza neutrini



CAPITOLO 0. PREFAZIONE 6

direttamente proporzionale al modulo quadro dell’elemento di matrice nucleare

RS{’{ associato al processo, secondo la relazione :

2
- (2)
dove G% & un fattore che considera lo spazio delle fasi dello stato finale e tiene
conto delle caratteristiche dei leptoni coinvolti nel processo, m. € la massa del-
I’elettrone, mentre m, e la massa effettiva del neutrino, definita come modulo
quadro della combinazione lineare degli autostati di massa dei neutrini pesata

dalla matrice di mescolamento:
2
m, = ’ Z ngmk.’ (2)

k

Dunque, non solo 'osservazione di un doppio 8~ senza neutrini chiarirebbe la
natura di Dirac o di Majorana del neutrino, ma la costruzione di un modello
teorico adatto alla descrizione del fenomeno permetterebbe, insieme ai risultati
sperimentali, anche una misura diretta di m,. Si avrebbero, inoltre, importanti
informazioni circa la gerarchia e la scala delle masse dei neutrini, conducendo
alla risoluzione di un problema aperto dalla scoperta delle oscillazioni di sapore

di queste misteriose particelle.

Il presente lavoro di tesi € incentrato sul calcolo dettagliato dell’elemento di matri-
ce di scattering Sy; associato al doppio S~ senza neutrini, fino al raggiungimento
di un’espressione dell’ampiezza di probabilita del processo. La nostra trattazione

sara strutturata come segue:

e Nel primo capitolo descriveremo il problema da un punto di vista pretta-
mente fenomenologico, illustrando i diversi canali di decadimento doppio

B~ e descrivendo le caratteristiche generali dei nuclei candidati al doppio
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decadimento 8~ senza emissione di neutrini nello stato finale del processo.

e Nel secondo capitolo ci soffermeremo sulla distinzione tra neutrino di Dirac
e neutrino di Majorana. Spiegheremo le ragioni per cui la teoria di Dirac
non ¢ adatta a descrivere un neutrino coinvolto in un doppio 5~ senza neu-
trini, per giungere, di conseguenza, alla necessita di introdurre I'ipotesi di

un neutrino massivo di Majorana.

e Nel terzo capitolo sfrutteremo gli strumenti forniti dalla teoria perturbativa
dipendente dal tempo per ottenere un’espressione dell’elemento di matrice

di scattering associato al processo in esame.

e Nel quarto capitolo focalizzeremo ’attenzione sugli elementi di matrice
adronici che compaiono nell’espressione di Sy;. Scriveremo gli operatori
di corrente carica debole che intervengono negli elementi di matrice adroni-
ci sfruttando un’analogia con l'interazione elettromagnetica tra adroni, per
poi effettuare una riduzione non relativistica degli stessi, in accordo con le
energie in gioco nel processo fisico reale, utilizzando il metodo di Foldy-

Wouthuysen.

e Nel quinto ed ultimo capitolo giungeremo ad una espressione finale dell’am-
piezza di probabilita associata al doppio 8~ senza neutrini e, quindi, del

tasso di decadimento di un nucleo candidato al processo.






Capitolo

Fenomenologia del doppio

decadimento 5

1.1 Introduzione

11 Doppio Decadimento 8~ € un processo fisico molto raro, il quale puo essere im-
maginato come il susseguirsi di due transizioni nucleari virtuali. In particolare,
il nucleo iniziale, nel suo stato fondamentale, decade virtualmente in un nucleo
intermedio, anch’esso nel suo stato fondamentale oppure in uno stato eccitato,
emettendo una coppia elettrone-antineutrino elettronico. Successivamente, il nu-
cleo intermedio decade a sua volta S~ nel nucleo finale, emettendo uno o due
leptoni.

Questo canale di decadimento & accessibile solo ai nuclei pari-pari, per i quali il 8
singolo risulta essere energeticamente proibito o inibito da una grande variazione
del momento angolare nucleare totale dallo stato iniziale a quello finale. Il fatto
che il 8 possa verificarsi solo per nuclei con numero di neutroni N e numero
di protoni Z entrambi pari puo essere compreso considerando il contributo del

termine di pairing § alla massa nucleare.
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Questo termine tiene conto del fatto che I'energia di legame B(A, Z) di un nucleo
aumenta quando protoni o neutroni si appaiano tra loro per formare coppie con
momento angolare totale nullo, rendendo il sistema pitu legato. In particolare,

esso e definito come segue:

0 MeV A dispari;
5= +34A 1MeV Apari, Ze N pari; (1.1)
~34A"1MeV A pari, Z e N dispari.

Cio suggerisce l'idea, confermata sperimentalmente, che coppie pp o nn siano

maggiormente legate rispetto ad una coppia pn.

Rappresentando graficamente 'andamento della massa nucleare rispetto al nu-
mero atomico Z, osserviamo che per gli isobari con numero di massa A dispari
(0 = 0) abbiamo una singola parabola, mentre per gli isobari con A pari ot-
teniamo due parabole, corrispondenti ai due diversi valori di §, in cui i nuclidi
dispari-dispari sono separati dai pari-pari. Osserviamo inoltre che i nuclei pari-
pari sono caratterizzati da massa inferiore, energia di legame maggiore e risultano
essere, quindi, piu stabili.

Nel caso dei nuclei con A dispari, un solo isobaro ¢ stabile ed i nuclidi vici-
ni possono decadere mediante una singola transizione [ per raggiungere questa
configurazione di stabilita. Nel secondo caso, invece, risulta evidente che un deca-
dimento S tra nuclei contigui collocati sulle due distinte parabole potrebbe essere
energeticamente proibito se i nuclei finali hanno masse maggiori dei nuclei ini-
ziali. In Figura|l.l|sono rappresentati con linee tratteggiate e con linee continue
rispettivamente i processi proibiti e quelli permessi.

Un esempio di decadimento S~ singolo energeticamente proibito ¢ il seguente:

MGe — BAs+e™ + 7. (1.2)
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A dispari A pari
By N,Z dispari

= g
m ]
= =,
: 5
g 9
J =
= c
= o
(4] (73]
@ 3
<

S >

I \ I | |
Z-2 Z Z+2

Figura 1.1: Curve degli isobari con A dispari e con A pari. Le linee continue indicano

le transizioni permesse, mentre le linee tratteggiate individuano i decadimenti proibiti.

A questo processo, trascurando la massa dell’antineutrino elettronico, & associato

un -Valore, in MeV pari a:

Q = M(76,32) — M(76,33) — me =
— B(76,33) — B(76,32) + my,, — m, —m, =

(1.3)
= 659.892192 — 661.598088 + 939.565378 — 938.272030 — 0.510109 ~

~ —0.922657;

dove per i valori dell’energia di legame B(A, Z) del generico nucleo éX abbiamo
utilizzato i risultati riportati in [Lbn02].
Per il %gCa , nucleo doppio-magico contenente 20 protoni e 28 neutroni, il se-

guente decadimento 5~ singolo:

BCa — 3¥Sc+e” + 7 (1.4)
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¢ invece energeticamente permesso, infatti:

Q = M(48,20) — M(48,21) — m, =
= B(48,21) — B(48,20) + m,, — my, — me =
= 415.489968 — 415.990992 + 939.565378 — 938.272030 — 0.510109 =~
~ (.282215,

(1.5)

dove ricordiamo che @) € espresso in MeV. In questo caso, pero, la transizione
avverrebbe dallo stato iniziale con momento angolare totale e parita JZ = 0t
allo stato finale J f = 6T, percio risulta inibita da una grande variazione del

momento angolare. Il %gCa decade quindi, mediante un doppio 37, nel 35Ti:

BCa — STi+2e + 27,. (1.6)

Sottolineiamo che, in generale, quasi tutti i nuclei che decadono doppio 3 presen-
tano una struttura nucleare lontana dalla piu semplice struttura a shell chiusa.

Inoltre, molti di essi esibiscono delle caratteristiche deformazioni.

1.2 1l doppio decadimento 5~

In natura sono possibili due canali di doppio decadimento 57, che in questo lavoro

indichiamo con le seguenti sigle:

1) 2vB3 (doppio B~ con neutrini):
?X — Z+‘§‘Y+2e_ + 20
2) OvBS (doppio B~ senza neutrini):

IX — 5 5Y + 2.
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N;  Q-Value(MeV) T, (anni) Ny %
8B Ca 4.274 (4.47908) - 10" BT 0.187
6Ge 2.040 (1.847015)- 1021 TSe 7.8
82Se 2.996 (0.92+0.07) - 102°  82Kr 9.2
%7r 3.349 (2.34+0.2)-10  9Mo 2.8
100Mo 3.035 (7.14+0.4) 1018  10Ru 96
H60q 2.810 (2.84+0.2) .10 165y 75
130Te 2.532 (6.8712)-10%  130Xe 345
136X e 2.463 (2.11+£0.21) 101 136Ba 8.9
150Nd 3.369 (8.2+0.9)-10%  139Sm 5.6

Tabella 1.1: Tabella dei possibili 2v33 . Abbiamo indicato con N; e con Ny

rispettivamente il nucleo iniziale ed il nucleo finale prodotto dalla transizione.

Nell'ultima colonna abbiamo riportato le abbondanze in natura in percentuale
dei nuclei iniziali [Barl0][Ack11][Ger76].

Al momento, solo il 2v50 e stato osservato sperimentalmente, sebbene si trat-

ti di un processo caratterizzato da una probabilita di verificarsi molto bassa.

In Tabella abbiamo riportato alcuni esempi di 2v38 osservati per diversi iso-

topi ed i risultati delle misure dei tempi di vita media ad essi corrispondenti. Per

ciascuno di questi isotopi abbiamo riportato il rispettivo ()-valore, quest’ultimo

ottenuto dalla formula:

Qps = M(A,Z) — M(A,Z +2) — 2me =

=B(A,Z+2)— B(A, Z)+ 2(my, — my —me),

dove abbiamo trascurato la massa dei neutrini.

(1.7)
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Figura 1.2: Spettri di emissione dei processi 2v38 e 0v35 . Sull’asse delle ascisse sono
riportati i valori dei rapporti tra la somma delle energie cinetiche dei due elettroni emessi

ed il Q-valore associato alla transizione.

Eventi di questo tipo non forniscono informazioni interessanti per la ricerca di
nuova Fisica oltre il Modello Standard ma, evidenziando i tempi di vita estrema-
mente lunghi (circa 10 anni) dei suddetti isotopi, tali processi costituiscono un
buon test per i modelli nucleari teorici.

Sperimentalmente si puo distinguere tra 2v88 e OvBf3 osservando lo spettro di
emissione dei due processi riportato in Figura Si osserva che il 2v33 ha
uno spettro continuo con un picco in corrispondenza di ~ %Q, mentre il Ov36
presenta un picco corrispondente alla somma delle energie dei due elettroni pro-
dotti e che si sovrappone alla coda destra dello spettro del 2v55 . Quest’ultimo
rappresenta dunque un fondo per la rivelazione del Ov3j e, per questo motivo,
sperimentalmente si cerca di aumentare la risoluzione energetica per rivelare il

picco del Ovps .



Capitolo

Neutrini di Dirac e di Majorana

L’osservazione sperimentale di un Ovf3f costituirebbe una prova tangibile del-
I’esistenza di processi di interazione che violano la legge di conservazione del
numero leptonico, eventi non contemplati dal Modello Standard delle particelle e
delle interazioni fondamentali, semplicemente chiamato Modello Standard. Que-
sti processi possono essere spiegati interpretando il neutrino non piu come una
particella di Dirac, ben distinta dalla sua antiparticella, bensi come un fermione
massivo di Majorana. Cio significa essenzialmente che neutrino ed antineutrino
sono due differenti stati di chiralita della stessa particella.

Come mostrato nel diagramma di Feynman in Fig. possiamo immaginare

schematicamente il OvB3 come caratterizzato da due transizioni virtuali:

1) emissione di un antineutrino elettronico in un primo vertice di decadimento:
n—p+e +;

2) assorbimento, per decadimento 5~ inverso, di un neutrino in un secondo

vertice:

n+ve—p+e .

7
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Figura 2.1: Diagramma di Feynman del Ovf3f con scambio di un neutrino

elettronico virtuale di Majorana.

Osserviamo che la seconda fase del doppio decadimento consiste nell’assorbi-
mento di un neutrino elettronico da parte di un neutrone nucleare, sebbene si
abbia a disposizione solo un antineutrino, quello emesso nella prima transizione
virtuale. Dunque, si intuisce sin da subito che il verificarsi di un Ov58 sarebbe

compatibile con I'ipotesi di un neutrino di Majorana.

In questo capitolo partiremo dalla descrizione del neutrino con massa nulla nel
contesto della teoria di Dirac. Successivamente, considereremo I'ipotesi di ugua-
glianza neutrino-antineutrino proposta da Majorana. Infine, vedremo che sara
necessario considerare un termine di massa non nulla affiche la descrizione di
Majorana sia compatibile con il verificarsi di un Ov35 . Cio € conseguenza della
proprieta secondo la quale solo le particelle con chiralita levogira possono parte-
cipare ad un processo gestito dall’interazione debole. Sottolineiamo infine che in
questo capitolo useremo le unita naturali A = ¢ = 1 per semplificare la scrittura

delle equazioni d’interesse.
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2.1 Neutrino di Dirac

2.1.1 Particella libera di Dirac

Nel contesto del Modello Standard, la dinamica di campi liberi associati a particel-
le di spin 1/2 e massa m ¢ descritta matematicamente dall’equazione relativistica
di Dirac:

(iv" 0y —m)¥(z) =0, (2.1)

con v* matrice di Dirac (si veda Appendice , Oy = 8% e ¥(x) spinore di Dirac a
quattro componenti associato al fermione di massa m. Le soluzioni dell’equazione
possono essere scritte come combinazioni lineari di onde piane (si veda
Appendice [B|, equazioni e con fattori volumetrici di normalizzazione

unitari), ad energia positiva per la descrizione dello stato di una particella:

Uy (z) = e P ul®) (p) (2.2)
e ad energia negativa nel caso di antiparticella:

Wy(z) = TP 09 (), (2.3)

dove p = (F;p) ¢ il quadrimpulso del fermione con py > 0, x = (4;Z) ¢ la
posizione nello spazio-tempo e pr = p,a* = pox’ + pizt = Et —p-&. Gli spinori
di polarizzazione (%) (p) e v (p) dipendono dallo spin s e dall’impulso p’ della

particella o antiparticella ad essi associata. In un sistema di riferimento generico,

questi possono essere scritti come segue (si vedano le (B.24) e (B.25)):

— [ )
() = /2 ( ¢ ) (2.4

2m \ ZE (o)
E+m

. E+m (2L Ag®
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con s = 1,2 ed A matrice convenientemente definita dalla (B.22]):

0 -1
() "

Qui €M = £W(0) e €@ = ¢@)(0) costituiscono una base di bispinori convenzio-
nalmente normalizzati ad uno e scelti in modo tale che siano ortogonali tra loro,

cioe:
cMtels) =5, con r,s =1,2. (2.7)

Una possibile scelta dei bispinori di base, compatibile con le precedenti richieste,

w_ (1 o (Y
oef) o) e

g 1) = <(1) _01) (é) _ (;) _ e (2.9)
o€ = — ((1) 01) (i’) 4 (i’) = ¢, (2.10)

Dunque, £ e €@ sono autostati della matrice di Pauli o3 = o, definita in

puo essere la seguente:

per i quali abbiamo:

, con autovalori rispettivamente +1 e —1. Cio significa che possono essere
interpretati come stati caratterizzati da impulso p diretto lungo l’asse z e spin
up (1) nel primo caso, spin down (J) nel secondo.

Una scelta pitl conveniente consiste nello scrivere u()(p) e v(*)(p) in termini di
autostati dell’operatore di elicita, definito come segue:

P

h= R (2.11)

Qu
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dove & = (01,092,03) e con elicita si intende la proiezione dello spin lungo la
direzione del moto. In generale, l'elicita non € un invariante relativistico per
particelle con massa non nulla. Questo perché ¢ sempre possibile effettuare un
boost di Lorentz che porti la particella nel sistema di riferimento a riposo, in cui
lelicita non ¢ definita. Per particelle prive di massa, invece, questa operazione
non ¢ possibile. Cio significa che nel caso m = 0 lelicita € un’invariante di
Lorentz.

Consideriamo gli spinori di Pauli x4 e x—, autostati di elicita:
hx+=x+ e hx-=-x-, (2.12)
tali che valga la seguente condizione:
Ax+ = ix, (2.13)

utile per mettere maggiormente in evidenza la differenza tra i nuovi spinori di

polarizzazione corrispondenti ad energia positiva e negativa rispettivamente:

s () = E+m X+ _ |[E+m X+ (2.14)
FW=N "o | g “Vom |\ :
E+m X* Etm X+
(§
17
vi(p) = E+m (5o Axx _ E+m (ghs Xx= (2.15)
2m Ax+ 2m X+

Infatti, uy definito nella descrive una particella (energia positiva) con im-
pulso p’ parallelo al suo spin (elicita positiva). Al contrario, u_ descrive una
particella con impulso p antiparallelo al suo spin (elicita negativa). Lo stesso di-
scorso vale per v e v_ definiti nella , i quali, pero, descrivono antiparticelle
(energia negativa).

E importante osservare che gli operatori $(1+h) e (1 —h) si comportano da

proiettori di elicita, cioe proiettano rispettivamente sugli stati x e x_:
sA+h)xr=x+ e S(1+h)x_ =0; (2.16)
s(U=h)x4 =0 e F-hx-=x-- (2.17)



CAPITOLO 2. NEUTRINI DI DIRAC E DI MAJORANA 12

Ricordiamo che, per quanto detto in precedenza, si tratta di operatori relativisti-
camente invarianti solo nel caso m = 0.

Infine, prima di procedere con la descrizione del neutrino di Dirac, € impor-
tante sottolineare la netta distinzione tra particelle di Dirac e loro antiparticel-
le. Gli spinori che le descrivono sono connessi I'un 'altro da un’operazione di

coniugazione particella-antiparticella:
C:¥p — (¥p)° =C¥f (2.18)

dove C ¢ la matrice di coniugazione di carica e ¥p = \If}ﬂo. Si dimostra (si veda

Appendice [C)) che per fermioni di Dirac abbiamo:
Up #0G. (2.19)

Nel caso di Majorana, invece, si ha un’uguaglianza che traduce matematicamente

Iipotesi fisica di uguaglianza fermione-antifermione.

2.1.2 Neutrino di Dirac con massa nulla

Il Modello Standard descrive il neutrino e la sua antiparticella come prive di
massa. Dunque, nel contesto della teoria di Dirac, € possibile associare a neutrino

ed antineutrino rispettivamente spinori di polarizzazione ul.(p) e v3.(p), definiti

come segue (si veda Appendice B| espressioni (B.27)) e (B.28)):

W(5) = VE (f;) (2.20)

WL (F) = —iVE < X ) . (2.21)

FXF

Osserviamo immediatamente che vale la seguente relazione:

uf =il (2.22)
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percio, in questo caso, solo due dei quattro autospinori di elicita sono linearmente
indipendenti. Dunque, nell’ambito di una teoria in cui neutrino ed antineutrino
siano privi di massa, ¢ possibile descriverli semplicemente utilizzando o i soli
spinori definiti nella oppure, equivalentemente, quelli definiti nella .
Gli autospinori di elicita e presentano un’ulteriore caratteristica di
fondamentale importanza. Infatti, si dimostra che essi sono anche autospinori dei
proiettori di chiralita (si veda Appendice @ definiti come segue:
1— A5 1+ P

e]P’R

Pr=— -9

(2.23)

Cio equivale a dire che per m = 0 la chiralita coincide con lelicita. In

particolare, sfruttando la (2.22)), si puo dimostrare che:

u) =Prul(p) =u? =iv =i
0

v},
ul =Pru’(p) = ul = i? =if. (2.25)

Dalle ([2.24)) e (2.25) deduciamo che, nel caso di neutrini ed antineutrini privi di

massa:

e lo spinore u% descrive sia una particella sinistrorsa che un’antiparticella

destrorsa;

e lo spinore u% descrive sia una particella destrorsa che un’antiparticella

sinistrorsa.

Il campo di Dirac quantizzato puod essere espresso come segue [Pes95]:

W) = [ G X @@ @e i@ @), 220
2m)3, /2Eﬂ e f?
dove a e bl sono operatori rispettivamente di annichilazione di particella e crea-
zione della corrispondente antiparticella, entrambe con impulso p. La somma

¢ estesa ai due possibili autostati di elicita positiva e negativa. Dunque, il
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campo 1 annichila una particella e crea la sua antiparticella, mentre ¥ ope-
ra in maniera opposta. Gli operatori fermionici a e b sono tali da soddisfare il
principio di esclusione di Pauli, vincolo che si traduce nelle seguenti regole di

anticommutazione:

{al® (7 D)} = (ol (p),a’ ) ()} = 0; (2.27)
{a)(p),a™V ()} = 6P (7 — §')des ; (2.28)
{8 (), b0 ()} = (1) (), b1 ()} = 05 (2.29)
{89 (2), ()} = 6@ (5 = §') 0w (2.30)

infatti, ne discende che:
" . 1 . .
! (5 5)a1 (7, 5) = 5{al (7 ),0! (7, )} = 0 (231)

cioe non e possibile creare contemporaneamente due fermioni nello stesso stato.
Il campo quantizzato associato ad un neutrino di Dirac privo di massa, omettendo

la dipendenza dall’impulso p' per semplicita di scrittura e sfruttando le (2.24]) e
(2.25), ¢ dato da:
¢D(£C)=/ d3p [au u%e ipx sz 0 sz_HLV u%e ipx sz 0 zpm}
Y (2n)3v2E L ’
(2.32)
dove:
e a,, (ay,,) annichila un neutrino sinistrorso (destrorso);

. b,JEL (bTDR) crea un antineutrino sinistrorso (destrorso).

Possiamo riscrivere la (2.32)) nella seguente forma pitt compatta e conveniente:
W)= [ 50 (OF )+ ORip.a), 233
(2m)3V2FE
dove:

Of(p, x) = (al,Le_ipx — z'b,T7 eipx)uoL (2.34)

R
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OR(p. @) = (aze™ ™" — ibl, 7" )ufy (2:35)
sono operatori rispettivamente sinistrorso e destrorso, infatti:
PLOP (p,x) = O (p,x) e PrOR(p,x) = OR(p,x). (2.36)

Possiamo quindi scrivere:

B2 () = P (@) + VR (@), (2.37)
dove: 8
$P(z) = / ararOE e (2.38)
e ; )
vh@) = | Mo%, z). (2.39)

E importante soffermarsi sul significato fisico degli operatori definiti nella
e (2.35)). L’operatore O? (p, ) descrive la possibile creazione di un antineutrino
di chiralita destrorsa o I’annichilazione di un neutrino con chiralita sinistrorsa.
L’esistenza di entrambi e confermata dagli esperimenti sinora condotti. Si tratta
percio di un operatore che descrive particelle conosciute. Al contrario, invece,
O}I{ (p,x) crea un antineutrino sinistrorso oppure distrugge un neutrino con chi-
ralita destrorsa. Le osservazioni sperimentali di processi gestiti dall’interazione
debole non hanno mai dato prova dell’esistenza di un neutrino destrorso. Si
puo quindi pensare che quest’ultimo non esista, oppure che sia sterile (ossia non
partecipa alle interazioni deboli), oppure, ancora, che il contributo ai processi di
interazione debole fornito da questo neutrino sia trascurabile rispetto a quello del
neutrino sinistrorso. Le precedenti sono tutte possibili spiegazioni che, se verifi-
cate sperimentalmente, confermerebbero la validita della descrizione di neutrino
ed antineutrino proposta dalla teoria di Dirac. Esiste pero un’ipotesi alternativa

secondo la quale il neutrino non sia affatto un fermione di Dirac.
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2.2 Neutrino di Majorana

2.2.1 Neutrino di Majorana con massa nulla

Nella teoria di Dirac, la descrizione del neutrino privo di massa é caratterizzata da
quattro gradi di liberta, corrispondenti ai due stati di particella ed antiparticella
con le relative possibili configurazioni di elicita. Tutto cido comporta la presenza
di quattro operatori di creazione e distruzione nelle definizioni e
degli operatori di Dirac. Come gia detto in precedenza, in questa formulazione ¢
possibile che esistano particelle massive mai osservate sperimentalmente, come il
neutrino destrorso.

La teoria di Majorana propone una descrizione piu vantaggiosa: il concetto di
antiparticella perde di significato ed il numero di gradi di liberta nella descrizione
dello stato di una particella si riduce a due. Ora, consideriamo ancora il caso
di neutrino privo di massa, dimodoché ’elicita sia un buon numero quantico.
L’idea centrale consiste nell’interpretare il neutrino e I’antineutrino come la stessa
particella in due differenti stati di elicita. In questo senso, possiamo considerare
due soli operatori, che chiameremo c¢,, e c,,, in corrispondenza dei quali avremo
i soli due gradi di liberta: neutrino sinistrorso e neutrino destrorso. Possiamo,

quindi, definire i nuovi operatori di Majorana come segue [Gro90]:

OM = (¢, e7P® — iclReipz)uoL (2.40)
e
OM = (¢, e — iciLeipx)u%. (2.41)

Di conseguenza, costruiamo direttamente il campo quantizzato associato al neu-

trino di Majorana privo di massa come:

3 ~ A
w10 = [ G5s (OF e + O e.m) (2.42)

imponendo che questo debba soddisfare la seguente richiesta:

WY = @)™ =y, (2.43)
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con C' matrice di coniugazione di carica.

E proprio questa la sostanziale differenza tra campo di Majorana e campo di
Dirac, dove quest’ultimo soddisfa invece la condizione . Ovviamente, dal-
la , segue che il campo di Majorana puo descrivere solo particelle neutre.
Infatti, se consideriamo ’equazione di Dirac per un fermione di carica ¢ accop-
piato con un campo elettromagnetico descritto dal quadripotenziale di gauge A,

otteniamo:

(in"0, —m — qy" A, )M =0 (2.44)

(iv" 0 — m + gy" A,) (I = 0. (2.45)

Di conseguenza, affinche sia rispettata la richiesta (2.43), i due spinori devono
soddisfare la stessa equazione, condizione possibile solo per ¢ = 0, cioé per parti-
celle prive di carica.

A questo punto, scriviamo 'operatore di Majorana come segue:
oM = oM + oY, (2.46)
ed il suo coniugato di carica:

(O = (0" +(0")F, (2.47)

dove abbiamo opportunamente separato le due componenti con chiralita opposta.
Sfruttando la definizione della matrice C' in rappresentazione standard ((C.12)),
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calcoliamo:
(0})€ = COI)T = iv*y* (O ") =

— ,L',YZ,YO(,YO)T(O“yT)T _

_ QO(O]LwT)T _

= (ciLeim +icy e Zf‘””’)(u%)c =

= (cyp e % —icl ePP)i} =

= (cype” " icl eip””)uoR =

= OM (2.48)
e

(OME = C(OMT = in*y° (03 17T =

=iy (")"(0F " =

= i7" (0 )" =

= (ch ™ +icy, e ) (up)” =

= (¢ e P — iclReipw)ivoR =

= (cy e P — ic;r,Reipw)u% =

= 0oM, (2.49)

dove abbiamo utilizzato la proprieta 7°(7°)7 = 7%4° = I, le relazioni (2.24),
(2.25)) e le proprieta di trasformazione sotto coniugazione di carica degli spinori

di polarizzazione ((C.18)) e ((C.19)). Dunque, dalla condizione (2.43)), discende che:
(01 = (0% (2.50)

(OR)“ = (0" (2.51)
Di conseguenza, e utile scrivere il campo di Majorana associato al neutrino privo

di massa come:
Ut =i+ ("% (2.52)
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La condizione ([2.43) non ¢ ancora sufficiente per definire una particella di Ma-
jorana. Infatti, indicata con P la trasformazione di parita, la quale agisce sul

campo invertendo il segno delle coordinate spaziali come segue:
P (@) = $(~3), (2.53)
€ necessario imporre il seguente vincolo:

(WP =nep i, (2.54)

cioe il neutrino di Majorana € un autostato di C'P con autovalore nop. Que-
sta condizione € necessaria in quanto si traduce fisicamente nell’'uguaglianza tra
neutrino ed antineutrino cosi come, in generale, tra particella ed antiparticella di
Majorana. Osserviamo che 1'operazione (C'P)? corrisponde all’identita, di conse-
guenza 77% p = 1 e, quindi, i due possibili autovalori nella sono nop = *1.
Una soluzione della condizione ¢ la seguente:

Ut = +mep()Ng (2.55)
Infatti, dalla 1' abbiamo che (M )g = w% e ricordando che (w%)P = wl],\/L[,
si ottiene:
(W)Y = W) + nepvn, =

= ner (V2 +nep(YiH)r) =
— (2.56)

2.3 Neutrini massivi e Ov3p

Come gia detto in precedenza, nel contesto del Modello Standard, i neutrini sono
descritti come particelle prive di massa. Recenti esperimenti sulle oscillazioni di
sapore indicano pero che i neutrini sono dotati di massa non nulla, seppur molto

piccola se confrontata con le tipiche energie con le quali questi sono prodotti ed
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assorbiti. Questo risultato € molto importante, non solo perché comporta una
rivisitazione del Modello Standard, ma anche perche permette di ritenere che la
ricerca dell’osservazione sperimentale del Ov3f sia la strada giusta da seguire per

capire definitivamente se il neutrino € una particella di Dirac o di Majorana.

Nel caso m = 0, il doppio decadimento sarebbe proibito sia per neutrini di Dirac
che di Majorana a causa del fatto che la corrente debole si accoppia solo con
particelle sinistrorse. Cerchiamo di spiegare quanto detto considerando proprio
il OvB8 nell’ipotesi di neutrini di Majorana con m = 0.

Come spiegato all’inizio di questo capitolo, il Ov58 puod essere immaginato come
un processo di emissione di un antineutrino destrorso da parte del primo neu-
trone ed assorbimento di un neutrino sinistrorso da un secondo neutrone. I due
neutroni si trasformano cosi in due protoni ed emettono due elettroni. Il processo
di emissione di un antineutrino (o neutrino) destrorso di Majorana da parte di

un neutrone che decade in un protone ¢ descritto dalla seguente corrente debole:

T = Yeyu(1 —5)0M (2.57)

dove M ¢ definito dalla (2.42)). L’operatore (1 —3) seleziona la componente di

chiralita sinistrorsa 1/%/[ del campo di Majorana, la quale ¢ data da:

d*p AM
¢Mm:/0 D, T 2.58
L() (27T)3 QEL(’)’ ( )
dove OAﬁ/[ ¢ definito dalla |i Quest’ultimo contiene effettivamente ’operatore
c,T,R di creazione di un antineutrino destrorso. Il successivo assorbimento dell’an-
tineutrino emesso e descritto, invece, da una corrente che contiene I'operatore di
annichilazione c,,, il quale pero ¢ situato nella componente di chiralita destrorsa

del campo d)% . Quindi, la corrente che descrive I'assorbimento e data da:

T = Pevu(l +75)9™, (2.59)
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la quale sarebbe possibile solo nel caso in cui 'interazione debole si accoppiasse
con particelle destrorse. Dunque, I'assorbimento di un antineutrino destrorso di
Majorana sarebbe possibile solo con conseguente emissione di un positrone (cosi
come nel caso di Dirac) ed il OvBf risulta incompatibile con la descrizione di
Majorana del neutrino privo di massa.

Vediamo pero che la situazione cambia se consideriamo un neutrino di Majorana

massivo.

2.3.1 Neutrino di Majorana massivo

Per descrivere un neutrino massivo occorre esprimere ’'operatore di Majorana in

una forma pit generale rispetto alle (2.46)), (2.40) e (2.41)). Ad esempio, utilizzan-
do gli spinori di polarizzazione di Dirac uy e vy definiti nelle (2.14) e (2.15)), ed

i corrispondenti operatori c4 e cTi di creazione e distruzione di particelle massive

di Dirac nell’ipotesi di uguaglianza fermione-antifermione, possiamo scrivere:

oM = (cruy + c,uf)e_ipx + (CLU+ + Civf)eipm . (2.60)

Si puo verificare che la (2.60]) soddisfa la condizione (2.54) per ncp = £1. Pos-
siamo scomporre il campo massivo di Majorana nelle sue componenti di chiralita
sinistrorsa e destrorsa sfruttando ancora i proiettori definiti nella (2.23)) come

segue:

OV =P,OM = (Prejuq +Pre_u_)e P + (PLCL’UJF + ]P)LCJLU,)eipI , (2.61)

OM = PRrOM = (Preyuy + Pre_u_)e P 4 (Prel vy + Prel v )eP* | (2.62)

quindi riscriviamo il campo massivo di Majorana ancora come:

3 ~ A
W) = [ M(O% (9. 2) + OM (p, ). (2.63)
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Osserviamo che, a differenza del caso m = 0 e, in particolare, delle e ,
qui gli operatori definiti nelle e contengono ciascuno sia gli operatori
di creazione che quelli di distruzione per ogni particella. Questo e un risultato di
cruciale importanza che ci permette di affermare che la distinzione tra particelle
di Dirac e particelle di Majorana massive e sperimentalmente osservabile.

Infatti, un antineutrino destrorso (termine non del tutto corretto, dato che in
questo caso le componenti levogire e destrogire sono in minima parte mescolate

tra loro) puo essere assorbito da una corrente sinistrorsa del tipo:

T = Yeyu(1 —5)0™M . (2.64)

Ecco spiegato perche il Ov35 ci darebbe la risposta definitiva al quesito ancora

aperto riguardante la vera natura del neutrino e dell’antineutrino.



Capitolo

Elementi di matrice per il 53

In questo capitolo svolgeremo il calcolo degli elementi di matrice di scattering che
descrivono il doppio decadimento 5~ (che spesso indicheremo semplicemente con
BB) sfruttando gli strumenti forniti dalla teoria delle perturbazioni dipendenti
dal tempo. Calcoleremo dapprima ’elemento di matrice di scattering associato
al processo piu semplice 2v83 , per poi sfruttare i risultati ottenuti nel calcolo

relativo al Ov3s .

3.1 Elementi di matrice per il doppio decadimento 5~

La probabilita di transizione di un sistema da uno stato iniziale |¢ > ad uno stato
finale | f > ¢ pari al modulo quadro dell’ampiezza di transizione data dall’elemento

di matrice di scattering Sy;, il quale ¢ definito come segue:
Sfi =(5fi+i(27r)4(54(2pf—2pi) Mfl-, (3.1)
f i

dove con p; = (E;/c,p;) e py = (Ef/c,py) indichiamo i quadrimpulsi associati
alle particelle coinvolte rispettivamente nello stato iniziale e finale del processo.

Nell’espressione ((3.1)) dell’elemento di matrice Sy; compare innanzitutto il termi-

23
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ne dr;, comunemente detto di “non interazione”. Il secondo addendo corrisponde
invece al termine di interazione della matrice di scattering. Quest’ultimo e da-
to dall’elemento di matrice Myp;, contenente tutte le informazioni relative alla
dinamica del processo, moltiplicato per i termini cinematici tra i quali:

o (Srr = Sm) = (S hr - 2o (S (Brfe) - S (E/0),  (32)

f i f i f i
che tiene conto della conservazione del quadrimpulso.
Come accennato in precedenza, analizzeremo il decadimento (5 sfruttando la
teoria perturbativa dipendente dal tempo. In questo contesto, ’hamiltoniana
di interazione debole rappresenta il termine perturbativo, il quale si aggiunge
all’hamiltoniana di interazione forte che descrive il sistema nucleare. Partiamo
quindi dallo sviluppo perturbativo dell’elemento di matrice di scattering [Fet71]:
)

400 nq +o00 400 -
Sfi = Z (_h> ﬁ <f|/_Oo /_OO dtldtg...dtnT[H(tl)H(tg)...H(tn)] |Z >=

n=0

1

i +oo ‘ +oo +oo .
= §f1 — ﬁ < f|[ dtH(t) |Z > 72777‘2 < f|[ [ dt1dts T[H(tl)H(tQH |Z > +

+ .,
(3.3)

dove, per la transizione in esame, H = Hy, € 'operatore hamiltoniano di intera-
zione debole e T il prodotto temporalmente ordinato di operatori. Quest’ultimo
dispone gli operatori in modo tale che la loro posizione da sinistra verso destra
sia coerente con 'ordine decrescente degli istanti temporali in cui ogni ciascuno

di essi agisce. Ad esempio, al secondo ordine perturbativo abbiamo:

HWH®") set >1t",

(3.4)
HE)HE) set <t

Tl ()] - {

Come illustrato nel capitolo precedente, il decadimento 33 puo essere schematiz-
zato come il susseguirsi di due decadimenti § singoli virtuali. E evidente che per

questo processo il termine di non interazione ¢ ¢; nella (3.3]) € nullo poiche lo stato
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nucleare e leptonico iniziale ¢ diverso dallo stato finale. Inoltre, anche il termine
con n =1 della € soppresso, in quanto esso corrisponde ad un decadimento
0 singolo che, come spiegato in precedenza, ¢ proibito per i nuclei candidati al
BB. Di conseguenza, all’ordine piu basso dello sviluppo perturbativo del-
I'ampiezza di transizione Sp;, il processo ¢ descritto dal termine corrispondente
an = 2, coerentemente con la presenza di due coppie di vertici di interazione nel
diagramma di Feynman del processo mostrato in Figura con scambio di due

bosoni W~. Possiamo allora scrivere:

i +oo +oo '
(27) 454<pr—2pl> 7= <f|/ / dt'a" T(H () H (") |i > .
(3.5)
A questo punto, osserviamo che I’hamiltoniano H & definito come 'integrale nello

spazio della densita hamiltoniana #H (¢, Z):

H(t) = / B H(t, 7). (3.6)
dove, per il singolo decadimento (3, la densita hamiltoniana dell’interazione corrente-

corrente della teoria V-A ¢ data da [Fey5§]:

H(x) = \ngJ“(x)Jl(x), (3.7)

dove x = (ct, &), J* rappresenta la densita di corrente e G ¢ la costante di Fermi,

caratteristica dell’accoppiamento debole, il cui valore ¢ [Pdgl4] :

G,B -5 —2
=1.1 -1 . .
(hc)3 663787(6) - 107> GeV (3.8)

La densita H definita nella descrive tutti i possibili processi deboli ed & una
quantita Lorentz-invariante (gli indici di Lorentz sono contratti) ed hermitiana.
Osserviamo che J* & somma di un contributo di corrente adronica h*, che tiene
conto del decadimento debole di un nucleone in un altro, e di quello leptonico I#

associato alla produzione di una coppia elettrone-antineutrino elettronico:
JH(x) = hH(z) + 1¥(x), (3.9)

dove gli operatori h* e [** sono definiti come segue:
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W (@) = Ya ()" (1 = ga7 Wp(x)  con dn(x) = 9f ()7’ (3.10)

V(x) = Pe()y"(1 = ")u (2)  con de(x) = Yl (2)7". (3.11)

Si tratta di correnti cariche, poiché ogni singolo processo comporta una variazione
di carica tra lo stato iniziale e quello finale. Ricordiamo che v e 1) sono operatori
di campo definiti in modo tale che 1 annichili una particella nello stato iniziale o
crei un’antiparticella nello stato finale, mentre v annichila un’antiparticella nello
stato iniziale o crea una particella nello stato finale. Sottolineiamo inoltre che
(1 —4%), nelle espressioni e delle correnti adronica e leptonica, ¢,
a meno di un fattore 1/2, il proiettore di chiralita sinistrorsa, il quale, agendo
su entrambi gli spinori a destra ed a sinistra, seleziona solo campi con chiralita
definita. Nella compare la costante assiale g4, diversa da 1, poiché si tiene
conto degli effetti dell’interazione forte sulla corrente adronica a causa del fatto
che i nucleoni non sono puntiformi, bensi presentano una struttura interna de-
scrivibile in termini di quark e gluoni. Dall’analisi del decadimento del neutrone
si ha g4 = 1.25 [Suh07].

Osserviamo ora che h* crea un neutrone distruggendo un protone, mentre [* crea
un elettrone ed un antineutrino elettronico nello stato finale (decadimento 57)
oppure annichila un neutrino nello stato iniziale e crea un elettrone nello stato
finale (decadimento 5~ inverso). Si tratta quindi di operatori di abbassamento
di un’unita di carica. I corrispondenti hermitiani coniugati si comportano in ma-
niera opposta, cioe agiscono da operatori di innalzamento della carica. Dunque,

scrivendo:

JEJE = Wl + WP+ 1R 4 1R (3.12)

notiamo che ogni termine della (3.12)) & composto da un operatore di abbassamen-
to e da uno di innalzamento, producendo cosi una variazione nulla della carica

totale dallo stato iniziale allo stato finale del processo in esame. Calcolando, a
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titolo di esempio, hL otteniamo:

()9 (1 = gavs) ¥y () =
1 (@07 (1 = gays)vp(2) =
= ¢} (@)070(1 — gavs) Vil tn (@) = (313)
bp(2) (1 + g.475)707u 08 = '
bp(2) (1 + 9475)7070Vuton =
= YpYu(l — ga75)¥n
dove abbiamo utilizzato le proprieta .

Quindi, analizzando singolarmente i termini della troviamo che:
° h“hL descrive un processo caratterizzato dalle transizioni p — n e n — p;
. h“lL descrive un decadimento 37;
° l“hL descrive un decadimento 57 ;
° Z“ZL descrive ’emissione delle due coppie di leptoni e~ 7, ed eTv,.

L’ordinamento temporale degli operatori hamiltoniani di decadimento 5~

diventa, in termini delle corrispondenti densita hamiltoniane, della forma:
T[ // /dS //dBJ,‘”T / —»/)H( // J_f”)] _
/d3 '/d?’x"T[J“( ' —»/)JT( / —»/)Jy( " —»//)JT( " —»//)] —

Gﬁ/d3 // 3 I/T hy, / —»/)lg(/ —-\/)hu( //7 —»//)l'i‘(//7f//)+

+ RN EN (3R, B+

HIME R EN B )

+ U ERLE E R, L 2],
(

< —+
—~
X
8
_|_
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dove l'unico termine che descrive il doppio 8~ & quello contenente la quantita
operatoriale l“hLl”h:ﬂ, percio possiamo trascurare tutti gli altri addendi della
(13.14]).

Riscriviamo allora la come segue:

28 __

(2n)!6"(Sr = Spi )M} =
2

< f] / dt'dt" &>z’ Pz " T(1H(¢, & W (&)Y (¢, 2" )i (", 2] |i > .

(3.15)

4712

Ricordando che il doppio decadimento 3 puo essere schematizzato come successio-
ne di due decadimenti singoli virtuali, indichiamo ora con |N; >, [Ny > e [Ny >
rispettivamente gli stati nucleari iniziale, intermedio e finale. Allo stesso modo
definiamo gli stati leptonici |L; >= |0 >, |Lo, > e |Ly > . Inseriamo questi nella
precedente, da cui, imponendo ¢’ > t” per eliminare la dipendenza dall’operatore
di ordinamento temporale e sommando su tutte le possibili configurazioni dello

stato nucleare intermedio, otteniamo:

(2m) %5 (pr _ sz) 2ﬁ _

-l—oo t 3 5
4h2 Z/ / t”/ ’/d o’ < L|l*(t', &) Lo >

x < Lo|l"(t",&")|0 >< Ny |hl(t', ') Ny >< No|hf,(t",2")|N; > .
(3.16)

Vedremo ora come calcolare I’elemento di matrice di scattering dato dalla (3.16))
per il Ov 35 partendo dal caso, piu semplice, del 2v55 .

3.2 Elemento di matrice di scattering per il 2v50

Il decadimento 2v 33 viene qui immaginato come la combinazione di due processi

in cui, in maniera indipendente, vengono prodotte due coppie identiche di leptoni
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(e1,71) e (e2,2). Lo stato leptonico finale |Ly > & quindi composto da due
elettroni e due antineutrini e non ¢ possibile distinguere quale particella di ogni
coppia sia stata prodotta in un processo o nell’altro. Dunque, ’evento osservato
si puo presentare in 4 possibili configurazioni, tutte tra loro equivalenti a meno

di permutazioni di fermioni identici. Possiamo allora scrivere:

/ /

< eresin |l (t, Z)|eala > =< esin|l* (', Z)]|0 >< e1]leq >< 11|7g >

)
+ < e |[IH(t, 7|0 >< ealeq >< Da|vg > (3.17)
— < eI, 7|0 >< esleq >< 1|g > '

)

(

(

(

— < e |l*(t,27)]|0 >< e1|eq >< Vol >

I segni meno compaiono nei casi di permutazione di una sola delle due coppie
di leptoni, questo per garantire I’antisimmetria della funzione d’onda dello stato
finale rispetto allo scambio di due fermioni identici.

Notiamo inoltre che, in generale, per i leptoni prodotti da un decadimento 3 vale
la relazione:

E MeV
ji< O0Rp~128
C C

-fm < h, (3.18)

dove p’ e 'impulso del leptone uscente, Ejy & I’energia rilasciata nel decadimento

(Eg ~ 1MeV), mentre R ¢ il raggio nucleare (R ~ 1fm). Ricaviamo allora che:

- =

p? <1. (3.19)

Ne consegue che, supponendo che la funzione d’onda del leptone sia un’onda
piana, quest’ultima ha una componente spaziale e~ #PT ~ 1 costante in tutto lo
spazio. Cio implica che il termine di corrente leptonica pud essere considerato
indipendente dalle coordinate spaziali e dipende esclusivamente dalla coordinata

temporale. Possiamo quindi scrivere la (3.16]) nel caso di un decadimento 2v(3(3
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come segue:

(2m)*s* (S s — Sopi ) M =
f i
ar]
G

400 t
= _F dt’ dt” Do |1 (¢ o 1| Vo
ol za:/oo /OO <amlrOD><ala >< > oo

X < eadallY ()]0 > /d%'/d%" < NyJRL(, )N >
X < Na|hl(t",@")|N; > + termini di scambio,

dove con termini di scambio intendiamo i contributi dei termini successivi che

compaiono nella (3.17)).

Giunti a questo punto, vogliamo esplicitare la dipendenza temporale degli elemen-
ti di matrice che compaiono nella . Cio e possibile scrivendo ogni operatore
che nella (3.3]) e espresso in rappresentazione di interazione, in termini del cor-
rispondente operatore nella rappresentazione di Schrodinger (indipendente dalla

coordinata temporale) sfruttando la relazione:

O1(t) = et Og e~ Hot (3.21)

dove Hy e 'Hamiltoniano non perturbato. Osserviamo che, definendo |a > e [b >

autostati di Hy con autovalori E, ed Ej rispettivamente, abbiamo:
< alO;(t)|b >=< aler ™ot Og em i ol |p >= e~ i(BamE0)t < |Oglb > . (3.22)
Allo stesso modo possiamo scrivere:

< 62172|lp'(t/)|0 > = 6_%(E(82)+E(52))t, < 62172”“|0 >, 3.23

< ealo|l? ()]0 > = e~ i Ela)TEED ~ ¢ 5117(0 >; 3.24
< Ny|Rf(t',2")| Ny > = e 7 END=BEWa)Y o NI BE (3| N, >;

< No|hi(t",2")|N; > = e~ i EWNa)=EWD o NIt (Z")|N; > .

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)

3.26

dove [* e [¥ sono ora operatori indipendenti sia dalle coordinate spaziali che

da quella temporale, mentre hL(:E’ e hj,(a_c’ ") dipendono dalle sole coordinate
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spaziali.

Allora, passando in rappresentazione di Schrodinger, la (3.20) diventa:

(2m)s* (S ps — Sop ) MY =
f i
iGQ too Ly t N
= —S Z/ dt' et / dt"e " < eaa|lH|0 >< eqta|lV]0 >< e1]eq >
4h a —00 —0o0
X < 71|y > /d?’a:’/d?’x” < Ny|hl(2")|Na >< Nolhl(Z")|N; >

+ termini di scambio,

(3.27)
dove:
0 = 3 (B(es) + E(7) + B(Ny) ~ B(Nu) (3.28)
b= (Blea) + B(7a) + B(No) ~ B(N)). (3.29)

Al fine di calcolare gli integrali nel tempo nella (3.27), ¢ conveniente riscriverli

come segue:

+OO - tl N4 +OO . / t/ N 1 /
/ dtle—lat / dt//e_th — / dt/e—z(a-i-b)t / dt/le—lb(t —t ) (330)
—00 — 0o —00 —00

Il secondo integrale al secondo membro della (3.30)) puo essere risolto partendo

dalla sostituzione 7 = t” — t/, da cui otteniamo:

¢ NV ) 0 : elb)\ —1
/ dt" e~ =) = 1im dre ™ = lim —. (3.31)

— o A—o0 J_\ A—+00 b
Per b reale I'integrale non converge, ma possiamo risolvere il problema di questa
divergenza con la sostituzione b — b + ie facendo poi tendere ¢ — 0, condizione
che corrisponde allo spegnimento adiabatico dell’interazione. Scriviamo allora:

t’ 0 . .
/ dtlle—ib(t”—t') — lim ( lim / dr e—i(b+i5)7’> — lim ¢ _ = 3. (3.32)
Y

o e—0 \ A\—=+oo




CAPITOLO 3. ELEMENTI DI MATRICE PER IL 0 32

Per quanto riguarda il primo integrale a secondo membro della (3.30)) invece, esso
puo essere valutato semplicemente ricordando la rappresentazione di Fourier della

distribuzione delta di Dirac. Quindi, abbiamo:

+oo ) ,
/ dt' e — 9765(a + b). (3.33)

— 00

Combinando i due integrali, otteniamo:

/ +OO dt' e / ’ gte—t" _ 12mo(a+b)
oo b

—00

_ i27hd (+(E(e2) + E(2) + E(Ny) + E(eq) + E(va) — E(N;)))

. —  (3.34)
E(ea) + E(Va) + E<No<) - E(Nz)

_ i27h? 8(E(e2) + E(72) + E(Ny) + E(ea) + E(7a) — E(N;))
- E(eq) + E(Vs) + E(Na) — E(N;) '

A questo punto resta da calcolare l'integrale nello spazio per i termini adroni-
ci della . Innanzitutto, osserviamo che la componente temporale di hL (h;r))
produce transizioni nucleari di Fermi, mentre quella spaziale Rt = (h{,h;, hg)
genera transizioni di Gamow-Teller. Possiamo dimostrare quanto appena detto
considerando il decadimento 5~ di un generico neutrone inizialmente a riposo e

supponendo impulso di rinculo nullo per il protone prodotto, cioe:
L= L = B 9 9
Gn=0, ¢p=0, E, =mpc” ~¥myc” = E,.

Queste ipotesi sono ragionevoli considerando che I’energia a disposizione per i pro-
dotti di decadimento ¢ inferiore al MeV, da confrontare con il valore della massa

a riposo del protone pari a circa 1 GeV. Sotto queste condizioni e ricordando le
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espressioni degli spinori che descrivono un fermione a riposo, abbiamo:

< plAd(@")In > = Pp(T" )0 (1 — gays)n(T') =
6%[(Ep—En)t/+(§n—5p)'f/] aésp)(ﬁ)yo(l — gA’Y5)U£LS") (6) =

(3.35)

X
(x;t 0) Y0v0(1 — ga7s) ( On) = XpXn = G505

dove ricordiamo che con x indichiamo gli spinori di Pauli, mentre con s, e s, gli
spin di protone e neutrone rispettivamente. La variazione del momento angolare
totale per la transizione gestita da hg e nulla e, quindi, si tratta di una transizione
di Fermi.

Si puo dimostrare, invece, che h;r produce transizioni di Gamow-Teller, infatti:

< plhl (@0 > = dp(@) (1 — gavs)tn (@) =
e HUE =B @B ) g3) (G)y,(1 — gaysJul) (0) =

(3.36)

X
(xL O) Y0vi(1 — gas) ( 0") = —gAxX}oiXn ,

dove le o; sono le matrici di Pauli. Dunque, nel caso del decadimento nuclea-
re, scriviamo semplicemente gli elementi di matrice di Fermi e di Gamow-Teller
utilizzando gli operatori di spin ed isospin agenti sullo stato iniziale del nucleo
che decade. Nel caso del secondo processo virtuale (il 8~ inverso) gli operatori
agiscono sui possibili stati nucleari intermedi (su uno dei neutroni dell’eventuale

nucleo intermedio):

M3, = Mp = /d%’ < Ny |hd(Z")| Ny >=< Ny| > () Na > (3.37)
J

Mo = Mar — / 2 < Ny|RH(E)|No >= —ga < Ny 3 60G)7 () [ Na >,
J
(3.38)
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dove 7T & l'operatore di isospin che agisce sugli stati nucleari innalzando la cari-
ca elettrica di una unita e descrivendo cosi la transizione in cui un neutrone nel
nucleo si trasforma in protone.

In conclusione, sostituendo le (3.34])),(3.37)) e (3.38) all’interno della (3.27)), otte-

niamo:

(2m)'6* (S - ;pi)M%f -

7TG < eas|lH|0 >< eqa|lV|0 > (3.39)
= _75 oMb MY
ZEea )+ E(Uq) + E(Na) — E(N;) "
+ termini di scambio,
dove:
E; = E(N;), (3.40)
Ef :E(€1)+E(62)+E(171)+E(52)+E(Nf). (3.41)

3.3 Elemento di matrice di scattering per il Ov5s

Vogliamo ora calcolare I’elemento di matrice di scattering S¢; per il Ov 33 sfruttan-
do alcuni dei risultati ottenuti nel caso precedente riguardante il 2v35 . Partiamo
sempre dalla (3.16)), dove in questo caso lo stato leptonico finale ¢ Ly >= |ejea >.

L’espressione del termine di interazione di Sy; per il Ov3f3 ¢ la seguente:
f i
Z'G% too t ; ; - o
:Wza:/oo dt /oodt /dl‘//dx <6162|lﬂ(t7f)|eo¢ﬁa>><

X < ealal|l”(t",2")|0 >< Ny|hL(t',&")|No >< No|hl(t",&")|N; > .
(3.42)
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Le possibili configurazioni dello stato leptonico intermedio nel processo sono due,

quindi possiamo scrivere:

< erea|l*(t, &) |eava >< eavall(t",3")]0 >=
=< ea|lH(t',Z")|Ua >< e1lea >< e1Ua[lV (", Z")|0 > + < er[IH (¥, 2)| Vg >
" =1

X < egleq >< eavp [V (", 2")]|0 > .
(3.43)
Dato che le due situazioni sono esattamente equivalenti tra loro, possiamo limitar-
ci a considerarne solo una di queste, ad esempio e, = e1, inserendo di conseguenza

un fattore 2 nell’espressione dell’elemento di matrice Sy; legato alla probabilita

del processo totale. Riscriviamo allora la (3.42)) come segue:
(2m)s* (S oy — Sopi ) MJY =
¥ i
iG3 +oo g
_ B ! " 3. 3,01 YN
_27122&:/00 dt /Oodt /da: /dac < ea|lH(t',Z")|ve >

x < e1la|l” (", 3")|0 >< Ny|hl,(t', &)|No >< Nolhl(t",2")|N; > .
(3.44)

Focalizziamo la nostra attenzione momentaneamente sui soli termini leptonici
della (3.44) e scriviamo questi ultimi in maniera piu esplicita, ricordando che
stiamo lavorando nell’ipotesi di Majorana v, = v, e che nel secondo decadimento

virtuale il nucleo intermedio assorbe un neutrino elettronico:
< et ) |ve >< e1v IV (", 2")]|0 >=

=< ezer[the(t', F )M (1 =7 )hu, (¢, ) e (8", 2" )" (1 = 7 )by, (¢, 2")[0 >
(3.45)

Agiamo ora sul campo 1, associato all’antineutrino elettronico sfruttando I'ipo-
tesi di Majorana ([2.43) e poniamo:

Vi, = VS = CYL (3.46)
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dove ricordiamo che C & 'operatore di coniugazione di carica definito dalla (C.12)).
Riscriviamo quindi la (3.45) come segue:

< el Mt T |ve >< erBa|lV(t", T7)|0 >=

=< ezer|[Pe(t', E )V (1 = ), (t, 8 )e (¢, 2" )7 (1 = 4°) O (", 2")[0 >=

=< exer[he(t', )V (1 = 72 e (', )0 (¢, 8")CT (1 = AT T (", 2")]0 > .
(3.47)

Possiamo ora eseguire la contrazione tra 1, e v, ottenendo il propagatore di

Feynman per il neutrino di Majorana:

< eal"(t, T |va >< eIV (", 2")]0 >=

=< eser[the(t', )y (1 — 7°)ihSp(a’ — 2")CT(1 =A%) T T (1", 2")]0 >=

- 1 dq i e ra(@=a")
_ ! = 5 T
=< ezeq|Pe(t, 2 )y (1 — v )hg/ (27)% @2 — m2c2 + ie (4 +myc)C

% (1 _ 75)T7VT@z(tl/7f//)’0 >,
(3.48)

dove m, ¢ la massa effettiva del neutrino di scambio nello stato intermedio,
la quale, nella teoria delle oscillazioni di sapore dei neutrini, ¢ definita come
combinazione lineare degli autostati di massa con coefficienti della combinazione
dati dagli elementi di matrice di mescolamento [Per03]:
)2

my, = ‘ 3 UZmy (3.49)
k
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Osserviamo che il propagatore del neutrino di Majorana puo essere riscritto come

segue:

ihSp(z' — 2")

1 d4 . 71'q(x/7x//)
[ oty ) =

T (2m)% ¢ — m2c2 + ie

]. d3 = =14 d ieiéqoc(tlit") .
/ 9 _eraw—a") [ 2D (907" + g7 + muc) =

= — e —
R ) (2m)3 2w @3 — |q1> — m2c? +ie
1 / d3q PR dqo ie—%qoc(t/_t//) ‘

= — [ — L endl@-7") — (g + g7+ muc).
m3 ) (2m)3 27 @ - ECVQQ + i€

(3.50)

Calcoliamo ora l'integrale rispetto a gp. Osserviamo che la funzione integranda
nel piano complesso ha due poli corrispondenti a ¢y = +E% ed a gy = —E% che
il termine i€ allontana di poco dall’asse reale. Di conseguenza, possiamo sfruttare

il teorema, dei residui, ottenendo:

d*q i e~ na@ ="
h A=/, — y —
ihSp(@ =) h3/(27r)4 £ —mi v ie At ™o

& d3q i 21 8_%EV‘1 (t/_t//) E ;
= — ﬁ(](fE —Z ) Va 0 A0
/ (27_(_)36 2E1/a c ry quy + myc )

(3.51)

dove:

&

= — /e + 7P (352
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di conseguenza la (3.48)) diventa:

< el"(t', 2" |va >< 1 IV (", 2")|0 >=
— —»//)6 2

d*q g
e g, W )

v CT(l _ ,75),YVT&T(t// —»//)|0 >—

Eua (t' t”)

hg < ezerfihe(t, T )M (1 —75)/

d3q i gl e ﬁEVO‘ (t'=t")
5 +q(x
h3 < eger|[Pe(t’, 2 )M (1 — v )/(%)3”(1( )T(ﬁ—quC)
X (1=7")CTy L (1" 2")]0 >=
d3q iz ) € EEVO‘ (t'=t")
= 7 <t (1 =) [ el 5+ meo
X (1=7°) (=7 (¢, ")) [0 >,
(3.53)
dove abbiamo sfruttato il seguente risultato:
Ty T = CT (=1 C)l = —CTC 1yl = —y"yf (3.54)
ricordando che CTC~ 1t =1
Osserviamo ancora che:
(1 =) (g +mue)(1 —4°) = 2m,e(1 —~°) (3.55)

da cui otteniamo:

< eaflH(t, 7Y ve >< el (1", 7")|0 >=

, 3 rd@—7")
¢ ) d q en F By (t'—t"
=53 < ezer|ve(t’, T')y" 2m”/ (2m)3  2E,, e

x (1 =)yl (1", &)|0 >= (3.56)

i = =

2 3 (&' —2")
. C _ d q eh Eua "
- h3 < 62@1’1/%( )’Y’u mV/ (27‘(‘)3 Eua e n ( )

x V(1 + 75)1/)5(15", 77)[0 > .
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A questo punto, scrivendo i campi liberi associati agli elettroni nello stato finale in
rappresentazione di Schrédinger, nella (3.56|) emergono gli esponenziali dipendenti

dal tempo e dalle energie degli elettroni coinvolti nel processo:

< ea|l*(t, @) |va >< e1va IV (", 2")]|0 >=

2 . 3 rq@—z")
__¢ LB(ea)t! y— L)t ], (7 d’q en i, (")
- hamv<€2€1|€ nie RO e (2 ) (27  E,, ¢’
X 7 (L+~7)eS ()]0 >

(3.57)

Inseriamo quindi i termini adronici e gli integrali che compaiono nella (3.42) e

sfruttiamo i risultati ottenuti nelle (3.25) e (3.26). In questo modo, la ([3.42)

diventa:
(2m)*s* (Z RS> pi) MY =

— ml, GﬁZ/ dt/ dt'e —+E(e2)t! ,— 1 E(e1)t” fi(E(Nf)fE(Na))t’

—i(E(Na)—E(N)) /d3 //d3 /1/ d’ q efq(x - )e F By (t'—t")

x < eger| e (F )y (14+°)pg ()]0 >< Nf!hL(*’)\Na >< No|hl(2")|N; > .
(3.58)

Integrando nel tempo, come nel caso del 2v33 , otteniamo una espressione analoga

alla (3.34]), con la differenza che in questo caso abbiamo:

a = +(E(e2) + o, + BNy) ~ E(N)), (3.59)
b=+ (Bler) ~ B, + B(Na) ~ B(N:), (3.60)

da cui risulta:

a+b= %(E(el) + E(es) + E(Ny) — E(Ny). (3.61)
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Quindi, gli integrali nel tempo della (3.58)) diventano:

+OO N ! t/ N 1"
/ dt/efmt / dt//efzbt —
—o00 —00

i276(a +b)  i27hé(1(E(e1) + E(e2) + E(Ny) — E(N;)))

- - — (3.62)
b E,, + AFE
_i2rh?6(E(e1) + E(e2) + E(Ny) — E(N;))
N E,, +AFE ’
dove:
AE = E(e1) + E(N,) — E(N;), (3.63)

¢ la differenza di energia tra lo stato intermedio e quello iniziale del processo.

La (3.58) diventa infine:
(2m) 6" (Spy = i) MY =
f i

Ty, ¢

o ) . . B ' 3:6’ 3x//
= — 55 G30(E(e1) + Ee2) + E(Ny) E(Nl))za:/d /d (3.64)

d? or (@ —a") - ) )
/ <27f§3E Eo T AE) <2l ve@n" (L 2)e @)]0 >

x < Ng|hl(2")|No >< No|hl(Z")|N; > .

Il termine della (3.64) riguardante i soli elettroni emessi nella transizione puo

essere esplicitato come segue:

L = =2 ==

< eger| Ye(@ )V (1+7°)0E (F1)]0 >= et P2 e P 7 (i )y (1477 Yu(ph)
(3.65)

dove p1 e ps sono gli impulsi degli elettroni prodotti rispettivamente nel primo e

I

nel secondo decadimento S~ virtuale, calcolati quando gli elettroni si trovano a
distanza infinita dal nucleo, in modo da poter considerare i leptoni come parti-
celle libere.

A questo punto e necessario tener conto dell’interazione coulombiana attrattiva

tra gli elettroni prodotti dai due decadimenti 5~ virtuali ed i nuclei residui in
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ciascuna delle due transizioni, entrambi carichi positivamente. I leptoni uscenti
risentono infatti dell’azione di un campo elettromagnetico generato da una carica
totale Q = +Z|e|, distribuita uniformemente su una sfera di raggio R = rqA'/3
con Z numero atomico del nucleo residuo, A numero di massa e rg = 1.2 fm.

In generale, la funzione d’onda 15 () associata ad un elettrone con momento
asintotico g e spin s, emesso per decadimento 8~ da un nucleo, & soluzione dell’e-
quazione di Dirac in presenza di un campo elettromagnetico esterno e puo essere

sviluppata in termini di onde sferiche come segue [Suh98|:
s (7) = 052 (7) + 98D () + T () + (3.66)

dove con (s1/2), (p1/2), etc...intendiamo gli orbitali nucleari ai quali sono asso-
ciate le singole funzioni d’onda dello sviluppo. In questo lavoro consideriamo solo
il primo termine dello sviluppo, cioe¢ supponiamo che gli elettroni siano emessi
in onda s, in quanto questa e la situazione piu probabile. In accordo con que-
sta ipotesi, la correzione alla puo essere svolta semplicemente sostituendo
ad ogni esponenziale associato al singolo leptone uscente, indipendentemente dal
segno all’esponente, il fattore \/m, dove Fy(Z;e) e la funzione di Fermi,
dipendente dal numero atomico del nucleo residuo del decadimento e dall’energia
dell’elettrone prodotto dal processo. Questa funzione ¢ definita come il rapporto
tra il modulo quadro della funzione d’onda dell’elettrone uscente, soggetto all’in-
terazione coulombiana con il nucleo residuo, ed il modulo quadro della funzione
d’onda associata ad un elettrone libero.

La funzione di Fermi puo essere scritta in approssimazione di Primakoff-Rosen

come segue [Suh07]:

)~ & p(PR) (PR) ,\ _ _ 2maZ
Fo(Zse) = WFO (Z) con Fy V(Z)= T o2maZ (3.67)
dove « ¢ la costante di struttura fine, definita come (nel sistema c.g.s.):
e? 1
= — = —. 3.68
“ T he T 137 (3.68)
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La (3.65) per i due elettroni emessi in onda s diventa cosi:

< eger| Ye (@) (1 +4°) S (&7)]0 >=

=\ Fo(Zy; E(e2)) v/ Fo(Za; Blex))u(pa)y"" (1 +7°)u(1)

da cui otteniamo un’espressione piu precisa dell’elemento di matrice Sp; (3.64))

(3.69)

come segue:

(2m)'5 (;pf - ;pi)MO; =

Tm,,c?
=T o G36(E(e1) + E(e2) + E(Ny) — E(Ni)y/ Fo(Zy; E(e2))

X \/ Fo(Za; E(e1)) < eger| KHY]|0 > Z/dgm'/d3x"
«

(3.70)

Bg  eRd@=) o .
: / @) By (B 7 AE) = V@) INa >< Nalhy (F7)IN: >,
Vo Va

dove, per semplicita di scrittura, abbiamo definito ’operatore K*¥ come segue:
< eger| K0 >= a(f2) "y (1 + 7" )u(f) (3.71)

indipendente dalle coordinate spazio-temporali degli elettroni coinvolti nel pro-

CesSo.



Capitolo

Correnti nucleari non relativistiche

Come gia detto in precedenza, in questo lavoro descriviamo il Ov33 come una
transizione nucleare risultante dalla combinazione di due decadimenti 5~ virtuali
successivi. Nello sviluppo dell’elemento di matrice Sy; associato al processo Ov3(3
abbiamo quindi separato i termini leptonici dai due elementi di matrice adronici,
questi ultimi riguardanti esclusivamente le variazioni delle configurazioni nuclea-
ri. L’analisi dei termini adronici risulta pero piu complicata rispetto al calcolo
degli elementi leptonici, questo a causa del fatto che i nuclei sono caratterizzati
da una complessa struttura interna, la quale comporta la necessita di utilizzare
gli strumenti forniti da una teoria a molti-corpi.

In questo capitolo svilupperemo un modello che ci permetta di ottenere in ma-
niera piu semplice le espressioni degli elementi di matrice adronici. Ipotizzeremo
innanzitutto che gli operatori di corrente carica debole agiscano singolarmente
sui nucleoni candidati alle transizioni virtuali. Questa ipotesi ci permettera di
passare da operatori di corrente nucleare ad operatori di corrente nucleonica.
Scriveremo poi questi ultimi sfruttando un modello teorico non relativistico, ap-
prossimazione valida in quanto le energie cinetiche dei nucleoni sono in media

pari a circa 50 MeV. Infine, scriveremo lo sviluppo in multipoli degli operatori di

43
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corrente carica debole e selezioneremo solo quei termini dello sviluppo associati

a variazioni nulle del momento angolare nucleare totale tra lo stato iniziale e lo

stato finale del OvgBg5 .

4.1 Corrente debole adronica per il decadimento 5~

Alla fine del capitolo precedente, siamo giunti ad una espressione dell’elemento
di matrice di scattering Sy; associato al Ov3f3 all'interno della quale compaiono i

due termini adronici seguenti:

< N |hl(2")|N; > per il primo decadimento 5~ virtuale, (4.1)

< Nf]hL(a_c”)\Na > per il secondo decadimento 5~ virtuale, (4.2)

i quali, nella nostra trattazione, descrivono transizioni tra stati nucleari con mo-
mento angolare e parita ben definiti. Dato che, al momento, non facciamo alcuna
ipotesi sulla struttura dei nuclei iniziale, intermedio e finale, i due elementi di
matrice sono formalmente identici. Trattiamo allora solo uno di essi, ad esempio
il per la seconda transizione virtuale. Il ragionamento ed i risultati potranno
essere estesi successivamente anche al caso dell’elemento di matrice .

Il decadimento 5~ virtuale descritto dalla coinvolge un singolo neutrone del
nucleo iniziale N, (nucleo intermedio del Ovg3 ). Di conseguenza, l'operatore
densita di corrente nucleare hL(:E’ "} & un operatore ad un corpo che quindi puo
essere riscritto come somma di operatori dipendenti dalle coordinate dei singoli
nucleoni candidati alla transizione. In sostanza, I’operatore di corrente nucleare
e somma di tutti i possibili contributi di corrente nucleonica dovuti a ciascuno

degli N neutroni costituenti il nucleo:
N ~
HCHEDSIACALICESE AL (43)
i=1

dove Z; indica la posizione dell’i-esimo neutrone e bl (Z;) & la densita di corrente
i pn\Lig

nucleonica ad esso associata. Per definire le espressioni delle correnti deboli as-
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sociate al singolo nucleone, consideriamo il nucleone nel vuoto. Sara poi compito
del modello nucleare adottato inserire queste espressioni in un contesto nel quale
i nucleoni interagiscano tra loro.

Nel calcolo dell’elemento di matrice e, in particolare, nella descrizione dell’opera-
tore densita di corrente nucleonica, bisogna pero tener conto della struttura dei
nucleoni in termini di quark e gluoni costituenti e dell’interazione forte tra questi.
Tutto cio spiega, quindi, la maggiore difficolta nello studio dei termini di intera-
zione tra adroni rispetto al caso leptonico. Il problema puo essere comunque ben
risolto sfruttando un’analogia con l'interazione elettromagnetica tra adroni. In
questo modo, gli elementi di matrice nucleare per I'interazione debole a corrente
carica sono esprimibili in termini di funzioni scalari, dette fattori di forma, che
tengono conto proprio della struttura interna dei nucleoni e delle interazioni forti
tra quark costituenti.

Per sfruttare questa analogia, consideriamo innanzitutto ’operatore di corrente
carica debole in funzione del quadrimpulso trasferito p = ky — ky, dove k, e ky
sono rispettivamente i quadrimpulsi del neutrone iniziale (intermedio nel Ovgg3 )
e del protone finale, entrambi nel vuoto.

Sappiamo che, in generale, I'operatore puo essere scritto come somma della sua

componente vettoriale e di quella assiale nel modo seguente:
hl(p) = hLY (p) + 1} (). (4.4)

Vogliamo scrivere la componente vettoriale come combinazione lineare di operato-
ri vettoriali con coefficienti contenenti determinati fattori di forma. In particola-
re, in analogia con la corrente elettromagnetica [Pes95], di natura esclusivamente
vettoriale, questa componente deve essere conservata, cioe deve valere I’equazione:
1

O"hiY (p) = ¢

p”hLV(p) =0. (4.5)

Possiamo ottenere una formulazione generale della componente hLV che soddisfi la

condizione (4.5)) scrivendola in termini dei seguenti operatori vettoriali invarianti
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di Lorentz:

Y5 Pus pyo';w ; (kf+ka)u .
Si verifica che solo tre dei precedenti operatori sono linearmente indipendenti.
Dunque, in analogia con i risultati ottenuti per la corrente elettromagnetica,
I’espressione generale per la componente vettoriale della corrente carica debole é:

7 1
—Fu(p*)p o + —Fs(p*)py (4.6)

hiY(p) = Fy (p?
w () v (P + 2me 2me

dove 0, ¢ il tensore antisimmetrico definito dalla , m = m, e la massa del
neutrone, mentre gli F,, sono i fattori di forma. Questi ultimi sono degli scalari
di Lorentz, percio possono dipendere solo dagli scalari k2, k:JQc e p?. Dato che
k2 =m2c? e k:]% = m}%cQ, queste quantita sono costanti e la variazione dei fattori
di forma dipende esclusivamente dal quadrato del quadrimpulso trasferito p?.
Imponendo ora che la soddisfi la condizione , otteniamo:

< Ns|o#hLY (p)|No >=0=

a(ky) [Fy (0?)p" v + g Far (02) PP owp” + 5= Fs(02)p*py] u(ka) = 0, (4.7)

dove u(kq) ed u(Ef) sono gli spinori associati ai nucleoni iniziale e finale rispetti-
vamente. Analizzando singolarmente i tre addendi al primo membro della (4.7)),
osserviamo che il primo e nullo perche gli spinori soddisfano I’equazione di Dirac,

infatti:

a(kg) o ulka) = alky) (k= k) w(ka) = a(ky) (me — me) u(ka) = 0.
(4.8)
I termine contenente il fattore di forma Fj; € nullo a causa dell’antisimmetria

del tensore o, definito dalla ((A.8]):

(4.9)

—

a(ky) (p* —p*) u(ka) = 0.

ﬁ(]zf)puayyp” u(Ea) = ﬂ(Ef) i (P vuyp” — PP nwp”) u(Ea) =
i
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Infine, dato che in generale p? # 0, 'ultimo termine della e nullo solo se
Fs=0.
Dunque, la diventa semplicemente:

BEY () = By (P + 5 Far (0)P" 0 (4.10)
Nel caso di corrente elettromagnetica, il fattore di forma Fy che compare nella
(4.10) puo essere interpretato come una funzione scalare la cui trasformata di
Fourier descrive la distribuzione spaziale della carica del protone. Il fattore Fis
descrive invece la distribuzione spaziale del momento magnetico anomalo del pro-
tone.
Trattandosi di corrente carica associata ad un decadimento 3, nella (4.10]) dob-
biamo inserire 'operatore di isospin 7T che innalza la carica, descrivendo cosi la
transizione da uno stato di neutrone ad uno stato di protone. Questo operatore
¢ definito come segue:

= —\}5(71 +ir?), (4.11)
1

con 72 componenti dell’operatore di isospin 7 = (71,72, 73), dove:

() L) ) e
10 v 0 0 -1

Dunque, l’espressione covariante della componente vettoriale dell’operatore di
corrente carica debole nucleonica ¢ la seguente:
i

wY(p) = | Fv(p®
L (p) ( v(p )w+2mc

FM(pZ)pVUW) . (4.13)

Ragionando in maniera analoga, la componente assiale di hL (p) puo essere scritta
invece come combinazione lineare degli operatori vettoriali invarianti di Lorentz
precedenti, moltiplicati ciascuno per la matrice 5 che conferisce loro natura
assiale. Quindi, possiamo scrivere ’espressione covariante piu generale di hLA (p)
come segue:

i

hi A (p) = <FA(p2)’m + 5= Pr(p)p o + Fp(pQ)pu> 7T (4.14)
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In questo caso, si puo dimostrare che il comportamento della corrente assiale
sotto operazioni di simmetria, come I'invarianza per coniugazione di carica e per

inversione temporale, impone che F)4 e Fp siano reali, mentre F/r = 0. Dunque,

la (4.14) diventa:
hAP) = (Fa®)v + Fp(0®)pu) v 7+ (4.15)

Le espressioni dei fattori di forma Fy vettoriale, Fy; magnetico, Fa assiale e Fp

pseudoscalare sono determinate dal confronto con i dati sperimentali.

4.2 Riduzione non relativistica della corrente nucleo-

nica

Nei processi descritti dalle (4.1)) e (4.2)), i nucleoni all’interno del nucleo acquisi-
scono energie cinetiche dell’ordine di poche decine di MeV, le quali indicano che
siamo in presenza di particelle in regime non relativistico. I nucleoni sono quindi

descritti da funzioni d’onda di singola particella definite come segue:
U(a) = ——e 15 y(k, s) (4.16)

dove V & un volume di normalizzazione, mentre k e s sono il quadrimpulso e lo spin
della particella. Cio comporta quindi la convenienza di considerare una riduzione
non relativistica degli operatori di corrente carica debole che intervengono negli
elementi di matrice adronici in esame agendo proprio sulle suddette funzioni
d’onda.

Per quanto detto nel paragrafo precedente, il termine adronico dell’elemento di

matrice nello spazio degli impulsi associato al 5~ inverso del singolo neutrone, &
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dato dalla somma dei seguenti termini vettoriale ed assiale:

7
2me

—

FM(pQ)p”UW) 77 u(ky, 50) =

1
o) (0Pt g PGP0 ) 7 ).

(4.17)
< kg, s55h] A (D) ka, Sa >=
1 eop! — L o 7 —
= e e Ty, sp) (Fa(p®) v+ Fe(p*)pu) 95 7 u(kay s0) = (4.18)
1 - .
= v u(kfv Sf) (FA(p2)'Yu + FP(pQ)pu) V5 T+U(kow Sa)

dove u(Ea, Sq) € u(E £, 5f) sono rispettivamente gli spinori di Dirac definiti dalla
(B.24)) associati al neutrone nello stato intermedio ed al protone nello stato finale
del OvBS e dipendenti dai loro impulsi e dagli spin. Osserviamo che nelle (4.17)

e (4.18]), i fattori esponenziali

(ks g bhat! _ By B~ (Ry—Fa) ) o, - 177 (4.19)

sono trascurabili per bassi impulsi trasferiti, come nel nostro caso. Il risulta-
to precedente discende dall’aver imposto il limite non relativistico in quanto,
considerando m,, ~ m,, = m, I'energia dei nucleoni coinvolti nel processo e:
L 2
E,=FE,~mc + — ~mc (4.20)
p m, )

poiché |k|%/2m < mc?. Dunque, lo spinore di Dirac associato al generico nucleone

nel limite non relativistico e :

u(k,s) = <5§s ) , (4.21)
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dove xs ¢ un bispinore di Pauli. La (4.17) e la (4.18]) diventano allora:

< kg, s5lhlY (p)lka, sa >=

1 = 7 \% Z XS
_ = % (dky) % 2 2\ v + «
v <X3f 2m£2 XSf) o <FV(p e+ 2mcFM(p )P U’“’) T (E-Ea )

2me? Xsa

(4.22)

< kfv Sf‘iLLA(p)’kOH Sq >=

1

" Fhe)* . 2 2
TV (XSf G Xsf> 0 (Fa(®) v+ Fp(p)pu) 95 7" (ak

D’ora in avanti trascureremo, per semplicita di scrittura, il fattore volumetrico
di normalizzazione considerandolo unitario.

Gli operatori di corrente carica debole possono essere ottenuti in approssimazione
non relativistica usando il metodo di Foldy-Wouthuysen (si veda Appendice ,
il quale consiste nello sviluppare gli elementi di matrice come somma di termini
contenti potenze di |E|/ m. In questo lavoro consideriamo esclusivamente 1’ordi-
ne zero dello sviluppo, giungendo quindi ai seguenti risultati per le componenti

vettoriale ed assiale degli operatori di corrente carica debole nucleonica:

i w) = (A ). 1Y ) = (FeA)rt,0) 5

BAW) = (B (1), B 4()) = (0, Fa?)ar™)

Osserviamo che, nella nostra approssimazione, gli unici contributi al processo
sono dati dalla componente temporale dell’operatore di corrente vettoriale e dalla

componente spaziale dell’operatore assiale. Quindi, scriviamo:

mw) = (A 0) 0 AW)) = (F )7, FaPar?) . (4.24)
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L’operatore di corrente carica debole nucleonica nello spazio delle coordinate puo

essere riscritto come segue:

St TIV, o\ 1A= N
W) = (R (8 A@) = (Fo A FaGP)art) . (4.25)
Osserviamo subito che l'azione della componente vettoriale di corrente carica
debole produce una transizione nucleare di Fermi, mentre per la componente

assiale si ha una transizione di Gamow-Teller:
M3, = Mp = /d%’ < Ny |hd(Z")| Ny >=
—< Nyl [ P R@)3(E ~ ) N > (4.26)

N
=< N¢| > Fyrt(i)|No >
=1

M;, = Mgr =< Ny|h!(7)|No >=

—< Ny| [ &3 B (@)5(7" — )| N >=
il [ @ @ -z .
N

< Ng| > Fad(i)r" ()| No >,
=1

dove abbiamo omesso per semplicita di scrittura la dipendenza dei fattori di forma

dal quadrato del quadrimpulso trasferito ed abbiamo sfruttato la relazione (4.3]).

4.3 Sviluppo in multipoli della corrente nucleonica

Vogliamo ora scrivere lo sviluppo in multipoli degli operatori di corrente carica
debole nucleonica. Partiamo allora dall’espressione dell’operatore densita di cor-
rente nucleare debole come antitrasformata di Fourier dello stesso operatore nello
spazio degli impulsi:
- 3 _igg!
hL(:v’) = /d e nPT hL(ﬁ) (4.28)
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dove ricordiamo che p € I'impulso trasferito nel processo.

Come accennato in precedenza, nel calcolo degli elementi di matrice nucleare
supponiamo che gli stati nucleari siano caratterizzati da momento angolare e
parita ben definiti. Ora, sfruttando la riscriviamo il termine adronico

come segue:

-y

< Ny|hl(§)|No >=< Nyl /d3 "enP T Bl (2)|No >, (4.29)

da cui, sostituendo l'operatore di corrente carica debole nucleare con la sua

espressione (4.3]) in termini delle correnti nucleoniche, otteniamo:

< Ny L (@) Na > =< N/ Z /di”x'enw R(E)6( — &) Ny >=
(4.30)
_<nyzeﬁ )| Na >,

dove abbiamo sfruttato la proprieta della delta di Dirac, la quale ci permette di
scrivere il termine adronico in funzione delle sole coordinate nucleoniche.

A questo punto, possiamo considerare lo sviluppo in multipoli dell’onda piana che
compare nella in termini delle armoniche sferiche (si veda Appendice .
Prima di tutto consideriamo la componente temporale dell’elemento di matrice
(4.25)), poi calcoleremo i termini dovuti alle componenti spaziali dell’operatore
di corrente debole usando il sistema di riferimento dei versori sferici (é3,64,6_)

definito come segue:

(4.31)

D>

w
Il
>
Il

z ﬁ )

1
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dove abbiamo scelto 'asse z nella direzione dell’impulso trasferito.

Dunque, per 4 = 0 abbiamo:

N oo
hh(7) = Var SN i g (ke V2T + 1 Yo(Q)hj(F:) =
i=1 J=0
N oo
= \/EZ Z iJjJ(K:x,-)\/ 2J + 1 YJO(QZ)iLgV(fZ) =
i? JO=00 (4.33)
= VAT Y N i G (kw) V2T + 1Y () Fyrt =

i=1 J=0

o0
= Var Y " i/V2T + 105 (p),
J=0
dove abbiamo definito:

N
CY(P) = Furt My (&), (4.34)
i=1

operatore multipolare Coulombiano e

Per quanto riguarda le componenti spaziali dell’operatore di corrente carica de-

bole, abbiamo:

p ’ (4.36)

—+00
Var Y il\V2T +1 £4(p) se A =3
J=0

Var 5SS i VAT T [E4(5) + AMA@)] s A= +1
J=1

dove L4(p), £4(p) e M4 (p) sono gli operatori multipolari assiali Longitudina-

le, Trasversale Elettrico e Trasversale Magnetico rispettivamente, definiti come
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segue:

N
) J+1 . J . .
L3(p) = ZZFA (- M i1,(%) + MJLJ(xi)> o
=1

2J +1 2J+1
(4.37)
al J+1 J
&7(p) = iZFA <— 5T+ 1MJ_17J(fZ‘) + \/;MJH,J(@)) G,
=1
(4.38)
N
M3 (P) = Z FaMy (%) -a1", (4.39)
=1
con:
My (%) = Gy (rai) V(). (4.40)

In questo lavoro studiamo processi di decadimento doppio beta caratterizzati da
una variazione nulla del momento angolare nucleare totale. Di conseguenza, nelle
espressioni precedenti, consideriamo i soli termini che danno contributo alla cor-
rente quando J = 0. Con questa ipotesi, possiamo trascurare completamente il
contributo degli operatori trasversale elettrico e magnetico. Dunque, la compo-
nente spaziale della corrente carica debole che descrive i processi in esame e data
da:

N
ET(ﬁ) = —V 471’2 FAMI,O(fi) cart , (4,41)
i=1
mentre, ricordando la (4.33)), la componente temporale della corrente per J = 0

¢ data da: N
W) = Vir 3 Fort Mo(&). (4.42)
=1
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Ampiezza di probabilita per il Ov5 3

In questo capitolo ci proponiamo di calcolare I’ampiezza di probabilita per il Ov54
data dal modulo quadro dell’elemento di matrice di scattering Sy; associato al
processo, utilizzando i risultati finora ottenuti e, in particolare, la riduzione non
relativistica degli operatori che compaiono negli elementi di matrice adronici.

Consideriamo inoltre decadimenti in cui la variazione del momento angolare nu-
cleare totale tra stato iniziale e stato finale sia nulla e la parita sia conservata.
Di conseguenza, i due processi virtuali che caratterizzano un Ovf3f possono es-
sere o due trasizioni di Fermi, ciascuna delle quali eccita stati a parita naturale
P = (—1)7 con J variazione del momento angolare nucleare totale, o due transi-
zioni di Gamow-Teller che eccitano stati a parita non naturale P = (—1)7*1. Cio
semplifica la trattazione del problema perché, come abbiamo visto in precedenza,
la componente temporale degli operatori adronici descrive una transizione di Fer-
mi, mentre le componenti spaziali descrivono transizioni di tipo Gamow-Teller.
|2

Di conseguenza, nel calcolo di [S¢;|* potremo considerare nulli tutti i termini di

interferenza tra componenti che eccitano stati con parita differente.

95
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5.1 Calcolo dell’ampiezza di probabilita

Per il calcolo dell’ampiezza di probabilita associata al OvG3 ripartiamo dall’e-

spressione ([3.70]) dell’elemento di matrice Sy; ad esso associato:

(2r)'5" (;pf - ;pz-)MO;f =

2
TmyC
= _WG% §(E(e1) + E(ez) + E(Ny) — E(N:))\/Fo(Zy; E(e2))
5.1
X \/ Fo(Za; E(e1)) < ezer| KHY[|0 > Z/d?’x'/d%” (51)
d3q o (& —")
N¢|hl(2)|Ny >< No|hl(2")|N; > .
< | G tr Ay < NE N, >< Nl N >
Ricordiamo che:
< ezer| K10 >= a(ph)y*y" (1 + 7°)u(pr) (5.2)
e che, dalla (3.63)), abbiamo:
AE(a) = E(e1) + E(Ny) — E(N;), (5.3)

dove abbiamo messo in evidenza la dipendenza di A E dallo stato nucleare virtuale
intermedio. Questa dipendenza puo essere eliminata utilizzando I’ approssimazione

di chiusura, largamente sfruttata nell’analisi del Ov3g3 , per la quale si pone:
AE(a) =< AE >, (5.4)

con < AFE > valor medio scelto opportunamente a priori.

Prima di procedere con il calcolo del modulo quadro della (b.1)), riscriviamo gli
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integrali dei termini adronici in una forma piu conveniente come segue:

eﬁq(z - ) . .
f ’/ o [ o BB <) < Ny[B],@)Na >< Naltl(@")|N; >=

< N / a3 () h T | N >

- / (2m)3 Eya(Eya—f— < AE >)
X < Noz‘/dgl'”hi(f”)e_’é@f”‘]\fi >

(5.5)

da cui, sfruttando la (4.29)), otteniamo:

eh‘](x -7 ) . .
f '/ * [ o 2r . (B T aESy < NI INa > < Nolhf(@)IN: >~

< Nf|hL(q-)|Na >< No|hl ()| N;i > .

- / (27) E,,a(E,,a—i— < AE >)
(5.6)

Possiamo allora riscrivere 1’elemento di matrice di scattering nella forma:

(2m)5" (zpf - Zm)MOE =

= T G 505 (er) + Bles) + E(Np) — BNy FolZys Blen))

d? 1
% \/Fo(Za; Blex)) < ezer|K*|0 > Z/ (273319

e (Evy+ < AE >)

x < Nylhf,(@)|Na >< No|hl,(~1)|N; o
5.7




CAPITOLO 5. AMPIEZZA DI PROBABILITA PER IL 0v3j 58

L’ampiezza di probabilita associata al Ov33 e quindi data da:
2

(2n)5* (S ps = wi) My

7Tm24

T Gyo(B (61)+E(€2)+E(Nf)—E(Ni))FO(ZﬁE(eZ))FO(Za;E(el))
1

<ol (<anlkon > Y [

d3 / 1
g / @rP By (B, + <AE >) N¢|h](@)|Na >< No|hl,(=)|N; >

x (< Ny W@ Now >< Nool(~") ;>
(5.8)
A questo punto, impostiamo il calcolo dell’ampiezza di probabilita (5.8) partendo

dal seguente prodotto tra i termini leptonici e gli elementi di matrice adronici:

> KM(KP) < Mgl hf ()| ToMa >< Jo Mol (~3)|JiM; >

MiaMou
M, Mg (59)

% (< Ip Mg @) T Mar >< Jor Mor B (=) JiM; >)*,

dove indichiamo K" = K (py, s1;p3, s2) =< ege1| K*¥|0 > e, allo stesso modo,
(K7P)* = (K??)" (p1, 813, 82) = (< eze1|K?P|0 >)*, con s; e sy spin dei due
elettroni uscenti rispettivamente con impulsi pi e pa, mentre J;, Jo (Jo) € Jf sono
i momenti angolari totali dei nuclei iniziale, intermedio e finale rispettivamente.
Osserviamo che per calcolare la dobbiamo sommare sulle terze componenti

M dei momenti angolari nucleari totali.

5.1.1 Sviluppo dei termini adronici

Ricordiamo che, sviluppando gli elementi di matrice adronici in approssimazione

non relativistica mediante il metodo di Foldy-Wouthuysen, abbiamo ottenuto:

@ = (Y @ @) e a0 = (W o), (5.10)
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cioe le componenti temporali degli operatori adronici hanno natura esclusivamen-

te vettoriale, mentre le componenti spaziali sono di tipo puramente assiale. In

particolare, ricordando le (4.33) e (4.36)), abbiamo:

h(p) = Var Y V2T +1Cy (), (5.11)
J=0
€
—+00
Var Y il\V2T +1 £4(p) se =3,
Wl (p) = J=0 (5.12)

\/%EO;O@'J 2J + 1 [£4(P) + AMA(D)] se A ==£1.
J=1

Scrivendo in forma generale hL((j) =>4, e h;r,(—(j) = > A, y(—q) e cosi
J J’

anche per gli operatori hj,(cj’ Ve h;r)(—(j' "), ed applicando il teorema di Wigner-
Eckart [Edm57] alla (5.9)), otteniamo:

> KWK < JrMY A (@) JaMe >< JaMa| Y Ay p (=) JiM; >
J

M;,Ma J!
M, M;

X << TrMs | " Ag (@) o Mot >< Tor M| > Ay g (—q")| Ji M >> =
J/I J///
_ Z K (KO'p)* < Jfo"Au,J(®‘|JaMa >< JaMaHAU,J’<_®HJiMi >
(2 +1)(2J" + 1)

JJ,
J"}J”l

(S IMl| g (@) o Mar >< T Merl | Ay (=) |JiMi >)
(2J"+1)(2J" 4+ 1) '

(5.13)
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Ora, considerando le (5.11)), (5.12) e (5.13)), calcoliamo la (5.9)) come segue:

> KM(KP) < JMglhl ()| JaMa >< Jo Myl (—)|JiM; >
MiaMou
M, M
x << T M) Jar Mg >< T Mg | B (=) J: M; >) =
2
e DIPIDIDY [\KOOI < IAICY @ Ia >< Jal L (=) T; >

J=0J'=0J"=0J""=0
(< T CH@ | Tar >< Tar | Chun (=" T >)
33| A A
+ |KB] < TIEH@ o >< Jall £ (=D 1 >
) (< THILD( @) | Tar >< Tar | L5 (=T | T: >)
+ K% (K*)" < Jfl|CY (D1 Ta >< Jal|CH(=D)|| i >
) (< JHILI @) | Tor >< Tar | L5 (=T T: >)

+ KB (K" < Je|LHD)| T >< Jal|LH (=D T >
. (5.14)
X (< T CYH@ ) | Tar >< Tar||CYn (=G| Ti >)

Fr XSS 3 S R ()

J=1J'=1J"=1J"=1 A=%1
N=+1

x < Jall€ (=D > (< TAIEM TN or >< Jar |G (=TI )"
+ < JAME@ o >< ol [N M (=) i >

x (< TN MG Tar >< Tar || X MG (=G| T3 >)”

+ < TIEN@D 1 Ta >< TallEh (DI i >

X (< AN MGG or >< Tat N MG (=) i )"

+ < JAMI@ o >< ol N M (=) i >

< JfllEH @ Ja >

X (< TP (@M >< Tar €5 (=GN T >)" |,
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dove abbiamo potuto separare i termini coulombiano e longitudinale da quel-
li trasversali elettrico e magnetico poiche non c’¢ interferenza tra loro [Bot04].
Inoltre, sono nulli tutti i prodotti misti che rappresentano linterferenza tra C'
e LA ¢ tra £A e MA, agenti nello stesso processo, in quanto questi operatori
multipolari eccitano stati con parita (naturale o non naturale) opposte, percio la
loro interferenza produrrebbe uno stato finale con parita opposta a quella dello
stato iniziale, situazione non compatibile con il caso in esame.

Osserviamo che il Ov33 puo verificarsi solo per nuclei iniziali pari-pari, per i quali
si ha J; = 0. Inoltre, in questo lavoro consideriamo decadimenti in cui Jip = Jff )
percio avremo che anche Jy = 0. Di conseguenza, i due processi virtuali intermedi
sono caratterizzati dalla stessa variazione del momento angolare nucleare totale

e possiamo porre J = J' e J” = J"” nella (5.14)), ottenendo:

> EM(KP) < 00[h] (I TaMa >< JoMalhf(—7)]00 >
Mo, M,

% (< 00|L (@) e Mar >< Jor Moo B (—G1)]00 > ) =

=4ry >y [) <01 CY (Dl a >< Jal|CY (=)]|0 >

J=0J'=
x (< 0| CH (@ Jor >< Ja|[CH(=7)]]0 >)"
2
+ |K3] < 0L @ e >< Jall£F (=)0 >
X (< O£ ()T >< Tar||L3(=7")]]0 >)°
+ K% (K%)" < 0/|C ()| Ja >< Jal|CY ()]0 >
x (< O£ Jar >< Jor |1 £5(=G")][0 >)"
+ K3 (K < 0[|L3(D)|Ja >< Jal|LF(=3)]|0 >

x (< 0| CY (@) [ Jar >< Jur||CH (=)0 >)" |+
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<07 (@I a >

+27rz Z Z Z Z K}\/\/ (KA//)\///>
J=1J'=1J"=1J"=1 A==+1
N =+1
x < JallE} (=)0 > (< 01|ER @) Jar >< JurllER (=)0 >)"
FANNN < 0\| MYDN o >< Tl MF(=)||0 >
+ X'\ < OIIE? Do >< Jall&F (=)0 >
x (< O[|MI@) | T >< Tar MG (=7")]]0 >)

FAN < 0| MAD|| o >< Jal|MA(=)]|0 >

7')
(
X (< O[EMG) [ Tor >< Jar|EM (=)0 >)"

5.1.2 Calcolo dei termini elettronici

Vogliamo ora calcolare i coefficienti elettronici |[K%|?, |[K33|?, ... che compaiono

nella (5.15). A questo scopo, calcoliamo dapprima il generico prodotto:

Kuu(Kap)* _
= [a(@, s2)v"y" (1 + %) u(Br, s1)] [@(F2, 520777 (1 + 7 u(@r, s1)] " =
51,52

= Z (P2, s2)7"y" (1 +~°)u(py, 1)) [@(p1, s1)(1 = 7°)7P 7 u(p2, s2)] -

51,82

(5.16)

Sfruttando la relazione di completezza [Pes95]:

S u(@, )i, s) = L1 (5.17)
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riscriviamo la (5.16)) come segue:

Kul/(Kap)* _

1
4m2c2
Am2c2

2m2 2

Tr{(p2 + mec)y"7" (1 +7°) (1 + mec) (1 — 4°)yP77} =

———Tr{(2 + mec)V"v 261 (1 — 4°)7"77} =

Tr{(p2o7™ + mec)y"y P, Y* (L = 7"y},

dove abbiamo tenuto conto del seguente risultato:

(1+79°)(p1 + mec)(1 =7

) =2p1(1 —~°).

(5.18)

(5.19)

Continuando a sviluppare la (5.18)) e sfruttando le proprieta della traccia del

prodotto di matrici v di Dirac [Pes95], otteniamo:

Kyu(Kap)* _

1
= Sz P plx[TT{vvvvvva} Tr{y*v"v"v*777°}|,

dove:
Tr{y* vy} =
=4 [n”‘“ (07 = "X 4 0" )

— 2 () XPT — grPpXT gl XP)
+ naX (nl“’npg _ n#PnV‘T + 77#0 VP)
U Vi o T
+ 0 (P — P+ ptPyX) ]

mentre:

Tr{y* 7" v4*777°} =

— A | pOHgVXPT | pHV JOXPO Qv (X po
n n n

— ngs €2 (na"npc’ — PP + neon"p)} :

(5.20)

(5.21)

(5.22)
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con €4 tensore di Levi-Civita a quattro indici.

Per calcolare i coefficienti del tipo |K*¥|? basta semplicemente porre o = p e
p = v nella . Riportiamo qui di seguito i risultati ottenuti (per i calcoli si
veda Appendice :

2p2-p1

K002 — | 332 —
KO = KPP = 2

(5.23)

00 (K33)* — K33 (KOO)* _ _%7
e
dove ricordiamo che p; e ps sono i quadrimpulsi dei due elettroni uscenti e ed
€.
Per quanto riguarda i coefficienti leptonici del tipo |K )‘)‘/\2, ciot il caso \ = X\ e
N =), con \, N = £1, abbiamo:

KT =|K > =0; (5.24)
_ 16 p3 py
K2 0P 5.25
K| me? (5.25)
_ 16 p; py
Ktz 0Py 5.26
K| me? (5.26)
con p* definito come segue:
p==p' Lip?, (5.27)

dove sottolineiamo che gli indici in alto ai quadrimpulsi sono indici spaziali, da
non confondere con gli indici 1, 2 posti in basso i quali indicano, invece, ’elettrone
corrispondente.

Infine, i restanti termini non nulli del tipo K AN (K )‘N’\/N)* sono i seguenti:

*

* 8 _ _
K () = K (K%)= S (i +rel) . (6:29)

e

mentre tutti gli altri termini sono nulli poiché K*+ = K~ = 0.
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5.2 Ampiezza di probabilita e tempo di vita media

per il Ov3p

Dai risultati ottenuti nel paragrafo precedente per gli elementi di matrice lepto-

nici, possiamo riscrivere la (5.15)) come segue:

> KM (K7P)* < 00|kl ()| oMo >< JoMa|hf(—q)[00 >
Mo, M,

x (< 0[] (§")| T Ms >< Jos M|y (=G")[00 >) -

8

=52 ) ) Y | <OICT @I >< JallCF (-D)I0 >
e J=0J'=0

x (< 01| CYAG") | Tar >< Jo||CH(=G")]]0 >)"

+ < 0L} Do >< JallC) (=)0 > (5.29)
x (< O[L3(G") | o >< Jar||1L5(=G")]]0 >)"

— < OllCY (@)1 o >< Jal|CY (=Dl0 >

% (< O[[LH(T) | Jar >< Tar||1L5 (=G0 >)"

— < OlL Do >< JullLF (=)0 >

x (< ONCHI(G o >< Jul|C (=GN0 >)" | ,

in cui osserviamo che gli elementi di matrice adronici in cui compaiono gli opera-
tori multipolari trasversali si annullano e sopravvivono solo i termini longitudinali

e coulombiani.

Infine, inserendo il risultato (5.29) nella (5.8) giungiamo ad una espressione
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dell’ampiezza di probabilita associata al OvS5g :

()5 (S by = wi ) My!

27T m c (P2 p1)
m2h6

1
BBl B Ben) S X 3 [

a,af J=0J'=

G4 d(E(e1) + E(e2) + E(Ny) — E(N;))

<0/ICY (@ Ja >< JallCY (=[]0 >

d*q 1
. / @rP E, (B, + < AE'>)
% (< 0| CYAG) 1oy >< T ||CY (=)0 >)"
+ < 0L @ a >< Jall L5 (=7)]]0 >
x (< O£ | Jor >< Jarl|IL3(=G")][0 >)"
— < 0/1CY (Do >< Jal [CY (=D)l0 >
x (< ONLH (@)1 >< Ta L5 (—=7)]0 >)"
— < OILH (@D e >< Jall£F(=@)]]0 >

X (< 01 CY( TN >< Jurl|CY (=710 >)"

(5.30)

E possibile utilizzare questo risultato per calcolare il tasso di decadimento

associato al Ov3f , il quale & definito dalla seguente relazione [Wei95]:

2 d3py dPpo

2m y
o(Ey - Ei |M0 B3 OR3

dl' = — 5.31
. (531)

dove:

Ef — Bi = E(e1) + E(es) + B(Ny) — B(Ny), (5.32)
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2
mentre ‘MJQ;’ ¢ l'elemento di matrice nucleare che compare nell’espressione

(5.30) e dato da:
a0 = MW ) i ey Fy(Zas E
| 1‘ - 1287T5m2h6 B 0( fr (62)) 0( as (61))
1
XZZZ/ 2m)3 By, (Ey,+ < AE >)
a,a’ J=0J'= Vo

<O[1CY (DT >< Jal|CY (=[O >

d3q 1
% / @r) E, (E, +<AE'>)
% (< 0| CYG) 1o >< T || CY (=)0 >)"
+ < L@ o >< Jall£3(=7)]]0 >
X (<0G @) >< T lIL5(=7)]0 >)"
— < 0/1CY (Do >< Jal[CY (=D)]I0 >
x (< O£ | Tor >< Jar||L3(=G)][0 >)"
— < ILH@ e >< JallLF(~7)]0 >

X (<0 CH (@) | Jar >< Jurl | CH (=)0 >)"

(5.33)

Inseriamo ’espressione ([5.33)) nella ed integriamo rispetto agli impulsi P
e pp dei due elettroni emessi nello stato finale, ricordando che d®p = |7|? dp d2 =
|7| E dE dQ, con df2 angolo solido infinitesimo. In questo modo, possiamo otte-
nere un’espressione del tempo di vita media T associato al Ov3g3 , il quale & dato

dalla seguente relazione:
T : Me ’ '

dove m, & la massa effettiva del neutrino definita dalla (3.49), mentre G% & il
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fattore spazio delle fasi associato allo stato finale del decadimento, dato da:

G% =167 /(pl'Pz)FO(Zf; E(e2)) Fo(Za; E(e1))0(Ep—E;)|p1||p2| By B2 dEy dEy
(5.35)
dove il fattore 1672 compare in seguito alle integrazioni rispetto all’angolo solido.

2
Infine, abbiamo introdotto )R% , elemento di matrice nucleare definito come

segue:

T ¢G5 L
|R(})‘i T 64nAnis ZZZ/ 213 E,, (E,,+ < AE >)

a,a’ J=0J'=

<0[1CY (DT >< Jal|CY (=[O >

d3q 1
s / @n) E, (E, +<AE'>)
% (< 0| CYAT) 1oy >< T || CY (=)0 >)"
+ < OILH @D o >< Jall L3 (=7)]]0 >
x (< ONLH (@)1 >< Ja L3 (=7)]0 >)"
— < 0/1CY (Do >< Jal [CY (=D)]I0 >
x (< O1L3(G") | o >< Jar||1L5(=G)][0 >)"
— < 0ILH@ e >< Jall£F(=7)[0 >

X (<0 CH (@ | Jar >< Jurl | CH (=)0 >)"

(5.36)



Conclusioni

Nel presente lavoro di tesi abbiamo ottenuto un’espressione dell’ampiezza di pro-
babilita associata al decadimento Ov(3f di nuclei pari-pari. L’intero calcolo e

stato strutturato sulla base delle seguenti ipotesi:

e Abbiamo utilizzato gli strumenti forniti dalla teoria delle perturbazioni di-
pendenti dal tempo. In particolare, sviluppando ’elemento di matrice di
scattering associato al OvB3 , abbiamo considerato solo il secondo ordi-
ne nello sviluppo perturbativo, in quanto il primo non contribuisce alla

descrizione di questo processo.

e Abbiamo descritto il decadimento come ’eccitazione virtuale di uno stato
intermedio nel nucleo dispari-dispari adiacente al nucleo iniziale e finale

della transizione.

e Abbiamo fattorizzato i termini leptonici ed adronici all’interno dell’espres-

sione dell’elemento di matrice di scattering.

e Abbiamo corretto le funzioni d’onda piana degli elettroni emessi nello sta-
to finale con le funzioni di Fermi, questo per tener conto della distorsio-
ne Coulombiana prodotta dall’interazione dei leptoni uscenti con il nucleo

finale.

69
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e Abbiamo utilizzato ’approssimazione di chiusura, considerando un valor
medio dell’energia di eccitazione, in modo tale da eliminare la dipendenza di
quest’ultima dallo specifico stato eccitato del nucleo dispari-dispari virtuale
intermedio. Questa scelta permette di utilizzare la proprieta di completezza
degli stati eccitati e, quindi, di ottenere un’espressione dell’ampiezza di
probabilita che risulta essere anch’essa indipendente dagli stati virtuali del

nucleo dispari-dispari.

e Abbiamo, infine, utilizzato un’espressione non relativistica degli operatori
responsabili della transizione adronica, considerando i soli termini del primo

ordine nello sviluppo di Foldy-Wouthuysen dei suddetti operatori.

Le espressioni ottenute richiedono la scelta di un modello nucleare che descri-
va la transizione tra i nuclei genitore e figlio per poter calcolare gli elementi di
matrice adronici. In effetti, 'incertezza piu grande nel calcolo dell’ampiezza di
probabilita associata al decadimento Ov3j e relativa proprio agli elementi di ma-
trice nucleari. Per questo motivo € necessario costruire un modello che permetta
di avere un buon controllo degli effetti nucleari. La scelta pitt semplice consiste nel
considerare un modello a campo medio in cui gli stati nucleari sono descritti da
un singolo determinante di Slater. Nello stato fondamendale del sistema nucleare,
gli stati nucleonici con energia inferiore all’energia di Fermi sono completamente
occupati, mentre quelli con energia superiore risultano completamente vuoti. I
primi sono detti stati di buco, i secondi sono stati di particella. Lo stato finale
del Ov3p3 e descritto da un determinante di Slater che conterra due stati buco di
tipo neutronico e due stati particella di tipo protonico. Questo modello genera
funzioni d’onda di singola particella, permettendo cosi di ottenere direttamente i
valori numerici degli elementi di matrice adronici.

Ovviamente, ¢ possibile scegliere modelli pit complicati, i quali considerano
anche le interazioni tra i vari nucleoni. Ad esempio, un modello molto utilizzato

¢ la Quasi-particle Random Phase Approximation (QRPA). In questa teoria gli
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stati eccitati del sistema sono descritti da una combinazione lineare di eccitazioni
particella-buco. Questo equivale a considerare una combinazione lineare di de-
terminanti di Slater, ciascuno composto da una sola eccitazione particella-buco.
Quelli citati sono solo alcuni esempi dei numerosi modelli nucleari che sono stati
applicati al problema del Ov83 , mediante i quali si cerca di raggiungere una

sempre piu accurata descrizione teorica di questo importante fenomeno .



Appendice

Convenzioni

In questa appendice riportiamo alcune delle convenzioni e delle proprieta utiliz-
zate nel nostro lavoro.

Definiamo innanzitutto le matrici 4* (con p = 0,1,2,3), matrici 4 x 4 tali da
soddisfare 1’algebra di Clifford:

{597} = 20" Laa, (A1)

dove p*¥ & il tensore metrico dello spazio-tempo di Minkowski, definito da:

1 0
0 -1 0 0

n = 0 0 1 (A.2)
00 0 -1

In questo lavoro utilizziamo le matrici v* in quella che viene comunemente chia-

mata rappresentazione standard, per la quale abbiamo:

I 0 : 0 o
30 = (1222 e =, 7). (A.3)
0 —]IQXQ —ot 0
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dove le o sono le matrici di Pauli 2 x 2, definite come segue:

01_<0 1)7 02_<0 1) 03_<1 0)7 (A4
Lo —i 0 0 —1

le quali soddisfano I’identita algebrica:
olod = 59 4 iekgh, (A.5)

con €7% tensore di Levi-Civita. Definiamo poi una la matrice 4° come segue:

, 0 Ibx2
VP =i’y = E (A.6)
Iox2 0

Valgono inoltre le seguenti proprieta:

{+~°} =0,
P = 0, 4= =) %90 =4O = Lana,
=), (7)T° = A0n (A7)

Definiamo infine il tensore antisimmetrico o** come segue:

i
V=S (Y =) =
2 (A.8)

=1y =) .

ot



Appendice

Particella libera di Dirac

La dinamica di una particella di spin 1/2 e massa m & ben descritta dall’equazione

di Dirac (in unita naturali h = ¢ = 1):
("0 — m)W(x) =0, (B.1)

;) R . N . .
dove 0, = 575 e U(x) & un quadrispinore, cioé uno spinore a 4 componenti.
Le soluzioni di particella libera dell’equazione (B.1) possono essere scritte come

combinazioni lineari di onde piane:

1

Uy (x) = We

Sy ) ) (B.2)

Uy (z) = \}V iP5 (), (B.3)
con pr = p,rt = pox® — pizt e pg > 0. Osserviamo che queste soluzioni libere
sono composte entrambe da un fase contenente la dipendenza spazio-temporale
tipica di un’onda piana, moltiplicata per un opportuno spinore di polarizzazione
a quattro componenti, in particolare u(®) (p) e v() (p). Inoltre, sottolineiamo che

d’ora in avanti considereremo unitari i fattori volumetrici di normalizzazione che

compaiono nelle (B.2)) e (B.3).
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Per una particella di massa m, gli spinori di polarizzazione dipendono dal suo
spin s e dal suo impulso p. E importante evidenziare la sostanziale differenza tra
le due soluzioni libere e (B.3)), in quanto ¥y(z) corrisponde a soluzioni di
particella (energia positiva) libera, mentre Wy (z) descrive lo stato di un’antipar-
ticella (energia negativa) libera.

Inserendo la ela nell’equazione di Dirac (B.1]), si ottiene un ulteriore

vincolo sugli spinori u®) () e v(*)(p), rispettivamente:

(Vpu — m)u® (p) =0, (B.4)
(vpu +m)o®(p) =0,

dove p,, ¢ il valore della componente p-esima del quadri-impulso.

A questo punto, calcoliamo dapprima le soluzioni u(*)(0) e v(*)(0) delle equazioni
e nel sistema di riferimento della particella a riposo, per poi estendere
la trattazione al caso di un sistema di riferimento generico (5 # 0). Consideriamo
per prima ’equazione e poniamo (in unita naturali & = ¢ = 1) p = (E;0),
da cui, ricordando che vale la relazione p?> = m?, abbiamo p = (m; 6) Dunque,

scriviamo:

(+’po — m)ul®)(0) = 0, (B.6)

che, utilizzando la rappresentazione standard delle matrici v definita in Appendice

@ ed indicando sy = I, puo essere scritta in forma matriciale come segue:

I 0 (T 0] (£9()) (o0 N

o -1/ "o )] \cow@)  \o

0 0\ (£4)(0) _ (0 B.7)
0 1) \¢®(0) 0/’ '
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con £)(0) e ¢(*)(0) bispinori a componenti costanti.

Dunque, risolvendo la (B.7)) otteniamo:
(1.2) (R 0
¢7(0) = NE (B.8)

percio la ammette le seguenti due soluzioni linearmente indipendenti che

descrivono due stati con opposta orientazione dello spin

W19 (3) = (5“’”@) | B9

dove un’opportuna scelta per £ 6 )eé (2)( ) ¢ la seguente:

( e £2(0) = <(1)> . (B.10)

) & scelto per convenzione.

1l fattore —i nell’espressione di & )
1,2 in un generico sistema di riferimento,

Per determinare u(*)(7) con s
sfruttiamo innanzitutto il seguente risultato:

(VP — m) (V' Py +m) =y pupy, —m® =
= n"'pup, —m? =p* —m? = 0. (B.11)
Dalla precedente proprieta abbiamo che:
(v'pu —m) | K (v"py + m)u(0)| =0, (B.12)
e, di conseguenza, possiamo scrivere:
(B.13)

u® () = K (v"py +m)u®(0),
con K costante di normalizzazione da determinare. Sviluppando la (B.13)) utiliz-

zando le espressioni (A.3)) e (A.4]), otteniamo:

u () = K(7°po — 7'pi + m)ul?(0)
(s
:K(E+m)< aé H) (B.14)
Eer 0
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Per calcolare il valore della costante K, imponiamo la seguente condizione di

normalizzazione:
a" () u' (5) = 6y, (B.15)

dove @) (p) = ut) ()7 e r, s = 1,2. Effettuando gli opportuni calcoli, ricavia-

mo:
1

K=— —
2mvVE +m
A questo punto, sostituendo la (B.16)) nella (B.14)), otteniamo ’espressione dello

spinore di polarizzazione u(®) (p) per una particella di spin 1/2 e massa m in un

(B.16)

sistema di riferimento generico:

()0
u(s)(ﬁ) = L+m Aé (©0) . con s=1,2. (B.17)
2m \gim €90)

Ripetendo l'intero ragionamento per determinare la struttura dello spinore di po-
larizzazione v(*) (p) per le soluzioni ad energia negativa, otteniamo che nel sistema

di riferimento della particella a riposo (p'= 6) lo spinore e dato da:

1)) = (SO(LS) @) (B.18)

dove una possibile scelta per i bispinori cp(l’z)(ﬁ) e la seguente:

oW (0) = —i (;) e o?(0) = (?) (B.19)

In un sistema di riferimento generico, imponendo la condizione di normalizzazio-

ne:
E(T) (ﬁ) U(S) (ﬁ) = —0ps, (B.QO)
otteniamo che la forma dello spinore di polarizzazione e data da:

v (p) = E+m (Eim #(0) con s=1,2. (B.21)
2m ©®)(0) ’
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Infine, osserviamo che ¢ utile introdurre la seguente matrice:

(1)

tale che:
p9(0) = A1) (0);
da cui:
) () = E;—Tm < 5.55)((63 q)
em §7(0)
e

o) =

2m

E+m<gﬁAwW®>
con s =1,2.

Particelle di Dirac prive di massa
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(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

Nel caso di particelle libere di Dirac con massa nulla, le relazioni (B.15]) e (B.20))

non sono piu valide. Le condizioni di normalizzazione nel caso m = 0 sono infatti

le seguenti:

@ () u () =0,
7@ (@) =0,

(B.26)

dalle quali discende un’assoluta arbitrarieta nella scelta delle costanti di norma-

lizzazione da inserire nella definizione degli spinori. In questo lavoro scegliamo

di descrivere particelle ed antiparticelle di Dirac con massa nulla con i seguenti

spinori:

(B.27)

(B.28)
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Coniugazione di carica

Nella teoria di Dirac, le particelle e le antiparticelle ad esse corrispondenti sono
caratterizzate dalla stessa massa e da carica opposta (nel caso di fermioni carichi).
Si definisce, allora, un operatore di coniugazione particella-antiparticella, il quale

trasforma uno spinore di Dirac come segue:
C:v— ¢ (C.1)

in modo tale che se ¥ soddisfa I’equazione di Dirac in presenza di un quadri-
potenziale elettromagnetico A,,, valida per fermioni di massa m e carica —¢ (in

unita naturali A = ¢ = 1):
V(10 — qAu) =m]¥ =0, (C.2)

allora W€ deve soddisfare un’equazione identica ma con segno opposto per il termi-
ne elettromagnetico, in quanto quest’ultima descrive la dinamica dell’antifermione

di carica +q e massa m:
[V(i0, 4 qA,) — m]¥C = 0. (C.3)

Vogliamo ottenere I'espressione dell’operatore che permette di trasformare lo spi-

nore U nel corrispondente coniugato di carica ¥¢. A questo scopo, possiamo
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agire direttamente sull’equazione e, di conseguenza, sullo spinore W fino ad
ottenere, con varie operazioni, ’equazione ((C.3]).
Calcoliamo, innanzitutto, ’hermitiana coniugata dell’equazione di Dirac ,
ottenendo:

Wy (=9, — qAp) —m] =0, (C.4)
dove 5“ indica che I'operatore agisce a sinistra. Ora, ricordando che %70 =

I, moltiplichiamo opportunamente la precedente equazione per le matrici ~°,

ottenendo:
Wiy 0 [yt (=i, — qAL) —m] =0 =
UinO Oyt (=il — gA) —m*) =0 =
WAy 0mT( —ig —qA) — Y =0=
W00y 110 (i), — qA,) mvovo] =0=
WA 40T 0( zg —qA,) (C.5)
da cui, definendo lo spinore di Dirac aggiunto ¥ = \I/JWO e considerando la

proprieta 40v#T40 = 4% otteniamo:
#(idy + qAy) —m] = 0. (C.6)
Effettuando 'operazione di trasposizione sull’intera equazione, otteniamo:
[—y*T (10, + qA,) — m]¥T = 0. (C.7)
Per giungere all’equazione , non ci resta che agire sulla precedente con una
matrice C' 4x4 invertibile (CC~! = C~1C =1) tale che:
CAPTC = —4H, (C.8)
Quindi, scriviamo:
Cl-v*1(id, + qA,) —m]C~1CYT =0 =
[~C*TC7L(i0, + qA,) — m CCOUT =0 =
[~Cy*TC=L1(i0, + qA,) — m]COT =0, (C.9)
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da cui:

[(V(i0, + qA,) —m]C¥T = 0. (C.10)

Dunque, lo spinore CW¥7T" & evidentemente il coniugato di carica per lo spinore di

Dirac ¥ che descrive il fermione carico:
v¢ =T (C.11)

e Doperatore C & detto operatore di coniugazione di carica. Esistono diverse
espressioni matriciali di questo operatore a seconda della rappresentazione scelta
per le matrici v, tutte tali da soddisfare la proprieta (C.8)). In rappresentazione

standard, ad esempio, essa ¢ definita come segue:

2.0
C=iy*0 = —i ’ . (C.12)
0 o?

Vediamo allora come si comportano gli spinori di polarizzazione v e v sotto

'azione della matrice (C.12). Per lo spinore u abbiamo:
u’ = Cu" = iy (uh)" = in*y° (%) (uN)", (C.13)

ma (7°)T = 4% e 4/99% = I, quindi:

. . E+4+m =t \ T
C _ 2/ I\NT _ ;.2 (¢-p)
u” =iy*(u')’ =iy o (XT XTW)

C[E+m 0 o2 x*
=1 — ==
Voom \—o? 0 ) \ G2y

. 70T *
_ JEErm io® e x (C.14)
2m _Z‘O,QX* ’ )

dove abbiamo sfruttato il fatto che le matrici di Pauli siano hermitiane. Ora, &

facile dimostrare che, a causa dell’antisimmetria della matrice o2, abbiamo:

(@-p)"
E+m

=o'p; — o’pa + o’p3, (C.15)
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da cui, sfruttando la regola di anticommutazione {o;,0;} = 2d;; I , otteniamo:

= AT
- 9(7 D) 9 1 2 2 2 3
i0 =i(c°c'p — o0 oo =
Etm (00" m P2+ p3)
= i(70'102p1 —o202py — U3a2p3) =
= —i(G-p)o?. (C.16)
A questo punto, osserviamo che:
io? = —A, (C.17)

con A matrice definita in (B.22)). In definitiva, abbiamo:

@G5 4, -
uC = JEEm <E+m X ) — v, (C.18)
2m Ax*

cioe sotto l'azione della coniugazione di carica, rappresentata in forma matriciale

dalla (C.12)), lo spinore di polarizzazione u si trasforma in v. Allo stesso modo si

puo dimostrare che:

vY =iyt = u. (C.19)

E quindi ben evidente la differenza tra il campo di Dirac ed il suo coniugato di
carica:

ol £ (wP)e, (C.20)
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Chiralita ed elicita

Gli autospinori di elicita (2.20) e (2.21]), i quali descrivono fermioni ed antifer-
mioni di Dirac privi di massa, sono anche autospinori degli operatori proiettor:

di chiralita definiti come:

P, = (D.1)

Per dimostrare quanto detto, vediamo come agiscono questi operatori sugli spinori
di polarizzazione (2.14]) e (2.15)) nel caso m = 0 (per i fattori di normalizzazione

nel caso m = 0 si vedano le (B.27) e (B.28))):

S0 £970@) = (1 £4°)VE ( ) -
\TX

37
_ Ly (X wX (D.2)
2 FxEx
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Osserviamo che (%ﬁx + X) € ancora autostato dell’operatore di elicita h, definito

dalla (2.11)), con autovalori +1:

g-p ag-p 5 ﬁ
(%) (5 )() -
|71 1] 1]
) N _;
0% p g-
(% v e
*ﬁ
Y+t —x =
F
i(a_*i ) (D.3)
= = X R .
1]
dove abbiamo sfruttato la proprietd 62 = 1. Quindi, possiamo scrivere:
G-p
con k4 costante.
Allora:
1 5y,,0 1 VE|[ X 0
5(1 +4°)u(p) = iki E = ctuy (P), (D.5)
+x

con ¢4 = %ki. Allo stesso modo si puod dimostrare che:

S (17 00F) = el (7). (D.6)
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Riduzione non relativistica

In questo lavoro, vogliamo effettuare una riduzione non relativistica dell’operatore
di corrente carica debole, somma delle sue componenti vettoriale ed assiale
. A questo scopo, sfruttiamo il procedimento di Foldy-Wouthuysen, il quale
consiste nello sviluppare gli elementi di matrice e in potenze di \E |/m,
con k impulso del nucleone, utilizzando I’espressione non relativistica degli spinori
di Dirac associati ai nucleoni. La nostra scelta consiste nel considerare
esclusivamente i termini di ordine zero dello sviluppo.

A titolo di esempio, calcoliamo il contributo della sola componente temporale
della all’elemento di matrice adronico associato al decadimento del nucleo

virtuale intermedio:

< Nkf,5f|hzr)v(p)|Nka,sa >=

. i .
= ﬁ(kfa Sf) (FV(pZ)’YO + QTHFM(pZ)pVUOV> T+ u(kon Sa) =
(B.1)

-

. i 3
= ul(ky, sy) (Fv(pQ)’Yo% + %FM(pQ)p Yo 00u> 7 u(ka, Sa) -

- 1 y .
=ul(ky, s) <Fv(p2) — —Fu(p*)p” (v — 10w ’YO)) T u(ka, $a) -

2m
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Consideriamo il termine contente il fattore di forma Fy :

FV(pQ)UT(Ef’ Sf) u(/ga, Sa) =

2 5];; Xscx
= Fv(p’) <X};f St le) (&-Ea ) -

2m02 XSa

(7 Fp)(& Ea>> . =

(E.2)

= Fv(p)xl, (1 +

~ Fv(p2)leXSa )

dove abbiamo trascurato il termine con potenze di |k|/m di ordine maggiore di
Z€ro.

Per quanto riguarda il termine contenente la funzione di struttura Fj, si osserva
che in esso compaiono potenze di ordine non nullo di |E| /m, quindi possiamo
trascurarlo completamente e scrivere:

< Nigs 1Y ()| Niy oo >~ Fy (0)xE, 7 X - (E.3)

Dai calcoli dei contributi dovuti alle componenti temporali e spaziali delle correnti
vettoriale ed assiale [Bot04], si ottiene che, oltre al termine , I’unico contri-
buto significativo nella nostra approssimazione all’ordine zero dello sviluppo in
serie di potenze di |k|/m &

< Niy g |5 AD) Ny s > Fa(p?)X], 37 X, - (E.4)
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Sviluppo in multipoli

Lo sviluppo in multipoli di un’onda piana e dato da:

eiPT = 4 N il ji(ka) Yy (R)Yim (2) (F.1)

lm

dove k = @, R=Q = 0s,05), x = || e & = Qp = (04, 9z). Nella precedente

espressione compaiono le funzioni di Bessel sferiche j; e le armoniche sferiche
Yim, dipendenti dai numeri quantici [ e m. In particolare, se scegliamo ’asse z

coincidente con la direzione di p, vale la seguente proprieta:

.. [20 + 1
lem(’%) = 47T 5m01 (F2)

e possiamo riscrivere la (F.1)) come segue:

i g 20+1 .
enP? = Ax Z zl]l(mn) \/:6moylm(x) =

Lm (F.3)
=ViAr Y il ji(ka)V2 + 1Y) (2) .
l

A questo punto, vogliamo calcolare lo sviluppo in multipoli della componente

P T¢y dell'onda, dove A = £1,3 ed é, & uno dei versori sferici definiti dalle
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(4.31) e (4.32). A questo scopo, consideriamo la seguente relazione:

D> <imlmp|IM ><ImTmh|JM >= 3" SOy, =1 (F.4)

JM m/m/ m/m/,
e modifichiamo la (F.3|) come segue:

ewPE — /4 Zz Ji(kz)V20 + Z<lOlmA|JM> Z <Am'1m\|JM > Y, (2).
T)’L'HLA

(F.5)

.. 5T A
Scriviamo allora la componente erP*éy dell’onda:

ehPTey = /4 Zzgl KT)V2l + Z < 101my|JM > Z <Im'1m\|JM > Y, (2)éx

mmA

(F.6)
E importante sottolineare che alla componente dell’onda lungo la direzione del
versore €3 = €, ¢ associato il valore m) = 0, mentre per A = +1 abbiamo m) = A.

Ritornando alla (F.6|), definiamo 1’armonica sferica vettoriale:

V(@) =" <lmysmgJM > Vi, (2) ém, (F.7)

mpms

ed osserviamo che nella (F.6)) abbiamo:

o <Im Imi\|TM > Vi (£)éx = Y < Im/ 1m)\[TM > Vi (£)x 6 mt, =

m/m/ m/m/

(F.8)

Dunque, otteniamo:

erPTe, — \/4 ZZJZ Kkr)V2 41 Z<l01m,\|JM>Z<lm Imy|JM > Y (2)é\ =
= \/47{:@' Gi(k)V/20 + 12 < 101my|JM > VM (&).
l JM

(F.9)
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J my = 1 my = 0 my = -1
(M) (I+M+1) (I—M+1)(I+M+1) (I-M)(I—M+1)
I+1 \/ 2I+1)(21+2) \/ @I+ 1)(I+1) \/ QI+ 1)(2012)
1 M= M+1) M \/(lfM)(lJrMJrl)
20(I+1) NIED) 20(1+1)
I—M)(I—M+1 I—M)(I+M I+M+1)(1+M
-1 \/( 2lzgl+1) : _\/( 1(225%) ) \/( 21(11(1) )

Tabella F.1: Valori dei coefficienti di Clebsh-Gordan < [01my|JM >.

Ricordiamo ora che |J — 1| < I < J 4 1, quindi nell’espressione precedente pos-
siamo esplicitare la sommatoria su [ scrivendo semplicemente la somma dei tre

termini corrispondenti ai valori [ = |J — 1|, J, J 4+ 1 ed otteniamo:
eiP ey = /4 Z{z U gq (k) V2l T = 1+ 1 < |J = 101ma|JM > YN 5(8)+

+i7 5 (k2)V2T + 1 < JOLmy|JM > VM (3)+
+i7 (k) V/2(0 + 1) + 1 < (J+ D)0Ima[JM > Y, 5(8)}
(F.10)

Nel caso my = 0 i coefficienti di Clebsh-Gordan sono non nulli solo quando
M = 0. Dunque, dalla Tabella (F.1) ricaviamo:

J
< |J =1/010|J0 >= | m———F— F.11
= 10100 >y [T (F11)

< J010|.J0 >=0, (F.12)
< (J +1)010|J0 >= 2(J‘1+1)1+1 : (F.13)

Allora, la (F.10]) per m) = 0 diventa:
e ey :\ﬁZ{z Uy (k) VT VY (@) + _—

+ i (k) VT + 1 y?JH)J(i‘)} .
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Nel caso my = %1 i coefficienti di Clebsh-Gordan della ([F.10]) sono non nulli per
M =my e J # 0. In particolare, dalla Tabella (F.1|) ricaviamo:

J(J+1)
—1)01 = F.1
< (J = 1)0tmy|Jmy > \/[2(J—1)+1][2(J—1)+2]’ (F-15)
< JOlmy|Jmy >= —%, (F.16)
< (T 4+ D)0l Ty >= | (F.17)
AR TN 2R+ )+ 1] '
Quindi, la per my = *1 diventa:
1“:}:’ J —l— 1
en” Var Y (i Vo (k) 5=V (1) &)+
J>1
¥ z“’jJ(m)m(_mA)yﬁ* (&)+ (F.18)

7

J+1
Jra(ke)\/ 5 yJ+1

A questo punto, possiamo semplificare le (F.14) e (F.18) sfruttando la seguente

1. . J+1 .
EVJJ(WJ)YJM(QC) =/ m3J+1(Hx)y(]\§+l)J(x)+

J . X
* \/;]J_l(ﬁx)y(]\j—l)J(w)a (F.19)

proprieta:

dalla quale otteniamo:

e, = ‘%@ S~ VAT IV (k)Y () (F.20)
J
e T — _\ﬁz i'\V2J + Hmy jr(kx) V7 (&) + @V x jy(kx)Vyg(2)} .
J>1

(F.21)



Appendice

Calcolo dei coeflicienti elettronici

In questa appendice riportiamo i calcoli relativi ai coefficienti leptonici |K%|?,
|K33)2,... che compaiono nella . Sfrutteremo quindi i risultati ,
e e le proprieta delle matrici v di Dirac presentate in Appendice

Per il termine K2, dalla abbiamo:

|K00|2
1
= GaEP i [Tr{vavofyo’v"vo’vo} —Tr{'yo‘vo’vov"vovov‘r’}} =
o x5 (G.1)
= 2192 1, [Tr{vv}—Tr{vvv} =
2p2 - p1
- 2m2 52 2P2a P1y (4n™x) = m2c?

con p; e py quadrimpulsi dei due elettroni emessi nel OvB3 . Nella precedente

espressione abbiamo utilizzato la relazione 7°4% = T4 e le proprieta della traccia
[Pes95):

Tri{y'y"} = 4
Tr{y"y"+°} = 0.
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Osservando che dalla (A.1)) discende 1'uguaglianza y3y3 = —I x4, si pud dimo-
strare che anche per |K33|? si giunge al risultato ottenuto nella (G.1)), cioe:

200 -
|K33|2: b2 p1' (G.3)

Per calcolare i termini del tipo |K AN |2 con A\, N = %1, introduciamo dapprima le
seguenti definizioni:
+ 1, :.2
Y=y YT,
(G.4)
v =t =iy,
da cui discendono le relazioni:
Tt =977 =0,
vy =—2(1+i7'Y?) (G.5)
vt =—2(1-ir"?);
da cui discende immediatamente che K+ = K=~ = 0.

Utilizzando le proprieta ((G.5)), otteniamo ancora che:

’K+_|2 _
1
2m2

2
= 5 P2 P Tr{n™ v iy X — iy Xyl %y ) =
e

5 P2, DLy [TT{V YAV = Tr{v*y Ty vy v*v‘r’}}

2mzc
- 1
- 2m202 b2, P1,

16 1 . 2 1 . 2
=—@pza(n°‘ +in*%) pr, (N —inX*) =

1 .
= 555 P2 Ply [477“" +i8(n™ X — Xt + Tr{y*y'* vy }} =
[

|:477ax 4 8(77(11,'7)(2 _ na?,’,lxl) _ 87,’04177)(1 _ 877(12 477ax:| —

_16p3p;
m2c?

(G.6)
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mentre:
K1) =
1 _ _ _ _
= 5,733 Pa Pl [Tr{vav VYT = Tr{y Ty T Ty 75}] =
e
2 . .
= 53 P2 P Tr{n®yY — iy P iy Xyl %y ) =
e
2 .
= 3 P2a P1 [477ax —i8(n™ i ? — 2t + TT{WO‘WWQVXVIVQ}} =
e
2
- pa.pi, [4no¢x 8 — ey — gelyXL a2y 47700(} —
mzc
16 al - o2 x1 - X2
= ——33 P2 (0" — ™) pr, (' +in?) =
e
_ 16pyp)
m2c?

(G.7)

dove per calcolare la Tr{y*y'4%24Xy142} abbiamo utilizzato il risultato (5.21)).
p 7Y v

Osserviamo infine che nelle (G.6) e (G.7), i termini Tr{y*yTy~yXy" 745} e
Tr{y*y~yTyXyT~y~45} sono entrambi nulli, infatti, ad esempio:

Tr{y*y Ty~ yXy "y} =
= Tr{y*yXy® — iyt 2 X954+ iy® X ylq?qd 4 yoyly?yXalyaS) = (G.8)

= —ide™X 4 i4e™? = 0

dove abbiamo utilizzato la proprieta di totale antisimmetria del tensore di Levi-
Civita a quattro indici, la relazione (5.22)), le proprieta (G.2)) e la seguente:

Tr{y*y"y*777°} = —4ieh"?7 . (G.9)
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Inoltre, abbiamo:

Kt (K%)=

2

2 2

1.2.5

1 _ _ _ _
= Smac2 P2a Pl [TT{WOWW VAT = Tr{y*y Ty Ty Ty 75}] =
€

57 P2 P1y [Tr{y 9% + i7yM929% 4+ i7"9%1? = 1%y 921}
e

— Tr{y*y%7° + iy 2y X5 + iy@yXyly?aP — 7“71727"717275}} =

2 ) .
_ mpga i, |:4nax +i4 (na1n2x _ noz2nlx) 4 i4 (_na1n2x +n
e

0427]1)()

(G.10)
—4 (_277(1177)(1 . 2,,704277)(2 + nax) . 450412)( o 4611)(12] _
16
= 5 P2 P (17 4 2 - e =
e
_ 16 1.1 2 2\ _
e (p2p1 —|—p2p1) =
8 T
~ e (py p1 +p3 pY)
e:
KT (Kt)" =
1 - _ _ _
= 553 P2 Pl [TT{’Ya7 VIV = Tr{y*y v Xy v*v‘r’}] =
e
2 - . .
= g P2 | Tr{7"7* - iy X — iy Xyl — a2yl Xaly?)
2 i
— Tr{y*yXq® — iyl 2y Xq® — iy @yXyla2y® — ’Ya’ylv%xvlvz’f}} =
9 - , .
= gy P2 i |40 — i (0 — ) —id (=™ ) gy
2 A
—4 (_277011,'7)(1 _ 21704277)(2 + nax) + 4€a12x + 4€ax12] _
16
= 55 P2 Pry (07T 2T 4 ) =
e
_ 16 1.1 2 2\ __
= e (pyp1 +p5p7) =
8

~miE (p3 Py +p3p7) -
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ax12 — ( sfruttando la proprieta secondo la

dove abbiamo considerato ps, p1, €
quale il prodotto di un tensore simmetrico per un tensore antisimmetrico, come

quello di Levi-Civita, ¢ sempre nullo.
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