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Introduzione

I principi dell’elettromagnetismo, della relativita speciale e generale, delle teorie di gauge e tanto altro in
Fisica provengono dalla geometria. In tali contesti un ruolo fondamentale é giocato dalle simmetrie, come &
stato enfatizzato da Hermann Weyl, che sono intese oggi in termini di gruppi di Lie, I'ingrediente essenziale
dei fibrati vettoriali. Molte situazioni quantistiche in Fisica (i monopoli di Dirac, i campi di Yang-Mills, gli
istantoni, ecc.) hanno un analogo in geometria differenziale, permettendo di utilizzare i metodi geometrici per
comprendere a fondo questi eventi.

La topologia ha acquisito, nel corso degli anni, una notevole importanza in Fisica. Un problema fisico si dice
“ben posto” se esiste una soluzione e se essa é unica. In questo la topologia delle configurazioni, in particolare
mediante il gruppo di omologia, riveste un ruolo fondamentale. Per esempio, i metodi topologici in teoria dei
campi ci permettono di comprendere il significato delle classi caratteristiche di Chern, che ritroviamo nella teoria
degli istantoni di Yang Mills.

Questa breve relazione ha lo scopo di illustrare particolari applicazioni in fisica di alcuni elementi di geometria
differenziale. Nella prima parte si introducono gli elementi di geometria differenziale necessari per comprendere
a fondo la costruzione, in termini topologici, di teorie fisiche. Sono dati per noti alcuni concetti di geometria
differenziale di base, come ad esempio gli spazi tangenti e cotangenti, le forme differenziali e il loro calcolo
differenziale. Nella seconda parte si studiano le applicazioni dei principi di geometria differenziale nell’ambito
delle teorie di gauge. Nello specifico, partendo dal caso piu semplice della teoria di Maxwell con il suo caso
particolare dei monopoli di Dirac, si arriva alla formulazione delle teorie di gauge non abeliane con la loro
applicazione nell’ambito delle soluzioni di tipo istantoni.






Elementi di geometria differenziale

1.1 Le varieta topologiche e i fibrati
Definizione 1.1. Uno spazio topologico M é una varieta m-dim differenziabile se
i) M é provvisto di una famiglia di coppie {(U;, ¢;)}
ii) {U;} ¢ una famiglia di aperti che ricopre M, ossia | J, U; = M
iii) ¢; & un omeomorfismo da U; in un sottoinsieme aperto ¢;(U;) C R™

iv) dati U;, U; € M tali che U; NU; # 0, la mappa v;; = ¢; O(b;l: R™ — R™ che mappa ¢;(U; NU;)
in ¢;(U; NU;) ¢ infinitamente differenziabile

Definizione 1.2. Un fibrato di una varieta topologica & una terna (E,m, M) dove E ed M sono varieta topo-
logiche, chiamate spazio totale e spazio di base rispettivamente, e 7: ¥ — M & una mappa suriettiva continua,
chiamata proiezione.

Sia p € M; allora la controimmagine di p tramite la mappa proiezione m, 7~!(p) =: F),, ¢ la fibra nel punto p.

Esempio 1.1. Siano M, F' due varieta topologiche. Definiamo lo spazio totale E = M x F', varieta topologica
per costruzione, e la mappa m: M x F' — M, che agisce come (p, f) — p, p € M, f € F. Tale mappa ¢ quindi
una proiezione ed & continua nel prodotto topologico E. Abbiamo cosi ottenuto un fibrato, costruito a partire
da un prodotto topologico di varieta.

In generale possiamo rappresentare graficamente delle varieta topologiche in modo molto semplice. Per
esempio, volendo rappresentare un cilindro, potremmo pensare alla rappresentazione in Fig. in cui, preso
il rettangolo, si uniscono i due lati secondo 'orientazione delle frecce. Se invece le due orientazioni sui lati sono
invertite bisogna ribaltare la striscia all’estremita per far combaciare 1’orientazione del lato e questo meccanismo
produce il nastro di Mobius.

Figura 1.1: Costruzione del cilindro e del nastro di Mobius
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Figura 1.2: Costruzione del toro T2

Analogamente si puo considerare un rettangolo con le orientazioni sui lati dati dalla Fig.. Quello superiore e
inferiore, una volta uniti, danno luogo a un cilindro finito che va richiuso su se stesso, in modo da far combaciare
le basi nel senso dell’orientazione segnata. Il risultato di questa operazione é il toro 7°2.

A questo punto é facile notare che sia il cilindro che il toro sono dei prodotti topologici di varieta topologiche
nel seguente senso

Crin = S" x [-1,1], Cing = S* xR, T? = 5" x S

e sono varietd orientabili, mentre il nastro di Mébius non puo essere espresso in termini di prodotto topologico
ed é una varieta non orientabile.

Esempio 1.2. Consideriamo ora il nastro di Mébius. Guardando la Fig. notiamo che possiamo considerare
come spazio di base la circonferenza S'. In questo caso, perod, tale oggetto non puod essere espresso come un
prodotto topologico di S* per I'intervallo reale [—1, 1]. Tuttavia, definendo una proiezione che agendo sui punti
del fibrato da luogo a punti sullo spazio di base, si osserva che la controimmagine di p ¢ 7= '({p}) = [-1,1]. In
conclusione il nastro di Moébius é un fibrato, ma non un prodotto di varieta.

Osservazione 1.1.1. Occorre notare che nella definizione di fibrato non é specificato il legame che ci deve essere
tra lo spazio totale e lo spazio di base. Come abbiamo visto nell’Es.(L.1)), lo spazio totale puo essere costruito
dallo spazio di base come un prodotto topologico, a differenza dell’Es.(|L.2)).

Definizione 1.3. Sia £ = M un fibrato tale che Vp € M: 771 ({p}) = F, con F una generica varieta, allora
E 5 M & chiamato fibrato di fibre con F fibra caratteristica.

Definizione 1.4. Sia E = M un fibrato. Una mappa o: M — E ¢ chiamata sezione del fibrato se

moo =1idy .

’
s

Definizione 1.5. Siano dati due fibrati E = M, E’ =5 M’ e due mappe u: E — E’ e f: M — M’, allora la
coppia (u, f) ¢ chiamata morfismo tra fibrati se il diagramma seguente commuta

E E

|

M —— M

7_‘_/

ossia se 7' ou = fom. Questi due fibrati sono isomorfi se esistono dei morfismi tra fibrati (u, f) e (u=!, f71).
Se accade cio, la struttura delle fibre del primo fibrato ¢ la stessa di quella del secondo. La coppia (u, f) &
chiamata isomorfismo tra fibrati.

Occorre notare nella precedente definizione che se due fibrati sono isomorfi allora gli spazi di base sono delle
varietd omeomorfe, cosi come gli spazi totali. I due fibrati, invece, non sono omeomorfi, in quanto le mappe
proiezione nei due fibrati sono differenti. Considerando, per esempio, il cilindro e il nastro di Md&bius, si vede che
hanno lo stesso spazio di base e, intesi come spazi totali, sono omeomorfi. Tuttavia, se questi sono considerati
come fibrati, non sono omeomorfi, a causa delle differenti proiezioni su essi definite.
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Definizione 1.6.
i) Un fibrato E = M ¢ detto triviale se ¢ isomorfo a un fibrato prodotto M x F 5 M.
ii) Un fibrato E = M ¢ detto localmente triviale se ¢ localmente isomorfo a un fibrato prodotto.
Esempio 1.3.
(a) 1l cilindro & un fibrato triviale, quindi & anche un fibrato localmente triviale.
(b) Il nastro di Mobius non ¢é un fibrato triviale, ma é localmente triviale.

D’ora in avanti prenderemo in considerazione solo fibrati localmente triviali, quindi ogni sezione di un fibrato puo
essere rappresentata localmente come una mappa dallo spazio di base nella fibra. Questo vale solo localmente
e non globalmente, perché tale fibrato non é globalmente un fibrato prodotto.

Definizione 1.7. Sia E = M un fibrato e sia f una mappa da una varieta M’ in M, allora possiamo costruire
il cosiddetto fibrato pull-back come

E' :={(m',e) e M' x E|x(e) = f(m')}.

Successivamente si pud costruire 7’ in modo che 7'(m’/,e) := m’ e un morfismo u: E' — E tale per cui

’
™

u(m’,e) ;= e. In tal modo, si & costruito il fibrato pull-back E’ — M’. Graficamente la costruzione puo essere
schematizzata nel seguente modo

E £ E
™ T lﬂ
M —— M M —— M

Osserviamo che possiamo costruire le sezioni sul fibrato pull-back partendo dalle sezioni definite sul fibrato
iniziale.

1.2 L’algebra di Grassmann

Definizione 1.8. Sia M una varieta liscia. Una n-forma differenziale ¢ definita come un <2> -campo tensoriale
w che é completamente antisimmetrico, ossia
w(Xy, ..., Xn) = sgn(m) w(Xr), - Xag)
dove m € Perm(n) ¢ una permutazione e Xy,..., X, € I'(TM).
Definizione 1.9. L’insieme di tutte le n-forme definite sulla varieta M ¢é definito con Q™(M).

Prese due n-forme, la loro somma sara una n-forma, ma il loro prodotto non si comporta come una n-forma.
Definizione 1.10. Definiamo il prodotto esterno A: Q*(M) x Q™ (M) — Q"™ (M) che agisce come (w, o) —
w A o, definita da

11
(WAO) X1, .., Xngm) = e > sgn(m) (W @ 0)(Xn(1)s- -+ s Xn(ntm))
’ w€Perm(n+m)

Esempio 1.4. L’esempio pitt semplice & quello di considerare due 1-forme w € Q' (M), o € Q' (M), e prendendo
il loro prodotto esterno si vede che
WA =w®o—-—0Qw

Definizione 1.11. Sia w € Q"(N) e una mappa h: M — N tra due varieta lisce. Allora definiamo

(W*w)(X1, ..., Xp) = w(ha(X1),. .., ha(X)
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Teorema 1.2.1. La mappa pull-back & distributiva sotto il prodotto esterno:
W (wAo):=h"(w)Ah*(o)
conw € QM(M) eo € Q"(N).
Definizione 1.12. Definiamo il modulo C*°(M) come
Gr(M)= QM) := Q" (M) Q' (M) & - @ Q™M (pr)

in modo da ottenere l’algebra di Grassman su M come un modulo dotato di una mappa bilineare, (2(M), +, -, A),
dove la mappa A: Q(M) x Q(M) — Q(M).

Teorema 1.2.2. Siano w € Q"(M) e o € QM (M) allora
wAo=(-1)""ocAw

Definizione 1.13. L’operatore derivata esterna é definita come la mappa d: Q"(M) — Q"1 (M) che agisce
nel seguente modo

n+1
(dw)(X1,. .o Xny1) = Z:(—l)iJrl Xi(w(Xa, oo, Xic1, Xigr, - Xog1))
i1
n+1
+ ZW([xian]lev s Xic, Xty X, X, o, Xng)

1<j
Teorema 1.2.3. Siano w € Q" (M) e p € Q™(M) allora
dwANe)=doNp+(—1)"wAdp
Teorema 1.2.4. La derivate esterna “commuta” con la mappa pull-back. Se infatti h: M — N allora

h*(dw) = d(h*w)

1.3 I fibrati principali

Definizione 1.14. Sia (G, -) un gruppo di Lie e M una varieta liscia, allora la mappa liscia >: G x M — M
che soddisfa le proprieta

i) erp=np, Vpe M
i) g2 (g10p) = (91-g2)>p, VpeEM, Vg1, 92 €G
& chiamata azione sinistra di G sulla varieta M.

Diamo una definizione dell’azione destra del gruppo sulla varieta con gli stessi elementi di ipotesi della
definizione precedente per cui

Definizione 1.15. La mappa <: M x G — M é chiamata azione destra del gruppo G sulla varietd M se soddisfa
le seguenti proprieta

i) p<e=np, Vpe M
i) (p<9g1)<g2=p<(91-92), VpeM, Vg1,92€G

Data quindi un’azione sinistra > possiamo definire un’azione destra <: M x G — M come p<g := (g~ ) > p.
Infatti, si vede che

i) pie=p=clop=cepp, Vpe M

i) (pagi)<dg2=93"> (97" '>p)=(g1-g2) 'op=p<(g1-92), Vp€ M, Vg1, 92 €G.
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Esempio 1.5. Consideriamo un gruppo di Lie G e prendiamo come varietd uno spazio vettoriale M = V.
Consideriamo una rappresentazione di G su questo spazio vettoriale R: G — GL(V), per cui definiamo ’azione
sinistra del gruppo G sullo spazio vettoriale V, >: G x V' — V, come g v := R(g)(v), Yv € V, g € G. Quindi
una rappresentazione di un gruppo di Lie G su uno spazio vettoriale &€ un caso particolare di azione sinistra di
gruppo sullo spazio vettoriale.

Definizione 1.16. Consideriamo due gruppi di Lie (G, -) e (H, o) e un omomorfismo tra questi due gruppi
p: G — H, mappa liscia e definita da p(g; - g2) = p(g1) o (g2). Siano M ed N due varieta lisce. Considerando
due azioni a sinistra >: G x M — M, »: H x N = N, e una mappa liscia f: M — N, allora f é chiamata
p—equivariante se il seguente diagramma commuta

G x M pxf HxN
j J.
M f N

ossia se f(grm) = p(g) » f(m), Vm € M, Vg € G.

Questo concetto € molto utile in Fisica, per esempio nel caso di esperimenti riguardanti la misura dello spin
delle particelle. Se consideriamo G = SO(1,3), il gruppo speciale di Lorentz, H = SL(2,C), il gruppo dello
spin, e un omomorfismo tra questi due gruppi, allora é possibile conoscere la risposta dell’osservabile spin nel
caso in cui effettuiamo una trasformazione di Lorentz sull’apparato sperimentale. L’omomorfismo ta questi due
gruppi ¢ dato da un embedding di SO(1,3) in SL(2,C), una mappa due in uno. Quest’approccio ci permette
di capire la risposta dello strumento una volta effettuata una trasformazione di Lorentz, sia essa una rotazione
o una traslazione.

Definizione 1.17. Sia —: G x M — M un’azione destra del gruppo G su qualche varieta M.

(a) Vp € M definiamo la sua orbita sotto 1’azione destra come l'insieme
Op:={qgeM[3geG:grp=q} CM
(b) definiamo la relazione di equivalenza
p~q & dgeG:q=g>p,

che soddisfa le proprieta di riflessivita, simmetria e transitivitd. Consideriamo le classi di equiva-
lenza

M/ ~=M/G
queste sono chiamate spazio delle orbite.

(c) Vp € M definiamo lo stabilizzatore come
Spi={9€Glgrp=pt G

Esempio 1.6. Consideriamo, per esempio, M = R%, G = SO(2) e I'azione sinistra del gruppo sulla varieta,
data da g>p := Ryec(g)p, con Rye. rappresentazione del gruppo su uno spazio vettoriale, quale & R, In forma

matriciale possiamo considerare
| cos¢ sing| |pl
Ruec(9)p = [— sing cos ¢] [pQ ‘

In questo caso, prendendo un generico punto p € R?, la sua orbita sotto ’azione destra del gruppo & rappresentata
da tutti i punti su una circonferenza di raggio pari alla distanza del punto p dall’origine. Un caso particolare
¢ dato dall’origine (0,0), la cui orbita non ¢ una circonferenza ma ovviamente un punto. Prendiamo un punto
p € (a,0), con a # 0, il suo stabilizzatore sara solo l'elemento identita S, = {e}. Se consideriamo l'origine,
invece, si vede che il suo stabilizzatore ¢ I'intero gruppo SO(2), S(o,0) = SO(2).

Definizione 1.18. L’azione di un gruppo si dice libera se

Vpe M: S, =/e}



12 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Osservazione 1.3.1. Se I'azione destra > del gruppo G sulla varietd M é libera, allora ogni orbita ¢ diffeomorfa
al gruppo di lie G, ossia
Op = G

Consideriamo, per esempio, M = R?\ {(0,0)} e G = SO(2), con I'azione destra >: G x M — M definita come
prima g p := R,.(g)p. L’azione del gruppo su questa varieta ¢ libera e si vede che O, 2, S 2 SO(2)

D’ora in poi faremo riferimento solo a fibrati lisci definiti su varieta lisce.
Definizione 1.19. Un fibrato (E,r, M) é chiamato G-fibrato principale se
i) E ¢é dotato di un’azione destra < del gruppo G sulla varieta M;
ii) <« ¢ libera,
i) il fibrato £ = M & isomorfo al fibrato E £ E/G, con p che associa a ¢ € E — [e] € E/G.

~

Osservazione 1.3.2. Poiché 'azioe destra < ¢ libera allora p~!([¢]) & G.

Definizione 1.20. Siano dati due G-fibrati principali P = M, P’ =+ M’ e due mappeu: P — P, f: M — M'.
La coppia (u, f) € una mappa tra fibrati principali se il digramma seguente commuta

aG T

&
&
<

ossia se
forn=n'ou = wu(p<g)=ulp)<g, VYVpeP Vgedi.

La precedente definizione puo essere generalizzata a due qualsiasi fibrati per cui abbiamo
Definizione 1.21. Siano dati un G-fibrato principale P = M, un G’-fibrato principale P’ = M’ e le mappe

u:P — P, f: M — M, p: G — G omomorfismo tra due gruppi di Lie. La coppia (u, f) ¢ una mappa tra
fibrati principali se il digramma seguente commuta

G p by u
U U ‘ f
p G T

ossia se
form=nou
u(p<g) =u(p)< plg), VpeP Vgedl.
In questo caso richiediamo che p sia un omomorfismo tra i due gruppi di Lie per ottenere una mappa tra
fibrati consistente con la definizione, quindi deve accadere che

p(91 - g92) = p(g1) © p(g2), Vg1,92 € G

con g1, 92 € (G,-) e g1 = p(g1), 95 = p(g2) € (G',0).
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Lemma 1.3.1. Assumiamo di avere due G-fibrati principali P = M, P’ 55 M e una mappa u: P — P'.
Schematicamente si ha

La mappa u che soddisfa le proprieta di mappa tra fibrati principali
Tou=m, = u(pag) =ulp)<'g
¢ un diffeomorfismo.

Definizione 1.22. Un G-fibrato principale P =5 M & chiamato triviale se ¢ diffeomorfo come G-fibrato
principale al fibrato M x G = M, con

m(x,g9) =z Yr e M, g€ G
e 'azione destra <« del gruppo G su M x G definita da
(v,9) 4g' =(v,9-9'), VexeM, Vg, €G

é libera. In altri termini, un G-fibrato principale é chiamato triviale se esiste una mappa tra fibrati principali
utraP 5 Me M xG 25 M.

Teorema 1.3.2. Un G-fibrato principale, P = M, ¢ triviale se e solo se esiste una sezione liscia o: M — P,
ossia mo o = idyy.

1.4 L’omotopia e la contraibilita

Definizione 1.23. Siano M ed N due arbitrari spazi topologici e siano fy e fi due differenti mappe continue
definite da

fo:M—>N
fllM*)N

Le mappe fy e fi1 sono dette omotope se esiste una mappa continua
F:M®[0,1]] = N

nota come omotopia tale che
F(z,0) = fo(z),  F(z,1) = fi(z)
Definizione 1.24. Due spazi topologici M e N sono omotopicamente equivalenti se esistono le mappe continue
f: M — N, g: M — N
tali che
fog: N = N ~idy
gof: M — M ~idy

Si puo dimostrare che ’'omotopia é una relazione di equivalenza. Consideriamo ora una curva chiusa in uno
spazio topologico M, definita da
v:[0,1] = M

con v(0) = (1) = a € M e questa curva ¢ chiamata loop centrato in a.
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Definizione 1.25. La collezione di tutte le classi di omotopia di loop centrati in 2y su uno spazio topologico
M e
w1 (M, xg) := {[v]| v(¢)¢ un loop in M centrato in zq}

dove (w1 (M, z¢),-) € un gruppo ed é chiamato gruppo fondamentale o primo gruppo di omotopia di M in xq.

Teorema 1.4.1. Se M ed N sono due spazi topologici omeomorfi allora sono omotopicamente equivalenti, e
quindi hanno lo stesso my.

Questo teorema segue direttamente dalle definizioni precedenti, in quanto un omeomorfismo é una coppia di
mappe continue f: M — N e g: N — M tali che

fog=1idn, go f=1idy.
Osservazione 1.4.1. Abbiamo ottenuto cosi due importanti risultati:

a) lomotopia é un invariante topologico e due spazi sono topologicamente equivalenti se hanno le
stesse proprieta topologiche;

b) linverso non é sempre vero. Due spazi topologici possono avere lo stesso gruppo fondamentale
1 a possono non essere omeomorfi.

Definizione 1.26. Uno spazio topologico é contraibile se é omotopicamente dello stesso tipo al singolo punto.
Esempio 1.7.

i) R™ ¢ contraibile. Per dimostrare questo assunto bisogna trovare due mappe continue f: R” — {p}
e g: {p} — R™. L’unica scelta possibile é

fx)=p, flp)=0

per cui gof: R® — R™ e go f(x) = 0. Definiamo "'omotopia F': R” x [0,1] — R™ come F(z,t) =tz
e si vede che é un’omotopia tra f e g, infatti

go f ~idrn, fog~id.

Abbiamo cosi dimostrato che R™ e un punto sono omotopicamente equivalenti, e quindi il primo
spazio topologico ¢ contraibile. Si vede infine che 1 (R™) = id.

ii) Dimostriamo in maniera euristica che S? non & contraibile. Per provare la contraibilita di questo
spazio dovremmo costuire una mappa continua che ci permette di muovere tutti i suoi punti in
uno solo. Su S? potremmo provare a muovere tutti i punti al polo sud lungo dei cerchi. Cosi
facendo il polo nord non potra muoversi in ogni direzione senza rompere la continuita.

Teorema 1.4.2. Dato un G-fibrato fibrato principale P = M, con M spazio di base, se M & contraibile in un
punto allora il fibrato & triviale.

Osservazione 1.4.2. 1l teorema precedente da una condizione necessaria alla riduzione di un fibrato, infatti il
fatto che un fibrato sia triviale non implica che lo spazio di base sia contraibile in un punto.

1.5 1 fibrati associati

Definizione 1.27. Dato un G-fibrato principale P = M e una varieta liscia F su cui é definita un’azione
sinistra del gruppo G come >: G x F' — F, definiamo il fibrato associato Pr — M con

i) sia ~ una relazione di equivalenza su P x F tale che
(:f)~e (0, f) & 3geG:p=pag, ff=g7'>f

e consideriamo lo spazio quoziente (P x F)/ ~, =: Pp costituito dalle classi di equivalenza [p, f]
conpe P, feF,
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Pr Py M p 29 . p
™ I hl U u
h i 4G
M M’ M’ P’ P’

ii) definiamo 7p: Pr — M che agisce come [p, f] — 7(p), che risulta ben definita, in quanto
mr(pag,g~ " v f]) = n(pag) = n(p) = 7r([p, f]).

Si puo dimostrare che Py ZEy M & un fibrato di fibre con fibra caratteristica F.

Definizione 1.28. Consideriamo due fibrati associati, ognuno relativo al suo G-fibrato principale P e P, e
aventi la stessa fibra caratteristica F. Definiamo una mappa (@, h) tra i suddetti fibrati associati come una
mappa (u, h) tra i rispettivi fibrati principali P e P’. Graficamente abbiamo

La mappa tra fibrati principali soddisfa le relazioni

u(pag) =ulg)<g, Vpe P, gegq, m'ou=hom
e, dalla definizione di mappa tra fibrati associati, abbiamo

a([p, f]) := [u(p), f] VpeP, feF, meM

Osservazione 1.5.1. E importante notare che due fibrati di fibra F' possono essere isomorfi come fibrati (esiste
un isomorfismo di fibrati tra di loro), ma possono non essere allo stesso tempo isomorfi come fibrati associati,
ossia potrebbe non esistere un isomorfismo di fibrato associato fra di loro.

Definizione 1.29. Ricordando la definizione di fibrato di fibre e fibrato principale triviali, possiamo dire che
un fibrato associato é detto triviale se il fibrato principale associato & triviale.

Teorema 1.5.1. Un fibrato associato triviale & un fibrato di fibre triviale, ma non vale generalmente inverso.

Teorema 1.5.2. Le sezioni 0: M — Pp di un fibrato associato Pg 2 M sono in corrispondenza uno a uno
alle funzioni F-valutate

¢: P—>F
sul fibrato principale associato.

Osservazione 1.5.2. In generale le sezioni non sono delle funzioni. Se il fibrato é localmente triviale allora le
sezioni possono essere viste localmente come delle funzioni, ma globalmente non lo sono.

1.6 La connessione

Sia P =+ M un G-fibrato principale, ’azione destra del gruppo sulla varieta induce un campo vettoriale su
questo fibrato. Ogni elemento A € T.G nell’algebra di Lie induce un campo vettoriale su P come

Vpe P feC®(P) : X['f:=f(paexp(tA))(0)
E utile definire inoltre una mappa

i: T,G — T(TP)
Ars XA

con I'(T'P) sezione del fibrato tangente di P. Questo si identifica anche con lo spazio vettoriale su cui si
definiscono i campi vettoriali. Questa mappa 7 ¢ un’omomorfismo, infatti

i([A, B]) = [i(A),i(B)]

dove le parentesi [ , ] indicano le parentisi dell’algebra, mentre le parentesi [ , | sono le parentesi di Lie dei
campi vettoriali.
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Definizione 1.30. Sia p € P e P = M un G-fibrato principale, definiamo il cosiddetto sottospazio verticale
del punto p, V,P C T}, P, definito da

VP :=ker(m,) = {X € T,P|m.(X) =0}
e questo €& un sottospazio vettoriale.

Nota 1.6.1. Diamo un’interpretazione grafica della precedente definizione. Localmente si pud considerare il
fibrato principale come una varietd su cui in ogni punto si incolla la fibra G come in Fig.. La mappa
proiezione w prende un punto sulla fibra e lo proietta sullo spazio di base, ma il push-forward m, prende un
vettore tangente in un punto della fibra e lo proietta sullo spazio di base. Questo concetto puo essere chiarito se
consideriamo una curva generica y passante per il punto p sul fibrato. Preso il vettore tangente a questa curva nel
punto p, la mappa 7 proietta la curva sullo spazio di base e la mappa m, proietta il vettore tangente in un vettore
tangente alla curva proiettata. Nella prima situazione in Fig. m«(X) # 0, mentre nella seconda situazione
7m«(X') = 0, quindi quest’ultimo vettore sara contenuto nel ker(w,) e apparterra al sottospazio verticale del
punto p.

Figura 1.3: Costruzione del sottospazio verticale.

Si vede che Vp € P, A € T.G : X;f‘ € V,P. L’idea della connessione ¢ quella di scegliere il modo in cui
connettere punti indipendenti di fibre vicine in un fibrato principale. Piu precisamente diamo la definizione
formale:

Definizione 1.31. Una connessione su un G-fibrato principale P =+ M ¢ un’assegnazione per ogni punto p € P
di un sottospazio vettoriale H, P C T}, P, chiamato sottospazio orizzontale, tale che

i) H,P ® V,P =T,P
ii) (<9)«(HpP) = HpqyP
ili) preso X, € T,P, la decomposizione unica
Xp = hor(X,) + vee(X,)

da luogo, per ogni campo vettoriale liscio X € I'(T'P), a due campi vettoriali lisci hor(X) e ver(X),
dove hor(X,) sta a indicare la componente del campo nel sottospazio orizzontale e ver(X,) indica
la componente nel sottospazio verticale.

Osservazione 1.6.1. Dato un vettore X, si vede che entrambe le componenti hor(X,) e vec(X,) dipendono dalla
scelta di H,P. Vediamo graficamente cosa accade.
Tecnicamente la scelta di un sottospazio orizzontale H, P in ogni punto p € P per ottenere una connessione &
equivalente a considerare una 1-forma w, valutata sull’algebra di Lie indotta da questa scelta. Piu precisamente
si ha
wp: TP = T.G
X, = wp(Xp) = i;l(ver(Xp)) eT.G,

dove wy, € una 1-forma sull’intero fibrato principale P chiamata connessione 1-forma rispetto alla connessione.
11 sottospazio orizzontale H,P nel punto p € P ¢ ottenuto dalla 1-forma w, come

H,P = ker(w) :={X, € T,P |wy(X) = 0}.
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v, P V, P

ver(X)

) v [0 -

Figura 1.4: Preso p € P e X € T, P nella figura di sinistra la scelta di H,P induce una componente non nulla
sul sottospazio verticale. Nella figura di destra, invece, la scelta di H,P ¢ tale da annullare la componente
verticale.

Teorema 1.6.1. Una connessione 1-forma w rispetto a una data connessione ha le proprieta
i) woi=idpa=wy(X)=A
i) ((49)*w)p(Xp) = (Adgfl)*(wp(Xp))

it1) w & una I1-forma liscia

Nota 1.6.2. Ricordiamo che la composizione delle mappe i e w da luogo a un collegamento tra gli insiemi

T.G SN Vb 25 T.G per cui la proprieta i ) del precedente teorema ¢ facilmente dimostrabile. La mappa aggiunta
Ady ¢ definita da

Adg: G - G
h— ghg™?
e quindi il push-forward di questa mappa ¢é definito da
Adg.: T.G = T.G.
Nella proprieta i) abbiamo utilizzato una nuova operazione chiamata pull-back di cui diamo la definizione.

Definizione 1.32. Sia ¢: M — N una mappa liscia tra due varieta e sia f: N — K, definiamo il pull-back di
f tramite ¢ come

P*f=foo
e questa ¢ una mappa liscia.

Nel caso delle forme definiamo allo stesso modo il pull-back:

Definizione 1.33. Sia ¢: M — N una mappa tra le varietd M ed NV, se w € TyN e v € T, M allora il pull-back
di w tramite ¢ ¢ definito da

(¢"w)(v) = w(¢™v).
Globalmente data una 1-forma w su N abbiamo una 1-forma su M definita dall’operazione di pull-back
(¢"w)p = ¢ (wg)

con ¢(p) = ¢g. Data una mappa ¢: M — N tra due varieta e una funzione f definita su N abbiamo che la
derivata esterna della funzione f é compatibile con 'operazione di pull-back

¢"(df) = d(¢" f)-

Questa formula ¢ la ragione per cui il differenziale di una funzione deve essere una 1-forma invece di essere un
campo vettoriale.
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p ¢ p_ T oy
U U kf
p2¢ p_ T .y

Figura 1.5: Automorfismo (u, f) di un fibrato principale.

1.6.1 Le rappresentazioni locali di una connessione

Assumiamo di avere un G-fibrato principale P = M e un automorfismo tra fibrati principali (u, f), ossia
un isomorfismo tra il fibrato principale P e se stesso. Graficamente si ha
Se su P ¢ definita una connessione 1-forma w allora potremmo considerare il pull-back di w tramite u come

(W'w)(X) := w(u.X).

Questa connessione 1-forma w ¢ definita globalmente. In ambito fisico gli esperimenti avvengono localmente e
percio possimo considerare un aperto U C M della varieta di base e chiederci come costruire la connessione sul
fibrato risultante.

Consideriamo una sezione locale
c:U —- P

tale che m o 0 = idy. Questa sezione locale induce

(a) un campo di Yang-Mills definito da
w¥: T(TU) = T.G

wi =o*w
e questo & piuttosto chiaro se si osserva la Fig.(1.6));
(b) una banalizzazione locale del fibrato principale, ossia
h:UxG—P
(m,g) = o(m)<g

come si vede in Fig.(|1.6]), che ci permette di definire una rappresentazione locale della connessione
w come

(h*w)(mﬂ) : T(m,g) UxG) =T, U T7,G — TP.

UxG P
40[ <G
PN
&> UxG—— P @
m T g
id
u ul @

Figura 1.6: Struttura di un G-fibrato principale definito in un intorno aperto dell’intera varieta di base M.

Teorema 1.6.2. La forma esplicita della rappresentazione locale di w pud essere scritta come
(W W) (m,g)(v,7) = Adg—1,(w"(v)) +ZE4(v)
conv € T,U, ve€TyG, e E ¢ la forma di Maurer-Cartan definita da
By T,G = T.G
L;‘ — A

che si vede essere una 1-forma valutata sull’algebra di Lie del gruppo G.
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Esempio 1.8. Consideriamo il fibrato dei riferimenti LM su una varieta liscia M. Questo fibrato viene costruito
considerando in ogni punto x € M !’insieme

LM :={(e1,...,edimpm) | €1,---,€qimpn & una base per T, M} = GL(dimM,R).
ed ¢ definito da
LM = U L.M

reM

dove il punto sul simbolo di unione sta a indicare 'unione disgiunta degli elementi. Tale unione ci permette di
dire formalmente che V(es, ..., eqimm) € LM 3 x € M t.c. (e1,...,eqimm) € Ly M. Definiamo la proiezione su
questo fibrato come la mappa m: LM — M che associa (e1, ..., €dima) — . Quindi il fibrato dei riferimenti &
LM T M.

Il suddetto fibrato puo essere considerato come un GL(d,R)-fibrato principale se definiamo ’azione destra
libera

(e1,..-,ea)ag:=(9"1€m, .., 9"q€m)
dove GL(d,R) := {g",, €ER|m,n=1,...,d det(§) # 0}, con g gli endomorfismi da R? in R?. Avendo definito

questi oggetti possiamo dire che LM 5> M & un GL(d)-fibrato principale.
Ogni scelta di una carta (U, z) sulla varieta di base M induce una sezione

0 0 .

Il campo di Yang-Mills w" := 0*w & una 1-forma su U ed ¢& valutata sull’algebra di Lie con componenti

Ui v
(w )Zj/l, - F’Lj n

dove gli indici 4,5 = 1,...,dim M sono indici matriciali che identificano gli elementi dell’algebra di Lie, mentre

pw=1,...,dim M é l'indice della 1-forma ed ¢é legato alla varieta di base. Questa connessione non é un tensore

in quanto gli indici hanno scopi logici differenti.
Costruiamo ora la forma di Maurer-Cartan per questo fibrato. Per il gruppo G = GL(d,R) scegliamo le
coordinate su in un aperto di GL™ in modo che sia contenuta ’identita idg. Sappiamo che un gruppo del genere

i

puo essere rappresentato mediante matrici GL(d, R) R, Agendo sul gruppo g si ha
%(9) =: g5, (1.1)

che definisce le metriche e questo processo prende il nome di coordinatization. Consideriamo il campo vettoriale
invariante a sinistra L#, generato da un gruppo di Lie con A elemento dell’algebra. Tale campo pud essere
applicato a qualunque funzione, in particolare alle coordinate e valutato nel punto g

(L)), = () (9 exp(tA)) (0), (1.2)

dove I’apice indica la derivazione rispetto a t. Quindi ’azione di L consiste nel far agire la funzione, le coordinate
nel nostro caso, sulla curva a cui il campo vettoriale é tangente. L’espressione g-exp(tA) rappresenta una curva
~(t) parametrizzata da ¢ e si ha che y(t) € G e y(0) = g.

Mediante la ed esplicitando la derivazione rispetto a t valutata nel punto 0 otteniamo

(1423), = (dk (") )

= g,iA? .

(1.3)

Da questo possiamo concludere che il campo vettoriale invariante a sinistra puo essere scritto nella forma
. 0
A k
1/ g

dove la derivata rappresenta una base dello spazio tangente al gruppo di Lie, valutata nel punto g € GL(d, R).
La forma di Maurer-Cartan ¢

(Eg)ij = (gfl)ik(dl’kj)
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e si verifica facilmente che

= \i —1\7 T a
E)5(L) = (7)) <ngq (57) )
179
= (g Ay oL = A

che ¢ cio che ci aspettavamo. In conclusione per calcolare la forma di Maurer-Cartan per questo fibrato bisogna
vedere come i campi vettoriali inviarianti a sinistra agiscono sulle funzioni delle coordinate del gruppo.

Supponiamo ora di avere due sottoinsiemi sovrapposti U; e Us dello spazio di base M, ossia Uy NUs # 0.
Queste due sottovarieta indurranno due sezioni o1 e o9 nel fibrato principale alle quali corrisponderanno due
campi di Yang-Mills differenti sullo spazio di base. Ci chiediamo come sono collegati questi ultimi. La situazione
si puod schematizzare nel seguente modo

P O,

o) @
PN

@) th U (@

?
Figura 1.7

Introduciamo la mappa di gauge Q2
Q: UiNUs — G (15)

definita come 1'unico Q(m), Vm € Uy NUs € M per cui 0® (m) = oM (m) < Q(m). Questo & sempre possibile
in quanto ’azione destra del gruppo ¢ libera. Quindi possiamo dare il seguente

Teorema 1.6.3. Il campo di Yang-Mills w"? sard dato da
w"? = Adg-1(mys W™ + Q5
Considerando una carta di coordinate sulla varieta possiamo scrivere le componenti di quest’ultimo oggetto come
w,? = Adg-1(my« wy," + (2" E),

Esempio 1.9. Calcoliamo Q*Z per il fibrato dei riferimenti LM = M con G = GL(d,R). In questo caso
sappiamo che

= 0= TUY NnuU® - 1.6

Quindi consideriamo p € UM NUP) e calcoliamo

(Q*E); ; <8i“> = Egz(p) i <Q* <8:acﬂ> ) (per la definizione del pull-back)
P P/ a(p)

=(Q  (p)% (Q* <6> ) (z*) (per la definizione della derivata esterna d)
P

(z% 0 Q), (per la definizione del push-forward)
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quindi in conclusione

@25 = @0 () Qe = (@ a2,

dove il punto rappresenta il prodotto tra matrici e 2 é una matrice.
Calcoliamo ora la parte Adg_l(p)*w“(l) per questo caso particolare. Ricordando la definizione della mappa
aggiunta si vede che
Adgr e = 1w 0
per cui sul fibrato principale dei riferimenti la regola di transizione tra due campi di Yang-Mills, definiti sullo
stesso dominio UM NP | & espressa nella forma

@) = ()

Esempio 1.10. Diamo ora un’applicazione degli elementi trattati in questa sezione e consideriamo un caso
molto particolare che ha che fare con la Relativita Generale.

Consideriamo il fibrato dei riferimenti con G = GL(d,R) e prendiamo il caso particolare di due sezioni
sul fibrato LM, o™ e ¢ indotte dalla scelta di due carte sulla varieta di base M, (UM, z) e UP),y)
rispettivamente. La mappa €2 altro non é se non la matice jacobiana relativa al cambiamento di coordinate,
ossia

(1) —1\i
)5+ (271),0,95

TR

i_axi —li_ayi
Qj—@v (Q )j_azj

per cui il campo di Yang-Mills w si trasformera nel seguente modo

B (O o ont oy
T g \ Oyk Wori " oyk drrox

e si puo osservare che questa € la formula per la trasformazione del simbolo di Christoffel F; , in Relativita
Generale.

Osservazione 1.6.2. In questo caso particolare si vede che a differenza dei casi precedenti gli indici ora sono
tutti collegati. Questo perché gli indici relativi alla connessione ora sono legati alle particolari sezioni che sono
funzione della scelta di particolari carte e quindi coordinate sulla varieta di base del fibrato. L’indice p che
é relativo alla trasformazione delle coordinate sulla varieta di base ha lo stesso valore degli indici 4, j relativi
alla trasformazione dei campi di Yang-Mills. Tuttavia é da sottolineare il fatto che I', anche in questo caso
particolare, non si trasforma come un tensore di rango tre.

1.7 Il trasporto parallelo

Consideriamo un G-fibrato principale P = M con dim G = 1 e dim M = 2, e assumiamo di avere una
connessione 1-forma w definita sul fibrato. In riferimento alla Fig, possiamo dire che la connesione w induce
in ogni punto p della fibra un sottospazio orizzontale H,P. Presa una curva + sulla varieta di base possiamo
pensare di “sollevare” la curva sul fibrato principale utilizzando la mappa proiezione 7. Questa operazione deve
soddisfare ovviamente delle condizioni di compatibilita e lo spostamento della curva lungo il fibrato puo essere
fatto in maniera arbitraria.

Definizione 1.34. Sia v una curva definita sulla varietd di base M come ~v: [0,1] — M con le condizioni
7(0)= a€ M e~v(l)=0be€ M. L'unica curva

Y [0,1] = P
che passa per il punto v7(0) =: p € 7~%(a) e che soddisfa
i) moyT =1
ii) ver(Xyt 4t1(n) =0 VYA€ [0,1]
i) 7 (Xyt 41 (0) = Xy 000 YA E[0,1]

& chiamata sollevamento orizzontale di v tramite p.
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Figura 1.8

Osservazione 1.7.1. In riferimento alla Fig. e dalla precedente definizione, si osserva che il sollevamento
orizzontale di una curva -y, definita sulla varieta di base, tramite un punto della fibra & unico, ma possiamo
considerare diversi punti della fibra come ad esempio il punto p’, e ottenere un altro sollvamento orizzontale
della curva ~ sul fibrato.

Per scrivere in forma esplicita il sollevamento orizzontale di una curva si puod procedere nel seguente modo

e si “genera” il sollevamento orizzontale partendo da qualsiasi curva arbitraria 6: [0,1] — P, che
sotto I’azione della proiezione 7 da luogo alla curva originaria v = 7o §, e si agisce con una curva
opportuna g: [0,1] — G definita nel gruppo G in modo da ottenere yT(\) = §(A)<g()\). La curva
g sard la soluzione di una ODE con condizioni iniziali g(0) = go dove go € I'unico elemento per
cui §(0) < gg =p € P con p punto da cui passa il sollevamento orizzontale della curva.

e si procede poi alla risoluzione esplicita, ma locale, della ODE tramite il path integral sul campo
locale di Yang-Mills.

Teorema 1.7.1. La ODE del primo ordine per la curva g: [0,1] — G ¢

Adyny -1 (w00 (Xs,500)) + Ega) (X g0) =0
con la condizione al contorno g(0) = go.

Corollario 1.7.2. Se G ¢ un gruppo di matrici allora la ODE suddetta assume la forma

g wsn (Xssny) - 9(A) +g(A) 7 g(A) =0

con - il prodotto tra matrici. In una forma pit semplice la precedente equazione si puod scrivere come

9N = —ws(n) (Xs.500))9(N)
da cui si vede che € una equazione differenziale ordinaria del primo ordine.

Al fine di semplificare la ODE cosideriamo una carta locale (U, z) della varieta di base e scegliamo una
sezione o: U — P con 7w o o = idy;. Queste assunzioni inducono sul fibrato due elementi:

e un campo di Yang-Mills 'V := o*w

e una curva 6 = o oy come in Fig.(L.9)). Preso il vettore tangente a ¢ in ogni punto, possiamo dire
che
7 (X5700) = X550

Ricordiamo che nella ODE abbiamo I’espressione di ws(x)(X5,5(x)) che possiamo esprimere ora
come

ws(\) (X5.500)) = Wioom () (0x(Xq5(0)))
= (0" W)y (X5 4 (0) (per la definizione del pullback)

U,o . U ,
= TE0p Zaam) = E) (X am)
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Figura 1.9

Consideriamo ora la ODE nel caso particolare del gruppo di matrici. La ODE diventa localmente

9(A) = =Tu(v(M) 3N g(A)

con la condizione iniziale g(0) = go e avendo sottinteso gli indici U,o di I'. Per risolvere questa ODE basta
integrare per ottenere

ot) = go / dAT, (1(0) 3(N) g (M)

e ora si puo inserire il valore di g in maniera ricorsiva per ottenere la soluzione
t A
ot) =90~ [ AL [go - [ avru60) wm]
0 0

t t A1
. <1m— / AT, (M) 3 () + / e / dAM(AlW(Anrum(xzwuz)+...)

e usando le relazioni

t A1 1 t
/ d\y / dAy = */ dAy dXs
0 0 2 0
t A1 A2 1 t
/ d)\l/ d/\g/ dAs = 7'/ dA1 dAg d)s
0 0 0 3! 0

t A1 An—1 1 t
/d)q d/\g.../ d/\n:—'/ dX1...d)\,
0 0 0 n:Jo

si ottiene
t 1 [t
o0 =0 (16— [ TGO + 55 [ L, GO #0060 300 + . )
0 *Jo
t
=P {- [ axr,6on1m}]
0
dove la lettera P indica il path ordered.

In conclusione, il sollevamento orzzontale di una curva v: [0,1] — U % P localmente ¢ dato in forma
esplicita da

710 = won < ([Pexn{- [ t AL G0N0 || )

Graficamente la situazione si puo schematizzare come in Fig.(1.10).
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Figura 1.10

Definizione 1.35. Sia v: [0,1] — M una curva nella varieta di base e sia 7): [0,1] — P il sollevamento
orizzontale della curva « passante per il punto p € 7~ 14(0). Definiamo la mappa del sollevamento orizzontale

T 7 ((1(0))) = 7 (D))

con 71 ({(0)}) la fibra iniziale e 7~ *({7(1)}) la fibra finale. La mappa T quindi associa p — 7} (1) come

mostrato in Fig.(1.11)

Figura 1.11

Osservazione 1.7.2. La mappa 7', é una mappa biunivoca e cio ¢ dovuto al fatto che
(Q9)«Hp = Hpqg

e dalla definizione del sollevamente orizzontale.
Consideriamo ora il caso dei loop, ossia curve «y: [0,1] = M con v(0) = v(1) come in Fig.(1.12)

Figura 1.12
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Definizione 1.36. Sia a € M e «y un loop con punto di base v(0) = v(1) = a allora definiamo il sottogruppo
Holy (w) := {g, |fy;(1) = p<gy per qualche loop v} C G

con Ty: p +— fy;(l) = p< g, in quanto si ha un loop. Hol,(w) & chiamato gruppo di olonomia di w. Questo
sottogruppo cosi definito ci da informazioni topologiche sulla varieta di base.

Definizione 1.37. Sia P = M un G-fibrato principale e w una connessione 1-foma definita su P. Sia Pr —— M
il fibrato di fibre associato, con F fibra caratteristica, e il gruppo di Lie G agisce con I’azione destra > sul fibrato.
Sia v: [0,1] = M una curva sulla varieta di base e 'y;: [0,1] — P il sollevamento orizzontale di 7 passante per
il punto p € 7~ 1({7(0)}). Definiamo il sollevamento orizzontale di ~ nel fibrato associato passante per il punto
[p, f] € Pr come la curva

Vo [0,1] = Pe

definita da
FE) =[N, /]

Definizione 1.38. Definiamo la mappa trasporto parallelo TJ{DF come

Tt ({7(0)}) = mr ({7(1)})
Pl = i)

che é una mappa biunivoca tra le fibre anche in questo caso.

Definizione 1.39. Sia (F,+,-) uno spazio vettoriale e sia >: G x F' — F ’azione sinistra del gruppo di Lie G
su F e supponiamo che sia lineare, allora il fibrato Pp — M & un fibrato vettoriale, con M spazio di base.

Consideriamo ora la situazione in Fig. in cui abbiamo un fibrato vettoriale Pr. Consideriamo una
sezione locale liscia ¢: U — Pp del fibrato vettoriale. Prendiamo X € T,M e consideriamo una curva -y
nello spazio di base che ha come vettore tangente nel punto a il vettore X. Successivamente prendiamo il
sollevamento orizzontale della curva ~ su tale fibrato e, dal momento che la fibra F' é uno spazio vettoriale,
possiamo considerare la differenza tra i punti ¢(y(1)) e 4" £7. Dividendo questa differenza per il parametro della
curva -y si ottiene la definizione di derivata e questa é 'idea per costruire la derivata covariante di un vettore
lungo una curva.

Figura 1.13

1.8 La curvatura

o s . a4G . . ..
Definizione 1.40. Sia P = P 5 M un fibrato principale con una connessione w e ¢ una k-forma a valori in
uno spazio J, allora

Do: T (TyP) = J

(1.6)
ng (Xl, ey Xk) L= d¢(h0T(X1)7 ey hOT(Xk+1)

& chiamata derivata esterna covariante della k-forma ¢.
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Definizione 1.41. Sia P =5 M un fibrato principale dotato di una connessione w. Definiamo la curvatura della
connessione (1-forma) come una 2-forma valutata nell’algebra di Lie definita su P come

Q:T(T¢P) - T.G
Q= Dw
dove TZ P rappresenta lo spazio delle due-forme definite sul fibrato principale.
Nota 1.8.1. Scriviamo esplicitamente la forma della connessione come
Q=dw+wAhw

dove il prodotto esterno A in questo caso non ¢ da intendere come prodotto esterno tra due 1-forme. Se
considerassimo la definizione naive del prodotto esterno tra due 1-forme ovviamente il secondo termine sarebbe
nullo, ma in questo caso la forma w non é definita in uno spazio vettoriale, bensi nell’algebra di Lie. Definiamo
quindi il prodotto esterno tra due forme definite nell’algebra come

wAwX,)Y) =wX),w®)] VX, YeI(TP)
Per dimostrare questo assunto possiamo procedere nel seguente modo:
) € C*(P) ed ¢ bilineare in quanto un 2-forma, quindi
(a) presi X,Y € I'(T'P) verticali
JABeT.G: X=X v=XF

cio vuol dire che X e Y sono i campi vettoriali indotti dagli elementi A e B dell’agebra. Ora
bisogna provare che

QXA XB) = dw(XA, XP) + (wAw) (XA, XP)
Prendiamo il membro di sinistra della precedente espressione ed esplicitando
QXA XB) = Dw(X4, XB) = dw(hor(X?), hor(XB)) =0
in quanto sono vettori che vivono nel sottospazio verticale. A destra invece si ha
dw(X4, XB) + (wAw) (XA, XB)
e dalla definizione di derivata esterna
dw(X*, XP) == XA (w(XP)) - XP(w(XH) - w([x?, X 7))
si ottiene
dw(X*, XP) + (0 Aw) (X4, XF) = XA (w(X 7)) = XP(w(X?) - w(X, X))
T [w(XA), (X P)]
= X4(B) - XB(A) - w(xF*X"1) 4 [4,B] =0
(b) assumiamo ora X,Y € I'(T'P) orizzontali. Quindi abbiamo a sinistra
QUX,Y) = Dw(X,Y) = dw(hor(X), hor(Y)) = dw(X,Y)
mentre a destra
dw(X, V) + (wAw)(X,Y) =dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] = dw(X,Y)

in quanto w(hor(X)) = 0.
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(c) consideriamo infine il caso in cui X & orizzontale e Y = X4 & verticale. Quindi si avra a sinistra
QX, X)) = Dw(X, X4 = dw(hor(X), hor(X4)) =0
mentre a destra
dw(X, X) + (0 A w)(X, X4) = X (w(XY) = XA (w(X)) = w((X, X)) + [w(X), w(X )]
X(4) = X4(0) —w([X, X)) + [0, 4]
~w([X, X)) =0

in quanto [X, X“] & un vettore orizzontale e agendo con w si ottiene una quantita nulla. Abbiamo
cosi provato la forma della curvatura.

Osservazione 1.8.1. Se G é un gruppo matriciale possiamo scrivere la curvatura come
i g i k
0 =dw'; +w' Aw'

in quanto le parentesi di Lie sono date in termini di parentesi di commutazione.

Ci chiediamo ora come legare questi oggetti, che sono definiti sul fibrato, allo spazio di base. Consideriamo
il fibrato principale P = U C M dotato di una conensione e una curvatura definita sul fibrato. Assumiamo
di avere una sezione locale o: U — P che induce un campo di Yang-Mills o*w € QY(M) ® T.G sullo spazio di
base (con Q!(M) indichiamo le 1-forme definite sulla varieta M). La sezione locale induce ora un’altro oggetto
chiamato field strength di Yang-Mills definita da o*Q € Q*(M) @ T.G.

In Relativita generale per esempio il campo di Yang-Mills é rappresentato da I, il simbolo di Christoffel,
mentre la field strength ¢ il tensore di Riemann. In teoria dei campi, considerando le teorie di gauge, si ha il
campo di Yang-Mills che é rappresentato dal potenziale A, mentre la field strength ¢ il tensore elettromagnetico
F. Da notare che questi oggetti sono definiti sull’algebra del gruppo, percio se il gruppo di Lie di riferimento
ha certe proprieta, come per esempio il fatto di essere Abeliano o non Abeliano, queste si riflettono sul campo
di Yang-Mills e sulla field strength.

Teorema 1.8.1. Dato un fibrato principale dotato di una connessione e una curvatura allora & soddisfatta
Uidentita di Bianchi

DQ=0.
Osservazione 1.8.2. Guardando l'indentita di Bianchi ed esplicitando la curvatura si ottiene

DQ=D*w=0

e si potrebbe subito pensare che D? = 0. Questo assunto ¢ sbagliato in quanto in generale D? # 0.

1.9 La derivata covariante sui fibrati associati

Teorema 1.9.1. Se P 5 M ¢ un G-fibrato principale e Pr = M ¢ il fibrato associato, allora ¢’¢ una
corrispondenza biunivoca tra una sezione o: M — P del fibrato associato, con g o 0 = idys, e una funzione
G-equivariante ¢p: P — F, con ¢(p<g) = g~ 1 > ¢(p).

Dimostrazione.
(a) Data una funzione G-equivariante ¢, possiamo costruire una sezione
op: M — Pr
Og(z) = [P, d(p)]

dove p € m~}({z}), # € M. Questa sezione & ben definita in quanto Vp' € m~!({z}) sappiamo
che dlg € G : p’ = p<ag. Sappiamo inoltre che

P, o)) =[pag.dp<g)l =Ip<ag.g~" > 6(p)] = [p,o(p)]

per la G-equivarianza di ¢ e per le proprieta delle classi di equivalenza. Poiché mp o 0 = idys
allora o4 ¢ una sezione di Pp.
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(b) Data una sezione o del fibrato associato, costruiamo

by P = F
¢a(p) = i;l(a(ﬂ'(p)))

dove i: ' — mn*(n(p)) C Pp & una mappa biettiva (omeomorfismo e diffeomorfismo) definita
come

Zp(f) = [paf] = qugagilbf] :ip<g(971>f)

Dimostriamo ora che ¢, ¢ G-equivariante

G0 (P<g) = ipqy(o(m(pag)))
= iy ip(00 (D)) = ipay ipag(9 ™ > 6o (p)) = g~ > 66 (p)

(c) Dobbiamo controllare ora che non ci sia perdita di informazione nel passaggio dal fibrato principale
a quello associato e viceversa. Bisogna verificare che

¢, = 0, ¢ff¢ = ¢

Si ha quindi

04, () = [p, 0o (P)] = [p, 1, (o(m(P)] = ip(i;, (o (n(p)))) = o(x), Vo€ Mpen(z)

e viceversa

o, (p) = 1, (0(n(p)) = iy, ([p, $(0)]) = 75, (ip(8(p))) = (p), Vp € P

Sia ¢: P — F una funzione G-equivariante definita da

d(p<g) =g "> o(p),

possiamo prendere la rappresentazione dell’elemento g € G vicino all’identita per ottenere

p(p<exp(tA)) = exp(—tA) > d(p)

con A € T.,G. Considerando ’azione destra del gruppo G su uno spazio vettoriale di dimensione finita F' e
supponendo che questa azione sia lineare
G>: F—> F

allora possiamo considerare

Llopacxp(tA)]| = o [exp(~tA)> 6(p)]

t=0 t=0

da cui si ottiene
dp(p) X;' = —Av ¢(p) = —w(X?) > é(p)

con X;;‘ il campo vettoriale sul fibrato principale indotto dall’elemento A nell’algebra, e w € la connessione
1-forma.

Corollario 1.9.2. Per un’azione destra lineare del gruppo G > si ha

0 =d¢(X?) +w(X*) > ¢(p)

Definizione 1.42. Definiamo la derivata covariante come l'oggetto Vro: T,M — I'(Pp) che soddisfa le
proprieta

i) Viryso = fVro+Vgso
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i) Vp(o+7)=Vyo+ Vot VfeM,C*(M), T,Se T, M
iii) Vr(fo)=(Tf)o + fVro

Consideriamo un G-fibrato principale P = M e il fibrato associato Pr — M sul quale ¢ definita una
sezione 0: M — Pp che induce una sezione sul fibrato principale ¢,. Consideriamlo la derivata covariante

esterna agente su una 0-forma ¢
D¢ :=d¢ o hor

che agendo su un campo vettoriale X € T, P da luogo a

D¢(X) =dp(X) +w(X)>¢, con X € T,P
e si vede che nel caso di una 0-forma 'azione di w su ¢ é semplicemente ’azione destra, anche se in generale
dovrebbe essere A. Per provare questa espressione consideriamo

a) X verticale : X = X4 per cui
D¢(X) = dg(hor(X)) =0

dp( XM +w(XM =0
per il corollario [T.9.2]
b) consideriamo X orizzontale per cui
DY(X) = dé(hor(X)) = dp(X)
mentre
dp(X) + w(X) > ¢ = dp(X)

Possiamo scivere Dx¢ := D¢(X) con X € T,P e questa ha le proprieta della derivata covariante ma questo
oggetto vive in T, P e non nello spazio tangente dello spazio di base. Localizziamo quindi questo oggetto nello
spazio di base introducendo una sezione p: U C M — P, con ¢ ow = idy, nel fibrato principale. Possiamo
considerare il pull-back di ¢: P — F come

e pi=goyp
e quindi tutti gli oggetti definiti sul fibrato principale possono essere proiettati sullo spazio di base. Uno tra
questi ¢ la connessione w € QY(P) ® T,G che diventa

P'w =" c Q' (M) > T.G
oppure possiamo considerare la derivata covariante esterna D¢ € Q'(P) @ F per ottenere
©*(D¢) € QY (M) ® F.
Esplicitamente si ottiene per un qualsiasi T' € T, M
(" DP)(T) = @*(d¢ + w> ¢)(T)
= @"(do)(T) + " (wr> ¢)(T)
=d(¢*¢) + (¢*w)(T)¢" ¢ = ds(T) + w”¥(T) > s

dove s = p*¢, s: U — F & una funzione locale definita in F', e con w?% il campo di Yang-Mills. Quindi in
conclusione possiamo dire che

Vs =ds(T) +w"?(T) > s

e questo oggetto soddisfa tutte le proprieta della derivata covariante. Questa derivata covariante agisce solo
localmente in quanto si ¢ considerata una sezione locale. Se avessimo una sezione globale allora ’azione della
derivata covariante sarebbe su tutto lo spazio di base, ma l’esistenza di tale sezione indurrebbe un fibrato
principale triviale.

Osservazione 1.9.1. Da notare che nella definizione della derivata covariante in forma locale ci sono delle
arbitrarieta nella scelta della connessione e dell’azione sinistra del gruppo. In merito alla prima abbiamo gia
discusso precedentemente la possibilita di costruire una qualsiasi connessione 1-forma che soddisfi determinate
proprieta. Per la scelta dell’azione sinistra del gruppo 'unica richiesta € che sia lineare. In conclusione possiamo
scegliere in maniera piuttosto indiendente la connessione 1-forma e ’azione sinistra del gruppo di Lie sullo spazio
di base.
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1.10 La comologia di de Rham

Introduciamo un metodo per caratterizzare la topologia di una varietd in termini delle proprieta di forme
differenziali. Richiamiamo che ’algebra di Grassman Gr(M) ¢ lo spazio di tutte le n-forme su M con dimensione
al pit uguale alla dimensione della varieta. In questo contesto ogni p-forma ¢ mappa ta in qualche (p+ 1)-forma
tramite la derivata esterna, che soddisfa d?> = 0. Si ha quindi la sequenza di mappe

d

LB grL ) B

ar(M) 2y grttar) 21

dove d,, & l'operatore d sulle p-forme, visto come un omomorfismo di gruppo tra gli spazi vettoriali QP (M) e
QP (M),

Definizione 1.43. Presa una p-forma w, € QP(M) si ha che

i) se dw, = 0 allora w, é chiamata forma chiusa;

ii) se wp = dwp_1 allora w, ¢é chiamata forma esatta.
Definizione 1.44. Definiamo i gruppi

ZP(M) := {w, € QP(M) | dw, = 0}
BP(M) :={w, € Q*(M) |wp = dwp_1}
che sono rispettivamente il gruppo delle forme chiuse e delle forme esatte definite sulla varieta M.
Osservazione 1.10.1. Tutte le forme esatte sono anche forme chiuse, in quanto d?> = 0 e possiamo dire che
BP(M) C ZP(M) C QP(M)

Definizione 1.45. Il gruppo p-esimo di comologia di de Rham HP(M) della varieta M, é definito come il
gruppo quoziente del gruppo delle forme chiuse e il gruppo delle forme esatte

HP (M) = ZP(M)/BP(M)

Dalla precedente definizione si vede che gli elementi di H?(M) sono le classi di equivalenza di forme chiuse
che differiscono per una forma esatta. Chiaramente HP?(M) = 0 p > dim(M) in quanto non ci sono forme
di dimensione piu grande della dimensione della varieta su cui sono definite. Da cid segue che c¢’é¢ un numero
finito di gruppi di comologia di de Rham per ogni varietd, uno per ogni intero p tra 0 e dim(M). Le classi
caratteristiche sono delle particolari classi di comologia legate alle proprieta dei polinomi invarianti costruiti
sulla varieta.

1.11 Le forme di Chern-Simons

Sia E = M un fibrato vettoriale complesso la cui fibra & CF. La struttura di gruppo G & un sottogruppo di
GL(k,C), e il campo di Yang Mills A e la field strength F' sono definiti a valori nell’algebra di Lie associata g.

Definizione 1.46. Definiamo la classe totale di Chern con

Py aa (1417

Poiché F' & una 2-forma allora ¢(F') ¢ una somma diretta di forme di gradi pari

+...

det (I+ ZF) _ {H iTE(F) | Tr(F?) = Te(F)” | —2Te(F?) +3Te(F?) Te(F) — Te(F)*

2m 2m 872 4873
c(F)=14c1(F)+co(F)+cs(F)+ ...

con ¢j(F) € Q% (M) chiamata classe di Chern j-esima. In una varietd m-dimensionale la classe ¢;(F) con
2j > m si annulla banalmente. La serie termina in ¢ (F) = det(¢F'/2m) e ¢;(F) = 0 per j > k.
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Per fibrati generici é piuttosto complesso il calcolo delle classi di Chern tramite lo sviluppo del determinante
e un modo piu semplice é quello di diagonalizzare la forma curvatura. La matrice forma F & diagonalizzabile
tramite una matrice appropriata g € GL(k,C) tramite una trasformazione di similitudine

iF
971 <2ﬂ_>gdlag($1,.-~7$k) (17)

con x; delle 2-forme. Quindi abbiamo che

det(I + B) = det(diag(l + x1,...,1 4+ zx))
b 1 (1.8)

= 1;[1(1 +x;)=1+TrB+ 5(T&r(B)Z —Tr(B*)+ - +det B.

Ogni termine & una funzione simmetrica di {x;},
So(z;) =1, Si(z;) Zx], Za: i, .. ,Sk(z;) = T122 .. . T} (1.9)
1<J

Poiché det(I + B) é un polinomio invariante abbiamo P(F) = P(gFg~') = P(2rnB/i), quindi per F' generico si
ha che le classi di Chern sono

Co(F) =1
c(F)=TrB="Tr (91@2};9> = iTrF
1 ) s 10’
co(F) = 5[(TrB) —Tr(B?)] = 3 (271-) [Tt FATC F — Te(F A F)) (1.10)

S\ k
c,(F)=det B = (227) det F'

Il carattere totale di Chern ¢ definito come
iF 1 iF\?
ch(F) =Tr {exp (277)} = Z i Tr <27T) (1.11)

Se 2j > m = dimM, ch;(F) si annula, quindi ch(F") é un polinomio di ordine finito. Diagonalizzando F' come

prima si vede che
k

Trlexp(B)] = 3 exp(e;) (1.12)

j=1

e in termini di funzioni simmetriche elementari S,.(x;) il carattere totale di Chern diventa

k
Zexpm] 221—1—%4— m—i— o)

= (1.13)
= k —+ Sl(lﬂj) + i[Sl(xj)Q - QSQ(IJ)] +

—_

per cui ogni carattere di Chern ¢ espresso in termini delle classi di Chern nel seguente modo
1
cho(F) =k, chi(F)=c1(F), cho(F) = i[cl(F)2 —2c9(F)], ... (1.14)

con k la dimensione della fibra del fibrato.
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Esempio 1.11. Consideriamo come esempio il caso di un fibrato U(1) su S? relativo al monopolo magnetico.

In questo caso la field strength ¢ F' = dA e abbiamo
iF
h(F)=1+ — 1.1
h(F) =1+ 5 (1.15)

dove ¢, (F) = 0 con (n > 2) su S%. La carica del monopolo magnetico sara data in termini del carattere di

Chern come
1 1
n:—/ F:/chl(F):— / F+—|—/ F_ (1.16)
27T S2 S2 2’/T U+ U_




Alcune applicazioni in Fisica

2.1 La teoria di Maxwell

Come visto nel capitolo precedente, un potenziale di gauge puo essere considerato come un’espressione locale
sullo spazio di base di una connessione in un fibrato principale. La field strength € poi identificata con la forma
locale sullo spazio di base della curvatura associata alla connessione.

La teoria di Maxwell & un’applicazione molto particolare della teoria dei fibrati. Consideriamo uno spazio
quadridimensionale di Minkowski M che utilizzeremo come spazio di base per costruire il fibrato relativo a
questa teoria. Prendiamo poi il gruppo abeliano unidimensionale U(1) e costruiamo il fibrato principale U(1),
P 5 M. Dal momento che lo spazio di base ¢ contraibile in un punto allora questo fibrato principale & triviale,
per cui possiamo scrivere che P = R* x U(1). Su questo fibrato possiamo definire una 1-forma connessione
w. Considerando una carta locale di coordinate (R*, x), questa induce una sezione locale sul fibrato principale.
Tramite I'operazione di pull-back della connessione, per mezzo della sezione locale, otteniamo il campo di Yang
Mills in forma

(0"w)u = Ay
e si vede che in questo caso non compaiono indici relativi all’algebra di Lie in quanto ha dimensione unitaria.
La curvatura, come sappiamo, viene ottenuta come

Q=Dw=dw+wAw

dove il simbolo A indica il prodotto esterno di due 1-forme definite sull’algebra. Questa quantita pud essere
trasferita sullo spazio di base tramite la sezione locale, ottenendo la field strength

(0" = Fup = 0, A, — 0, A,

La curvatura soddisfa I'identita di Bianchi
DQ =D*w=0

e questa informazione viene automaticamente trasferita sullo spazio di base in termini del campo di Yang Mills
e della field strength come

0*DQ =D(c*Q)=DF =dF =0
0*D?w = D*(c*w) = D*A=0
In termini di componenti sullo spazio di base
a)\]‘—,“, + au]:uk + a,,}_,\u =0 (2.1)

A e F differiscono dall’'usuale potenziale A e field strength F rispettivamente per

Ay =iAy, Fuv =iFy, (2.2)
Identificando le componenti del campo elettrico E e magnetico B come
1
E; = Fu;, B; = §€iijjk (2.3)

33
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dall’identita di Bianchi si ottengono le equazioni "geometriche" del campo elettromagnetico
doFor + 9o Fuo + 0y Foo =0
80]:;“/ + 8#]-'1,0 + 81’]:0H =0 N 0o Fiv + 0; Fuo + 0, Fop;i =0 N o Fir + 0; Fro + OxFoi =0
6¢~7-'W + au}—m‘ + 31,]:1‘# =0 O0;Fou + O Fvi + 0, Fi0 =0 ai]:jk + 83‘.7:1ﬂ‘ + (9]9]:”‘ =0
81']:]',, + @-]—Li + 8,,.7'—1‘]‘ =0

erikaij — OB, +0LE; =0 N aij + %Gjik(—aiEk + 6kEl) = 80Bj + GjikakEi =0
€jk0:;Fjr =0 €ijk€mjk0iBm = 0mi0iBm = 0;B; =0

B
= VXE—F%:O, V-B=0 (2.4)

che sono le equazioni di Maxwell omogenee. La seconda di queste equazioni ci d& informazioni sull’inesistenza
di singole cariche magnetiche. Se esistesse infatti un monopolo di carica magnetica ’equazione soddisfatta dal
campo sarebbe V - B = pp. La differenza tra le due equazioni puo essere vista in Fig.(2.1)).

%\ b A
X o "y
Y & g \
<:< L - A'
«— >
AA) A
Y a v ‘*1\
I 4
FowoN N

Figura 2.1: Nella prima immagine si vede il flusso del campo uscente, da una superficie sferica, di una sorgente
puntiforme di carica. Nella seconda figura si vede invece il flusso del campo uscente di un dipolo magnetico.
Nel primo caso il flusso é diverso da zero, mentre nel secondo ¢ nullo.

Per trovare le equazioni dinamiche dobbiamo specificare 'azione di Maxwell, intesa come funzionale del
campo di Yang Mills A come

1 1
Sm[A] = 1 /R Fw Fhrrdty = - /R i Frdiy. (2.5)

Consideriamo il duale della field strength ottenuta per mezzo dell’operatore di Hodge * definito come una

mappa lineare
*: QT (M) = Q"T(M) (2.6)

la cui azione su un vettore di base di Q" (M) & definito da

* (dxm A A dx/ir) — \% |g| eH1H2:Hor

dx?’ TP Ao A datm 2.7
(m—7r)! m 3 v (2.7)

Vpg1V

dove g indica il determinante della metrica definita sullo spazio di base M e m = dim M. Nel caso della field
strenght, che € una 2-forma, si vede che il suo duale sara una 2-forma del tipo

1
* F =% (F)u dat Ndz” = 5]—'“ Exrepr Azt A dz” (2.8)

per cui 'azione di Maxwell puo essere riscritta come

R4
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Variando l'azione di Maxwell rispetto a A otteniamo le equazione dinamiche di Maxwell

9. Fm — OF" =0 Ve (2.10)
= = - 3 = .
" oF + 0,F =0 vxB- 20

che sono le altre due equazioni di Maxwell nel vuoto.

2.2 Monopolo di Dirac

Abbiamo descritto la teoria di Maxwell dell’elettromagnetismo su R*. La contraibilita dello spazio di base
rende il fibrato U(1) triviale. In questo contesto abbiamo visto che Iidentita di Bianchi non permette l'esistenza
di cariche magnetiche. E interessante estendere I'analisi del fibrato principale U(1) su uno spazio di base non
triviale in modo da permettere l'esistenza di monopoli. Consideriamo R? privato dell’origine. Questo spazio
R3\ {0} non ¢é contraibile in un punto ma ha una relazione particolare con S2.

Lemma 2.2.1. Gli spazi topologici R®\ {0} e S? sono omotopicamente equivalenti.

Dimostrazione. Consideriamo linclusione j: S? — R3, definita come j(x) = x, e sia p: R*\ {0} — 5? la
proiezione x — p(x) = x/|x|. Allora
poj~ Idgs

e j op é omotopo alla mappa identita Idg2 infatti esiste ’omotopia

(I-t)x

F(x,t) =tx+-———
x|

(2.11)

con F(x,0) = (jop)(x) e F(x,1) = x. O

Avendo dimostrato questa equivalenza tra spazi topologici possiamo dire che il U(1)-fibrato principale
P 5 S?, indicato anche con P(S2,U(1)), ha le stesse proprieta topologiche del fibrato principale P(R*\ {0}, U(1)).
Possiamo quindi portare avanti il caso studio considerando il fibrato principale P(S?,U(1)). Indichiamo le coor-
dinate di S? con (A,¢), con 0 < 6 < 7, 0 < ¢ < 27 mentre le coordinate della fibra U(1) = S! con €.
Consideriamo su S? due carte locali

U+{(0,¢))|0§9§;7r+6}, U_{(9,¢)|;7re§0§7r} (2.12)

per le quali si ha Uy NU_ # 0 e la loro intersezione ¢ una fascia equatoriale parametrizzata dal solo angolo ¢.
Localmente il fibrato appare diviso in due pezzi

U, x U(1), con coordinate (0, ¢;e’¥+)

. (2.13)
U_ x U(1), con coordinate (6, ¢;e™~)

in quanto localmente si pud sempre considerare un fibrato principale come fibrato triviale. Le funzioni di
transizione devono essere funzioni di ¢ lungo la striscia Uy NU_ # 0 e devono essere elementi di U(1) per dare
un fibrato principale. Scegliamo quindi di legare le coordinate delle fibre di U, e U_ nel modo seguente

eV = Pt (2.14)

richiedendo che n sia intero. Questa condizione é necessaria affinché la risultante struttura sia una varieta; le
fibre infatti devono combaciare quando si completa un giro di rivoluzione attorno all’equatore, e questo percorso
dipende da ¢.

Per n = 0, abbiamo un fibrato triviale P(n = 0) = S% x S1. 1l caso n = 1 ¢ la fibrazione della tre-sfera
P(n = 1) = S? e descrive un monopolo di Dirac a singola carica. Per n generico si ha una struttura piu
complicata del fibrato corrispondente a un monopolo di carica n.

Consideriamo il caso n = 0 per il quale, come abbiamo detto, il fibrato principale associato ¢ P = S? x U(1).
Assegniamo una connessione w ai due pezzi del fibrato

o A+ —+ d’l/)+ su U+

w= {A Y sulU_ (2.15)
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dove i secondi termini sono le 1-forme di Maurer Cartan g~'dg ottenute dall’elemento g = e*¥ del gruppo U(1).
La scelta della funzione di transizione (2.14) implica la trasformazione di gauge

Ap = A_ +ndo. (2.16)

Ci chiediamo quale forma dovranno avere i potenziali di gauge per essere ben definiti nella regione di
sovrapposizione. Consideriamo Uy in R?\ 0 definiti come z > —¢ e z < ¢, per cui la regione di sovrapposizione &
uguale al piano z — y in z = 0 meno 'origine. I potenziali di gauge che sono ben definiti nelle rispettive regioni
sono

n 1 n
o ?z:l:r(xdy_ydx) o 5(
2

con 72 = 22 + y? + 22 e avendo utilizzato le coordinate polari. Questi due potenziali di gauge sono legati dalla
trasformazione (2.16)). La curvatura ¢ data da

Ax +1 — cos6)do (2.17)

F=dA; = %sin@d@ ANdp = ;—B(xdy/\dz +ydz ANdx + zdx A dy) (2.18)
r
E facile vedere che anche se gli A4 sono regolari in Uy, essi hanno una stringa singolare in Uz. Possiamo
utilizzare A4 solo nei suo intorni regolari. E chiaro che F' & chiusa ma non é esatta, poiché dA4 ¢ solo definita
localmente in Us.
Dalla forma della curvatura si vede che

E =0, B="r (2.19)

e questa soluzione ¢é interpretata con il monopolo magnetico, in analogia al campo elettrico di una carica
puntiforme. Il flusso magnetico totale uscente da una sfera é

@_/SQF_/(J+dA++/UdA__/Sl(A+_A_)_n/O%d¢_2m (2.20)

e il segno meno deriva dalla diversa orientazione dell’equatore nelle due regioni U,. Secondo I'argomentazione
di Dirac il potenziale A si accoppia con i campi-particella di carica elettrica ¢ tramite la derivata covariante

DV = dV¥ — igAY (2.21)
con ¥ funzione d’onda, e ¥, = exp(ign ¢)V_, cosicché
DU, = (d—igA )V, = (d —igA_ —ignde) "W _ = "DV _. (2.22)

Richiedendo che exp(ign ¢) sia ben definito su S (intersezione di U..) in modo che le trasformazioni di gauge
abbiano senso, otteniamo la condizione di quantizzazione di Dirac

gn = 2w N, Nez (2.23)

dove n e ¢ sono rispettivamente le cariche magnetiche ed elettriche delle particelle. Dal momento che tutte
le cariche elettriche sono multipli interi della carica dell’elettrone e, allora le cariche magnetiche n devono
soddisfare ne = 27N, e la carica magnetica minima ¢ n = 27w /e. Se esistesse un solo monopolo magnetico
nell’universo avremmo capito la quantizzazione della carica elettrica.

Il monopolo di Dirac non € un solitone a causa della sua singolarita in » = 0. La sua densita di energia decade
come 1/r*, e quindi la massa del monopolo diverge linearmente. Questa divergenza pud essere regolarizzata, e
porta a una grande massa finita.

2.3 La teoria di Yang Mills

Consideriamo una teoria di gauge SU(2) definita su R%. Il fibrato che descrive questa teoria & P(R*, SU(2)).
Anche in questo caso, dal momento che lo spazio di base ¢ contraibile, il fibrato principale ¢ triviale. La differenza
con Iesempio della teoria di Maxwell sta nel fatto che la fibra SU(2) & un gruppo non-abeliano di dimensione 3.

Presa una sezione locale o: R* — P possiamo consierare la field strength F associata alla curvatura

F =0c"Q.
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Dalla definizione della curvatura e mappando, tramite il pullback, sullo spazio di base otteniamo
F=DA=dA+ ANA.
L’azione di F sui vettori appartenenti allo spazio tangente TR* della varieta di base & data nella forma
F(X,)Y)=dAX,)Y)+ (ANA)(X,Y) =dAX,Y) + [A(X), AY)]

Introduciamo una carta locale (U, x) sullo spazio di base che induce una sezione locale sul fibrato principale.
Sapendo che A ¢ una 1-forma e F ¢ una 2-forma, entrambe a valori nell’algebra di Lie, allora possiamo scrivere

A= A,dx" F = %]:Wda:“ A dz”
con
Fuv =0, A, — 0, A, + [Au ALl
Sviluppando A,, e F,,, in termini della base dell’algebra {7}, } come
A, = AT, Fuw = F, Ty
e usando le parentesi di Lie dell’algebra si ottiene
Fi, = 0,40 = 0,A5 + [4 A A;

In particolare i generatori di SU(2) sono T, = 0,/2 per cui le precedenti relazioni diventano

aay (7). Faer (%)

con o, le matrici di Pauli.

2.3.1 Le trasformazioni di gauge

Consideriamo il G-fibrato principale P = M con G = SU(2) alla base della teoria di Yang-Mills. Sia w la
connessione 1-forma definita su questo fibrato che induce la curvatura 2. Si ottiene una rappresentazione locale
in forma esplicita della connessione che é espressa in forma

A=glwg+g'dg (2.24)
e conseguentemente anche della curvatura
F=dA+ANA

=d(g~'wg + g7 'dg) + (97 'wg + g~ dg) A (97 wg + g~ "dg)
=dg ' ANwg + g tdwg —g;lm+ dg~ " Ndg+ g 'w Awg

+g ' dg N g wg+ g dg A g dg + g~ ke dy (225)
=g N dw+wAw)g+dg ' ANwg+dg~t Ndg+ g 2dg Awg + g~ 2dg A dg
=g Hdw +w Aw)g + dg=r g + dg=dy — dg=rTog — dg=trdy

=g Ndw+wAw)g=g'Qg

1

dove abbiamo utilizzato le proprieta delle forme.

Consideriamo ora due intorni sovrsapposti dello spazio di base U e U’, con UNU’ # 0 sui quali sono definite
due sezioni sul fibrato principale. La funzione di transizione che lega due coordinate locali di fibre g e ¢ in U e
U’ & v, che agisce come

g =ng. (2.26)
Affinché la connessione 1-forma w sia ben definita nella regione di sovrapposizione, il campo A si deve trasformare
come

A = yAyTE fydy Tt (2.27)
e queste definiscono le trasformazioni di gauge. Da questa si vede che
w=g 'Ag+gldg=gAg" +g'dg (2.28)
Allo stesso modo si vede che la trasformazione di gauge di F' &
F' = ~Fy7! (2.29)

e anche in questo caso si vede che la 2-forma curvatura é definita consistentemente sulla varieta, infatti

Q=g 'Fg=g'Fg~! (2.30)



38

CAPITOLO 2. ALCUNE APPLICAZIONI IN FISICA

2.3.2 La derivata covariante nelle teorie di Yang-Mills

Consideriamo ora un campo scalare complesso ® accoppiato al campo di gauge A. Per definire la derivata
covariante possiamo considerare due casi.

i)

ii)

Campo scalare nella rappresentazione fondamentale del gruppo SU(2).

Costruiamo il fibrato associato Pce = P x, C?, con p : SU(2) — C? rappresentazione fondamentale
del gruppo nello spazio vettoriale dei complessi. Siano €’ (a = 1,2) i vettori di base di C?. Presa una
funzione SU(2)-equivariante o;: P — C? definita nel fibrato principale, questa induce due sezioni sul
fibrato associato relative ai vettori di base

ea(p) = [(0i(p), €a)] (2.31)

Sia ¢(p) = [(0:(p), ®*(p)e)] una sezione di Pz, definita come la mappa ¢: Pcz — R*, con ®: R* — C2.
Data una curva v nella varieta di base, possiamo consideare il sollevamento orizzontale ! passante per il
punto o(y(0)) sul fibrato principale, con (0) = p, come

A(t) = o(p) ag(t),
con ¢(t) curva nel gruppo di Lie. Questo sollevamento orizzontale induce sul fibrato associato oggetto
o(t) = [(+ (1), 9(t) 1@ (£)eg)]- (2.32)
La derivata covariante di ¢ lungo X = d/dt ¢

Do = | (30900 L2 )| + 107090 400505 01

(2.33)
ol
:X (8#+AZ#B¢B)G‘X
in quanto
dg;(t dxt o o
di ) = _AZ(X)gZ(t)7 DXeoc = WAiuﬁaeﬁ’ AL = Aiﬂ Bdl"u = Ai;l:y(T'Y) de'u‘ (234)

con g;(t) € SU(2).

Campo scalare nella rappresentazione aggiunta del gruppo SU(2).
Consideriamo ora un campo scalare ® nella rappresentazione aggiunta del gruppo SU(2). Costruiamo
il fibrato associato Pyu) = P X aq su(2) dove I'azione del gruppo SU(2) sull’algebra su(2) ¢ I'azione
aggiunta Adyh = g7'hg, con h € su(2) e g € SU(2). Presa una sezione locale o: U C R* — P, tale
da poter esprimere il solelvamento di una curva nella varieta di base come v'(t) = o;(¢) g(t), induce una
sezione s(p) = [(0i(p), #(p)] su Psyu(a), dove ¢(p) = ¢*(p) T, essendo {7}, } una base dell’algebra. Dalla
definizione di derivata covariante si ha

)] | (2.35)

t=0

DXs = |:("~y(0), % (Adgfl(t)qi)(t))

Esplicitando il conto si vede che

Dxs = |(300) 5 (o) )9 ()

= [(5(0). gty 6(0)

- ( (0), Ag(t) ¢ t)g L) +g(t) o) g (1) — g(t) d(t) g~ () A

)] (2.36)

_ <W6a; ‘ ) (03(0),T2)]

A questo punto possiamo dire che
(Dy9)* = 8,0 — e AL g, (2.37)
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2.3.3 Le equazioni di Yang Mills

Definiamo il tensore di campo duale

1 [e]
(*F);u/ = §€uuaBF s, (238)

L’azione di Yang-Mills ¢ data in termini della field strength in modo da essere invariante per trasformazioni di

gauge. Questa infatti assume la forma

1
S=— [ Te(FAxF)d'z= -5 Tr(F,, F*)d's
1R4 R . (2.39)
=—= [ F¢ F To(T,T,)d* zf/ Fe prragt
2 R4 mv r( b) . 4 R4 mv .
Per ricavare le equazioni del moto riscriviamo ’azione in una forma non locale

S = % /R4 FY(A) A xF,(A)d*z (2.40)

con F = dA® +1/2f, *A® A A°. Per una variazione del campo di gauge A 1'azione
08 = %/6F“(A) A *F(A) + F*(A) N *0F,(A)
= /6F“(A) A xF,(A)
_ / 5 <dA“ + % £ AP A AC)> A %Fy(A)
= / <5dA“ + %fbc‘laAb A A°+ %fbc“Ab A 6AC)> A xF,(A)
= / (6dA™ + £,,“6 A N A%)) A xFy(A)
e per il teorema della divergenza e dalle condizioni al contorno sul bordo dello spazio d’integrazione
O:/ 5A/\*F:/ d(JA/\*F):/(d5A/\>o<F+5A/\d*F) (2.41)
oM M M

si ottiene

55 = / SAYN (d% Fy+ [0 AP A %F) (2.42)

Dal principio variazionale questa variazione dell’azione deve essere nulla per qualsiasi § A%, da cui otteniamo le
equazioni di Yang-Mills
dx F,+ f AP AxF, =0 (2.43)

0 equivalentemente

d* F+[A+«F|=0=DxF. (2.44)

2.4 Soluzioni di Energia Finita

Lo scaling argument proposto da Derrick ha un ruolo centrale nella ricerca di configurazioni statiche di
energia finita in uno spazio di dimensionalita d superiore a uno. Consideriamo per esempio la forma dell’energia
di una configurazione classica di un campo scalare libero ¢ in presenza di un potenziale V(¢). In uno spazio
d-dimensionale si ha

E(9) = / d'x [;WW + V(¢)] =T(¢) + P(¢) (2.45)

con

7(6) = [ aey(Vor 20, Plo) = [ anvie) 20 (2.46)
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Consideriamo ora una trasformazione di scala del campo scalare

¢(x) = ¢a(z) = P(ax) (2.47)
per la quale I’energia si trasforma come
1 2
T(pa) = / dz =~ (Ve(ax) a*” d/ d*(ax) 3 |:)¢( )} =a®7 T (o) (2.48)
e supponiamo per esempio che il potenziale abbia la forma
1
V(g(x)) = 19%[6(x)* — a?]? (2.49)
per cui
P(6s) = [ dlo i (0 (an)(an) — o =0 [ da) P lotar)? ~ P =aP)  (250)
4 4
e quindi

B(9) =+ B(9u) = T(6a) + P(64) = —15T(8) + 3 P(0) (251)

Dal momento che E(¢1) ¢ un minimo di F, con ¢; soluzione statica ad energia finita, allora affincheé F(¢,) sia
stazionario bisogna imporre

dE(¢a)|  _
da |, =0 (2.52)
che implica
(d—2)T(¢) + dP(¢) =0 (2.53)

Poicheé sia T che P sono semidefinite positive e d € un intero, vediamo che la stazionarieta di F rispetto ad a &
possibile solo per d = 1. Infatti, poiché

[ygéf“)} =202 d)T(9) (2.54)

vediamo che F(¢) pud essere minimizzato solo per d = 1 in quanto la derivata seconda deve essere positiva.
Questo scaling argument esclude l’esistenza di configurazioni statiche ad energia finita della teoria in questione
con dimensioni piit grandi di uno.

2.4.1 Scaling argument per teorie di gauge

Consideriamo come esempio i seguenti modelli:

e Modello di Nielsen-Olesen (anche noto come modello di Higgs Abeliano) con densita lagrangiana

1 1
LAy 6) = =1 F* Fyu + 510 ig 4,00 = V(9),
(2.55)

2 2
7
V(¢) = §>‘92 |:¢|2 - 2\ 2:| ’ F,ull = 6HAIJ - az/Am

dove ¢ & un campo scalare complesso e le dimensioni spaziali sono due o tre.

e Modello Georgi-Glashow con campo di gauge non abeliano in tre dimensioni spaziali con una
densita lagrangiana

L[4, 0] = —C1 G + 5 (D) (D) — V(00) (2.56)

dove
GhHY = or Ay — OV AL — eeabcA{fA’g, (DF¢)g = 0y — € eabcAg‘ch (2.57)
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L’energia per tali modelli pud essere scritta come
E(¢,A) =T(A) +T(Dg)+ P(¢9). (2.58)
Consideriamo una trasformazione di scala con A € R per cui
d(x) = oa(x) = p(Ax), Ay — Apa(z) =AA,(A\x) (2.59)
mentre D, ¢, G, e F),, si trasformano come un vettore e due tensori rispettivamente
Dud(x) = AD,d(Ax),  Guu(x) = N’Gu(Az),  Fu(z) = NXFu(\x) (2.60)

Da queste semplici regole di trasformazione si ottiene

1 1 1
E(px, Ax) = WT(A) + WT(D@ + ﬁp(fﬁ)- (2.61)
Se E ammette soluzioni di energia finita, deve essere stazionaria rispetto ad arbitrarie variazioni del campo e
equivalentemente anche a trasformazioni di scala. Cosi cerchiamo configurazioni per cui

0B(or AN | _
x|, (2.62)
~ (4= d)T(A)+ (2 — A)T(D$) — dP(d) = 0

Poiché tutti i termini suddettti sono semi-definiti positivi e non sono tutti nulli, allora la dimensione d deve
essere tale da annullare la precedente uguaglianza. Cosi

e d = 1: In questo caso P(¢) deve essere presente, a differenza di T'(A) che non sarebbe necessario
per soddisfare la condizione di stazionarieta dell’energia. Questo caso & esemplificato dalle teorie
dei solitoni e sine-Gordon.

e d = 2: Tutti e tre i termini possono comparire. La teoria di Nielsen-Olesen ne é un esempio e
questa per le configurazioni di campo in equilibrio statico é equivalente alla teoria di Ginzburg-
Landau della superconduttivita.

e d = 3: Anche in questo caso compaiono tutti i termini e un esempio € dato dal modello Georgi-
Glashow che da luogo a monopoli non abeliani.

d = 4: Questo é possibile solo se il segno di V' & scambiato. Questo é un esempio della cosiddetta
teoria di gauge pura con soluzioni di tipo istantoni.

e d > 5. In questo caso non ¢é possibile soddisfare ’equazione di stazionerieta. Ci sono altre
possibilita che permettono potenze piu alte delle derivate come nei modelli di Skyrme, aggiungendo
un termine T(4)(¢>) con una potenza di derivazione pari a quattro,

TW(gx) = AT (¢) (2.63)

e tale contributo viene controbilanciato da T'(A) o T'(D¢) per d = 3.

2.5 Fibrazione di Hopf

Consideriamo un polo magnetico a riposo relativo a un sistema di riferimento inerziale nello spazio-tempo
di Minkowski R*. La varieta R* meno la linea di universo del polo ¢ diffeomorfa a R? x S2. Il modo piul semplice
e non triviale di descrivere fibrati con questo tipo di spazi di base fu dimostrato da Hopf nel 1931.

Egli infatti dimostro che S & un fibrato U(1) su uno spazio di base S?. Consideriamo la 3-sfera unitaria in
R* tramite un embedding, espressa come

(1) + (22)? + (23) + (24)* = 1 (2.64)
Se introduciamo zg = z1 + ixo € 21 = T3 + ix4, otteniamo

|z0]? + |21] = 1. (2.65)
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Parametrizziamo S? tramite
)+ &)+ (&) =1 (2.66)
La mappa di Hopf 7: S3 — S? & definita da
&1 = 2(z123 + w224)
& = 2(xox3 — T124) (2.67)
& = (21)” + (22)? — (23)° — (22)?

ed ¢ facile verificare che ™ mappa S in S? poiché
(€)% + (€2)* + (&) = [(21)” + (22)* + (x3)* + (22)** = 1. (2.68)

Siano (X,Y) le coordinate della proiezione stereografiche di un punto nell’emisfero sud di S? dal polo nord.
Se prendiamo un piano complesso che contiene 'equatore di S2?, Z = X +14Y ¢ all’interno del cerchio di raggio

unitario. Troviamo che ) )
&G+ mtizy 2

Z = — = — 2.69
1-&  m3+izy 2 (2.69)

e questa quantita ¢ invariante dotto ’azione del gruppo U(1) infatti
(207 21) — ()\Z(], )\Zl) (270)

Poiche [A| = 1, allora il punto (Azp, Az1) si trova anch’esso in S3. Le coordinate stereografiche dell’emisfero nord
proiettate dal polo sud invece sono date da

& —i§ _ wztizy oz

W=U+iV = = — = 2.1
' 1483 T1+iTre 2o 271)
Da notare che Z = 1/W sull’equatore ossia nell’intersezione dei due emisferi.
Definiamo quindi delle banalizzazioni locali, ¢5*: 7~ *(Us) — Us x U(1) come
(20, 21) = (20/21, 21/]21)) (2.72)
e oy : T H(Un) = Uy x U(1) come
(20,221) — (Zl/ZQ,Zo/|Z()D. (273)
Queste banalizzazioni sono ben definite su ogni carta. Per zg # 0 su Uy abbiamo che sia 21 /29 = U + iV che
20/|20| sono non singolari. Sull’equatore, £3 = 0, abbiamo che |z| = |z1| = 1/v/2. Le banalizzazioni locali
sull’equatore sono
¢X]1: (20, Zl) — (20/21, \/52’1) (2 74)
ON'+ (20,21) = (21/20, V220)
La funzione di transizioni sull’equatore sara
V22 ,
tns(€) = Y2 =& +i& e U(1) (2.75)

B \/521

Facendo un giro attorno all’equatore, tys(£) percorre il cerchio unitario nel piano complesso una volta, quindi
il fibrato U(1), S® = S? & caratterizzato dalla classe di omotoopia 71 (U(1)) = Z.

La mappa di Hopf puod essere intesa anche da un altro punto di vista. Consideriamo S® come I-sfera
complessa

Sé = {(2072:1) S C2| |Zo‘2 + ‘21|2 = 1} (276)

Definiamo una mappa 7: S — CP! con
(20,21) = [(20, 21)] = {A(20, 21)[A € C\ {0}} (2.77)
Sotto I'azione di questa mappa, i punti di S3 della forma A(zg,21), con |[A\| = 1, sono mappati in un singolo

punto dello spazio proiettivo CP! = S2. Questa & per appunto la mappa di Hopf 7: S — S? ottenuta
precedentemente.
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Questo discorso ¢ facilmente generalizzabile al caso dei quaternioni H. L’algebra dei quaternioni é definita
da

P=j=k>=-1, ij=-ji=k
jk=-kj=1i, ki=-ik=]j

(2.78)
Un arbitrario elemento di H ¢ scritto come
g=t+ir+jy+kz (2.79)
1l quaternione unitario |q| = (t* + 22 + 42 + 22)'/? rappresenta S® = SU(2). La 1-sfera quaternionica & data da
St = {(a0,q1) € H?| qof* + |q|* = 1} (2.80)
che rappresenta S”. La mappa di Hopf in questo caso, prende la forma
7: S — HP! (2.81)
dove HP' & lo spazio proiettivo dei quaternioni i cui elementi sono

[(q0,01)] = {n(q0, @) € H*|n € H\ {0}}. (2.82)

I punti di S7 con |n| = 1 sono mappati sotto I’azione della mappa di Hopf in un singolo punto di HP! = S% e
si ha quindi la mappa
7: 87— S%. (2.83)

La fibra ¢ il quaternione unitario S = SU(2). La funzione di transizione definita dalla mappa di Hopf appartiene
alla classe di omotopia 73(SU(2)) = Z. Un istantone ¢ descritto in termini di questa mappa di Hopf.

2.6 Monopoli non Abeliani

Consideriamo il gruppo di gauge SU(2) e la densita lagrangiana

1 a rva ]' a a
L= JFiF"" 4 oD, DIt — V(@) (2.84)
con 1
V(®) = Zc(|<1>|2 —2?)%  dove |®* =®®%, veR" (2.85)

e ¢ costante. Si vede che questa densita lagrangiana ¢ invariante per trasformazioni di gauge del gruppo SU(2).
In questo caso 'azione é finita se sono soddisfatte le condizioni al contorno

|®| - v, D,®—0, F,, —0, perr— occ. (2.86)

L’equazioni di campo, espresse in componenti relative alla base dell’algebra su(2), possono essere derivate
utilizzando il principio variazionale per cui

(D, FH) = —abe @b (DrP)°, (D, D"®)* = —c(|®|? — v?)P". (2.87)

Una soluzione ¢ A = 0 e & = &y =cost, con |Pg| = v. Questo stato fondamentale, se v # 0, non & unico e
il gruppo di gauge ¢ spontaneamente rotto in U(1). Studiamo ora le soluzioni statiche di energia finita delle
equazioni di campo, i solitoni della teoria. Scegliamo la gauge temporale, per cui Ag = 0 e quindi Dy(f) = 0
dove f & un generico campo valutato sull’algebra che non dipende dal tempo. Riscaliamo il campo di gauge
$ = ®/|®| di modo che v = 1. La condizione che ci assicura la rottura spontanea della simmetria in una nuova
simmetria residua di tipo U(1) ¢ che il campo di Higgs all’infinito spaziale sia

O — Py, x| = occ. (2.88)

Questo campo contiene tutte le informazioni topologiche in quanto la condizione al contorno definisce una mappa
da S% (la 2-sfera all’infinito spaziale) a una 2-sfera unitaria nell’algebra di Lie. Il campo ¢ topologicamente
classificato dal suo grado n = deg(®p) legato al flusso magnetico uscente da una superficie all’infinito.
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I monopoli non abeliani sono differenti dal monopolo di Dirac perché i campi sono lisci ovunque in R3, ma
c’é una qualche connessione tra i due. Come sappiamo, il gruppo di gauge S U(2) con la rottura spontanea della
simmetria diventa U(1) allinfinito in R3 tramite ®. La parte del campo di gauge che non si annulla all’infinito

¢ il campo magnetico U(1)

Sappiamo che asintoticamente D;® = 0 che da luogo a
Al = —ee0; 90 e
per cui
= ;A — 0; A7 — e AVAS
= 2¢7¢9;0°9; B¢ — (219,89, P° D) b,
La carica magnetica quindi sara
o= [ lokpagenises
52, 2 Y
1 .. A A
= / —elk(ebedp 929, DD )nid>S = 4mn
g2 2
n € chiamato numero di monopolo e si vede che l'unita della carica magnetica ¢ 4.
Consideriamo ora il limite ¢ = 0 e |®|, = 1 e definiamo il campo magnetico non abeliano

1
Bi = iﬁiijjk.

L’azione di questa teoria é

LAY

S = [ FLF: + (Dk<I>)“(Dk<I>)“ >z
R3

e si vede che

1 1
3Bk Bi = genijern i3
1 . . a ha
= §(5il5ﬂl — 0indj0) 5 Fyy,
1 a a a a 1 a a
= 8(F1]Fz] FzJF]z) ZFNFU
per cui
1 al 33
R3
1
7/ (By — Di,®)*(By +Dk<I>)“d3x+/ B{(Dy®)*d>x.
2 R3 R3

Analizziamo il secondo termine. Dall’identita di Bianchi Dy; Fj;) = 0 si ottiene Dy By, = 0, per cui

—2/ Tr(BD®)d>x = —2/ Tr[Dy, (B ®)]d*x
R3 R3

Oy Tr(By®)d*z = Bdn*d%S = 4mn.
R3 52,

Otteniamo quindi il limite di Bogomolny-Prasad-Sommerfeld
S > 4mn

e questo limite é saturato per By = D¢, ossia xF = D®.

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)
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Il numero di monopolo puo essere ricavato dal comportamento asintotico del campo di Higgs. Consideriamo
n

B =1——=+0(r?), T — 00 (2.99)
r

per cui

/ B;g(Dk@)adsx:/ (D ®)* (D}, ®)*d*x
R3 R3

| (2.100)

1
== AlD|PdPr = 7/
2 Jrs 2 /s

dove abbiamo usato le equazioni di campo statico Dy Dy ® = 0.
Diamo ora una forma esplicita delle soluzioni. Facciamo 'ipotesi che i campi abbiamo simmetria sferica

2
\Y {1 - 7” L0 | &8 = 27,

2
oo

0% = h(r), A% = e[ ()] (2.101)
r 0t r2
per cui le equazioni di Bogomolny si riducono alle ODE
dh _9 9 dk
— = 1—k — = —kh. 2.102
SR, O (2.102)

Facendo il cambiamento di variabili H = h + 7~ e K = k/r si ottiene

H H
% +r 2 =r7%(1 - (Kr)?) —(fi = —K?
i = 3 K (2.103)
— +K=-Kr(H—-r""! — =-KH
" dr + ( T dr
da cui si ottengono le soluzioni di Prasad-Sommerfeld
z® 1 o r
P = — th(r) — — Af = —e" — |1 — ————| . 2.104
r [CO (r) r} ’ 1 “ R [ sinh(r)} ( )
Queste soluzioni hanno n = 1 in quanto
1
1—|®]? = - 2"+ O0(e™%"). (2.105)

Asintoticamente la soluzione tende al monopolo di Dirac, che é la configurazione con piu bassa energia, quindi
la soluzione ¢ stabile.

2.7 Istantoni di Yang Mills

L’ampiezza vuoto-vuoto in una teoria Euclidea é
Z = (0|0) /D(b e~ S[9:0u9] (2.106)

dove S ¢é l'azione Euclidea. Questa equazione mostra che il contributo principale a Z deriva dal valore di ¢(x)
che da i minimi locali di S[¢, d,¢]. In molte teorie esiste un numero di minimi locali oltre al minimo assoluto.
Nel caso delle teorie di gauge non-Abeliane questi minimi sono chiamati istantoni.

Consideriamo una teoria di gauge SU(2) definita nello spazio Euclideo quadridimensionale R*. L’azione &

S=— [ T(F AxF) (2.107)
R4

che da luogo alle equazioni di campo
DxF =0 (2.108)

Nel path integral contribuisconosolo quelle configurazioni di campo con azione finita. Per avere soluzioni con
azione finita, dobbiamo avere F'(z) — 0 quando |z| — 0, da cui si ottiene il comportamento asintotico di A,

A, — g(2)"'0,9(z) quando |z| — oo (2.109)
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e con g € SU(2), per cui si nota che g ¢ una mappa g: S5, — SU(2). Quando |z| — oo

F=dA+ANA

= d(g~'dg) + (9 'dg) A (9~ 'dg) (2.110)
= —g 2dgNdg+ g 2dgNdg =0

Richiediamo quindi che, quando siamo su una sfera S® di grande raggio, il potenziale di gauge sia dato dalla
[2109)

In generale é molto pitt semplice risolvere un’equzione differenziale del primo ordine piuttosto che una del
secondo. Inoltre sarebbe utile sostituire una equazione differenziale del secondo ordine con una del primo che
sia perfettamente equivalente con il problema originale. A tale scopo se consideriamo la disuguaglianza

/ d*z Tr(F,, ++F,,)* >0 (2.111)

si vede che il segno uguale si ha quando F},, = & * F},,.. Se si sceglie il segno positivo si dice che F' ¢ self-duale
mentre per il segno negativo si parlera di anti-self-duale. Questa relazione non altera le equazioni di campo, si
ha che

DxF=+DF =0. (2.112)

Dalla (2.111]) si vede inoltre che
/ d*x Te(Fy, £ %F,,)? = / d*x Tr(2F,, F" + 2F,, « F") >0 (2.113)

e vedremo questa relazione sara molto importante per definire un limite inferiore per ’azione suddetta.
Concentriamoci ora sulla soluzione self-duale F' = xF'. Cerchiamo quindi una soluzione di tipo istantone
della forma

Ay =if(r) g~ (2)dug(x) (2.114)

dove r = |z] e
fr)y—1, perr — co. (2.115)

Dalle condizioni di seflf-dualita della field strength si ottiene una condizione sulla funzione f(r)

RG]

20— 21— 1) (2.116)

la cui soluzione, con le condizioni al contorno suddette, é

2

fr) = (2.117)

r2 + a?
dove a? ¢ un parametro che specifica la dimensione dell’istantone.

Prendiamo quindi come spazio di base lo spazio-tempo Euclideo compattificato, ossia la 4-sfera S4, e sia la
fibra il gruppo SU(2) = S3. Consideriamo delle coordinate su queste due varieta indicate con (6, ¢, %, r) per
S%, mentre (v, 8,7) per la fibra S3. Dividiamo S* in due emisferi Uy i cui bordi sono le 3-sfere S3. Possiamo
parametrizzare l'intersezione di U, con U_ lungo questo “equatore” di S* con gli angoli di Eulero (0, ¢,) di
S$3. Usando la costruzione standard, abbiamo una rappresentazione h(f, ¢,) di SU(2),

. 0 i
P x :v—ﬁ—zy:rcosiexpi(w—i—(;ﬁ)
h(z) = — p p (2.118)
z+it:rsin§exp§(¢—¢))

dove \; sono le matrici di Pauli e 72 = #? + x2. Le coordinate delle fibre sono date dalle matrici di SU(2),
g(a, B,7) dipendenti dagli angoli di Eulero. Abbiamo cosi due pezzi locali del fibrato

Uy x SU(2), con coordinate (0, ¢, v, r;aq, By, v+)

2.119
U_- x SU(2), con coordinate (6, ¢, v, r;a_, f_,vy_). ( )
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Nella regione di sovrapposizione U, N U_ costruiamo la funzione di transizione dalla fibra di SU(2), g(a, B+, v+ ),
a quella g(a_, f_,~v_) usando la moltiplicazione delle matrici di SU(2)

g(a—75—77—) :hk(97¢7w)g(a+a6+vry+) (2120)

La potenza k della matrice di transizione deve essere un intero per dare una varietda ben definita. Per k = 1
otteniamo il fibrazione di Hopf di S” che abbiamo precedentemente descritto, per cui P(k = 1) = S7. Piu in
generale le soluzioni istantoniche descrivono fibrati con altri valori di k.

Prendiamo una metrica su S*, per esempio, la metrica de Sitter con raggio a/2 per cui

dx, dz dr? +1?(02 + 02 + 02)
= b5

9= T aye =~ (1+12/a2)?2

e)? (2.121)

con o; le 1-forma invarianti a sinistra sulla varieta del gruppo SU(2) = S®, mentre e® & la matrice che trasforma
la base delle coordinate dz* di T;f(M) in una base ortonormale di T (M)

e = e, dx’. (2.122)

Questa metrica ¢ ottenuta dalla proiezione dal polo nord e sud su R*. Come abbiamo visto, dividendo S* in
due emisferi si ottiene una regione di sovrapposizione U, NU_ ~ 3. Calcoliamo la forma di Maurer Cartan in

questo caso per cui
zhdz”

) = iXa0a = iAalapy — 5 — (2.123)

h~tdh =

r

tJri)\'xd(ti)vx
r

dove 74, sono e matrici di 't Hooft definite da 74, = Maij = €aijs € Naio = bai, a,1,j = (1,2, 3) e antisimmetriche
rispetto agli ultimi due indici. Prendiamo una connessione 1-forma che nei due intorni del fibrato sara scritta
come

-1 -1
A + dgy, suU
_ Qtl +9+ 94:1 g+ + (2.124)
g_ A_g_+g_"dg_, sulU_
I due campi di Yang Mills saranno legati dalla trasformata di gauge
A_(x) = h*(2)A(x)  h " (x) + h*(2)dh " (x) (2.125)
Nel caso k =1 e F self duale, abbiamo una soluzione a singolo istantone,
2 2 v
. _ r -1 _ r . _ Ap Nouv®
U+ : A+ = mh dh = ml}\bgb = Zd.’l;” (_27’2 n a2> (2126)
che é singolare al polo sud in r = co, mentre applicando la trasformata di gauge si ottiene la soluzione
2
U_: A =h [ S h‘ldh] R hdh™! (2.127)
r>+a
Per esplicitare questa quantita consideriamo la 1-forma invariante a destra hdh~! che dara luogo a
t+iX- t—iA- rdx”
dhh~' = d ( R X> X iNBa = — ATy g (2.128)
r r r
con Napuy = (—1)5“0”"077,1“,, matrice di t Hooft. Quindi possiamo scrivere che
r2 2
U_:A_=h|—5——=h'dh|h ' +hdh™ ' = ——dhh™' + hdh™!
7’2 + CL2 7’2 + CL2
r2 a? -\ Touwx” [ a?
=|—=——=—-1|dhh ' = ——=i)\F, = —dzt | 22 = 2.129
[r2+a2 ] 7“2+a2Z 7 2 " < r2 + a2 <r2>> ( )
A 2

N , a
zﬁnbwdm“a In (1—&—742)

che é singolare al polo nord in r = 0. La field strength in Uy viene calcolata con il solito metodo per cui

Fy =dAL + AL NAL (2130)
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e queste sono legate dalla trasformazione di gauge F_ = h F, h~!. Esplicitiamo il calcolo per F,

F+:dA++A+/\A+

2 2\ .
=d (Mz)\aaa> + (M> iAaTaq N TApOp

2r(r? + a?) — 2r® r? 2 2
_ 2r(r" £ a7 - dr NiXGo + ———zidadoy — (7"Tc12> A AyTu A O

(r? 4 a?) + a? 2t
2ia% g r2(r? +a?) . r2 2 ) (2.131)
= md’r Nrog + MZ}\aeach’b NOoe— (W) (6ab + Zeabc)\c)aa N TJp
B 2ia® N\, d a?r? A\
= m r A ro, + m’t a€abcOb N\ Oc
_ 2ia%\, 1,
= m dr Nrog + 57“ €abcOb N\ Oc
e allo stesso modo si trova che
F_=dA_+A_NA_
a2 r2 2
=d (MZA&UG) + (M) IAaTq N iApTy (2.132)
2ia?\ 1
=...= m (—dr ATGq + §r2eabc6b A 6C>
Nel caso in cui abbiamo k = —1 e F' anti-sefl-duale abbiamo un anti-istantone con le proprieta
re a® |
A+ = ml}\b()—b, A_ = ml)\bgl)
2ia% g 1 2ia% g 1
F, = (71223_7(12)2 (dr ANTdg + 57“26,11705'(, A\ ac> , F_ = (Tzzj_iaz)z (—dr Arog + §r26abcab A O'C>

A questo punto se scriviamo il campo in termini dei generatori dell’algebra si ha F' = F© (0,/2i) e la classe
totale di Chern ¢é data da

i o 1/7i\%, . ,
F)=det [ I+ —F (i‘) 11— (2) (FPPAF+F AF + F2AF? 2.133
c(F) e<+27r 2) 4(%)( ANF?+ F'AF' + F? A F?) ( )

e le classi individuali sono

N2 3
7 FYNF
c(F)=1, aF)=0, c(F)=- (27T> 2 (2.134)
Il carattere totale di Chern ¢
F 1 F\?
ch(F)=2-Tr <) +-Tr <)
, 2m 2 2m (2.135)
=2+ 3.2 Tr(FAF)

in quanto Tr F' = 0. Definiamo i numeri di Chern di un fibrato come i numeri derivanti dall’integrazione dei
polinomi caratteristici sull’intera varietd. Nel caso degli istantoni si vede che esiste un solo numero di Chern
non banale dato da

Cy = /S e (F) = 8%/5 Te(F A F). (2.136)

Osserivamo che
Te(F A F) = dTr (F/\A—éA/\A/\A) (2.137)
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infatti
TY(F/\F):d’H(F/\A—;A/\AAA) :Hd(F/\A—éA/\A/\A)

=Tr (dFANA+FANdA—dANANA)
=Tr[QdANA)NA+FAN(F—-ANA)—dANANA]
=Tr[dANANA+FANF—(dA+ANA)NANA)
=Tr[FAF—ANANANA)|=Te(FAF)

(2.138)

in quanto Tr(A*) = 0. Nel caso di istantoni self-duali si ha che

T
szﬁ / TI'(F+/\F+)+/ TI‘(Ff/\F,)
™ |Jus _
1 1 3 1 3
:Q U+dTI‘ F+/\A+—§(A+) + 7dT]f' F,/\A,—g(A,)
1 1 3 -1 -1 -1 1 -1 —1\3
8 L aU L 3 oU 3
[ 1
— % / Tr <F+ NAyL — g(A+)3 —hE AP A (RALR™ + hdh™h) + é(hmh—l + hdh‘l)?’)]
T 1Js3
- L / Tr l(hdh*1)3—d(A ANdh™th) :L/ Tr(hdh™t)3
872 |/ s3 3 + 242 S3

(2.139)

ed esplicitando la forma di hdh™! si ottiene

1
24’/T2 S3
1

=552 | Tr (AgApAc Gq ATy A Te)
S

] 1
i [ T (o O+ g M) BT 2 2 A )
24’/T2 S3 7'6

1
Tr(dhh™1)? = ~ 513 /S Tr(iNeG,)?

Csy =

) 1 . . o
=5 / 5 Tr (/\c NapvTapoTecx!dz” A xPdx’ A xtdx + 1€apd(0de + 1€dcf A f) Napw MopoTecx! dz” A xPdx” A mbdxg)
S3

(2.140)

Analogamente si vede per un istantone anti-self-duale il numero di Chern é C5 = 1. Quindi si vede che il numero
di Chern in entrambi i casi corrisponde al valore di —k scelto. Per un k generico si vede che

Cy Te(FAF) =—k (2.141)

- 871'2 S4
e per questo motivo k é chiamato numero istantonico e inoltre questo numero ¢ il grado della mappa h(z): S3 —
SU(2). Da questi risultati si vede che i fibrati principali G' su uno spazio di base S™ sono classificati da elementi
del gruppo di omotopia m,_1(G).

A questo punto diamo un’interpretazione della relazione (2.113)) che ora possiamo riscrivere in un modo
interessante

S:—% d4xTr[(F+>kF)/\(F+*F)]+/ Tr(F A F)

) R R (2.142)
=3 d*z Tr[(F + «F) A (F + +F)] + 872Cy > 872Cy
R4

da cui si vede che I'azione € limitata dal basso e la disuguaglianza ¢ saturata se la curvatura é self-duale o
anti-self-duale. Questo limite si chiama limite di Bogomolny-Prasad-Sommerfeld per gli istantoni.
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