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N
| fibrati

Un fibrato é una terna (E,m, M) dove E ed M sono varietd topologiche,
chiamate spazio totale e spazio di base rispettivamente, e 7: E — M & una
mappa suriettiva continua, chiamata proiezione.

Localmente un fibrato & visto come un prodotto topologico di varieta.
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Consideriamo un G-fibrato principale, P = M, <: P x G — P.

Una connessione su un G-fibrato prin-
cipale P 55 M & un'assegnazione per
ogni punto p € P di un sottospazio
vettoriale H,P C T,P tale che

i) HoP & VP = T,P

i) (9g)«(HpP) = HpagP

i) preso X, € TP,

X, = hor(Xp) + vec(Xp)
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Connessioni su Fibrati Principali

Formalmente

wp: TpP — TG ip: TeG = T,P
con
Xp = wp(Xp) i= i;l(ver(Xp)) A X;‘
Presa una sezione locale o : U — P, moo = idy
i) un campo di Yang Mills

w': T(TU) = T.G, w' =oc"w

i) una banalizzazione locale del fibrato principale h: U x G — P

h: (m,g) — o(m) < g implica una rappresentazione locale della
connessione

(h*w)(mg) : T(m7g)(l/{ X G) — TG
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Schematicamente

M><G—h>73
aG G
T~ RN
D) Ux G ——— P @
T s o
id
u uy @

e in forma esplicita
(h*W)(m,g)(V,7) = Adg—1,(w"(v)) + =¢(7)
conv e Tyld, v € TgG, = & la forma di Maurer-Cartan
=g TG — TG
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© U, U € M, U MUy # 0
— vy U NUs = G
! 3 y(m), Ym e Uy NU; C M

quindi
WUZ = Ad,yfl(m)* wul + ,7* Em

in componenti

w2 = Ady1(myw,t + (V7 Em)u
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La curvatura

La derivata esterna covariante
D¢: T (Tok P) S J
Dgf) (Xl, e ,Xk) .= dqb(hOI’(Xl), ey hOf(Xk_H)

ci permette di definire la curvatura come una 2-forma valutata nell’algebra
di Lie definita su P

Q:[(TgP) —» T.G, Q:=Dw

Esplicitamente
Q=dw+wAw

La curvatura soddisfa I'identita di Bianchi
DQ =0.
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Teoria di Maxwell

Spazio di base M = R*. Fibrato U(1)-principale P =+ M triviale
= P =R* x U(1). Presa una carta sullo spazio di base

(c"w)u = Ay
(0" Y = Fup = 0, A, — 0, A,

che soddisfano I'identita di Bianchi

oc*DQY=D(c*Q)=DF =0
DF=dF+FNA=0 = dF=0

8)\1:”,/ + 8MF,,)\ + 8,,/'_)\“ =0
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Identificando le componenti del campo elettrico E e magnetico B come

1
E; = Fo;, B = Efiijjk
si ottiene
0B
8ij+6jik8kE,':0 VXE+—=0
= 0
0iBi =0 V.-B=0
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Monopolo di Dirac

Il fibrato U(1)-principale su R* ¢ triviale. Consideriamo quindi R®\ {0}.

3f:R3\ {0} = S gof ~ ids

R3\ {0} 2 §? — .C.
\{ } dg: S —>R3\{O} fogwidR3\{0}

e consideriamo l'inclusione j: S? — R3, come j(x) = x, e la proiezione
p: R3\ {0} — S?, come x — p(x) = x/|x|. Si vede che

pOjNIdR3 jOpNIdsz

F(x,t) = tx+ (1 ’_X|t)x

_ Monopoli e Istantoni 20 giugno 2016 11 / 41



Il fibrato rilevante & P(S2, U(1)). Indichiamo le coordinate di S? con
(0,0), con 0 <0 <7, 0<¢ <27 mentre le coordinate della fibra
U(1) = St con €.

Ricopriamo S? con due carte

U+E{((9,¢)‘0§(9§;7T+6}

U_E{(G,qﬁ)‘;w—egﬁgﬂ}

con U N U- # 0 pari alla fascia
equatoriale parametrizzata dall’angolo

o.

=/
| A
G

.

-7
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Localmente

Uy x U(1), con coordinate (6, ¢; e™+)
U_ x U(1), con coordinate (6, $; e"~)

Scegliamo quindi di legare le
coordinate delle fibre di U; e U— nel
modo seguente

o — gind gitrs
con n € Z. Consideriamo il caso

n =0 per il quale il fibrato principale
& triviale P = 52 x U(1).
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Connessione w nei due pezzi del fibrato

. A++d’(/1+ su U+
VAL +dy su U

eV = eMe+ = A, =A_+ndg

Potenziali di gauge

1
Ay = g(jzl —cosf)d¢ = %7(x dy — y dx)

2rz=+r
Curvatura
F = dAi—fsdeH/\dd)— (xdy/\dz+ydzAdx+zdx/\dy)
nr
E- g=""
0 2713

Flusso magnetico totale uscente da una sfera

2w
:i/F:/‘M++/ M:/(m—A)zn/ d¢ = 2mn
s2 Ui u- St 0
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Secondo Dirac
DV = dV¥ — jgAV

con W = exp(ignp)V_

[ i i ities in the ic Field

P.AM. Dirac
Received May 29, 1931

§ 1. Introduction

The steady progress of physics requires for its theoretical formulation a
cs that gets continually more advanced. only natural and
to be expected. What, however, was not expected by the scientific workers
of the last century was the particular form that the line of advancement of

da cui la condizione di quantizzazione di Dirac

gn = 27N,

NeZ

con n carica magnetica e g quella elettrica.
= ne = 27N, e la carica magnetica minima é n = 27 /e.
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Teoria di Yang Mills

Consideriamo una teoria di gauge SU(2) definita su R*, quindi
P(R* SU(2)). Data una sezione locale o definiamo la forma locale F della

curvatura Q
F =0"Q.

In termini del potenziale di gauge

F=dA+ANA

con d derivata esterna sullo spazio di base R*. L'azione di F sui vettori
dello spazio tangente TR* della varieta di base é dato da

F(X,Y)=dAX,Y)+ (ANA)(X,Y)=dA(X,Y) + [A(X), A(Y)]
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Presa una carta (U, x) su R?%,

A= A, dx!

1
F = S Fudd A dx”

da cui

Fuv = Op Ay — O Ay + [[Aw Al
In termini della base dell'algebra {T,}

Ay =AT,  Fu=F,T.
Usando le parentesi di commutazione dell’algebra

b
Faw = OuA, — OLA] + FHALAL
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Consideriamo ora il tensore di campo duale

1
(*F)Ml/ = ieﬂVaﬁFaﬁ'

L'azione di Yang-Mills & invariante per trasformazioni di gauge. Questa
infatti

S= _/ Tr(FA*F) d*x = 1/ FA(AA+F,(A) d*x = 1/ Fo i agty
R4 2 R4 4 Re u

Per una variazione del campo di gauge A
5S = /5Aa A (d « Fyt f,,CAP A *Fc>

Dal principio di minima azione otteniamo le equazioni di Yang-Mills

dxFa+ f°APAFc=0 <= dxF+[A*F]=0=DxF.
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Scaling Argument

Scaling argument di Derrick: ricerca di configurazioni statiche di energia
finita in d-dim.

Per esempio prendiamo un campo scalare libero ¢ in presenza di un
potenziale V(¢)

€)= [ a*x 370 + V()| = T0) + Plo)
Trasformazione di scala del campo scalare
5(x) = dalx) = B{ax)
I'energia si trasforma come
E(6) = E(02) = T(6:) + P(64) = 253 T(8) + 4 P(6).
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¢1 soluzione statica ad energia finita, allora affinché E(¢,) sia stazionario
bisogna imporre
dE(4)

da =0

a=1

che implica
(d=2)T(¢) +dP(¢) =0

T, P semidefinite positive, d intero,quindi la stazionarieta di E é possibile
per d = 1. Infatti

ZEL s g

E(¢) pud essere minimizzato solo per d =1
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|
Scaling Argument in Teorie di Gauge

@ Modello di Nielsen-Olesen (modello di Higgs Abeliano)

LIA,, ¢ = —fF“”Fm r(a — igAu)d|* — V(9),

V(6) = 1A [|¢|2

2
2)\g :| ) Fuu = a,uAu - aIJA,LM

e Modello Georgi-Glashow con campo di gauge non abeliano in R3

L[A,, ¢] = —*G“”Ga,w +5 (D“¢) (Du)a — V(a)
G = OMAL — OV AL — eeabCAbAg,
(D¥¢)a = 0"ps — eeabcAl/;(z)c
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Energia per tali modell
E(¢,A) = T(A) + T(Dg) + P(¢).
Trasformazione di scala
$(x) = oa(x) = d(Ax), Ay = Aua(x) = AL (Ax)

Dud(x) = ADud(AX), Guu(x) = N3G (Ax), Fuu(x) = A Fu(Ax)

e si ottiene
1 1
E(ox, Ay) = WT(A) + N2 T(Do) + 5 P().
Trovare soluzioni statiche di energia finita
o\ A1

= (A-d)T(A)+(2—-d)T(D¢)—dP(¢) =0
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(4—d)T(A)+(2—-d)T(D¢) — dP(¢) =0

: solitoni e sine-Gordon;

: teoria di Nielsen-Olesen;

: modello Georgi-Glashow legato ai monopoli non abeliani;

. teoria di gauge pura con soluzioni di tipo istantoni;

© © © © o
Q Q Q Q Q
|
o~ W N

v

: 3 soluzione quindi modello di Skyrme, si aggiunge un termine

i
S
S

T®(g2) = AT (9)

e tale contributo viene controbilanciato da T(A) o T(D¢).
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Monopoli non Abeliani
SU(2)-fibrato su R* e

1 1
L= i, + 5 D,07D!e7 — V(®),

con
V(d) = %c(!dﬂz —v?)?2, dove [®]>=dd? veRt ceR
L invariante sotto SU(2). L'azione ¢ finita se
|®| = v, D,®—0, F, —0, per|x|— oo.
L'equazioni di campo
(D, F*)? = —e*<oP(DFD)S, (D D"®)? = —c(|> — v?)P?.

Una soluzione A=0e ® = &y =cost, |Pg| = v.
Sev#0 = rotturainU(1)
_ Monopoli e Istantoni 20 giugno 2016
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Studiamo i solitoni della teoria. Scegliamo Ag = 0, quindi Do(f) =0 con f
statico e valutato sull'algebra. La condizione che porta alla rottura
spontanea della simmetria in U(1) &

® — Py, |x| = o0

Informazioni topologiche contenute nel campo che definisce la mappa
S22 — S%eG. Il campo é topologicamente classificato dal suo grado

n= deg(éo) legato al flusso magnetico uscente da una superficie
all'infinito.
Riscaliamo
P=90/|¢| = v=1
Campo di gauge non nullo all'infinito

my 1
B = einFiée.

campo magnetico U(1).
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Asintoticamente D;® = 0 implica
A? = —e?P ;0P oc

1

per cui

F2 = 0,A% — 0;A7 — P AP AS
= 267¢9,629,¢ — (P99 HP9; D) D2

La carica magnetica quindi sara
1 op 1 . A
Q= . 5EIJkFl:r,’:]q)anld25 — . Ee”k(edeadibadecd)d)n’d25 — 471n

n & chiamato numero di monopolo con carica magnetica unitaria 4.
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Istantoni di Yang-Mills

L'ampiezza vuoto-vuoto in una teoria Euclidea é
Z = (0[0) / D¢ eS¢l

Contributo principale a Z dal minimo locale S[¢, 0,¢]. Nelle teorie di
gauge non-Abeliane questi minimi sono istantoni.
Teoria di gauge SU(2) nello spazio Euclideo R*. L’azione

S= —/ Tr(F A #F)
R4
da luogo alle equazioni di campo

DxF=0
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Neccessita di una azione finita, quindi F(x) — 0 quando |x| — oo, per cui
A, — g(x)'0,.g(x) quando |x| — oo,
g € SU(2). Quindi g: S3 — SU(2). Per |x| — oo

F=dA+AANA=d(g 'dg)+ (g dg) A (g 'dg)
=—g 2dgNdg+g %dgndg =0

Presa la relazione
d*x Tr(Fu £ %Fu)* >0

é saturata per F,, = £ F,,. Con segno positivo F & self-duale mentre
con segno negativo F & anti-self-duale.
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Questa relazione non altera le equazioni di campo
D« F =+DF =0.

Consideriamo la soluzione self-duale F = xF. Cerchiamo quindi una
soluzione di tipo istantone della forma

Ay = f(r) g (x)0ug(x)

f(r) =1, perr— oo.

Dalle condizioni di self-dualita della field strength si ottiene una condizione

sulla funzione f(r)

r2

Flr) = r? 4 a2

dove a & un parametro che specifica la dimensione dell'istantone.
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Mpase = S*, e sia la fibra il gruppo SU(2) = S3.
coordinate di §*: (0,6,,r)
coordinate di SU(2) =2 S3: (a,f,7)

Dividiamo S* in due emisferi Uy per cui Uy N U_ ~ S3 parametrizzata da
(6, ¢,7) di S3. Rappresentazione h(6, ¢,1) di SU(2),

0
F i x x+/y—rcos§exp (1/1+¢))
) = E A

z+it= rsmgexp (v — 9)

\; matrici di Pauli, r? = t? + x2.
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Le coordinate delle fibre sono g(«, 3,7) . Abbiamo due pezzi locali del
fibrato

Uy x SU(2), con coordinate (6, ¢,¢, r; at, By, v+)
U- x SU(2), con coordinate (0, ¢, ¢, r;a—, B, y-).

In Uy N U— costruiamo la funzione di transizione tra le fibre g(a, B4, v+)
e g(a—, f-,7-)

g(a*w@*a’)/*) = hk(97 ¢7¢)g(a+7/8+57+)

con k intero. Per k = 1 otteniamo il fibrazione di Hopf di S7,
P(k = 1) = S’. Piu in generale le soluzioni istantoniche descrivono fibrati
con generico k.
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Metrica de Sitter con raggio a/2 su S*

4e? — dx,dxt dr? 4 r?(o2 —|—U +02) 23:
ST/ (1422

o; 1-forme invarianti a sinistra sul gruppo SU(2) = S3.
e? trasforma la base T;;(M) in una base ortonormale di T} (M)

a__ _.a m
e’ = e, dx
La metrica & la proiezione su R* dal polo nord e sud. La forma di Maurer

Cartan

xHdx?

_ X .
h~ldh = > = iAa0a = IAgNapy ——5— )

t+i}\-xd<t—i)\~
r r

Napw Matrici di 't Hooft : 1., = Naij = €ajj, Naio = 0ai, a,i,j = (1,2,3),
Napy = —Navp-
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La connessione 1-forma

o gl Argy + & dgy, su Uy
g A g +g7ldg . suU_

con le trasformazioni di gauge

A_(x) = h*(x)A(x) L h~%(x) + h*(x)dh=k(x)
F-(x) = h*(x)F+ ()% (x)
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Nel caso k = 1 e F self duale, abbiamo una soluzione a singolo istantone,

P 2ia’\ 1
Ay = ml}\bgb, F, = m (dr Aro,+ Erzeabcab A ac>
2 - 2
a T 2ia“ )\, _ 1, _ _
_ = ml}\b(ﬂ,, F_ = m (—dr A ros + Er €abcOp N\ ac>
Nel caso in cui abbiamo k = —1 e F anti-sefl-duale abbiamo un

anti-istantone con le proprieta

2 ia2

r o= VIERW _ 1, _  _
Av= appinin Fo= o (dm roa T Cabc AUC)

2 i22

2 2ia*\a 1,
A—:mlkbaba F_:m (7dr/\r0'a+§r Eabcab/\‘7C>
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Se F = F*(0,/2i) abbiamo la classe totale di Chern

. . 1_ 2
F)=det (1 ]-“a Za) ) = det 1452 e
27 2i T 2w 2

. 2
—14t (;ﬂ) (FBAAF3+ FLAF + F2 A F?)

e le classi individuali sono
2 3
FONFe
o(F)=1, a(F)=0, o(F)= <> > o

Il carattere totale di Chern &

s () ()

2T
1
=2 — 8.2 Tr(F A F)

in quanto Tr F = 0.
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Numeri di Chern ottenuti dall'integrazione dei polinomi caratteristici
sull’intera varieta. Per gli istantoni

1 1
C = = [T = [ TH(FAF).
2= [l =g [ TENF) = gz [ THFAR)
Per istantoni self-duali
1
C2:87T2|:/U+Tr(F+/\F+)+/ Tr(F_/\F_):|::—1

Per un istantone anti-self-duale : G, = 1. Per k generico si ha

1

C2=87_‘_2/54TF(F/\F)=—/(

k numero istantonico ed & il grado della mappa h(x): S3 — SU(2)
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| fibrati principali G P = S” classificati dal gruppo di omotopia 7,_1(G).
S = —/ d*x Tr[(F 4 *F) A (F + %F)] +/ Tr(F A F)
R4 R4
1
_ _2/ d*x TH{(F + +F) A (F + «F)] + 872G, > 872G,
R4

limite di Bogomolny-Prasad-Sommerfeld per gli istantoni. Istantoni di
Alexander Belavin, Alexander Polyakov, Albert Schwarz e Yu. S. Tyupkin,
(BPST)
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Evidenze sperimentali e altre applicazioni

Spin Ice in Fisica della Materia Condensata

Monopoli Magnetici nei CR con |'esperimento MACRO (Gran Sasso).
Limite superiore 5.6 x 1071® cm™2sr~1s71

Applicazioni degli istantoni all'effetto tunnel quantistico nell'ampiezza
vuoto vuoto in QCD. (1975 Belavin, Polyakov, Schwartz and Tyupkin)
Condensati di gluoni in QCD

Istantoni in QCD:

e violazione del numero barionico
e problema di CP forte
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Conclusioni

@ La costruzione delle teorie fisiche mediante i principi di geometria
differenziale

@ La non trivialita dei fibrati principali implica importanti conseguenze
topologiche sulle teorie

@ Scaling argument per la determinazione di soluzioni stazionarie ad
energia finita

@ Le applicazioni in fisica dei metodi di geometria differenziale
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