2 CINEMATICA

Un corpo si dice in moto relativamente ad un altro corpo quando la sua posizione, misurata
rispetto all’altro corpo cambia nel tempo. Si dice cinematica lo studio del moto dei corpo
indipendentemente dalla cause che lo hanno generato.

Per una completa determinazione del movimento di un corpo occorre conoscere il moto di
ciascuna particella che lo compone. Tuttavia, in questa prima parte prescindiamo dalle sue
dimensioni, dalla forma, della composizione chimica, ecc., considerandolo unicamente come un
punto, che denomineremo punto materiale. Questa rappresentazione dei corpi risulta efficace in
tutte le circostanze in cui le loro reali dimensioni sono trascurabili rispetto alle distanze coperte
lungo il percorso che ne caratterizza il moto. Cosi, ad esempio, 1’identificazione della Terra con un
punto materiale consente un’accurata descrizione del suo moto orbitale intorno al Sole, oppure la
pressione esercitata da un gas sulle pareti di un contenitore puo essere valutata considerando le
molecole del gas come punti materiali.

2.1 Equazioni del moto

Come anticipato, lo studio del moto di un corpo richiede la preventiva specificazione di un
sistema spaziale di riferimento e inoltre ¢ necessario stabilire un’origine per gli intervalli di tempo.
Si nota che le caratteristiche del moto del punto materiale sono legate in maniera essenziale al
sistema di riferimento scelto. Usualmente si fissa un sistema di coordinate cartesiane solidali con il
corpo rispetto al quale si riferisce il moto, inoltre si fissa un’ascissa temporale determinata
stabilendo un istante iniziale a partire dal quale misurare gli intervalli di tempo. Il moto di un punto
materiale P ¢ quindi determinato una volta che ¢ nota la legge di variazione nel tempo delle sue
coordinate (equazioni orarie):

y=y(1), 2.1)
Z

Analogamente il moto ¢ stabilito se si conosce la legge di variazione nel tempo del vettore
posizione OP(t) tracciato a partire dall’origine O del sistema di riferimento verso la particella:

z

z R

OP(t)=F(t)=%x(t)+py(t)+2z(¢). (2.2)

Il luogo delle posizioni occupate dal punto P durante il suo moto ¢ una
linea detta traiettoria; questa pud essere retta o curva che, a sua volta
puo essere piana o sghemba. Nel primo caso il moto si dice rettilineo,

\‘Q/A nel secondo caso curvilineo.

P(x, y, 2)

Le relazioni (2.1) costituiscono le equazioni parametriche della
traiettoria per cui, I’eliminazione fra una coppia di esse del parametro ¢



2-2 Cinematica

fornisce le equazioni di due superfici nello spazio la cui intersezione, nell’intervallo specificato
attraverso la variazione temporale, determina la traiettoria.

Esempio: Consideriamo il moto di un punto materiale su di un piano; riferito il movimento ad un sistema di assi
cartesiani ortogonali, le equazioni del moto siano:

{x(z‘) =(lm/s)t—lm ’
y(t):(2m/s2)t2

dove sia x che y sono espresse in metri; eliminando il parametro ¢ fra le due equazioni, si trova:
-1 2
y(x) =(2m )x +4x+2m
cio¢ la traiettoria descritta ¢ una parabola

Indicando con P e P’ le posizioni assunte dal punto materiale in
corrispondenza degli istanti di tempo ¢ e ¢+ At , si chiama spostamento
nell’intervallo At il vettore:

PP =F(t+At)—F(t)=AF =X Ax+ P Ay +2Az

dove 7 (t) ¢ il vettore posizione associato al moto di P. In particolare,

se dr(t) / dt # 0, ¢ possibile considerare lo spostamento corrispondente

ad un intervallo di tempo infinitesimo dt :
di =xdx+ydy+zdz, (2.3)

dove le componenti di d7 lungo gli assi coordinati sono i differenziali delle equazioni (2.1).
Nota la traiettoria ¢ possibile definire un sistema di coordinate

P
alternativo la cui origine O ¢ posta nella posizione occupata dal punto /0_/—\
s

P all’istante iniziale e la posizione generica di P ¢ misurata lungo la —

traiettoria, a partire dall’origine O. La coordinata s = OP ¢ detta ascissa curvilinea di P. In
relazione ad un intervallo di tempo infinitesimo, lo spostamento dr risulta tangente alla traiettoria
nel punto considerato ed in modulo uguale allo spostamento ds lungo 1’ascissa curvilinea, per cui,

indicando con 7 il versore tangente alla curva nel punto considerato, risulta:

di =1 ds. (2.4)

2.2  Moto rettilineo

Nel moto rettilineo il punto materiale si sposta lungo una linea retta; fissata X
un origine ed una direzione, questo tipo di moto ¢ descrivibile adoperando una 9/13/
sola coordinata x=x(¢). Sia x, =x(1,) e x, =x(t,) la posizione del punto P &
rispettivamente, ai tempi ¢, e t,, definiamo velocita media nell’intervallo di
tempo ¢, —¢, il rapporto:
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vy =—=—", (2.5)
At t, -t
in cui:
Ax=x,—x,
At=t, —t,.

La velocita media fornisce un’indicazione concernente il moto del punto P nell’intervallo di tempo
At durante il quale il punto si sposta lungo il segmento di lunghezza Ax . Se rappresentiamo su un

diagramma cartesiano la legge oraria del moto x = x(t) , in tale grafico risulta che la velocita media

calcolata tra 1 tempi # e t, pud essere interpretata come la (1)
pendenza della retta passante per i punti (tl, x(tl)) e (tz, x(t, )) X, 4
La velocita ha le dimensioni di una lunghezza diviso un tempo,
per cui nel Sistema Internazionale (S7) risulta: X, 4
m
v |=—,
[n]="
0 t t t

non essendoci una specifica unita di misura per questa grandezza.

Come gia anticipato, la velocitda media non consente di caratterizzare completamente il moto tra
due istanti di tempo, non permettendo di stabilire il valore che assume la velocita in corrispondenza
di un particolare istante di tempo compreso nell’intervallo considerato. Tuttavia si pud pensare di
applicare il procedimento di calcolo della velocita media ad intervalli Atz di ampiezza via via
decrescenti, al cui interno € contenuto 1’istante in cui si vuole stabilire il valore della velocita.

Esempio: Consideriamo una particella che si muove lungo I’asse x in maniera tale che la sua posizione varia nel tempo
con la legge:

x()=kt*+x,»
dove x ¢ espresso in metri e ¢ in secondi e, inoltre:

X, =2m,

k=2m/s*.

Stabiliamo il valore che assume la velocita media negli intervalli tra 55 ¢ 65, 5s € 5.1s5, 55 € 5.01ls5, 55 € 5.001s,
5s € 5.0001s . Risulta allora:

x(t,+ A1) - x(1,) _22m

t,=5s, At=1s V= Ar s =22m/s;
t,+At)—x(t
t,=5s, At=0.1s y o MrA)=x(6) _200m 00
At 0.1s
t,+At)—x(¢
t,=5s, At=0.01s vm3:x(° ) x(°)=0'2002m=20-02m/8;
At 0.01s
t,+At)—x(¢
t,=5s, At=0.001s vm4=x(0 ) x(°)=0'020002m=20-002m/S;
At 0.001s
t,+At)—x(¢
t,=5s, At=0.0001s , <Ml a)-x(n) 000200002m 0, 600 mfs;

3 At 0.0001 s
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L’esempio precedente mostra che al diminuire dell’intervallo
di tempo Atr, fissato il tempo ¢, la velocita tende ad un valore

limite. Si definisce velocita istantanea al tempo ¢, 1l limite:

o(ty) = lim Mot A1) =x(0) _dxf
0 At—0 At dt

t=t,

(2.6)

cio¢ la derivata della funzione x=x(t) calcolata al tempo ¢,

fornisce il valore della velocita in corrispondenza dell’istante
specificato. Dalle proprieta della derivata segue che la velocita
istantanea al tempo #, rappresenta la pendenza della retta

tangente alla curva x=x(¢) calcolata al tempo ¢,

Nell’ Appendice sono riportate le derivate di alcune funzioni notevoli.

Esempio: Facendo riferimento all’esempio precedente, poiché si ha x(t) =kt*+ X, allora:

x(t+A)=x(1)  kt® + 2kt At + kAL +x, —kt” —x,

0 =2kt + kAt

At
pertanto:
Cox(t,+A)—x(¢
V(to)ﬂ}g;—(" Az (&)

cosi:
v(ls)=20m/s.
D’altra parte:

ax =2kt|_ = 2kt,>
dt

=1,

At

= lim (2kt, + kAt) = 2kt,»

At—0

che conferma quanto precedentemente trovato.

I1 problema inverso di stabilire lo spostamento &’ di un punto materiale in moto con velocita v in

un tempo 7, ¢ banale se v ¢ costante. In questo caso infatti:

S =vT.

Tuttavia qualora v ¢ funzione del tempo, tale espressione non conduce ad un risultato corretto.
D’altra parte si puo pensare di dividere l’intervallo 7 in tanti intervalli A¢z, e calcolare lo

spostamento come somma:

SzZVk At ,
k
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dove v, ¢ ritenuta costante nell’intervallo A#, e pari, ad esempio, al valore assunto al centro
dell’intervallo k —esimo:

% —v(t At"j
Y T TS
2

Esempio: Una particella, partendo dal punto x =0, si muove lungo 1’asse x con la velocita data dall’espressione:
v(1)=ht*,
dove ¢ ¢ espresso in secondi e
h=3m/s* .
Stabiliamo a che distanza dall’origine si ¢ portata la particella dopo un tempo
T=10s.
Supponiamo di dividere inizialmente I’intervallo (0, T) in
n=2
intervallini, allora:

S v AL +v, AL,

dove
At =At, EAZ‘EZZSS,
n
v = v(At—%j =v(2.55)=18.75m/s,
At
Vv, = v[2At—7j =v(7.5 s) =168.75m/s,
allora:
S ~(18.75m/s)x(55)+(168.75m/s)x(5s)=937.5m.-
Se:
n=3
si avra:
T n Aty (s) | S (m)
At,=At, =At;=At=—=33s,
n 10 1.00 997.5
v, zv(m—% =v(1.67 5s)=8.33m/s, 20 0.50 | 999.4
Al 30 0.33 999.7
v, = v(ZAt——j =v(5s)=T75m/s,
2 40 0.25 999.8
v, = v(3At —%j =v(8.35)=208.33m/s, 50 0.20 | 9999
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& ~(8.33m/s)x(3.35)+(75m/s)x(3.35)+(208.33m/s)x(3.35)=9722m.

Aumentando il numero » di intervalli, cioé diminuendo la durata di ciascun v(?)
intervallo, si ottengono i risultati indicati nella precedente tabella. Con le
scelte fatte, dal punto di vista geometrico, il prodotto v, Az, rappresenta I’area

del rettangolo di base As, e di altezza pari al valore assunto dalla velocita
v(r) al centro dell’intervallo Az, stesso. Pertanto le somme ka At,

v,
- L . k $
costituiscono un’approssimazione dell’area sottesa dalla funzione v(t)

nell’intervallo (0, 7). 0 M L Tt

Analogamente a quanto visto nel caso della velocita istantanea, al diminuire della durata degli
intervalli Az, in cui ¢ diviso I'intervallo di tempo (O, T ) , lo spostamento & tende ad un valore

limite. Allora:

= lim zvat —Iv t)dt,

Aty >0
v cio¢ I’integrale della funzione v=v(t) calcolato dall’istante di
tempo iniziale 1 =0 a quello finale 1 =7, fornisce ’entita dello
spostamento che subisce il punto materiale nell’intervallo (0, T ) .
Dalle proprieta dell’integrale segue che lo spostamento subito tra
due istanti di tempo ¢ pari all’area sottesa dalla curva v = v(t)

gt

tra gli istanti specificati. Nell’Appendice sono riportati gli
integrali di alcune funzioni notevoli.

o

ﬂ

Esempio: Con riferimento all’esempio precedente, se v(t) = ht?, posto

per ogni £, si ha:

22 2 2
T T L (L) E L
n n

n n 2n)n n 2n n 4n*  n?
3
T (kz +——kj
n’ 4
cosi, sommando per k che varia tra 1 e n, si trova:
3 3 n n n
S= ZVkAt _M; (ku%—k):h{ (Zku 1 kJ:
n e n (=1

hT3 nw n) n (0 n hT* (0’ n 1,4 1
N Tttt o e o =T L — s
n 3 2 6) 4 (2 2 nw {3 12) 3 4n

e quindi:
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1 1 1 3 1 _1 3
S—AlttIEO;VkAtk—lllljrxlghT (1—4—’12)—5}17' .
cosi:
S =1km.

D’altra parte:

T

T T s 1 ,
v(t)dt = ht" dt =—ht
{ (1) g 3

~Lar,
3

0

che conferma quanto precedentemente trovato.

La relazione tra velocita e spostamento pud essere ricavata in maniera piu formale a partire dalla
definizione (2.6) della velocita istantanea v = dx/dr , dalla quale si deduce:

dx=vdt;

se ora si integrano ambo 1 membri, si ottiene:
X t
[de=[vd¢, 2.7)
Xo l

essendo x, Ex(to) la posizione del punto materiale al tempo #,. D’altra parte applicando la

definizione di integrale al primo membro dell’espressione precedente, si ha:

A& —0

Idg = lim Y AZ,
% k=1

ed esprimendo A&, come fatto nell’esempio precedente, come

X—X
Aé:kz <,

n

segue:

X=X,

( R < . . X—X
Jiz = im 328 =tim ST i o 2 |,

Sostituendo quindi nella (2.7) si ottiene:

x:x0+j.vd§. (2.8)

)

Si osservi, infine, che dalla definizione di velocita media (2.5) risulta x—x, =v, (1—1,), cosi da

quest’ultima relazione segue:
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v, = ! jvdéf

I—1, I

che coincide con I’espressione della media della funzione v =v(¢) nell’intervallo 7, —1,.

Il legame analitico tra la derivata e I’integrale ¢ stabilito dal Teorema fondamentale del calcolo
la cui dimostrazione ¢ riportata nell’ Appendice.

Esempio: (moto rettilineo uniforme) Se la velocita del punto materiale ¢ indipendente dal tempo e pari a v, dalla (2.7)

segue:
t t
X—X, =Iv0 dé = voj‘dé’ = vo(t—to),
o " x(1)
OVVero:
X =Xx,+V, (t—z‘o),
e, in particolare, se ¢, = 0, allora: X0 4
X=X, + V. o t

Quando la velocita ¢ indipendente dal tempo, il moto ¢ detto uniforme; tuttavia, in generale, la
velocita dipende dal tempo, cosi, per completare la caratterizzazione del moto ¢ necessario

conoscere come essa varia istante per istante. A tale scopo, posto v, =v(t,) e v, =v(t,) le velocita
assunte dal punto materiale, rispettivamente ai tempi ¢, e ¢,, si definisce accelerazione media

nell’intervallo di tempo ¢, —¢,, il rapporto:

Av v, —v
q =—=22""1
At t,—t,

1n cui:

Av=v,—v,
At=t,—t,.

L’accelerazione ha le dimensioni di una lunghezza diviso il quadrato di un tempo, per cui nel
Sistema Internazionale risulta:

a,]=2%.

non essendoci una specifica unita di misura per questa grandezza.

Analogamente a quanto osservato per la definizione di velocita media, I’accelerazione media
fornisce un’indicazione complessiva circa il moto che si esplica tra due istanti di tempo, non
consentendo, tuttavia, una determinazione del valore assunto dall’accelerazione in corrispondenza
di uno specifico istante. Per tale motivo definiamo accelerazione istantanea al tempo ¢, il limite:
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a(1y) = lim v(t,+Ar)—v(t,) _dv ;
0/ ™ A0 At dt

t=t,

cioé la derivata della funzione v =v(¢) calcolata al tempo ¢, fornisce il valore dell’accelerazione in

corrispondenza dell’istante specificato. Se la velocita aumenta nel tempo, a =dv/dt > 0, e il moto si
dice, genericamente, accelerato; se la velocita diminuisce nel tempo, a =dv/dt <0, e il moto si

dice decelerato.
Dalla relazione precedente si trova:

dv=adt;

cosi, integrando ambo i membiri, si ha:

Idnzjad§,

dove v, =v(1,) . Siccome I dn =v—v,, sostituendo nell’espressione precedente, si ha:

V=Y, =J.adé',
OvVVvero:
t
v=v0+jad§. (2.9)

fy

Il fatto che la velocita ¢ la derivata rispetto al tempo della posizione e che ’accelerazione ¢ la
derivata rispetto al tempo della velocita, determina un legame tra I’accelerazione e la posizione del
corpo:

_@_d(@j_cﬂx

a=—=— =—,
dt  dit\dt) dr

cio¢ I’accelerazione ¢ la derivata seconda della posizione.

Esempio: (moto uniformemente accelerato) Se ’accelerazione del punto materiale ¢ indipendente dal tempo e pari a
a,» dalla (2.9) segue:

t
v=v0+.[a0d4’:v0+a0(t—t0);

fy

sostituendo questa espressione della velocita nella (2.8), si ha:
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t t
v(t) x=x0+jvd§:x0+I[v0+a0(§—t0)}d§=
1y )
1 2
=X, +V, (t—t0)+5a0(t—t0) .
In particolare, se t,=0 si ottiene:
Vo 9
V=V, +ay,
(2.10)
0 L
X=X, +vt+—ap .
2
In figura sono mostrati gli andamenti di v(t) e x(t) per questo tipo di moto.
Attraverso 1’eliminazione del parametro ¢ dalle equazioni precedenti ¢
x(1) possibile esprimere la velocitd v in funzione della posizione; cio¢, essendo
t :(V_VO)/aO . si ha:
1 R
V=Y, V=Y,
X=X, =V, Lt —a, 0 :—(vz—voz)’
a, 2 a, 2a,
Yo 4 da cui segue la relazione:
(0]

Vvt =2a,(x-x,)> (2.11)

che consente di stabilire il valore assunto dalla velocita in corrispondenza di una specificata posizione.

Esempio: (moto verticale di un corpo) Trascurando la resistenza offerta dall’aria e la spinta idrostatica, un
corpo lasciato cadere in prossimita della superficie terrestre si muove verso il basso, per effetto della gravita,
con accelerazione costante g pari a circa 9.8 m/ s? ; pertanto il moto & uniformemente accelerato. Se
consideriamo un sistema di riferimento con origine sulla superficie terrestre e orientato verso [I’alto,
I’accelerazione a cui sara soggetto il corpo sara':

aO = —g .
Nel caso in cui il corpo ¢ lasciato cadere con velocita iniziale nulla da un’altezza £, dalle relazioni (2.10), la _§
velocita e la posizione del corpo varranno: (0]

Vv=-gt,

L .
x=h——gt",
58

cosi il corpo raggiungera il suolo (x =0) al tempo ¢_ tale che:

1
0=h-—gt’,
2gc

OVVEero:

"11 segno negativo deriva dalla scelta fatta circa il sistema di riferimento; infatti dalla (2.11) segue che se si lascia
cadere il corpo da una certa altezza con velocita iniziale vy nulla, affinché risulti 2 = 2a, ( X — xo) >0, siccome risulta

sempre x < x,, deve necessariamente aversi g, < 0.
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con la velocita:

v.=gt.=g /% =./2gh.

Qualora la velocita iniziale v, sia rivolta verso il basso e pari a —v,, dalle relazioni (2.10) risulta:

vV=-v,—gt,

1,
x=h-vt——gt”,
1 2g

cosi:

Consideriamo infine la circostanza in cui il corpo parte dalla superficie
terrestre (x=0) con velocita iniziale v, diretta verso I’alto, allora dalle

relazioni (2.10) segue:
v=v,—gt,

x—vt—l 2
i Zg B

quindi la velocita del corpo ¢ inizialmente diretta verso ’alto e, al tempo:

Y

Yi
g

si annulla per poi successivamente invertirsi. Il corpo si muove verso 1’alto
raggiungendo la massima quota x,, al tempo ¢, :

1 v, 1 (v v?
Xy =Vily _EgtM2:vi_1_Eg —- :2;’
g g g

dopo di che, con I’invertirsi del segno della velocita, il moto si esplica verso il
basso. Al tempo ¢ tale che:

1
0=vt ——gt?,
1 c 2gC

il corpo raggiunge il suolo, dove:

In particolare, al suolo, la velocita raggiunta vale;

2v,
V.=V, -8l =V, —g—— ="V,

V(1)

V. e

cio¢ la velocita con la quale il corpo arriva a terra ¢ uguale in modulo a quella iniziale.
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2.3 Moto curvilineo

Sia 7 =OF il vettore posizione del punto materiale al z
tempo # e 7 =OP, il vettore posizione al tempo f, . Si
definisce velocita (vettoriale) media il rapporto:

. A K-7
y ==L noh
At t,—t,

dove si ¢ posto:

si osservi che il vettore spostamento A7 e il vettore velocita media v, risultano tra loro paralleli.

Analogamente a quanto osservato nel caso del moto rettilineo, la velocita media non fornisce
un’indicazione completa circa il moto. Per tale motivo si introduce la velocita istantanea quale
limite del rapporto tra spostamento e intervallo in cui si esplica tale spostamento, quando tale
intervallo ¢ fatto tendere a zero. Cosi la velocita istantanea (vettoriale) al tempo ¢, vale:

F(t, +At)=F(t,) dF
A0 At Cdt tEtO'

(2.12)

Al tendere dell’intervallo di tempo A¢ a zero, il vettore
spostamento 7 (¢, +At)—7(t,) varia con continuita in modulo e
direzione sino a far coincidere, al limite, la sua direzione con
quella della retta tangente alla traiettoria nel punto P occupato
dal corpo al tempo ¢,. Pertanto il vettore velocita ¢ tangente

alla traiettoria. Utilizzando la relazione (2.3), la velocita (2.12)

N . . P
puo esprimersi come:

. dr .dx .dy .dz N R
Ve =Xt Pt 2— =XV + PV +2V_, 2.13
a a ar x YV ’ 13

dove

_dx
x_d’
=Q
Yood’

dz
v, =—,
odt

sono le componenti del vettore v . Pertanto il modulo della velocita vale:
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_ 2 2 2
vy, v v

Attraverso 1’uso dell’ascissa curvilinea ¢ possibile esplicitare la direzione del vettore velocita,
infatti dalla definizione (2.12) e dalla relazione (2.4) segue:

dF _dids_.ds.

g _adw : (2.14)

dt dsdt dt
z
calcolando il modulo di ambo 1 membri di tale espressione si ha: v,

v,

~ds| (~|ds| ds
v=It—|= —=—,

dt dt| dt

cosi la relazione (2.14) diventa:

V=tv,

cio¢ la velocita v calcolata in un punto della traiettoria ¢ un vettore tangente alla traiettoria nel
punto considerato.

Analogamente al caso del moto rettilineo, se v, =v(7,) e v, =v(#,) rappresentano le velocita
assunte dal punto materiale rispettivamente ai tempi ¢, e ¢,, si definisce accelerazione (vettoriale)

media nell’intervallo di tempo ¢, —¢,, il rapporto:

AV vV, =V,
i =—t=""
At t -t

b

1n cui:

Inoltre si definisce accelerazione (vettoriale) istantanea al tempo ¢, , il limite:

Vv (1, +At)—v (1) _dv|
At=>0 At N dt i

t=t,

(2.15)

esprimendo il differenziale dv della velocita come:
dv=xdv, +ydv, +zdv,,
I’accelerazione puo essere scritta come:

dv  dv, .dv,  dv
x +2 .
e dt T odtdr
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dove:
:dvx
T dr’
_
Yoodt’
zdvz
coar’

sono le componenti del vettore a . Utilizzando la definizione di velocita (2.12) ¢ possibile esprimere
I’accelerazione attraverso il vettore posizione:

a_ﬁ_i(ﬁj_d_zf
dt de\ dt dt -’

per cui si ha:

_d’x
X=W’
2
0=
_d’z
2= dr:

Le espressioni della velocita e dell’accelerazione possono essere invertite per determinare,
rispettivamente, la posizione e la velocita del corpo. Pertanto, dalla (2.12) risulta:

dr =vdt,
dalle relazioni (2.3) e (2.13) questa identita vettoriale pud esprimersi come:
xdx+ydy+zidz=Xxv dt+yv di+Zzv_ dt;

che corrisponde alle identita scalari:

dx=v_dt,
dy=v,dt,
dz=v_dt.

Tali espressioni possono essere integrate separatamente, ottenendo cosi:
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[ag=v.dc.

fdg:jvydg,

Yo

[az=[v.dc.

in cui:
W=XX,+ YV, +Zz,, (2.16)

rappresenta il vettore posizione all’istante #,. Sviluppando le espressioni precedenti si ottiene,
quindi:

x:x0+jvxd§,

¢ possibile ricondurre queste tre relazioni scalari ad una relazione di tipo vettoriale, moltiplicando
ciascuna relazione, rispettivamente, per i versori X, y e Z ¢ sommando, successivamente, membro

a membro:

t t t
fcx+)7y+éz:)2xo+j/y0+ézo+)2J.vxd§+j/.|.vyd§+2‘|.vzd§;

l ) lo

d’altra parte, siccome i versori sono indipendenti dal tempo, possono essere portati sotto il segno di
integrale e, applicando I’additivita di tale operatore, dalle relazioni (2.2), (2.13) e (2.16) segue
infine:

;7:B+J‘(fcvx+f/vy+2vz)dé’=l7o+_[‘7dé/- (2.17)

Si osservi che tale risultato corrisponde, formalmente, alla relazione (2.8) ricavata nel caso
unidimensionale.

Esempio: (moto uniforme) Se la velocita del punto materiale ¢ indipendente dal tempo ¢ pari a v, dalla (2.17) segue:

Fety+ [5,dS =7 +3, [d =7+, (t-1,)

l l
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e, in particolare, se 7, =0, segue:
r=r,+vt

Esempio: (moto uniformemente accelerato) Se ’accelerazione del punto materiale ¢ indipendente dal tempo e pari a
a, integrando la relazione v =g ) dt dedotta dalla (2.15), segue:

t
=9, + [a,dS =7, +a,(t-1,),

f

sostituendo questa espressione nella (2.17), si ha:

”:70+I\7d;’:Fo+j[\70+&0(§—t0)}d§:?0+\70(t—t0)+%&0(t—t0)2.

l

In particolare, se t,=0 si ha:

V=Y, +a,,
(2.18)

R, 1.,
r=r0+v0t+5a0t .

Esempio: (moto di un proiettile) Consideriamo il moto di un corpo lanciato dalla superficie

terrestre con velocita v, . Supponiamo che siano trascurabili la resistenza dell’aria e la

curvatura della Terra e inoltre assumiamo che 1’accelerazione sia uniforme durante il moto e
pari a —j g, avendo scelto il sistema di riferimento xy coincidente col piano definito dai vettori Vo
v

v, € », 'asse y diretto verso I’alto e I’origine coincidente col punto di partenza del proiettile;
allora: o]

X
a=8=-Y8,
Vo =XV, + PV,
7, =0,
dove:
V,. =V, CoSx
0x 7 70 > (2.19)
Vo, =V sina.

Dalle relazioni (2.18), la velocita v del proiettile risultera espressa dalla legge:
V=V, +gt=V, -y gt,

che puo essere esplicitata come:
Xv+Pv, +2v, =Xy, + IV, -V gt,

da cui seguono le identita scalari:

vx ZVOX’
Vy ZVOy_gts
v, =0;

dalle relazioni (2.18), il vettore posizione 7 del proiettile sara espresso dalla legge:
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i ”t+1”t2 7t L, £
F=Vt+—dit =vt——p
ot Ty o of Ty g
che puo essere esplicitata come:
A A A s - 1,
xx+yy+zz:xv0xt+yv0yt—5ygt

da cui seguono le identita scalari:

xX=v1t,

L .
y:VOyt_Eg[ ’

z=0.

(2.20)

Siccome v_ = (), il moto si esplica nel piano xy. E possibile ricavare I’equazione che descrive la traiettoria eliminando il

parametro ¢ dalle relazioni precedenti; sostituendo ¢ = x/y, nella seconda relazione, segue:

v,
0y g 2.
y:—x—2 =X
VO vO

X x

La traiettoria, quindi, € parabolica, con la concavita rivolta verso il basso. Il tempo ¢, in corrispondenza del quale il

proiettile raggiunge la massima quota si trova osservando che per =/, la

velocita verticale y ¢ nulla, cio: y
0=v,, —g1ty>

da cui, facendo uso delle relazioni (2.19) segue:

Vo, _ Y Sina

g g

ty >

cosi, sostituendo tale tempo nella legge oraria (2.20) per la coordinata y, si trova
la quota massima /4 raggiunta dal proiettile:

1 Vo,
h= Vo, tur _EgtM = V()y__Eg

Dalla simmetria della parabola segue che il tempo di volo ¢, necessario affinché il proiettile torni al livello del suolo ¢

il doppio di ¢, , cosi:

ty =21, = Py _2ysina
g g

Infine la gittata x,, ovvero la distanza coperta in direzione orizzontale ¢ data dal valore assunto dalla coordinata x al

tempo ¢, ; cosi dalle relazioni (2.20) segue:

2 2/ - 2 .
R Vo, _ 2V, (smg)(cosa) % s11;(2a) ’

da cui si evince che la gittata ¢ massima quando 1’angolo « vale 45°.
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Esempio: Nelle stesse condizioni dell’esempio precedente consideriamo la caduta di un y

corpo da un’altezza 4 al quale viene fornita una velocita orizzontale v, . L’accelerazione
. . . Do . . h vy
cui € soggetto il corpo (nel sistema di riferimento di figura) ¢:

ao = _y g )
e inoltre la velocita iniziale e la posizione iniziale valgono, rispettivamente:

Vo =XV

}70 = )A} h .
Pertanto il moto ¢ uniformemente accelerato e dalle relazioni (2.18) segue:
V=V, +g8t=Xv,—ygt,

cioé:

dalle relazioni (2.18) il vettore posizione 7 del corpo ¢ dato dall’espressione:

T T AN 1.
r:r0+v0t+5a0t :yh+xv0t—5ygt ,

cioé:
xX=V,t,
1
=h—-—gt’,
Y ) g
z=0.

Anche in questo caso il moto € piano. Sostituendo ¢ = x/v, nella seconda delle relazioni precedenti, si trova I’equazione

della traiettoria:

g 2
2v,

y=h-

X

quindi il moto ¢ di tipo parabolico. Ponendo y =0 nella legge oraria per la coordinata y si trova il tempo ¢ che impiega

il corpo a raggiungere il suolo:
1
0=h-—gt’,
> 8t

da cui segue:

ossia il corpo raggiunge il suolo allo stesso tempo di un corpo lasciato cadere dalla stessa altezza con velocita iniziale
nulla. La massima coordinata x raggiunta ¢:
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2.4 Componenti dell’accelerazione

Consideriamo il moto di un punto materiale lungo una traiettoria y

curva che, per semplicita, assumiamo piana. Il vettore accelerazione
ha la stessa direzione della variazione istantanea della velocita cosi,
poiché la velocita cambia nella direzione in cui la traiettoria si incurva,
I’accelerazione ¢ sempre diretta verso la concavita della curva.
Scomponiamo quindi il vettore accelerazione lungo la direzione
tangente alla traiettoria, indicata dal versore 7 e la direzione normale
alla traiettoria, indicata dal versore 7 :

d=ta +ha,; (2.21) © X

chiameremo la componente a, accelerazione tangenziale e a, accelerazione normale o centripeta.

Per ricavare delle espressioni per tali quantita, ricordando che il vettore velocita v ¢ diretto lungo la
tangente alla curva, scriviamo:

~dv dif
—+

a.,, 222
dr - di’ (2.22)

La derivata di / pud essere ricavata esprimendo tale versore
attraverso i versori degli assi, risulta infatti:

{=%cos 3+ psin P,

cosi derivando tale espressione, si ha:

dar _ —&sin&'ﬁjtj/cosgﬁ: (—fcsinl9+j/c0519)ﬁ;
dt dt dt dt 19) x X

d’altra parte, siccome il versore 77 forma con I’asse x I’angolo 9+ /2, risulta

n :)Gcos(l9+%j+f/sin(z9+%j:—fcsinl9+j/cosl9,

Ccosi:
y
di .dS3
— = (2.23) .
dt dt \\\
\
a8
Inoltre, se p rappresenta il raggio di curvatura® della traiettoria nel /’)\ N i
punto considerato, risulta: EURN -
\ \
\ \ ;
ds=pd$, - ds
0] X

11 raggio di curvatura in un dato punto di una curva ¢ il raggio del cerchio (cerchio osculatore) che meglio
approssima la curva nel punto assegnato.
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cosl:

d9 1 ds

av v
dt pdt p

Sostituendo quindi questa relazione nella (2.23) e poi nell’espressione dell’accelerazione (2.22), si
ha:

n 2
5=fﬂ+£v:f@+ﬁvﬁzAﬂ+ﬁv—, (2.24)
de didt dt dip

pertanto le componenti dell’accelerazione valgono:

dv
“
5 (2.25)
v
a,=—.
P

Se il modulo della velocita ¢ costante, da tali relazioni segue che la componente tangenziale a,
dell’accelerazione ¢ nulla, inoltre se la traiettoria ¢ rettilinea e, di conseguenza p — oo, allora ¢

nulla la componente normale a, dell’accelerazione.

Esempio: (moto circolare) Si dice circolare il moto la cui traiettoria ¢ una y
circonferenza., Siccome il vettore velocita cambia sempre di direzione, dalla

relazione (2.24) segue che I’accelerazione centripeta risultera sempre diversa da zero;

I’accelerazione tangenziale invece sara nulla nel caso di moto circolare uniforme, P
quando il modulo della velocita si mantiene costante nel tempo. La descrizione del R .~
moto circolare puo essere effettuata attraverso 1’impiego delle coordinate cartesiane \19
oppure tramite 1’ascissa curvilinea o, ancora, con le coordinate polari; tutte queste 0
descrizioni sono legate tra loro essendo:

<l

5

O T
<

x=Rcos 9,
y=Rsin9,
ovvero
s=RS9,

dove x e y rappresentano le coordinate cartesiane del punto, R il raggio della circonferenza, @ 1’angolo polare e s
I’ascissa curvilinea. Dalla relazione (2.14) il modulo della velocita in questo moto vale:

v B R Ry, (2.26)
di dt
dove
nd? 2.27)
dt

¢ detta velocita angolare o pulsazione e, dimensionalmente si esprime come:
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[ ] rad
s
E possibile dare un’interpretazione vettoriale della velocita angolare disponendo un z

sistema di riferimento cartesiano tridimensionale in modo che la traiettoria giaccia nel
piano xy ed il suo centro sia situato nell’origine O del sistema di riferimento. Poniamo:

D=z,

e consideriamo il vettore:

OXT,

i

dove 7 ¢ il vettore posizione del corpo durante il moto circolare. Allora dalla (2.26) il
modulo di # vale:

u=wrsiny =Ro=v,

essendo rsiny = R ; d’altra parte # ¢€ diretto istante per istante nella direzione di v, cioé:

>

2 vy

v
v

pertanto valendo anche I’identita tra i moduli dei vettori # e v, vuol dire che questi due vettori sono tra loro uguali, e
quindi risulta:

V=0XF, (2.28)

dove @, limitatamente al moto circolare, ¢ un vettore perpendicolare al piano della traiettoria e diretto nel senso di
avanzamento di una vite destrorsa che ruoti nel senso del moto. Dalla relazione (2.28), I’accelerazione nel moto
circolare puo esprimersi come:

d=d—vzi(a)xf):d—“’xﬂ@xﬂ:&xﬂ@x(@xf), (2.29)
dt dt dt dt
dove si ¢ posto:
G299 (2.30)
t

che & denominata accelerazione angolare. Siccome la variazione d¢@ del vettore @ ¢

sempre diretta nella direzione del vettore @ stesso, il vettore @x7 € disposto
tangenzialmente alla traiettoria ed il verso dipende dal segno della derivata dw/dr; il

S N

"X (Ox7)

vettore E)x((?)x ;7) ¢ diretto normalmente alla traiettoria. Questi vettori costituiscono

quindi le componenti tangenziali e normali alla traiettoria del vettore accelerazione:

in particolare, il loro modulo vale, rispettivamente:
a, :|07><?|:arsin;/:Ra,

a =|wx(66><17)|=w|a3><17|= o’rsiny = R’ -

n
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Cio in accordo con le relazioni (2.25), essendo l’accelerazione tangenziale dv/dt:d (Ra)) /dt: Rda)/dt: Ra €

I’accelerazione normale / R= ( R a))z / R = R @*; pertanto risulta:

d=ta +na,=f Ra+nRa’ (2.31)

n

Come gia anticipato, nel moto circolare uniforme, siccome dv/dr =0, € nulla la componente v
tangenziale dell’accelerazione; poiché tale componente vale anche Ra = Rdw/dt, la velocita
angolare si mantiene costante nel tempo. Indicando con ¢, il modulo della velocita angolare,
dalla relazione (2.27) segue d3 = w, dt che, integrata, fornisce la legge di variazione temporale

dell’angolo polare 9:
9=9, +aw,(t—1,),

in cui g, ¢ I’angolo corrispondente all’istante ¢, . In corrispondenza di un giro completo del punto materiale lungo la

traiettoria circolare si ha 9—9, =27, cosi, indicando con T =¢—¢, il tempo necessario a percorrere tale giro, risulta:

w, = 27 (2.32)
T

dove T ¢ detto periodo del moto circolare. Si definisce frequenza del moto la quantita:

1
f= T (2.33)
e, dimensionalmente, siccome [T] =g, allora:
1 1
[f]=[7}=;=HZ»
cio¢ s~ ¢ detto hertz. Con Iintroduzione della frequenza, dalla (2.32) la velocita angolare si scrive:
o, = 27” —onf (2.34)

Qualora I’accelerazione angolare si mantiene costante nel tempo, indicando con ¢ il suo modulo, dalla (2.30) segue

do=a,dt che integrata fornisce la legge di variazione temporale della velocita angolare:
w=w,+a,(t—1,),

in cui ¢, € la velocita angolare al tempo ¢, . Infine, dalla (2.27) segue:

9=29, +jcodg“ =9, +j[a10 +a,(&-1,)]d¢ =
ty 1y y

1
=3+, (t—t0)+5ao (t-1,),
che fornisce la legge di variazione temporale dell’angolo polare 9.

Esempio: (cinematica del moto piano in coordinate polari) Siano 7 e 4
rispettivamente il versore associato alla direzione del vettore posizione di un punto
P ed il versore ortogonale a tale direzione orientato come mostrato in figura. Con
riferimento alla figura, questi versori possono esprimersi relativamente ad un ,
sistema di riferimento cartesiano ortogonale come: 19} X
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F=xcosd+ ysing,

l§=fccos(3+%j+j/sin(l9+%j=—£sin9+j/cosl9;

derivando tali versori rispetto al tempo, si ottiene:
ar_ —Xsin 3ﬁ+j/cos SQ =(—%sin 3+ ycos 19‘)ﬁ = 9ﬁ,
dt dt dt dt
.d9

ﬁ=—>2cosl9ﬁ—f/sinl9ﬁ=—(fccos3+j/sinl9 )ﬁ— —_—
dt dt dt

Utilizzando tali identita ¢ possibile stabilire le espressioni della velocita e dell’accelerazione del punto su un piano,
nelle coordinate polari » ¢ & . La velocita di un punto di vettore posizione 7 vale:

— d ~ A n
;:ﬂzﬂzﬂfﬂﬂzﬂfﬂgﬁ, (2.35)
dt dt dt dt dt dt
e la corrispondente accelerazione ¢ data da:
_dv d(dr. ;d8\ d* . drdi drd$, d*9. d9d3
G=—=—| —7+r%—|=—F7i+——+——F+r—9%+r——=
dt dt\ dt dt dt dt dt dt dt dt dt dt
_dry, drdd A+£ﬁg+rﬁg_r(ﬁ)zf_
ar’ dt dt  dt dt ar’ dt (2.36)

> (ds\|. [.drd$ d*8] -
=|—=7|— | |F+| 22— +r—5 |%=
dt dt dt dt  dt

d*r (dgjz A ld( zdgj .
=\l =5-r|—| |F+|=—=| " —||%
dt dt rdt dt
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