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1. Reti elettriche lineari

Per rete elettrica si intende un insieme di elementi -elettrici y g
interconnessi, ciascuno dei quali ¢ descritto attraverso la relazione tra la B
corrente che lo attraversa e la tensione (d.d.p.) ai suoi capi. Il punto di
confluenza di almeno tre elementi ¢ detto nodo; 1’insieme di elementi d b
compresi tra due nodi contigui ¢ detto ramo. Piu rami formanti un D c
percorso chiuso costituiscono una maglia. In fig.1.1, A, B, C e D sono C
nodi; i rami a, b, ¢, € d formano una maglia. ~ ~

Le reti elettriche sono studiate attraverso le leggi di Kirchhoff.

1.1 Legge di Kirchhoff per le correnti.

Questa legge stabilisce che la somma (algebrica) delle correnti che
confluiscono in un nodo (fig.1.2) ¢ uguale a zero:

dove N ¢ il numero di rami che confluiscono nel nodo considerato.

1.2 Legge di Kirchhoff per le tensioni.

Questa legge stabilisce che la somma (algebrica) delle
tensioni lungo una maglia (fig.1.3) ¢ uguale a zero:

dove M ¢ il numero di nodi che comprende la maglia considerata.

1.3 Soluzione di una rete elettrica.

Si definisce risposta o soluzione di una rete elettrica ’insieme delle
tensioni e delle correnti che costituiscono le soluzioni del sistema di = --—>—
equazioni scritto facendo uso delle leggi di Kirchhoff. In una rete la ‘>v
soluzione di tali equazioni ¢ unica; cio ¢ provato dal fatto che una rete reale
puo essere passibile di misura delle sue caratteristiche, tensioni e correnti,
ed il risultato di tali misure ¢ unico. Se tuttavia non ¢ unica la soluzione
delle equazioni descrittive della rete, allora la descrizione fatta ¢ inadeguata




rispetto alla situazione fisica.

Per studiare una rete occorre stabilire dei versi (convenzionali) per le tensioni e per le
correnti. L’arbitrarieta della scelta comporta che una soluzione negativa corrisponde ad un verso
reale opposto a quello scelto convenzionalmente.

Il verso convenzionale di una corrente viene indicato con una freccia. Se si vuole indicare
una d.d.p. tra due punti, si adopera una linea con una freccia; il punto indicato dalla freccia ¢
quello (convenzionalmente) a potenziale maggiore (fig.1.4).

1.4 Elementi delle reti lineari.

Gli elementi che costituiscono una rete elettrica sono caratterizzati da un parametro; qualora
tale parametro risulta indipendente sia dalla tensione ai capi dell’elemento che dalla corrente che
lo attraversa, I’elemento viene detto /ineare. Un elemento lineare puo essere descritto attraverso
un’equazione integro-differenziale a coefficienti costanti.

Una rete costituita da soli elementi lineari ¢ detta lineare. Gli elementi delle reti elettriche
lineari sono: resistenze, induttanze, capacita, generatori.

Resistenza. La relazione fra la tensione v e la corrente i in una

resistenza R ¢ espressa dall’equazione: ——— ;
V= Rl R § v .
in tale relazione R ¢ costante e si misura in ohm (£2); nel piano ~ --—

i, v, tale equazione rappresenta una retta passante per 1’origine. fig.1.5

Induttanza. La relazione fra la tensione v € la corrente i in una
resistenza L ¢ espressa dall’equazione: . ¢

v:Lﬂ ng v '
dt

in tale relazione L ¢ costante e si misura in henry (H). _—y
ig.1.

Cap. acita. La‘relaz10ne fra ’la tenglone v e la corrente i in una i
resistenza C ¢ espressa dall’equazione: T '

C=
i—c? v &
di

in tale relazione C ¢ costante e si misura in farad (F) fo 7
ig.1.

Generatore di tensione ideale. Si intende un elemento che
presenta ai suoi capi una d.d.p. v indipendente dalla corrente v
che lo attraversa e quindi dal carico applicato, ossia:

gﬁ

()

—/

A%Y%
=~

v=V

g




il grafico che rappresenta la dipendenza della tensione v dalla resistenza R (curva di carico) ¢
mostrato in fig.1.8.

Generatore di tensione reale. L’elemento precedente non rappresenta un modello adeguato del
corrispondente elemento fisico (in un generatore di tensione ideale se R =0 la corrente erogata
sarebbe infinita). E possibile rappresentare un generatore di tensione reale adoperando piu
componenti ideali (fig.1.9), ad esempio facendo uso della
propria resistenza interna (in generale un’impedenza). La

d.d.p. presente sul carico applicato a questo generatore vale: R .
g i
R e
R A | § K
v=V Rg R

*R+R, g
dove R, ¢ la resistenza interna del generatore. Dalla
rappresentazione grafica della curva di carico si evince che fig.1.9
tale generatore si comporta come ideale quando R >> R, .
Generatore di corrente ideale. Si intende un elemento la cui i
corrente erogata i non dipende dalla tensione ai suoi capi e, i
quindi, dal carico, ossia: I, R i

i=1,,
fig.1.10

la curva di carico ¢ mostrata in fig.1.10.

Generatore di corrente reale. Analogamente al caso del

generatore di tensione, il generatore di corrente reale si Do
rappresenta facendo uso di piu componenti ideali T § R R o
g g ¢

(fig.1.11). La corrente erogata da questo generatore » 3
vale:
R fig.1.11
i=1, £ &
R, +R
b4
dove R, ¢ la resistenza interna del generatore. Dal grafico della — —
. . . . . + +
curva di carico si evince che tale generatore si comporta come C) C) .
ideale quando R << R, . T @l
Generatori dipendenti. Si intende un generatore di tensione o — —
corrente, la cui grandezza erogata dipende dalla tensione o dalla  +
corrente in un’altra parte del circuito; in fig.1.12 sono rappresentate T gv T hi
le quattro possibilitd, si noti che i parametri 4 e h sono
adimensionali, mentre o e g hanno rispettivamente le dimensioni di
una resistenza e di una conduttanza.
fig.1.12



1.5 Leggi fondamentali delle reti elettriche.

Utilizzando le leggi di Kirchhoff e le equazioni caratteristiche di ciascun elemento si puo
risolvere qualsiasi rete elettrica. Se la rete ¢ lineare ¢ pero possibile utilizzare metodi particolari
che permettono di semplificare lo studio.

Principio di sovrapposizione.

Consiste nel determinare gli effetti di ciascun generatore indipendente presente nella rete,
annullando tutti gli altri generatori indipendenti. Un generatore indipendente si annulla
sostituendolo con la propria resistenza interna, ovvero, se ¢ ideale, sostituendolo con un
cortocircuito, se ¢ un generatore di tensione, o sostituendolo con un circuito aperto, se ¢ un
generatore di corrente. La risposta, ad esempio la corrente in un ramo, si stabilisce attraverso la
somma delle correnti in quel ramo determinate da ciascun generatore preso singolarmente.

Teoremi di Thevenin e di Norton.
Il teorema di Thevenin afferma che una qualsiasi rete lineare compresa Re
tra due morsetti risulta equivalente ad un generatore reale di tensione -
v,

(fig.1.13); la forza elettromotrice V, rappresenta la d.d.p. che si misura tra i

due morsetti della rete, quando questi sono aperti. Il teorema di Norton, duale
del precedente, afferma che una qualsiasi rete lineare compresa tra due

morsetti risulta equivalente ad un generatore reale di corrente (fig.1.14); 7, ¢ fig.1.13
la corrente che attraversa i due morsetti quando questo sono collegati tra loro.
La resistenza R, si valuta applicando ai due morsetti una d.d.p. v e —
trovando la corrente erogata i dopo aver annullato tutti i generatori
indipendenti, risulta R, = v/i I, § R,
Teorema di Miller. fig.1.14
Il teorema di Miller afferma che i due circuiti mostrati in fig.1.15 i G i
sono equivalenti tra loro, dove le conduttanze G, e G, valgono ¢ VW >
rispettivamente:
Y i}
v
G =Gl1-—=|, o o
Vi

ovvero che i1 due circuiti mostrati in fig.1.16 sono equivalenti tra loro,
dove le resistenze R, e R, valgono rispettivamente: fig.1.15



1.6 Quadrupoli.

Per quadrupolo si intende un qualsiasi circuito elettrico
dal quale ¢ possibile estrapolare due coppie di morsetti
(fig.1.17). Convenzionalmente 1 versi delle tensioni e delle
correnti sono assunti come rappresentato in figura, inoltre, la
coppia di morsetti di sinistra ¢ detta di ingresso del
quadrupolo e la coppia di morsetti di destra ¢ detta di uscita
del quadrupolo.

A seconda della scelta di una coppia di variabili causa e
di una coppia di variabili effetto, ¢ possibile descrivere il
quadrupolo mediante quattro sistemi di equazioni:

{Vl :Zl(iUiZ) {il :yl(Vlavz)

. . b . 9
V) =Zz(ll,12) 2 =y2(v1,v2)

{Vl =hl(il’v2) {il =gl(vl’i2) .

Vs :gz("laiz)’

o

o

fig.1.16
i2
——o
Y
—o
fig.1.17

se la rete ¢ lineare, le funzioni z, y, & € g sono equazioni lineari ed ¢ possibile far uso del metodo

simbolico.

In questo contesto prescinderemo dall’analisi sistematica dei quadrupoli attraverso le
rappresentazioni indicate dalle precedenti equazioni, tuttavia introdurremo alcune definizioni
proprie dei quadrupoli, di particolare utilita nello studio dei circuiti elettrici.

Caratteristiche dei quadrupoli.

Impedenza di ingresso. Per determinare questa +
caratteristica si chiudono i morsetti di uscita su ¥}

un’impedenza di carico Z. e si applica una d.d.p.

V, all’ingresso, I'impedenza di ingresso del
quadrupolo ¢ data dalla relazione:

fig.1.18



Impedenza di wuscita. Per determinare questa
caratteristica si chiudono i morsetti di ingresso fig.1.19
sul’'impedenza interna Z, del generatore che

alimenta il quadrupolo e si applica ai morsetti di uscita una d.d.p. V,, I'impedenza di uscita ¢
data dalla relazione:

Impedenza caratteristica. Rappresenta 1’impedenza 4 L

vista dai morsetti di ingresso quando i morsetti di s

uscita sono chiusi sulla stessa impedenza 7 v 7
caratteristica, risulta: 2 0

|4
Zy :(_lj : fig.1.20
I, L gl

Amplificazione di corrente. Con riferimento alla fig.1.18 ¢ definita come:

4 =[’_2J |
11 Vy=—5,Z¢

Amplificazione di tensione. Con riferimento alla fig.1.18 ¢ definita come:




2. Eccitazioni sinusoidali

Nel capitolo precedente ¢ stato evidenziato che la relazione tra corrente e tensione per un
condensatore o per un induttore dipendono dall’espressione matematica delle grandezze
applicate.

Una classe importante di eccitazioni di una rete elettrica ¢ costituita dagli stimoli sinusoidali,
ossia tali che le grandezze, tensioni e correnti, dipendono dal tempo con legge sinusoidale. In tale
contesto, facendo uso del metodo simbolico, ¢ possibile estendere le leggi di Kirchhoff (e piu in
generale 1 teoremi esaminati nel capitolo precedente), alle reti stimolate sinusoidalmente; il
metodo simbolico prevede che alla grandezza che rappresenta 1’eccitazione, sia sostituita
formalmente una grandezza esponenziale:

e’ — coswt .
Quindi viene risolta la rete facendo uso degli strumenti indicati nel capitolo precedente e delle
risposte complesse viene determinata la parte reale.

Nel seguito esaminiamo il comportamento di resistenze, induttanze e capacita
corrispondente a stimoli sinusoidali.

Resistenza. Con riferimento alle convenzioni relative ai segni di tensione e corrente specificate
attraverso la fig.1.5, in corrispondenza di un’eccitazione i=/;coswt, la cui I’estensione

jot

complessa vale I =1 e’”, st ha una risposta complessa V' pari a:
V=RIe™ =RI,

la tensione v vale pertanto:

v=R{}=R{RI}=Ri.

Induttanza. Con riferimento alle convenzioni sui segni di tensione e corrente indicati nella
fig.1.6, in corrispondenza di un’eccitazione i = I cos wt, posto [ =I,e’”, segue:

v joLle™ = joLl,
dt
e la tensione v vale:

v=R{V'} =R{joLl}= ‘R{ejza)LISej“”} = LI cos(wt+%j =V, cos(wt+%),

dove si ¢ posto



V, =l .

Si noti che, siccome I =V, / (a)L), allora:

lim, =0,
lim/, =0,

W—>0

cio¢ in corrispondenza di eccitazioni stazionarie (@ — 0), ’induttanza si comporta come un
cortocircuito, mentre alle alte frequenze (@ — o) agisce come un circuito aperto.

Capacita. Con riferimento alle convenzioni sui segni di tensione e corrente indicati nella fig.1.7,

in corrispondenza di un’eccitazione v =V, coswt, posto V = Ve, segue:

I=CCiZ—I:= iwCVe = joCV ,

e la corrente 7 vale:
i:ﬁql}:9ijCV}:m{egaxngdm}:amwgum(wt+§jzjcam(wt+gq’

dove si € posto
I.=awCV.

Si noti che, siccome V¢ =1 / (a)C ), allora:

lim/, =0,
limV, =0,

w—>0

cio¢ in corrispondenza di eccitazioni stazionarie (@ — 0), il condensatore si comporta come un
circuito aperto, mentre alle alte frequenze (@ — o) agisce come un cortocircuito.

2.1 Dominio della frequenza. :

.

La risoluzione di una rete coi principi di Kirchhoff in forma complessa

determina un insieme di equazioni algebriche dipendenti dalla sola
frequenza. La risposta (a regime) all’eccitazione sinusoidale ¢ stabilita
attraverso la risoluzione di un’equazione algebrica anziché di un’equazione ¢
differenziale. Cio ¢ conseguenza del fatto che si ¢ sostituita alla variabile
tempo la variabile frequenza.

Un segnale sinusoidale x(¢)=X cos(a)ot+¢), rappresentato  in

—---e

funzione del tempo, puod essere descritto in maniera altrettanto completa in
funzione della frequenza. Allo scopo occorre specificare I’ampiezza ¢ la fig.2.1

8



fase in corrispondenza della pulsazione o, del segnale (fig.2.1).

Si ¢ cosi trasferita sia 1’analisi del segnale che quella della rete, dal dominio del tempo al
dominio della frequenza. 1l legame fra la pulsazione @ ed il periodo T ¢&:

Nella pratica la pulsazione ¢ scarsamente utilizzata ed al suo posto si adopera la frequenza f, che
¢ legata a w dalla relazione f =/ (27[).

2.2 Funzione del sistema e funzione di trasferimento.

Si consideri un’arbitraria rete elettrica la cui eccitazione sia x(¢) e la cui risposta sia y(¢).
Nelle reti elettriche x(#) puo rappresentare un eccitazione in corrente o in tensione, y(¢) una

risposta in corrente o in tensione.
In regime sinusoidale il rapporto tra la risposta e 1’eccitazione, espresso nel dominio della
frequenza vale:

_Y(w)e™  Y(w)
C X(w)e”  X(w)

H(o)

tale rapporto, detto funzione del sistema, dipende da @ tramite gli elementi della rete, ma ¢
indipendente dal tempo. Questa proprieta rende la funzione del sistema particolarmente utile
nell’analisi delle reti elettriche; essa permette infatti di prevedere il comportamento della rete una
volta nota la frequenza del segnale sinusoidale applicato, ossia fornisce la risposta in frequenza
della rete.

Se I’eccitazione e la risposta sono definite rispetto alla stessa coppia di terminali, la funzione
del sistema viene anche chiamata funzione del punto di comando, € pud essere un’impedenza
Z(w)=V(w)/I(®) oppure un’ammettenza Y(w)=1(w)/V(w) a seconda se I’eccitazione sia
una corrente o una tensione.

Se I’eccitazione e la risposta sono definiti rispetto a due coppie distinte di terminali, la
funzione del sistema viene anche chiamata funzione di trasferimento e puo essere il rapporto tra
una tensione e una corrente (impedenza) o viceversa (ammettenza), il rapporto tra tensioni, il
rapporto tra correnti.

L C
Esempio. Nella rete di fig.2.2 si consideri come eccitazione N |
una corrente e si valuti la funzione del punto di comando. I
Considerando direttamente le estensioni complesse, si it T) vy g: L, §R
ha:
. ( 1 j fig2.2
joL,| R+——
. JjoC
V(w)=1(o) joL, + :
. 1
JoL, + R+——
joC



cosi la funzione del punto di comando del sistema (in questo caso un’impedenza) vale:

. 1 R L
jC()L R+ . o Y Y o
Vio) . 2( ]G)C] MW
Z(a))=m=]a)Ll+ 1 .
oL, + R+—— —
J 0L, jaC v (1) C V(1)
Esempio. Si determini la funzione di trasferimento fig.2.3

G(w)=V,(®)/V,(w) della rete di fig.2.3.

Risulta:
N
joC 1
V)=, (0) [
R+ joL+ - LC+ joRC
joC

da cui segue:

1
Glw)= .
(@) 1-w’LC + jowRC

Si osservi che per studiare la rete nel dominio del tempo € necessario risolvere 1’equazione
integro-differenziale:

o (0)= Ri(t)+Ld;_(tf)+%Ii(§)d§,

(considerando la capacita inizialmente scarica, ossia v,(0”) =0) e ricavare i(t) da sostituire poi
nella relazione

) =L iz

CO

2.3 Risposta di una rete nel dominio del tempo.

Consideriamo una rete di funzione di trasferimento G(@); poiché G(w) ¢ un numero
complesso puo essere rappresentato in forma esponenziale:

G(w)= |G(a))|e"“’(‘”) )

10



dove |G(a))| e #(w) sono, rispettivamente, il modulo e la fase di G(w). Si noti che |G(a)] e
¢(a)) sono grandezze caratteristiche della rete: |G(a)ﬂ rappresenta il rapporto tra le ampiezze del

segnale all’uscita e di quello all’ingresso, ¢(a)) lo sfasamento.
Tali grandezze hanno un importante significato fisico perché permettono di dedurre da
un’eccitazione sinusoidale in ingresso, la risposta della rete; infatti, se:
x(t)=Xcosmt,
allora:
X (o) =[x]e"",
ne segue che

Y(a)) = G(CO)X(Q)) - ‘G(a))‘ej(ﬁ(w) X|e,jwt — ‘G(CD)HX| ej[azz+¢(w):| ,

cosi la risposta y(¢) della rete ¢é: x() |

y(t)=9%{Y(a))}=‘G(a))‘Xcos[a)t+¢(a))]. 7 N '

Pertanto G(@) e ¢(w) permettono di stabilire la risposta
della rete a qualsiasi eccitazione sinusoidale.
Raccogliendo @ dalla relazione precedente, segue:

@

o], LA

dove #(w)/w ha le dimensioni di un tempo. Dalle \/ \/
espressioni nel dominio del tempo dell’eccitazione e della N
risposta appare pertanto che non solo esse hanno ampiezze

diverse, ma traslano rispetto al tempo (fig.2.4).
I1 tempo ¢, definito attraverso 1’espressione precedente fig.2.4

come:

ly = ¢(a)) = l(}{Z_ﬂj > G(w)

viene chiamato ritardo di fase.
Affinché ’ampiezza del segnale in uscita e il ritardo di fase ¢, ®

non dipendano dalla pulsazione, occorre che si abbia: s
.

|G(a))| = cost,

_ )

(0]

t, =cost

in tal caso le curve caratteristiche sono quelle mostrate in fig.2.5. fig.2.5

11



Esempio. (Circuito RC) Si determini la funzione di trasferimento G(w)=V,(@)/V, () in modulo
e fase della rete di fig.2.6.

Risulta:
R
joC 1 1
V(e)=V(o)———=V(o)———=V(0)—:,
R 1 1+ joRC 1+ jor
+ -
joC
dove si € posto 7 = RC ; pertanto la funzione di trasferimento vale: R
1 o A\N o
6lo)=
+jor V(1) C0 w0
e le espressioni in modulo e fase sono, rispettivamente: s .
1 fig.2.6

G =,
| (a))| Vi+w*r?

¢(a)) = —arctan(or) .

In fig.2.7 sono rappresentate queste due grandezze in funzione della frequenza f'pari a @/ (27[).

10
1.0 0
. 10
0.8 204
) -30
S0.6 n -40
S )
T ] g 50
0.4 7 60
. 70
0.2 80
1 -90
0.0 1 -100 T T T T T T 1
10 100 1k 10k 100k ™ 10M 100M 10 100 1k 10k 100k ™ 10M 100M
f f
fig.2.7

C
Esempio. (Circuito CR) Si determini la funzione di trasferimento A I I A
G(a)) =V, (a))/V1 (a)) in modulo e fase della rete di fig.2.8.
v RS |n
Risulta:
fig.2.8

12



R [ WR i
V(0)=,(0)— = hlo) L2 =1 ()L
R 1 1+ jwRC 1+ jor
+7
joC
dove si € posto 7 = RC ; pertanto la funzione di trasferimento vale:
6lo)= 12"
1+ jor

e le espressioni in modulo e fase sono, rispettivamente:
ot
|G(a))| - / 2 2
l+o°t
V4
¢(a)) =5~ arctan(wr) .

In fig.2.9 sono rappresentate queste due grandezze in funzione della frequenza.

T L e e i B A RaaL e e |
10 100 1k 10k 100k ™ 10M 100M

/ f

T T T T T T 1
10 100 1k 10k 100k ™ 10M 100M

fig.2.9
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3. Trasformata di Laplace

Per metodo trasformazionale si intende un algoritmo finalizzato alla semplificazione di
un’operazione matematica; si associa, cio¢, ad un determinato problema, un problema ad esso
equivalente, ma di piu semplice soluzione.

Il metodo simbolico, adoperato per stabilire la risposta di una rete ad uno stimolo
sinusoidale, pud essere interpretato come un metodo trasformazionale, ed esteso ad un generico
segnale, mediante un algoritmo denominato trasformazione di Fourier.

3.1 Integrale di Laplace.

La trasformata di Laplace L rappresenta una generalizzazione della analoga trasformata di
Fourier, ed ¢ un operazione che si esegue sulle funzioni di variabile reale per trasformarle in

funzioni di variabile complessa, ossia se f(¢), con € R, & una funzione trasformabile secondo
Laplace, allora:

L: f(t) F(s),

dove s, F(s)eC,ecio¢ F(s) &una funzione complessa di variabile complessa.

Per introdurre questo metodo faremo riferimento alle sole funzioni del tempo, ossia il tempo
sara la variabile indipendente; sia pertanto:

fle)=0 per  t<0,
allora la trasformata di Laplace F(s) di tale funzione ¢ definita come:

153

e f(t)dt = lim |~ £(e)dr,
ilzzoo 4

~
—_
©
N—

Il
=,
~
—_

~
-
Il

S ey 8

dove seC é:
s=0+jo

con o, w € R, L’integrale che compare nella definizione di trasformata prende il nome di
integrale di Laplace. Naturalmente la funzione F(s) cosi definita ha senso per i soli valori di s
per i quali ’integrale di Laplace risulta convergente.
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3.2 Esempi di trasformate.

f (t) = n(t) (gradino unitario). Consideriamo la funzione cosi definita (fig.3.1):

o t<0 n)
"(t)_{l t>0’ 1

allora la trasformata di 7(¢) vale:

0 t
) - 0 B 1 B o 1
Lln(e)l=[enle)de = [e~'dt =—=e™| ==
0 0 S o S fig.3.1
Si noti che ’integrale converge per o > 0, poiché se o <0 si ha:
lime™ =lime "¢/ =o0.
t—o0 —®
pertanto si dice che o =0 ¢ ’ascissa di convergenza.
f(t)=e™. Sia ke R, allora:
T T | N |
L[e—kt]zj'e—ste ktdtzj-e stdtz_ e (s+k)e — ]
0 0 s+k o Stk
Si osservi che in questo caso 1’ascissa di convergenza ¢ o = —k .
£ (t)=sinwt. Poiché & possibile scrivere:
) Jjot _e—j(ut
sinot =———,
2j
allora
. T e e L (T T
L[sma)t]zje et =— J.e el tdt+J‘e Yeldt | =
0 2] 2j\s 0

(1 1) e
2i\ls—jo s+jo) s+

Naturalmente non c’¢ bisogno di calcolare ogni volta la trasformata di Laplace di una
funzione ricorrendo alla formula data, in quanto per le funzioni piu comuni le trasformate si
trovano gia tabulate (tab.3.1); facendo uso di alcuni teoremi che verranno esposti in seguito,
dalle trasformate reperibili sulle tabelle, se ne possono dedurre molte altre.
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risulta geometricamente evidente che per & — 0 I’altezza
della regione rettangolare cresce indefinitamente mentre la
larghezza diminuisce in modo tale che I’area della regione ¢
sempre uguale a 1, cio¢:

Esempi di trasformate di Laplace

@) =L[F(s)] F(s)= L[/ (1)]

5(7) 1
1
H(f) S
1
t s_z
n!
t" neN p
s +1
L
ST
tn —kt N 1
ne -
pr (s+ k)"
sinwt @
st+w?
S
coswt - -
ST t+w
e M sinwt v
(s+of 0’
i s+k
e coswt
(s+0) +o’
tab.3.1

3.3 Funzione impulsiva unitaria o delta di Dirac.

Si consideri la funzione cosi definita (fig.3.2): 5(t)
&
/e 0<t<e¢ Ve
56(t) = { / &> 0 ’
0 t>¢

o0

I5g(t)dt =1.

0

fig.3.2

Sia f(¢) un’arbitraria funzione definita per # =0 e consideriamo 1’integrale J‘éé, (¢)f(¢)dr .

0

Se ¢ ¢ sufficientemente piccolo, la variazione di f (t) sull’intervallo effettivo di integrazione
[0, £] ¢ trascurabile e f() resta praticamente uguale a £(0); pertanto:
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naturalmente al diminuire di & I’approssimazione migliora'. Pertanto nel limite & — 0 possiamo
definire una “funzione” &(¢) attraverso la relazione:

Da questa relazione segue I’espressione della trasformata di Laplace della delta di Dirac:

Lls@))= [s()edt =" =1,
0
e piu in generale:

Lls(e—1,)]= [ole—t,)edr =™

0

3.4 Teoremi sulle trasformate di Laplace.

Si riportano di seguito alcuni teoremi che possono agevolare il calcolo delle trasformate di
Laplace.

1. La trasformata di Laplace ¢ un operatore lineare; cio¢ se f(t) e f,(¢) sono due funzioni
trasformabili e &, k, € C, se

allora

L[klﬁ(t)+k2f2(t)]= klE(S)+k2F2(S)'

''Se f (z) ¢ sviluppabile in serie di Taylor, quanto sopra puo essere rivisto considerando lo sviluppo intornoa r =0,

& f90) 4 ituendol I’ 1
f(t) = f(0)+ ZTg e sostituendolo sotto I’integrale.
k=1 .
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2. (proprieta dello spostamento in frequenza e del ritardo). Se
LLf(o)]= F(s),

allora, se k € C, si ha:
Ll £(o)]=Fls - k).

Se t, eR:

allora

Llgle)]=e™F(s).

3. La trasformata della derivata di una funzione ¢ uguale a s volte la trasformata della funzione
stessa, a meno del valore che assume la funzione all’istante ¢ = 0" ; cio¢ se

allora

L) = sF(s)- £(0");

da questo teorema ¢ possibile ricavare, per induzione, I’espressione della trasformata per la
derivata n-esima:

L1 @)=5"F(s)- s 1 9(0%),

k=1

cosi, ad esempio:

L") =s"F(s)-sf(07)-sr7(07),
Ll (@] =s"F(s)=57£(0%)-s7'(07)- 17(07).

Esempio. Noto che:

Llsinwt]=

b
s* + @’

, . L 1 dsinwt
attraverso 1’applicazione del teorema precedente, poiché coswt=—

o dt

, possiamo
determinare I’espressione di L[cosw1]:
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L[cosa)t]:L{ldsmwt} S . s @ s

S .
:—L[sma)t]——smO:— — =
o dt w 10} Os +w s+

4. La trasformata dell’integrale di una funzione ¢ uguale alla trasformata della funzione stessa
divisa per s, cio€ se

allora
Luf(é)df} - LF().

da questo teorema si deduce che:

_l &

L] [z, [ 1(&)de, | =~ F(s).
K 0 S

t & &

L_J.dé'[dézzj.f(é)dgl} = 13 F(S)’

S

e cosi via.
Esempio. La funzione f (t) =1 puo essere riguardata come:

t=[dé = [n(&)de,

o t—~

pertanto, alla luce del precedente teorema, risulta:

11 ] [ |- L) %

S

I teoremi 3. e 4. suggeriscono che le operazioni di derivazione e integrazione nel campo
reale vengono trasformate in operazioni di moltiplicazione e divisione nel campo complesso.
Pertanto attraverso 1’algoritmo della trasformata di Laplace ¢ possibile trasformare equazioni
integro-differenziali nel campo reale in equazioni algebriche nel campo complesso.

3.5 Convoluzione.

Date due funzioni f(¢) e g(¢), si definisce convoluzione di f(t) e g(t) la funzione A(r)
cosi definita:
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la trasformata della convoluzione A(¢) di f(¢) e g(¢) vale:

H(s)=L{a(e)]= L1 ()= g(0)]= LLf ()] LIg(O)]= F(s)- G(s).

Cioe la convoluzione tra due funzioni nel campo reale viene trasformata nel prodotto tra le
funzioni nel campo complesso.

3.6 Antitrasformata di Laplace.
L’operazione di antitrasformazione consiste nel risalire da una funzione di variabile

complessa a quella di variabile reale, la cui trasformata coincide con la funzione di partenza.
Posto

allora, se s =0+ jw, siprova che

£0)= 1 [F(s)] = ij”ij’:ﬁsw(s)ds |

Sebbene sussista tale relazione, come nel caso dell’operazione di trasformazione, salvo casi
particolari, raramente si ricorre a tale integrale per eseguire 1’antitrasformazione, ma si fa
riferimento alle tabelle di trasformazione, ovviamente usate al rovescio.

Tipicamente si scompone la funzione da antitrasformare in somme di funzioni la cui
antitrasformata ¢ reperibile sulle tabelle, e 1’antitrasformazione si ricava quale somma delle

antitrasformate trovate, in virtu della linearita dell’ operatore L.

Esempio. Si valuti

_ 3s+7
Ll[—z }
s°—25-3
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I1 denominatore della frazione da antitrasformare ha radici s, =3 e s, =—1, cosi la frazione puo
essere fattorizzata come segue:

35+7 3s+7 A B

s —2s-3 B (s—3)(s+1) S—3+S+1’

da cuisegue 4=4 e B=-1, quindi:

] IEECAUS NP B | DL PP
s —2s-3 s—3 s+1

3.7 Antitrasformazione di funzioni razionali fratte.

Il procedimento di antitrasformazione mostrato nell’esempio precedente si presta ad essere
generalizzato allo scopo di fornire un metodo di antitrasformazione utile ad una importante
classe di funzioni in ambito elettronico. Tali funzioni sono le funzioni razionali fratte del tipo:

F(S)z I(_;I((S)) i %b}cé‘k |
y Zcus”

in cui m <n, ossia quando F (s) ¢ una frazione algebrica propria.
E noto dall’algebra che un polinomio di grado n, del tipo:

H(s)=c,s"+c, s" " +...+¢s+c,
puo essere fattorizzato come

H(s)=c,(s =5, ) (s =, ) (s =, )"

dove s,, s,, ..., §,, rappresentano le radici, rispettivamente di molteplicita 7, r,, ..., , (con
n+r+...+r,=n) del polinomio H (s) Le s, prendono il nome di zeri di ordine (o
molteplicita) 7, della funzione H (s) e poli di ordine (o molteplicita) » della funzione F (s)

Consideriamo inizialmente il caso piu semplice in cui F (s) ammette solo poli semplici,
ovvero di molteplicita 1; quindi

H(s)=c,(s=s,)(s =5,)-+(s =5,),
allora F(s) puo essere posta nella forma:

K K - K,
Fls)=—1+—2+. .. +—2 = i,
I s—s, ‘Ss-—s,
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dove
K, =[P -5,

per cui I’antitrasformata di F(s) vale:

L'[F(s)]|=Ke" +K,e™ +...+ K " = Z":K,.esf’ :

i=l

Esempio. Si valuti I’antitrasformata della seguente funzione:

2s* —4
Fls)= .
(S) s —4s*+5+6

Posto
H(S)=S3—4S2+S+6,

si ha che H(s) ha radici

s, =1,
s, =2,
s, =3,

cosi F(s) si puo scrivere come:

2s? —4

(s + 1)(s - 2)(s — 3) '

I coefficienti dello sviluppo dell’antitrasformata valgono:

F(S):

pertanto
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Esempio. Si valuti I’antitrasformata della seguente funzione:

35 +1
Fls)=—"———.
(S) s —s+s—1

Posto
H(S)=S3—S2+S—1,

si ha che H(s) ha radici

s, =1,
S2:_ja
sy =+,

cosi F(s) si puo scrivere come:

F(S): 35 +1 _ 35 +1

(s—l)(s+j)(s—j) - (s—l)(s2 +1)‘

I coefficienti dello sviluppo dell’antitrasformata valgono:

K=l Ny = g™ sy = 5
K=l = 2550~ g, =
pertanto
L'[F(s)]=2¢" + (— 1+L jje-” + (— -1 jje-/’ PP A ?_jt _
2 2 2 2

=2e' —2cost+sint.

Gli esempi precedenti mettono in luce due aspetti dell’antitrasformata di una funzione
razionale fratta.

Se F (s) ha un polo complesso, allora ha anche il suo coniugato; la presenza di tale coppia di

poli determina nella antitrasformata L™'[F(s)] una soluzione di tipo oscillante; si verifica che se i
poli sono:

S =0t ], S =0, — ],

allora I’antitrasformata conterra un termine del tipo
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e’ (a, cosw,t + B, sinw,t),
che puo esprimersi, introducendo nuove costanti ¢, e ¢,, come:
ot
c.e” cos(wt +,).

Inoltre, affinché si abbia che il limite di L™'[F (s)] per ¢ — oo sia finito, occorre che la parte
reale o, del polo s, non sia positiva.

Nel caso che F(s) sia caratterizzata da un polo di molteplicita 7, ossia risulti:
Hls)=c,(s =)',

si prova che Iantitrasformata di F(s) vale:

2 3 n-1
t

L‘I[F(s)]:e“"{Ml +M2t+M3%+Mk2t—3+...+M — =

& tV—l
— syt M
¢ Zl “(r-1)1"

dove:

= o]

L’unico polo di F (s) st ha per s = -1 ed ha molteplicita 5; I’argomento della derivata contenuta

nel termine M, vale
F(s)(s + 1)5 =5,

cosi 1 termint M,, M, e M, sono tutti nulli, dipendendo rispettivamente dalle derivate quarta,
terza e seconda di s, mentre:

1 d
M,=—| — =1
‘ (5—4)![dssl__1 ’
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ne segue che I’antitrasformata di questa funzione vale:

()] - e—f[i_iJ —e [ﬁ_ij Sl ),

34

Quanto testé visto si applica nel caso di n poli di molteplicita 1 o nel caso di un singolo polo
di molteplicita n. Entrambe le relazioni mostrate costituiscono dei casi particolari di un teorema

generale che si applica quando si abbiano « poli s,, s,, ..., s,, con molteplicita, rispettivamente,

7, 1, ..., I,, maggiori o uguali a 1. Si prova quindi che I’antitrasformata di F(s) vale:

LF)=g()e +g,(0)e™ +...g,()e =3 g (t)e™.

dove:
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4. Applicazione della trasformata di Laplace alla
determinazione della risposta dei circuiti

Introduciamo 1’applicazione della trasformata di Laplace T R I
facendo uso di un esempio. Consideriamo il circuito di fig.4.1 o o AAA—YT
ed assumiamo, per semplicita, che il condensatore sia scarico al
momento della chiusura del tasto 7, per ¢ = 0. La relazione che <> V() c—=
lega la corrente i(¢) nel circuito alla tensione applicata v(¢) a ,
partire dall’istante di chiusura del tasto ¢ l(‘f)
fig.4.1

o0)= Ri(t)+Ld;—(:)+%j:i(§)d§,

tale equazione integro-differenziale consente la determinazione dell’espressione di i(t) una volta

che sia nota v(z).
Se si eseguono le trasformate di Laplace di ambo 1 membri di tale equazione, si trova:

V(s)=RI(s)+ su(s)+l1(s),

s
avendo posto:

V(s)= L),

1(s)=L[i(c)]. R sL

NMN— M

Ne segue che la corrente / (s) vale: . 1

r(s)-—2) . i

R+sL+— fig.4.2

sC

La relazione che lega 7 (s) a I(s) puo essere scritta direttamente riguardando il circuito di
fig.4.1 come un circuito in corrente continua, alimentato da un generatore di forza elettromotrice
V(S) e caratterizzato da tre resistenze di valori R, sL, 1/sC , poste in serie tra loro (fig.4.2).

Poiché v(t) ¢ nota, di conseguenza sara possibile determinare ¥(s) e quindi i(¢)
antitrasformando 1’espressione di / (S) Inoltre tutte le grandezze di interesse possono essere

ricavate dal circuito descritto in termini di trasformate di Laplace; ad esempio la d.d.p. ai capi
dell’induttanza sara:
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Generatore di tensione

ift) Is)
e()) V(1) v(t)=e(t) E(s) V(s) V(s)=E(s)
Generatore di corrente
ift) I(s)
i ® o v w® v 1w
Resistenza
ift) 1I(s)
R v(t) v(1)=Ri(t) R V(s) V(s)=RI(s)
Induttanza
Is) 1(s)
i(?)
=L :
L ) — Ve) L O V(s)=sLI(s)-Li,
LiO +
Capacita
I(s) I(s)
— l
-G ‘
cC == v i . vs) ¢ =— (1 V(s) I(s)=sCV(s)-Cv,
v(0)=v, Cv,
Y
L . I—Q

fig.4.3 — Convenzioni di segno e corrispondenza fra i circuiti nel
dominio del tempo e i loro equivalenti nel dominio della frequenza

complessa
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La descrizione del circuito attraverso la trasformata di Laplace subisce una lieve
complicazione qualora ci siano correnti iniziali nelle induttanze o cariche iniziali sulle armature

dei condensatori. Si prova facilmente che se in un induttanza scorre una corrente iniziale i,

occorrera aggiungere nel circuito equivalente in serie alla “resistenza” sL un generatore che
eroga una forza elettromotrice Li,, col morsetto positivo nel verso positivo della corrente, e se

un condensatore ¢ inizialmente carico ad un tensione v,, occorrera considerare in serie alla

“resistenza” 1/sC, un generatore che eroga una forza elettromotrice v,/s, col morsetto
coincidente con I’armatura negativa del condensatore.

4.1 Dominio della frequenza complessa.

In fig.4.3 ¢ mostrata una classificazione degli elementi di una rete elettrica in funzione della
variabile complessa s, alla luce di quanto appena visto.

Si noti che, nell’ipotesi che siano nulle le condizioni iniziali (condensatori inizialmente
scarichi e induttanza inizialmente non percorse da corrente), gli elementi possono essere
rappresentati in modo formalmente analogo a quello relativo al metodo simbolico, con la
posizione s = jw .

La linearita della trasformata di Laplace implica che in tale ambito le leggi di Kirchhoff si
possono scrivere:

Zk:Vk(S)ZO’
Zhllh(s)=0.

La descrizione di un circuito attraverso la trasformata di Laplace prende il nome di
descrizione nel dominio della frequenza complessa s; in tale contesto la risposta di una rete ad un
generico segnale, purché trasformabile secondo Laplace, si ricava attraverso la risoluzione di
un’equazione algebrica. Non € pertanto necessario risolvere 1’equazione integro-differenziale che
descrive il circuito nel dominio del tempo.

R
Esempio. (Circuito RC) Consideriamo il circuito di fig.4.4 in cui il
condensatore ¢ inizialmente scarico. La risposta v, ad v (1) c== |ww
un’eccitazione v, nel dominio della frequenza complessa ¢:
L fig.4.4
1 1 1
V)=V, ()= =y (5} =y o)
R4+ I+sRC Tt
sC T

dove 7 = RC . La funzione di trasferimento ¥, (s)/V,(s) della rete & pertanto:
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Supponiamo che la rete sia eccitata con un gradino di .
tensione di ampiezza V (fig.4.5): o

08 [

v,(6)=Vnle),

allora, poiché:

I/i (S) = L[Vl. (t )] =V ; R 00 20 40 t 60 50 100
. C . fig.4.5
la risposta della rete nel dominio di s vale:
v, ( s) . 11 1 )
el
T

Tale funzione presenta due poli semplici, rispettivamente per s=0 e s=-1/7, cosi i due
coefficienti dello sviluppo dell’antitrasformata sono:

K, :[Vo(s)s]s:o :Vll:V’ V”ml;—
T
K, :{VO(S)(s+lﬂ :le—V,
1 R o
T T 02
cosi la risposta a tale stimolo ¢ (fig.4.6): R S
v()=K, +Ke " =v(1-e"). fig.4.6

Il circuito RC ¢ detto integratore in quanto per t << 7 opera un’integrazione della tensione
applicata I’ingresso; infatti sviluppando in serie 1’esponenziale contenuto nella risposta al
gradino, si ha:

t 1(tY 1(tY
Vo(t)=V—Ve"/’:V—V{l——+—[—j ——[—j +...]:
r 20\ 7 R4
v » (_1)2k+1[tjk
LAV 70 Jh Ss R A
T " ,;‘ k!

T

il primo addendo della somma ¢ proporzionale all’integrale della funzione v, (t) assegnata. e
I’errore che si commette nell’approssimazione

V
vo(t)z?t,

risulta tanto piu piccolo quanto minore € ¢ rispetto a 7, fissata I’ampiezza V.
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La determinazione della risposta della rete ad un "
nuovo stimolo richiede la sola valutazione della %®

trasformata di v,(t) e dell’antitrasformata di ¥,(s).

Consideriamo, ad esempio, un’eccitazione a rampa
(fig.4.7): vl

dove T ¢ una costante positiva con le dimensioni di un
tempo, allora: fig.4.7

)= L) =7

e la risposta nel dominio di s vale:

in questo caso V, (s) presenta, oltre al polo semplice per s =—1/7, anche un polo doppio in
s =0 il coefficiente dello sviluppo dell’antitrasformata relativo al polo semplice ¢:

T)]_1 T( 1J2r T
' T

1 ) V1 1
M,=—V, = ==
0 O '{ O(S)S }S:O Tr 1 T ’ "
S+ —
T S:() 0.6
cosi la risposta a tale stimolo ¢ (fig.4.8):
VO (t) = Ke_t/r - Ml + Mzt = *%0 2‘0 4‘0 e,.‘u s‘vo 10.0
t
V Ve vV 7 Vo
= e Ty D = T e )+t fig4.8
T T T T T

Si noti che, sebbene v, (¢)<v.(¢) per ogni valore di ¢, asintoticamente v, (z) = v,(z).
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Esempio. (Circuito CR) Consideriamo il circuito di fig.4.9 in cui il C
condensatore ¢ inizialmente scarico. La risposta v, ad

un’eccitazione v, nel dominio della frequenza complessa ¢:
v () R § v (1)
R sRC N
) =15 =25 c -»
R+— 5 S+ fig.4.9
sC T

Supponiamo che la rete sia eccitata con un gradino di tensione di ampiezza V (fig.4.5):
v, (1) =Vn(t),

allora, poiché V,(s)=V/s , la risposta della rete nel dominio di s vale:

V,(s) ha un singolo polo semplice per s = —1/7, cosi I’unico
coefficiente dello sviluppo dell’antitrasformata ¢:

S

T

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

pertanto la risposta della rete ¢ (fig.4.10):

fig.4.10

vo(t)=Ke™"" =ve ",

Il circuito CR ¢ detto derivatore in quanto per ¢ >>r7 opera una derivata della tensione
applicata 1’ingresso.

4.2 Teoremi del valore finale e iniziale.

Questi teoremi consentono di dedurre delle informazioni sull’andamento temporale di una
funzione, qualora se ne conosca la sua trasformata.

La trasformata della derivata prima di una funzione f£(¢) vale:

L) =sF(s)- £(07),

esplicitiamo il primo membro e determiniamo il limite per s — 0 di ambo 1 membri:

s—0

limT f(e)e™"dt = lim sF(s)- f(O*)];
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siccome risulta

lim | £0)e di = [ 710 = 1) 10°),

s—0

allora, sostituendo, si ha:
feo)= £(07)=1imsF(s)- 1(07),

essendo limf( *):f( *), cosi

s—0

limsF(s)= f(c0).

s—0

L’equazione precedente rappresenta I’espressione del teorema del valore finale e consente di
stabilire il comportamento asintotico di una funzione, nota che sia la sua trasformata. Tale

equazione ¢, tuttavia, applicabile soltanto qualora il limite limsF (s) ¢ finito, ovvero se tutti i

s—0

polidi sF (s) hanno parte reale negativa.

Esempio. Si voglia stabilire il limite asintotico della risposta di un circuito RC ad uno stimolo a
gradino. Risulta:

v(s)=r il L
STS+1
T

applicando il teorema del valore finale a questa espressione si ha:

V(o) = lims¥,(s) = lim sVll; =V.
s—0 s—0 Ky Z-S+l
T

Se nell’espressione L[f'(t)]= sF(s)- f (0*) esplicitiamo il primo membro e stabiliamo il
limite per s — oo di ambo i membri, si trova:

§—>00 §—>0

limT 7'(e)e " de =lim[sF(s)- £(07)],

st

poiché I’espressione sotto I’integrale comprende il fattore e ™ che si annulla quando s — o, si

ha:

0 = lim|sF(s)- £(0" )],

§—>0
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siccome f (O+) ¢ una costante, risulta:

limsF(s)= £(0");

§—>0

tale relazione rappresenta la formulazione del teorema del valore iniziale.

Esempio. Si voglia stabilire il valore iniziale della risposta di un circuito CR ad una eccitazione a
gradino. Risulta:

cosi applicando il teorema del valore iniziale, si ha:

Vo( +):!E§SV0(S):}EI; sV 1
S+;

=V.

4.3 Significato fisico delle funzioni di trasferimento.

Consideriamo un sistema caratterizzato da una funzione di trasferimento F(s) il cui stimolo
sia x(t), allora, se X (s) ¢ la trasformata di x(t), la trasformata Y (S) della risposta y(t) sara:

Supponiamo di eccitare il sistema con una delta di Dirac, poiché risulta L[5(¢)]=1, allora:

Y(s)=F(s)L[5(e)]= F(s),

cioé la risposta coincide con F(s) essendo 1 la trasformata di &(¢). Ne segue che:

W)= 1(t)=L[F(s)].

Pertanto I’antitrasformata f(¢) di una funzione di trasferimento F(s) di un sistema

rappresenta la risposta del sistema ad una eccitazione impulsiva ¢ (t)
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4.4 Stabilita dei sistemi.

Un sistema si dice stabile, quando, soggetto ad un segnale perturbatore, al cessare di questo,
dopo un certo tempo, ritorna nelle condizioni iniziali. E invece instabile quando diverge
definitivamente dalle condizioni iniziali.

La verifica della stabilita di un sistema pud essere eseguita applicandovi, quale segnale
perturbatore, un impulso 5(1) ed esaminando la sua risposta nel tempo. Se il sistema risulta
originariamente a riposo, con uscita nulla, se esso ¢ stabile la risposta a tale eccitazione deve
tendere a zero, mentre se ¢ instabile diverge. Naturalmente, in pratica, la risposta di un sistema
instabile non assume mai valori infinitamente grandi poiché intervengono delle non linearita dei
costituenti il sistema che ne limitano I’ampiezza. Puo anche verificarsi che la risposta tenda ad
un valore finito oppure oscilla entro limiti prestabiliti; anche questi casi sono considerati delle
instabilita.

Per quanto appena visto circa il significato fisico della funzione di trasferimento, questa
rappresenta la risposta del sistema alla delta di Dirac o (t); ne segue che la verifica della stabilita
di un sistema puo essere svolta attraverso lo studio della funzione di trasferimento.

Un sistema lineare ¢ descrivibile tramite una funzione di trasferimento che ¢ costituita dal
rapporto di due polinomi, ossia una funzione razionale fratta:

dove m < n. Tale funzione presenta, in generale, poli reali o complessi coniugati. Nel caso in cui
F(s) sia caratterizzata da un polo reale s, , I’antitrasformata di F(s) conterra un addendo del

tipo:
M, e™,

e tale termine tende a zero per ¢+ — o0 se s, € negativo, mentre tende a o se s, ¢ positivo; nel
caso si abbiano due poli complessi coniugati &, + jw, , I'antitrasformata di F(s) conterra un
addendo del tipo:

c,e” cos(w,t +¢,),

se o, € negativo, tale termine rappresenta un’oscillazione smorzata che, per ¢t — o tende ad
annullarsi; se invece o, ¢ positivo le oscillazioni descritte da questo termine sono di ampiezza

crescente nel tempo e tendono ad ampiezza infinita per 1 — 0.

Da quanto esposto risulta che il sistema ¢ stabile se i poli della sua funzione di trasferimento
sono negativi, se reali, oppure a parte reale negativa se complessi coniugati.

Poiché i poli e gli zeri della funzione di trasferimento corrispondono a punti del piano
complesso, F (s) puo essere rappresentata graficamente mediante la distribuzione dei suoi poli e
zeri in tale piano. Cosi affinché il sistema sia stabile, occorre che tutti i poli si trovino nel
semipiano di sinistra (parte reale negativa). E sufficiente che ci sia un solo polo nel semipiano di
destra (parte reale positiva) perché il sistema risulti instabile.
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Quindi per analizzare la stabilita di un sistema, non occorre eseguire I’antitrasformata della
funzione di trasferimento, ma solo esaminare la posizione dei suoi poli nel piano complesso.

Esempio: Si valuti la stabilita del sistema descritto dalla seguente funzione di trasferimento:

s—3
Fls)=—21"—"" . .
(S) st—s5-2 @

1l denominatore della frazione ¢ fattorizzabile come (s —2)(s +1),

per cui ha due radici reali di cui una positiva. In fig.4.11 ¢ mostrata
la rappresentazione dei poli (indicati con x) e dello zero (indicato

con0)di F (S) nel piano complesso. Poiché ¢ presente un polo nel fig.4.11
semipiano di destra, il sistema ¢ instabile.

X
X
o

4.5 Risposta di regime sinusoidale.

In un qualsiasi sistema fisico, in seguito all’applicazione di una eccitazione all’ingresso, ha
origine un transitorio che ha una durata dipendente dalle caratteristiche intrinseche del sistema.
Quindi, per effetto dello stimolo, il sistema passa dallo stato fisico precedente all’applicazione
dell’eccitazione, ad un altro stato fisico, e tale passaggio avviene in un certo tempo, indicato
come durata del transitorio.

Esamineremo ora il comportamento di un sistema fisico in regime permanente, ossia una
volta che il transitorio si ¢ esaurito. In particolare esamineremo la risposta del sistema a regime,
quando ¢ applicata un’eccitazione di tipo sinusoidale.

Consideriamo pertanto un sistema stabile, di funzione di trasferimento F(s) al quale &
applicato uno stimolo sinusoidale:

x(t)=Xcoswt,

poiché X(s)= L[x(t)] = Xs/ (s2 + o’ ), la trasformata di Laplace della risposta sara:

Xs

7s)= FOXG) = Flo)

Quando si calcola I’antitrasformata di questa funzione, ci saranno dei termini dovuti ai poli di
F (s) e due termini dovuti ai poli della trasformata del segnale d’ingresso, per s =+ j® ; dato che
il sistema ¢, per ipotesi, stabile, tutte le funzioni del tempo derivanti dai poli di F (s) si
annulleranno al tendere del tempo all’infinito. Cosi la risposta a regime conterra i soli termini
correlati ai poli di X (s); i due coefficienti dello sviluppo dell’antitrasformata sono:

K, =[(5)(s - o)l = Fljo} L2 = L F(jo)x,

2jo 2
. C—jeX 1.,
K, =[Y(s)(s+ jo))__,, = F(- jo) ];.) =—F(- jo)X,
-2jo 2
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e ’antitrasformata di Y(s) a regime varra:
y(t) :Kle/wt +Kze—ja)t :%F(ja))Xej“” +%F(_ja))Xe—jwt.

Il numero complesso F ( Jj a)) puo essere posto in forma esponenziale come:
Fjo)=|F(jo)e”,

dove ¢ ¢ I’argomento di F ( ja)), inoltre, poiché la funzione di trasferimento di un sistema fisico
¢ una funzione con coefficienti reali, risulta:

F(-jo)= |F(ja))| e’
cosi, sostituendo nell’espressione di y(¢) si ha:

ej¢eja” + e*j¢e*jwf

2

y(t):X‘F(ja))‘ =X‘F(ja))‘cos(a)t+¢).

Quindi ¢ sufficiente determinare |F ( ]a))| e ¢ per conoscere la risposta a regime quando
I’eccitazione ¢ di tipo sinusoidale. |F ( ja))| rappresenta il rapporto tra le ampiezze, o 1 valori
efficaci, della risposta e dell’eccitazione; ¢ rappresenta la fase della risposta rispetto

all’eccitazione. Per la determinazione di F( ja))=|F ( ja))|ej¢ basta analizzare il sistema

sostituendo jo a s dovunque questa variabile si trovi; cid coincide coi metodi correntemente
adoperati per lo studio dei circuiti in corrente alternata.
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5. Rappresentazione di Bode

Consideriamo la funzione di trasferimento di un sistema lineare, caratterizzata da w zeri
reali, z,, z,, ..., z,, rispettivamente di molteplicita ¢, ¢,, ..., ¢,, e d polireali p,, p,, ..., p,,

rispettivamente di molteplicita 7, r,, ..., r,, supponiamo inoltre che la funzione di trasferimento
. . ! . .
abbia un ulteriore polo o zero per s =0 con molteplicita’ /; infine, siano z,,, z.,, ..., Z,, € P>

D.»s ---» D, Tispettivamente gli zeri ed 1 poli reali della funzione di trasferimento, risulta:

P f2 b ]
Slzchsh a, ¢! H(S _ pf)r/ (S ~ Pey )(S _ p:g)
h=0 f=1 g=1
ﬁ(s -z,)" ﬁ(wf +2¢ w5+ 52)
— _m uzl v:1e
a, SIH(S—pf)F/ H(a)z +2§g0)gS+S2)
f=1 g=1
!
w ~ . ~ L woy ) i i
b H( z,) [1 szuj ga)v[l+2é’v o + a)fJ
a

d 1 " ¢ S S2
! Iy 2
S a4 l-s— ., 1+2é,7+f
H( f) ( J g g[ g 2

f g g

w y w 1 Iy ¥ 5
b 1_1(—ZL,)["1_IQ)V2 H(l—szj H(1+2§V;+;2J

v=l

= = “d: u - v v ,
a, (_ ry 2 d 1 I e
p,) T1e; STI1-s—| Tql1+2¢, >+
- o /=1 Py ) s= ‘s @y a)g2

dove, se
ch = ch + Ja)cv s

sono gli zeri complessi, allora

[ 2
a)v - O-cv +a)cv

€ S¢C

! Si osservi che se F(s) in s =0 haun polo, allora /> 0, mentre se ha uno zero, / < 0; altrimenti / =0.
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pcg :O-cg +ja)cg

sono i poli complessi, allora:

_ [ 2
C()g— acg+a)cg

_ cg
é/g - 2 2
O, TO,
Poniamo:
1
Tu:_’ per M:1,2, 7W,
ZM
1
T, =—, per f=12,...4d,
Py

tali quantita hanno le dimensioni di un tempo e prendono il nome di costanti di tempo, definiamo
inoltre:

w y
b H(_Zu)tuna)f
K= u=1 V= .
an i (_ )r_/- : 0)2
Py g

f=1 g=1

Si noti che K ¢ reale poiché b,/a, e R. Facendo uso di tali definizioni la funzione di
trasferimento si scrive:

ﬁ(l—sru)”‘ ﬁ(uz.f;vsﬁz]
a) v

u=1 v=l v w

F(s)=K

Q

d 2
; ; s s
S TI0-sT,)" IT| 1428, =+
fl( f) gl( £ Cl)g 0);}

Esprimiamo la funzione di trasferimento F(s) nel dominio della pulsazione, ovvero
sostituiamo formalmente jo as:

[10-jos ) 11{14276, 2 -

u=1 v=I1 v

(o)1~ jor,)" H[1+2J; “’—ZZJ
S=1 g=l g g

Tale rapporto ¢ in generale un numero complesso € si puo rappresentare come:

F(jo)=|F (@)

dove ‘F(a))‘ ¢ il modulo di F(jw) e ¢(w) il suo argomento.

Definiamo diagramma di Bode la coppia di grafici delle seguenti funzioni, in coordinate
logaritmiche:
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a(w)= 2010g|F(a))|

plo)=""-4(o)

b

la funzione a(w) si misura in decibel (dB) mentre il fattore 180°/z serve a convertire I’unita di
misura di ¢(a)), radianti, in quella di ,B(a)), gradi. Valutiamo separatamente queste due quantita;

sostituendo ‘F (a))‘ nell’espressione di a(w), si trova™:

alw)= 2010g|F(a))| =20logK

(o 10 jor, )" ﬁ[l +2j¢, 2 —“’i}

f=1 g:l a)g a)g
N N 0 o
=20log|K|+20> 1, logll - jor,|+ 20 logll + 2 ¢, — ——|+
u=l1 =1 @, ),
d : 0 o
—20/loga - 20 1, logll — jT,|- 20" logll +2j¢, — - =
f=1 ‘ ) g=1 C()g a)g

v=I1 v v

w y > 2 >
= 20log/K|+103 1, log(l + @*z2)+ 103 log {1——2J +AL |+
u=1 2 @

d e a)2 2 a)Z
~20/log ~ 103 r, log(l + @°T?) 103 log| | 1- 25 | +4¢2 2|,
r=1 ' g=1 [0 w

4 g

sostituendo ¢(w) nell’espressione di S(w), la costante K, se positiva, non introduce alcun

termine, altrimenti, siccome —|K | = |K |e"j” , introduce uno sfasamento in ritardo di 7 radianti,

pertanto:
180°
p()="2 g(0)-
T
o W 2
) St 2 22

r & , ¢ L0 o
_lz—fz_}rfarg(1+]a)Tf)—Zarg(l+2]§gw——;j].

g=l g g

I due diagrammi sono ottenuti tracciando i grafici relativi a ciascun termine elementare di
a(w) e di B(w), per poi sommare i singoli diagrammi ottenuti. Le due funzioni a(w) ¢ S(w)
contengono i dodici termini indicati nella tab.5.1, la cui rappresentazione ¢ mostrata nel seguito.

? Si noti che I’espressione di a(w) contiene il termine logw ossia richiede la determinazione del logaritmo di una
quantita dotata di dimensione. Siccome convenzionalmente le pulsazioni rappresentate nei diagrammi di Bode sono
espresse in rad/sec, per log @ si intende il calcolo di log(wy) dove y vale l1sec/rad .
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a(a)) Blo)
| K
costante reale 20 10g|K| 90 (m - lj
poli o zeri nell origine —20/logw —1-90°
costante di tempo al numeratore 10¢, log(l +o’t] ) &tu arg(l + jor, )
T

—-107, log(l + a)szz)

costante di tempo al denominatore

180° .
Jn Ty arg(l +jol, )

Y 2 2 2
zeri complessi 102 log[[l - Z))zj +4¢7 Z))z}
v=1

v v

180° &
T

— arg[l+2jé’vw
,

v=1

v

2,

2

v

2

poli complessi

2
e w2 wZ
—10) log| [ 1-22 | 44022

_&iarg

T =l [ wg

14+2j¢, 2 -

2,

2]
2
wg

tab.5.1

Costante reale. [.’equazione:

b

a(w)=20log K

rappresenta una retta parallela all’asse @, (fig.5.1), mentre
I’equazione:

0 K>0
~180° K <0’

()

indica che la fase € identicamente nulla se K >0 mentre vale
—180° se K <0.

Poli o zeri nell’origine. Consideriamo inizialmente / >0 ed in
particolare / =1; I’equazione:

a()

¢ una retta passante per @ = 1rad/sec, con pendenza negativa e
pari a —20, quindi per ogni incremento di logew di 1 unita,

—20logw

a(a)) diminuisce di 20 unita (fig.5.2). Poiché una variazione di
1 unita di logw corrisponde ad una variazione di @ di un
rapporto 10 (ad esempio, passando logw da 1 a 2, w passa da
10 rad/sec a 100 rad/sec) e siccome una unita di a(w) &
1 dB, si dice anche che la retta ha una pendenza di —20 dB per
decade (—20dB/dec) o —6dBjott. Qualora [<0, la retta
rappresentativa dell’equazione precedente avra una pendenza
positiva e, se / =—1, di 20dB/dec.
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10°" 10 10° 100 o
(0}
Bl@) 10° 10" 10°  10°
K>0 [0}
-90°
K<0
-180° T
fig.5.1
a(w
(@) 10° 10" 10°  .10°
i w
20dB -5
1>1 I=1 <1
w
Bl 10° 10" 100 10°
w
<1
N [=1
90 /> 1
fig.5.2



L’equazione:

Blw)=-1-90°,

¢ una retta parallela all’asse @ che interseca 1’asse delle |10

ordinate per —/-90°.

Costante di tempo al numeratore. Assumiamo inizialmente

t, =1, ’equazione:
a(w)= IOIOg(l + a)zruz)

viene rappresentata asintoticamente,
wt, <<l e wr, >>1:

o, <<1, (0<<1/z,) =

wr, >>1, (@>>1/7,) =

cio¢, per @>>1/r, si ha una retta con
pendenza di 20dB/dec che interseca I’asse
delle ascisse per w =1/7, (fig.5.3). In fig.5.4 ¢
rappresentato  1’errore che si  commette
nell’approssimare il termine a(a)) col metodo

di Bode; lerrore massimo in tale
approssimazione si ha in corrispondenza della
pulsazione di taglio 1/z, , dove:

a(l/7,)=10log2 ~3dB.

mentre 1’approssimazione prevede a(l/7,)=0.

20¢, dB/dec .
Per la fase, posto inizialmente ¢, =1, si ha

180°
B(w)= 180, arg(1+ jor,)
/s
si distinguono analogamente due casi’:

or, <<1, (0<<1z,) =

wr, >>1, (@>>17,) =

distinguendo i

a(w)

20 dB

M0.1/z Uz 10/ o

casi fig:5.3

a(®)~10logl = 0;

a(w) = 1010g(a)zrf ) =20log(wr, )=

=20logw +20logr,

&(w)

100 107 10

fig.5.4

Se ¢, #1, allora la pendenza della retta ¢

180°
—_— tan(0)=0";
~ arc an( )

=
£
2

ﬂ(a)) ~ 180° lim arctan(a)ru ) =90°;

T O>x

* Si rammenti che I’argomento arg(z) di un numero complesso z = o + jo coincide con arctan(o/w) solo se
o >0, mentre, se & <0, arg(z) = 7/2 —arctan(o/w) quando @ >0 ¢ arg(z)=—z/2 —arctan(c/w) quando @ < 0.
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si noti che:

,BELJ L1830 arctan (1) =45°.

T T

u

Anche in questo caso il diagramma rappresentativo ¢ una spezzata con asintoti 0° e 90°. Inoltre

risulta:
B 1 <5 a(®) 4 g0 J0' 100 10°
107, ’ Uz @
1 20dB 1
Tu

cosi, con un errore di 5° in entrambi 1 casi, Si assume:
B@ rorir 1z 10/ o

1 10° N\ 10" 10°; 10’
= 00 D i . .
ﬂ[lOru ] _45 :
900 fo-m :
ﬂ[mj =90°.
Tu
fig.5.5

Si noti che il segmento che unisce i1 punti (l/lOru,O") e
(10/ T, 90°) ha pendenza pari a 45°/dec. Se t,#1, allora, a differenza del caso per z, =1,
quando w7, >>1 siha B(w)=1,90° e inoltre B(1/7,)~1,45 .

Costante di tempo al denominatore. Si opera in maniera analoga a quella descritta nel caso
precedente ed in particolare, per r, =1 i grafici delle funzioni a(a)) e ﬂ(a)) sono mostrati nelle

fig.5.5.

, _ o _ o F@ e e ¢ 0
Esempio. (Circuito RC) Si consideri la funzione di BdB Nl o
trasferimento di un circuito RC (pag.12), risulta: Vs

-20dB 1
1
F(s)=——,
I+s7
dove 7=RC ¢ la costante di tempo. Tale funzione ha un @) Vo1/r 1/r 10/ @
solo polo semplice per s=-1/7, ed espressa nel dominio 0 N0 100 10
della frequenza vale: 5o b !
. 1 Y\ A :
F(jo)=—,
1+ jor
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cosi 1 diagrammi di Bode per modulo e fase sono quelli mostrati in fig.5.6. In colore sono
mostrati gli andamenti reali delle funzioni |F (a)l e g(w).

Esempio. (Circuito CR) Si consideri la funzione di trasferimento di un circuito CR (pag.12),
risulta:

ST
Fls)=
(S) l+s7’

dove 7 = RC ¢ la costante di tempo. Questa funzione presenta un fattore costante 7 (solitamente
7 < 1), uno zero semplice per s =0 ed un polo semplice per s =—1/7; espressa nel dominio

della frequenza, F(s) vale:
jot

I termini elencati vengono rappresentati separatamente ¢ quindi sommati graficamente; i singoli
termini, insieme ai diagrammi di Bode per modulo e fase di F(; a)) sono mostrati in fig.5.7.

|]C()| arg(ja))
20log |1/7| }---ooooo 90°
20dB + 3 ase |
, il/T. , 10° 10' 10 10°
10" 100 100 10w 1z ®
7]
10° 10 100 10°
1/t @
220dB T
20 log ||
1
- arg(———)
‘ijr 10" 10 100 10’ IHjor '[O.l/r l/r 10/t o
BTN o 10°N\J0' 1 107 10°
220 dB 1 -45°
-90°
#(@)
|F(w)| : 5

-3dB

-20dB T

1 1 l()l
Lo.l/r 1/ 10/ o

fig.5.7
45



Esempio. (Partitore compensato) Valutiamo la risposta in
ampiezza ed in fase del circuito di fig.5.8. Indichiamo con Z, § _
R G

e con Z, rispettivamente i paralleli delle reattanze di R, e C,
edi R, e C,, ossia (fig.5.9):

V(1) °
1 R, R, — ¢
475 T14sRC, l+s7,’ Rzg G2 W
7+SC1 1~1 1
1
Z, = 1 = R2 = R2 ﬁg.5.8
2 s
L+SC2 1+sR,C, l+s7,
2
dove si ¢ posto 7,=RC, e 7,=R,C,. La funzione di
trasferimento ¥, (s)/V,(s) & il rapporto di partizione tra V,(s) e H zZ,
V, (s):
v.(1)
4 (s) Z
F(s)=-2~= i
V0 zez |2 |
sostituendo a Z, e Z, la loro espressione, si ha:
R, fig.5.9
VO(S) I+s7, Rz-(l+srl)

F = = = =
) V.(s) R, N R, R -(1+s7,)+R,-(1+s7,)

l+s7, l+s7,

Rz-(l+srl) R, 1+ST1_K1+ST1

R +R,+s-(t,R +7,R,) R +R, 1+s7 l+s7’

dove si ¢ posto:

RZ
R +R,’
L ,R + 7R,
R, +R,

Questa funzione ¢ caratterizzata da un fattore costante K (con K <1), uno zero semplice
per s =—1/7, ed un polo semplice per s =—1/7; espressa nel dominio della frequenza, F (S)
vale:

) 1+ jor,
F =K—,
(Ja)) 1+ jor

I termini elencati vengono rappresentati separatamente e quindi sommati graficamente; i singoli
termini, insieme ai diagrammi di Bode per modulo e fase di F ( J a)) sono mostrati in fig.5.10.
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Il/z’, U e
20 log K
| 1Hjor, | arg( 14jor, )
90° - .
20log|z,/7 |
1 450 T 4 |
1, Ur o 0.1/7, 1z, 10/7, o
‘ 1
- ar; :
1Yot T /7, 0.l/z 1/t
(0]
|F(w))| 1/7, 1/t w #()
+— t *—it 90°
4 450 :
20 log K 1 , i -

lo.1/z,” 0.1/7 10/7, 10/7

fig.5.10

Si noti che qualora 7, =7, il circuito in esame si comporta come un partitore resistivo con
funzione di trasferimento ¥, (s)/V,(s) pari a:

Fls)=—12

R +R,

Zeri complessi. Analogamente ai casi precedenti I’equazione:

2\? 2
a(w)=10log (1—“’—2] 14022
w w

v v

viene rappresentata asintoticamente, distinguendo i casi ® << @, € @ >> o, :
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w<<wo, = a(®)~10logl =0;

4
>0, = a(a))zlOlogw—4=4010ga)—4010ga)v;

v

cio¢, per @ >> @, si ha una retta con pendenza di 40dB/dec che interseca 1’asse delle ascisse

per w =w,; in fig.5.11 sono mostrati, oltre al diagramma di Bode, alcuni andamenti reali
corrispondenti a diversi valori del parametro ¢ .

60

a(w)
40
20 é,zl
0
£=0.1
=20
£=0.01
-40
100 103 w 104
fig.5.11
In fig.5.12 ¢ rappresentato 1’errore che si w0
commette nell’approssimare il termine a(a)) 2(0)
col metodo di Bode; I’errore massimo si ha in v
corrispondenza della pulsazione di risonanza .
,, pari a:
a)Ov:a)v\ll_zé’VZ’ 0
dove risulta: fig.5.12

a(,,)=10loglac?(1-¢2)].

mentre 1’approssimazione prevede a(w,,)=0.
Coge . 4
Per la fase si distinguono analogamente due casi

o

w<<wo, = Blo)~ arctan0=0";
7
o 2
w>>0,, = ﬂ(a))zlgo limarg(l—w—2+2jg£}=180°;
T @W—>0 N a)v

% Si veda la nota a pag.43 per il calcolo degli argomenti.
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fig.5.13

cio¢, per w << w, la fase ¢ rappresentata con la retta ﬂ(a)):0° mentre per @ >>ao, ¢

rappresentata con la retta ﬂ(a)) =180";in corrispondenza della pulsazione @, risulta:

° 2
Blo,)= fim arg(l -2 12, ﬁ} =90°.
72' [U*)Q)V a)v a)v

In fig.5.13 sono mostrati, oltre al diagramma 10
di Bode della fase, alcuni andamenti reali 1)
corrispondenti a diversi valori del parametro

¢ ; in fig.5.14 ¢ rappresentato ’errore che si

commette nell’approssimare il termine /(o)
col metodo di Bode.

I grafici riportati nelle fig.5.12 e 5.14
mettono in luce che 1’approssimazione 0
introdotta col metodo di Bode risulta, in
questo caso, particolarmente insoddisfacente fig.5.14
al crescere del parametro ¢, ovvero

all’allontanarsi degli zeri della funzione di trasferimento dall’asse reale.

Poli complessi. Si opera in maniera analoga a quella descritta nel caso precedente; i grafici delle
funzioni a(w) e B(@) sono mostrati nelle fig.5.15. 5.16.
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