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L AVORO DELLE FORZE ED ENERGIA
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Energia cinetica

Forze conservative

Energia potenziale

Teorema della conservazione dell’energia meccanica
Esercizi
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LAVORO

Lavoro di una forza costante: nell'esempio ri- N
portato in figura 12 la risultante delle forze e N
non nulla ed il corpo si muove verso destra. -~ |c F ’ i _____ 15

d ! .
Immaginiamo che le forze applicate rimangano WWW
costanti per un intervallo di tempo At du- / l ~ 22 -
rante il quale il corpo si sposta di una quantita i

s . Il moto sara uniformemente accelerato con Fig. 12. Definizione di lavoro di una forza.

I'accelerazione orientata nella stessa direzione della risultante delle forze.

Possiamo definire il lavoro fatto da una forza F, durante lo spostamento s come la

—

seguente quantita scalare L = F +s = Fscos®, dove 9 & l'angolo formato dai vettori

F ed $. Nell'esempio precedente la forza F essendo orientata nella stessa

direzione di s fara un lavoro positivo pari a L. = Fscos0° = Fs, la forza di attrito

statico fara invece un lavoro negativo pari a | ¢4 = f4s cos18Q00= -f4s mentre il lavoro

delle due forze perpendicolari allo spostamento sara nullo: L, =Nscos90°=0 e

L, = Pscos 270°=0. Il lavoro totale & la somma dei lavori delle singole forze

L=,

S. Spagnolo

In generale il lavoro
che compie una forza
applicata a un corpo
nello spostamento di

quest’ultimo dal punto

A al punto B e

I'integrale di linea

della forza lungo il

percorso:

B

[E™ad™
A

ossia, spezzettato il
percorso (orientato) in
tratti infinitesimi d¢, si

calcola Fd¢ cos I e si

sommano questi
termini su tutta la
traiettoria
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Comprendiamo la definizione generale

LAVORO

Lavoro di una forza variabile F con la posizione 7 per uno spostamento dalla posizione iniziale 7;

ad una posizione finale 7, lungo una curvaI'.

AY Piu in generale il

I lavoro che compie una

forza applicata a un
corpo nello

ry spostamento di
Dividiamo il tratto di curva I" fra i punti i e fin » (numero intero) di segmenti AZ,. (tutti con lo queSt’UItimO dal punto

spostamento Al = tratto curva

v

stesso modulo Af) sufficientemente piccoli da poter assumere che lungo ciascuno di essi la forza
F(7) sia costante (*) e pari ad F; .

A al punto B e

\/ I'integrale di linea
o della forza lungo il
. .. . . y . rcorso.
Possiamo cosi usare la definizione di lavoro e calcolarlo per ogni tratto A/; ossia: | peBCO S0
W, =F, - Al, > >
F-df

Il lavoro totale fra il punto i ed il punto f'sara : W,_, » = Z W, = 2 13; - AL,

ossia, spezzettato il
percorso (orientato) in
tratti infinitesimi d¢, si

calcola Fd¢ cos I e si

sommano questi
termini su tutta la
traiettoria

al limite per A >0

Wisr= lim Zﬁ; Al; = jrf F-d? , ottenendo il cosi detto integrale di linea di

Ali—>0 i {

F(7) lungo la linea I" fra i punti individuati da 7: e rr.

La grandezza d/ & un elemento piccolissimo (infinitesimo) dello spostamento lungo la linea I'.
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LAVORO

I1 lavoro € quindi una grandezza scalare le cui unita di misura sono:

_ ngmm
S S

Interpretazione fisica

torniamo al caso di forza costante e percorso rettilineo

_ kgm?

2
N -m 5 =kg(mj = Joule =J

S

a) A parita di forza e spostamento in modulo, si ottiene il lavoro massimo se la forza ¢ parallela
allo spostamento (@ =0,cos@ =1):

.

W=F-§s=F-s-cos@=F-s

b) Una forza perpendicolare allo spostamento (@ = 7z/2,cos @ = 0) compie sempre un lavoro
nullo:

—

W=F-5§=F-s-cos@=(Fcos@)-s=F;,-s=10

Portando una valigia orizzontalmente, la forza esercitata dal
braccio non effettua lavoro!

Un altro esempio di lavoro nullo si ha nel moto circolare
uniforme, in cui la forza centripeta € in ogni istante
perpendicolare alla velocita e quindi allo spostamento.

S. Spagnolo
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LAVORO

Interpretazione fisica

c) Se lo spostamento ¢ nullo, s =0, il lavoro fatto dalla forza ¢ nullo.

forza
applicata

F

Una persona sostenendo una massa da fermo non
compie lavoro.

forza
peso

d) Il lavoro puo essere positivo o negativo.

F 1 | F
| i /NE’
|
I |

o ' . R

F S S F S S
0< 0<mrn/2,cos >0 /2 < 60<m cos <0
W > 0, forza parzialmente responsabile del moto W < 0, forza non responsabile del moto
lavoro motore, cio¢, favorevole al moto lavoro resistente, cio€, contrario al moto
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LAVORO

Interpretazione fisica

Wior = ZVK =ZF’, -§ = (ZEJ .§=F,-5 con F, = ZF} la risultante delle forze agenti sul corpo.

I1 lavoro della forza risultante € pari alla somma dei lavori delle singole forze agenti sul corpo.

Un esempio: sollevamento verticale di una massa m a velocita costante.

v=cost=>F, +P=0=F, 6 =-

P

A
Lavorodi ¥, , =W, , =F,, -s=F,,;s=mgs,
J positivo perche ¢ F, , ad imprimere il moto (£,
A stesso verso di § )
F appl

Lavorodi P=W, = P-5 = —Ps=—mgs,

P =mg verso opposto ad §)

Lavoro totale: W, =W __ +W, =mgs —mgs =0

app

negativo perche F, ,, non ¢ responsabile del moto( F,,,

S. Spagnolo
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POTENZA

Puo essere importante confrontare il lavoro prodotto da una forza con il tempo impiegato per
ottenerlo. Per questo scopo si introduce il concetto di potenza che misura la rapidita con cui ¢
compiuto il lavoro.

£

N rappresenta il lavoro fatto nell'unita di tempo. Si misurain Watt

La potenza |P =

(W) nel sistema SI

Per At molto piccolo, al limite per A — 0 si ottiene la potenza istantanea (di seguito semplicemente
potenza) :

W dw
P=[im—=
At—)OAt dt
NOTA: caso F costante
aw F-df - di - _ I .
P = = =F - —=F-v= P=F-v per F =cost
dt dt dt

9
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INFN
LAVORO E TEOREMA DELL’ENERGIA CINEQ

- > > —>
NOTA: A¢ = rit1-fi= Ar
B
WaoB = F - dr
n= fy
Dal secondo principio della dinamica

F=ma=m—
ma mdt

dove v ¢ la velocita istantanea della particella D:

Quindi con le dovute sostituzioni si h

dv-v=—d(v?)
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LAVORO E TEOREMA DELL’ENERGIA CINETICA

Definiamo K = mv2/2

ENERGIA CINETICA

1 1
W, =5mvff—5mvf =K, - K, =AK

Il lavoro compiuto da una forza su una particella (punto materiale) che si sposta da A a B

e uguale alla variazione di energia cinetica della particella Ks - Ka

Si1 fa notare che se W > 0 anche AK ¢ maggiore di zero, ci0 vuol dire che il lavoro ¢ stato effettuato
dalla forza sulla particella ed ¢ stato accumulato come aumento dell'energia cinetica della particella
stessa. Invece, se W < 0 anche AK ¢ minore di zero, in questo caso il lavoro ¢ stato effettuato dalla
particella sull'ambiente circostante, a spese dell'energia cinetica posseduta inizialmente, la quale
infatti s1 riduce.

Osserva: Lavoro (F dr) ed energia cinetica (mv2) hanno le stesse dimensioni
11
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LAVORO E TEOREMA DELL’ENERGIA CINETICA

Definiamo K = mv2/2

ENERGIA CINETICA

1 =%mv§—%mv12 =K, - K, =AK

Il lavoro compiuto da una forza su una particella (punto materiale) che si sposta da A a B

e uguale alla variazione di energia cinetica della particella Ks - Ka

e — R

Il lavoro compiuto da una forza su un sistema che si sposta da A a B e uguale alla variazione di
energia cinetica del sistema, Kg - Ka, se I'unico cambiamento che avviene nel sistema e la
variazione del modulo della velocita

e —————— e

12
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ENERGIA CINETICA

Questo ci1 permette di introdurre il concetto generale di ENERGIA: essa ¢ una grandezza scalare,
che si manifesta in numerose forme (o tipi) associabile allo stato di un sistema e rappresenta la

capacita del sistema di produrre lavoro.

L’energia cinetica ¢ 1’energia associata allo stato di moto un sistema (corpo) ovvero la capacita di
un corpo m dotato di velocita di produrre lavoro. Maggiore ¢ la velocita, a parita di m, maggiore ¢
’energia cinetica, maggiore il lavoro che 1l corpo puo dare.

y,

Il teorema dell’ energia cinetica (eq. 5) evidenzia che se il lavoro delle forze agenti € positivo, esso
¢ “fatto sul corpo” e I’energia cinetica del corpo aumenta. Se il lavoro € negativo, esso ¢ “fatto dal
corpo” per vincere le forze applicate e quindi 1’energia cinetica del corpo diminuisce. Chiariamo
questo con due esempi.

13
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ENERGIA CINETICA

Esempio 1): Massa m in caduta libera lasciata da una altezza 4 da un piano con velocita v; verticale

verso il basso.

I

N l Vi

—

W=F-5s=F-s=mgh>0
AK =W = K, —-K; =mgh>0

K;>K;,=
h I, 1 3
l Lavoro positivo compiuto dalla forza| . my f > my; =V f > Vi
. S energia cinetica aumenta: 2 2
\
Esempio 2): Massa m lanciata, dal suolo, verticalmente verso 1’alto con velocita v;.
Sia h ’altezza della massa quando la velocita ¢ v r
AT W=F-s=F-s-cost =—mgh<0
' AK =W = K ;- K, =—mgh <0
h S K f < K i —
vF Lavoro negativo, energia cinetica diminuisce:
I » 1 >
T . —mvf<—mv,- :>Vf<Vi
; 2 2
\
S. Spagnolo Lezioni 6-7
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INFN
ENERGIA CINETICA DI UN SISTEMA DI PARTICELLE

Immaginiamo un sistema di N particelle che numero

conunindiceichevariada7aN _ o |
AK; = Kiﬁn _ K;mz =W, = Wiest +Wimt

Nel sistema ciascuna particella i e soggetta a forze
esterne Fest (esercitate da corpi esterni al sistema) e
a forze interne Fint (esercitate dalle altre particelle
del sistema). Il lavoro compiuto sulla particella i sara
la somma del lavoro compiuto dalle forze esterne
West e del lavoro compiuto dalle forze interne Wint

1
— n — n 2
K = iz Ki = 7 Xi=amy v
La variazione di energia cinetica complessiva del
sistema e la somma delle variazioni delle energie
cinetiche per ciascuna particella; se ne deduce
I’espressione generalizzata del Teorema dell’energia
cinetica
— \'h — \'\nh — \'n est inty _ y'n est n int
AK = Zi:l AKI o Zi:l wi o 2i=1 i + Wi ) T Zi:l Wi + Zi=1 Wi
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. AVORO ED FORZE CONSERVATIVE

.y £ . q - ar 5 sE=mg oA g EE DR =% = A 5 < - A 5 7 - A7 > o - a3
= e = ~ > iy O PN — ey RS e AR & R e R ) - L FEREPS ) - _ .

’Jv

Proprieta (vedi figura 13): a) per una qualunque traiettoria, il lavoro fatto dalla forza

durante uno spostamento da un punto A ad un punto B lungo una traiettoria & uguale

4

ma di segno opposto al lavoro fatto durante lo spostamento inverso da Bad A lungo la

stessa traiettoria: L2, = L7 : b) il lavoro & additive: L?, = L + L&),

Forze conservative: consideriamo lo sposta-

mento raffigurato in figura 13 dal punto A

fino al punto B lungo l'itinerario ae ritorno ad |

A lungo l'itinerario b in presenza di una forza

F . Se il lavoro della forza calcolato lungo

X
V

tutto l'itinerario & nullo L2, + L, =0, e tale

rimane anche cambiando uno dei due itinerari o §

la posizione del punto B allora F & conservativa.

S. Spagnolo Lezioni 6-7



FORZE CONSERVATIVE

Energia potenziale: si puo dimostrare che per una forza conservativa valgono le
seguenti proprieta:

a) il lavoro NON dipende dall'itinerario che collega A a B, cioé L2, = L\,

b) si puo definire I'energia potenziale in un qualunque punto dello spazio come una

funzione delle coordinate del punto U(x,y,z);

c) l'espressione dell'energia potenziale dipende dalla farza;

d) se sono presenti piu forze conservative, |'energia potenziale in un punto & la
somma delle energie potenziali di ogni singola forza;

e) dati i tre punti A, B e C dell'esempio precedente vale la seguente relazione:
AU,; =AU, + AU.

f) il lavoro dipende solo dalla differenza dei valori dell'energia potenziale calcolata

neipunti Ae B: L2, = U(A)-U(B) = -AU,,

17
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(AN

Consideriamo una forza esercitata su un punto materiale in una direzione e uno
spostamento mono-dimensionale lungo la stessa direzione

B XB
XK WA—>B — LA+B — I ? d[’ — I F(X)dX: U(A)'U(B)
A XA
sk F(x) = -dU(x)/dx

Esempi di forze conservative

FORZE CONSERVATIVE

—> N\
Forza peso h=y (asse punta verso l'alto); F = -Mg y
s —> A
Forza gravitazionale = -GM1Mo/r2 r
Forza elastica ?: -k x Q
Forza di Coulomb —> A
= Kqigo/rar

18
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FORZE CONSERVATIVE E CONSERVAZIONE
DELL'ENERGIA MECCANICA

si puo dimostrare il teorema della conservazione dell’'energia meccanica

infatti L, =U(A)-U(B)=-AU,, ma dal teorema lavoro energia cinetica

s = K5 — K, = AK,; pertanto |K, +U(A)= K; +U(B)

Definiamo Energia Meccanica E = K + U = mv%/2 + U somma
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale

Se su una particella agisce una forza conservativa, I’energia
meccanica si conserva

[si possono modificare i valori di energia cinetica e di energia potenziale individualmente ma I’energia
meccanica (energia totale) non e dissipata]

19
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INFN
ANALIZ;IAI\/IO UNA SITUAZIONE

x=10
| ,
: Prima che la molla venga 100
compressa non ¢'e 50
i m . .
ettt UL energia nel sistema 0 e r - :
LNCrgie ( ' LNCrgie
blocco-molla. nergla e crgia
cinetica potenziale totale
—» X | .
(I Quando la molla viene %
I | N e ' . N
| parzialmente compressa, 100 Il lavoro viene compiuto
’ R . -~ v .
" I'energia totale del sistema 50 . .: dalla mano sul sistema
— e coincide con I'energia 0 . o 3 . blocco-molla, quindi
_ -2, et nergia croia Energia , . .
potenziale elastica. B ’.“‘_ . o 5 I'energia totale del sistema
cinetica potenziale totale
aumenta.
—» Xmax |«— -
| | La molla € compressa al 7,
: massimo e mantenuta ferma; 100
il sistema possiede energia 50 I E
— ikl m potenziale elastica ma non 0
possiede energia cinetica. l'-_“‘»"’!_-f'i' Lnergia Energia
cinetica potenziale totale
l '* = 4 % N . . . t ]. , .
: : v DOPO che il blocco é stato 100} ()ll’\'l(‘.‘llt'- compiuto favoro
rilasciato, I'energia potenziale 50 t. E sul s:nslcn.la blocco-molla
T i elastica diminuisce e I'energia ol e : c!all ambiente, pertanto
cinetica aumenta. l'.'ncl gia Energi Energia l.cnm gia del sistema
cinetica potenziale totale rimane costante.
x=10
| v Dopo che il blocco perde 100
contatto con la molla, 50
ik m : . . .
— L I'energia totale del sistema ¢ 0 - — - -
. . LNCIrgie ( 2l LNCrgie
solamente cinetica. Nergia | nergia 20
cinetica potenziale totale

szioni 6-7



IN PRESENZA DI FORZE NON CONSERVATIVE

In presenza anche di forze non conservative il teorema della conservazione
dell'energia puo essere riscritto considerando che per il teorema lavoro-energia
cinetica il lavoro fatto da tutte le forze presenti & uguale alla variazione di energia
cinetica e sostituendo, per tutte le forze conservative, I'espressione del lavoro con la
differenza d'energia potenziale:

AK = by =L+ L, = -AU + 1L,
owero AK + AU = L_ che equivale a L, = (K, +U,)—(K,. +U,).

dove U rappresenta la somma delle energie potenziali di tutte le forze conservative

presenti, mentre L_ rappresenta il lavoro di tutte le forze non conservative. Se defi-

niamo |'energia meccanica E come |[E =K +U| |'espressione precedente diventa:

E -E =L|

S. Spagnolo Lezioni 6-7
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ENERGIA E FORZE

'EWO%A’/ 2. Una molla di costante k = 3N/m & posta in verticale ed al suo
estremo & sospesa una massa M =30g. La molla & inizialmente a 4

riposo (x; = O) e la massa viene lasciata libera di cadere con 7//////////////%%

velocita iniziale v, = 0. Calcolare il massimo allungamento della

molla.

Soluzione: poiché siamo in presenza di forze conservative (forza

peso e forza elastica della molla) & sufficiente calcolare I'energia = h
del sistema E pari alla somma dell'energia cinetica e delle energie

potenziali E = %MVZ + Mgh +13kx2, imporre che E rimanga h

costante E, = E; ed osservare che nella posizione finale il

massimo allungamento della molla x, =h — A corrispondera a

v, = 0. Fig. 14. Problema 2.
Umolla Upeso K
istante iniziale % k Xi2 Mgh %MV,-Z
istante finale % k X,Z Mgh %vaz

Avremo quindi %va + Mgh +%kxf2 = %Mv,.2 + Mgh +%kx,.2 da cui imponendo le

condizioni X, =0, v, =0 eV, =0 siricava-Mg(h - h )+ 1kx? = 0.

A questo punto e necessario osservare che la differenza di altezza del peso h —h, € pari al

massimo allungamento della molla X, e I'equazione avra come soluzione non nulla:

. - 2Mg 2x30- 103kgx 9.8 m/s?
"k 3N/m

=0.196m.

22
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ENERGIA E FORZE

tsevcigl

4. Un sasso di massa M =10g viene lanciato in verticale verso l'alto con una fionda. Sapendo

che per far raggiungere l'altezza massima di h, = 3m la fionda deve essere allungata di
x; = 10cm , calcolare la costante elastica della fionda. (trattare la fionda come una molla).

Soluzione: poiché siamo in presenza di forze conservative (forza peso e forza elastica della
fionda) e sufficiente calcolare I'energia del sistema E pari alla somma dell'energia cinetica e

delle energie potenziali E =%Mv2 +Mgh+%kx2, imporre che E rimanga costante

E, = E;, ed osservare che l'energia cinetica del sasso € nulla sia al momento iniziale che a

quello finale e che la fionda non essendo pil sollecitata dopo il lancio del sasso, rimane nella
sua posizione di riposo.

Umolla Upeso K
istante iniziale %kx,z Mgh %MV,-Z
istante finale %k XfZ Mgh %vaz

Avremo quindi MV} + Mgh +2kx? = ZMv? + Mgh + 2kx? da cui imponendo le

condizioni h =0,v, =0, X, =0 eV, =0, si ricava Mgh —%kx,.2 =0 da cui:

2mgh, _ 2x10 x10~°kgx 9.8m/s% x 3m __

MRE (10 x102mf
k =58.8N/m
23
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ENERGIA E FORZE

tsevcigl

5. Un corpo di massa M = 3Kkg viene lanciato su per un piano inclinato di un angolo 6 =20°
sull'orizzontale, con velocitd iniziale v, = 3.3m/s . Se il coefficiente di attrito dinamico tra il
corpo ed il piano & u, = 0.2 determinare lo spazio percorso prima di fermarsi.

Soluzione: poiché non siamo in presenza di sole forze conservative & necessario calcolare la
variazione dell'energia meccanica del sistema E pari alla somma dell'energia cinetica e delle

energie potenziali E = %MVZ + Mgh, imporre che AE =E, —E; sia pari al lavoro fatto

dalla forza di attrico dinamico L,,,,, = -u,Mgs cos 6 .

Upeso K
istante iniziale Mgh % v?
istante finale Mgh %M V7

Avremo quindi, osservando che la velocita finale € nulla e che (h, - h ) =S xSind :

Er- Ei= Latriro = Mgh - Mgh —%Mviz =~y Mgs cosd

S. Spagnolo

(sine + U, cose)gs = %v;" -
s _ v? _ (3.3m/sYf _105m
2(sin® + u cos)g 2(sin20°+0.2x cos20°)x9.8m/s?

Lezioni 6-7
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